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НАПРЯЖЕННОЕ СОСТОЯНИЕ ТРАНСВЕРСАЛЬНО-

ИЗОТРОПНОЙ ПЛАСТИНЫ С КРУГОВОЙ ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ 
ПОЛОСТЬЮ ПРИ ЗАДАННОЙ РАСЩЕПЛЯЮЩЕЙ СИЛЕ 

 

Методом разложения искомых функций в ряды Фурье по полиномам 
Лежандра найдено решение задачи о напряженном состоянии трансвер-
сально-изотропной пластины с круговой цилиндрической полостью, на по-
верхности которой задано значение расщепляющей силы. Под расщепляю-
щей силой подразумевается уравновешенная пара сил, стремящаяся расще-
пить (сжать) пластину вдоль срединной плоскости. Проведен численный 
анализ распределения напряжений в окрестности полости. 

Ключевые слова: трансверсально-изотропная пластина, круговая ци-
линдрическая полость, расщепляющая сила, напряженное состояние. 

 
Проблеме концентрации напряжений около отверстий в нетонких 

упругих пластинах уделяется достаточно внимания [2–5]. Используются 
разные подходы и методы решения соответствующих краевых задач [6, 
11, 12]. Одним из эффективных является метод разложения искомых 
функций в ряды Фурье по полиномам Лежандра координаты толщины [1, 
7, 10]. В случае первого приближения в работе [1] для согласования 
порядка разрешающей системы уравнений с граничными условиями 
традиционные краевые условия классической теории дополняются 
граничным значением расщепляющей силы (уравновешенной пары сил, 
стремящейся расщепить оболочку (пластину) вдоль срединной 
поверхности). Этот термин употребляется и в случае, когда пара сил 
вызывает поперечное сжатие оболочки. Решение краевых задач по 
определению напряженного состояния оболочек и пластин с учетом 
расщепляющей силы содержится в [8, 9]. 

В данной работе излагается решение задачи о напряженном 
состоянии неограниченной трансверсально-изотропной пластины с 
круговой цилиндрической полостью, на граничной поверхности которой 
задано значение сжимающей пары сил. Приводится численный анализ 
распределения напряжений в окрестности полости. 

Постановка задачи и метод решения. Рассмотрим, отнесенную к 
декартовой системе координат ix  ( i 1, 2, 3 ), трансверсально-изотропную 

пластину постоянной толщины h2  (h const ), срединная плоскость S  
которой совпадает с плоскостью изотропии. Пластина ослаблена круговой 
цилиндрической полостью радиуса R , на поверхности которой 

R h h[ , ]     задано значение уравновешенной сжимающей пары сил. 
Для решения задачи воспользуемся методом разложения по толщине. 
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Представим компоненты вектора перемещений ju x x x1 2 3( , , )  и тензора 

напряжений ij x x x1 2 3( , , )  в виде конечного ряда Фурье по полиномам 

Лежандра kP ( )  координаты толщины 

        
N

k k
j ij j ij k

k

u x x x x x x u x x P( ) ( )
1 2 3 1 2 3

0

, , , , , ( ), ( )


    ,          (1) 

где x x x S1 2( , )  , h x1 3 [ 1, 1]    ; k
ju x( )( ) , k

ij x( )( )  – коэффициенты 

разложений, определяемые равенствами 

        


      
  

h
k k

j ij j ij k
h

u x x k u x x x x x x P dx
h

( ) ( )
1 2 3 1 2 3 3

1 1
( ), ( ) , , , , ,

2
,   (2) 

N  – натуральное число, которое будем считать нечетным, т.е. N n2 1   

(n 0, 1, 2...  ). 
Относительно составляющих данного разложения получаем при 

симметричном деформировании по отношению к S  пластины систему 
уравнений равновесия 

   k k k k k
z zi(2 ) (2 ) (2 ) (2 ) (2 )

11 22 12 11 222             

 
k

s

s

k h
1

1 (2 1)

0

4 1 0


 



      k n0, , 

 
k

k k s
z z

s

k h(2 1) (2 1) 1 (2 )
33

0

4 3 0  
 


           k n0, ,                   (3) 

и соотношения упругости 

   
n

k k k s

s k

c c e k c h u(2 ) (2 ) (2 ) 1 (2 1)
11 22 12 66 13 32 4 1  



 
       

 
 , 

k k k k
zi c u(2 ) (2 ) (2 ) (2 )

11 22 12 662 4       , 

 
n

k k s

s k

c e k c h u(2 ) (2 ) 1 (2 1)
33 13 33 34 1  


     , 

 
n

k k s
z

s k

c u k h u(2 1) (2 1) 1 (2 )
44 3

1

2 4 3  
 

 

 
     

 
   k n0, ,                 (4) 

где 

z x i x1 22       ,   k k ki(2 1) (2 1) (2 1)
13 23

  
    , 

k k ku u iu(2 ) (2 ) (2 )
1 2   ,   k k k

z ze u u(2 ) (2 ) (2 )
     ; 

c11 , c12 …c66  – упругие постоянные. 

Подставляя выражения (4) в равенства (3), получим систему 
уравнений 
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 
k

k k s
z z

s

c u c c e k h c u
1

(2 ) (2 ) 1 (2 1)
66 12 66 44 3

0

2( ) 4 1 2


 





        


  

n n
s k s

z s
s k s

c u c h u(2 1) 1 ( ) (2 )
13 3 44 2

1

2 0 


 


    


    k n0, ; 

 
k n

k s s

s s k

c u k h c e c e(2 1) 1 (2 ) (2 )
44 3 13 44

0 1

4 3 

  


     


   

n
k s
s

s

c h u1 ( ) (2 1)
33 2 1 3

0

0 





  


 .                                        (5) 

Здесь   – оператор Лапласа; k
s

( )
2 1 , k

s
( )
2 – абсолютные константы вида 

   
   

k
s

s s s k

k k k s n
( )
2 1

1 2 1 , 1 ,

1 2 1 ,
           ,

   
 
 

k
s

s s s k

k k k s n
( )
2

2 1 , 1 ,

2 1 ,

         .
 

Общее аналитическое решение системы (5) определяется формулами [7] 

     
n

m z m
m

c u z z z z h a V
2 1

(0) * (0)
66

1






      κ , 

 
n n

m z m s z s
m s

c u h z h a V ih b W
2 1

(2) * 2 (2) (2)
66 2

1 1




 

      κ , 

n n
k k k

m z m s z s
m s

c u h a V ih b W
2 1

(2 ) (2 ) (2 )
66

1 1




 

       k n2, , 

   
n

m m
m

c u h z z c V
2 1

(1) * (1)
66 3 1

1





         κ , 

n
k k

m m
m

c u c V
2 1

(2 1) (2 1)
66 3

1


 


    k n1, ,                                           (6) 

где z( ) , z( )  – произвольные голоморфные функции, mV  и sW  – 

метагармонические функции, удовлетворяющие равенствам 

m m mV k h V2 0   ,   s s sW h W2 0    ,                                   (7) 

в которых параметрами mk  и s  служат корни соответствующих 

характеристических уравнений; k
ma(2 ) , k

sb (2 ) , k
mc (2 1)  – константы. 

Согласно (6) соотношения (4) примут вид 

n

m m
m

z z h d V
2 1

(0) (0) 1 (0)
11 22

1

4 ( ) ( ) 2






            , 

n

m z m
m

i z z z h a V
2 1

(0) (0) (0) (0) 2
11 22 12

1

2 4 ( ) ( ) 4




                , 



 6 

n n

m z m s z s
m s

i h z h a V i b W
2 1

(2) (2) (2) 2 (2) 2 (2) 2
11 22 12 2

1 1

2 ( ) 4




 

 
           

 
 κ , 

n
k k k

m m
m

h d V
2 1

(2 ) (2 ) 1 (2 )
11 22

1

2





     ,   

n
k k

m m
m

h d V
2 1

(2 ) 1 (2 )
33 3

1





     k n0, , 

n n
k k k k k

m z m s z s
m s

i h a V i b W
2 1

(2 ) (2 ) (2 ) (2 ) 2 (2 ) 2
11 22 12

1 1

2 4


 

 
         

 
    k n2, , 

n n
k k k k

m z m s z s
m s

i p V i q W
2 1

(2 1) (2 1) (2 1) (2 1)
13 23

1 1

2


   

 

 
       

 
    k n0, ,      (8) 

где 

  n
k k s

m m m m
s k

k cc c
d a k c

c c
13(2 ) (2 ) (2 1)12 66

66 66

4 1

2





   , 

  n
k k s

m m m m
s k

k cc
d a k c

c c
33(2 ) (2 ) (2 1)13

3
66 66

4 1

2





   , 

 
n

k k s
m m m

s k

c
p c k a

c
(2 1) (2 1) (2 )44

66 1

2 4 3
2

 

 

 
   

 
 , 

 
n

k l
s s

l k

c
q k b

c
(2 1) (2 )44

66 1

4 1
2



 
   . 

Из соотношений (8) получаем выражения для граничных условий 
при решении внутренней и внешней краевых задач. Пусть, в частности, 

на поверхности l lS h h[ , ]       с внешней нормалью l

 задан вектор 

напряжений l ll ls lnp l s n   
  

. Тогда, учитывая разложения (1), на 

кривой lS  плоскости S  имеют место условия 

 k k k k k k k
ll ls

dz
i i

ds

2
(2 ) (2 ) (2 ) (2 ) (2 ) (2 ) (2 )

11 22 11 22 12
1

2
2

               
   

, 

k k
ln

dz
ds

(2 1) (2 1)Im 


     
 

 (k n0, ).                                             (9) 

Здесь ds  – элемент длины дуги кривой lS . 

Для приближения N 1  (n 0 ) коэффициенты разложения в ряд 
имеют определенный физический смысл. Введем при этом такие 
обозначения 

   ll ls lll ls lnh T T Q(0) (0) (0)2 , , , ,    ,      ll ls lll ls ln
h

M M S
2

(1) (1) (1)2
, , , ,

3
    . (10) 

где llT  и lsT  – нормальные и касательные усилия, lQ  – перерезывающая 
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сила, llM  и lsM  – крутящий и изгибающий моменты, величина lS  

имеет смысл расщепляющей силы [1]. Согласно (1) на граничной 
поверхности имеет место равенство 

 ln l lQ P S
h h 1
1 3

2

     
 

.                                                      (11) 

Очевидно, второе слагаемое этой суммы представляет собой 
кососимметричную нагрузку относительно плоскости S . При lS 0  эта 

пара сил стремится расщепить пластину вдоль срединной плоскости. 
Отмечается [1], что этот термин употребляется и в случае, когда 
уравновешенная пара сил вызывает поперечное сжатие пластины. 

Пусть неограниченная пластина ослаблена круговой 
цилиндрической полостью радиуса R , на граничной поверхности 
R h h[ , ]   которой заданы напряжения 

 rr r R
r x3, , 0


   ,      r r R

r x q 2
3 3, , 1


       ,                 (12) 

где q const , h x1 3
  . Отсюда на контуре кругового отверстия в 

плоскости S  получаем условия 

 k
rr r R

r(2 ) , 0


     k n0, ,    k
r r R

r(2 1)
3 , 0


    (k n2, ), 

 r r R
r q(1)

3 , 0,4


    ,    r r R
r q(3)

3 , 0,4


   .                            (13) 

Введем в S  полярную систему ,   и примем во внимание равенство 
idz ds ie    . Тогда из (9) с учетом формул (8) получаем выражение для 

граничных условий (13). Для решения задачи примем голоморфные 
функции z( ) , z( ) в виде 

z( ) 0  ,   z b z 2
2( )   ,                                          (14) 

а метагармонические функции mV  представим таким образом 

 m
m mV B K x( )

0 0   m l1, 2 1   ,    m
m mV C H x(2 ) (1)

2 0 0 2  , 

 m
m mV D H x(2 ) (2)

2 1 0 0 2 1    m l n1,    ,                                  (15) 

где 

r R  , m mx Rh k1 , m mx Rh k1
2 2

  , m mx x2 1 2  , 

mK x0 ( )  – модифицированные функции Бесселя, mH x(1)
0 2( )  и 

mH x(2)
0 2 1( )  – цилиндрические функции Ханкеля первого и второго рода, 

mB ( )
0 , mC (2 )

0 , mD (2 )
0  – постоянные. 

Здесь учтено, что характеристическое уравнение потенциального 
решения имеет l2 1  вещественных положительных и  n l2   
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комплексно-сопряженных корней mk  (функции sW  вихревого решения в 

осесимметричной задаче отсутствуют). Подставляя значения данных 
функций в равенства (8), (9) и учитывая граничные условия (13), 
получим алгебраическую систему уравнений для определения констант. 

Результаты численных исследований. Проведены исследования 
напряженного состояния нетонкой пластины с круговой цилиндрической 
полостью, на поверхности которой задано значение уравновешенной пары 
касательных напряжений. Численные расчеты проведены для 
трансверсально-изотропной пластины с коэффициентами Пуассона 

0,25  , 0,35   и отношениями модулей упругости E G 2,5  , 

E E 1,25  . 

На рис. 1 и 2 приведены кривые изменения окружных   и 

нормальных поперечных напряжений 33  на контуре отверстия ( 1  ) 

соответственно на срединной (кривая 1) и граничной (кривая 2) 
плоскостях пластины в зависимости от изменения относительной 
толщины пластины R h/ . Как вид-но, с увеличением параметра R h/  

окружные напряжения   на граничной плоскости 1   монотонно 

убывают, а на срединной остаются без изменений при значениях R h/ 2 . 

2 1

 q

0,8

0,6

0, 4

0, 2

0 1 2 3 /R h
Рис. 1 

33 q

0,8

0,6

0, 4

0, 2

0 1 2 3 /R h

1

2

Рис. 2 

Рис. 3 

2

1

 q

0,5

0,75 1,75 / E E

0,3

0,1
1, 25

Рис. 4 

33 q

0,8

0, 4

0,0
0,75 1, 25 1,75 E E

1

2
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Поперечные напряжения 33  на граничной плоскости принимают 

нулевые значения, а на срединной – монотонно возрастают. 
При тех же данных упругих констант кривые, приведенные на 

рис. 3 и 4, характеризуют изменения напряжений   и 33  в 

зависимости от отношения модулей упругости E E  . С увеличением 

параметра E E  , окружные напряжения   возрастают как на 

срединной, так и на граничной плоскостях пластины, поперечные 
напряжения 33  уменьшаются. 

На рис. 5 и 6 представлены кривые затухания напряжений   и 

33  на срединной (кривая 1) и граничной 

(кривая 2) плоскостях пластины при 
удалении от поверхности плоскости. 
Очевидно, с ростом координаты   они резко 
уменьшаются, приближаясь к нулю. 

Характер затухания касательных 
напряжений r3  с удалением от 

поверхности плоскости  виден на рис. 7. 
Наибольшего значения они достигают на 
поверхности полости ( 1  ) в точке 0,5  . 

 
РЕЗЮМЕ.  Методом розвинення шуканих функцій в ряди Фур’є за поліномами 

Лежандра знайдено розв’язок задачі про напружений стан трансверсально-ізотропної пла-
стини з круговою циліндричною порожниною, на поверхні якої задано значення ро-
зщеплюючої сили. Під розщеплюючою силою ми розуміємо врівноважену пару сил, що 
намагається розщепити (стиснути) пластину вздовж серединної площини. Проведено чис-
ловий аналіз розподілу напружень в околі порожнини. 

Ключові слова: трансверсально-ізотропна пластина, кругова циліндрична порож-
нина, розщіплююча сила, напружений стан. 

 
SUMMARY. A stress-strain problem for a transversely isotropic plate with a circular 

cylindrical hole, on the boundary of which the shredding force is given, is solved using the 
method of expanding of unknown functions into Fourier series through Legendre polynomi-
als. The shredding force we understand as a balanced couple of forces attempting to shred 

Рис. 7 

1

2

3r q

0,3

1,0 1, 4 

0, 2

0,0
1, 2 1,6 1,8

0,1

Рис. 5 

 q

0, 4

1,0 1, 4 

0, 2

0,0
1, 2 1,6 1,8

1
2

Рис. 6 

33 q

0, 4

1,0 1, 4 

0, 2

0,0
1, 2 1,6 1,8

0,1

0,3

0,5
0,6

1

2
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(compress) the plate in the median plane. Numerical analysis of the stress distribution in the 
vicinity of the hole is carried out. 

Key words: transversely isotropic plate, circular cylindrical hole, shredding force, 
stress state. 
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УДК 539.3 
 

В. С. КИРИЛЮК, д-р физ.-мат. наук, 
О. И. ЛЕВЧУК, канд. физ.-мат. наук 

 
О НАПРЯЖЕННОМ СОСТОЯНИИ В УПРУГОМ ОРТОТРОПНОМ 

МАТЕРИАЛЕ ВБЛИЗИ ПРОИЗВОЛЬНО ОРИЕНТИРОВАННОЙ ЭЛ-
ЛИПТИЧЕСКОЙ ТРЕЩИНЫ ПРИ ЛИНЕЙНО ИЗМЕНЯЮЩЕМСЯ 

ДАВЛЕНИИ НА ЕЕ ПОВЕРХНОСТИ 
 

Решена задача о распределении напряжений в ортотропном упругом 
пространстве вблизи произвольно ориентированной внутренней эллипти-
ческой трещины при линейно изменяющемся давлении на ее поверхности. 
Использовано тройное преобразование Фурье, Фурье-образ функции Грина, 
теорема Коши о вычетах и квадратурные формулы Гаусса для численного 
интегрирования. Найдено аналитико-численное решение задачи, проведен 
анализ полученных результатов. Установлены закономерности распреде-
ления коэффициентов интенсивности напряжений (КИН) вдоль фронта 
эллиптической трещины в упругом ортотропном материале. Выявлено 
влияние ориентации трещины в материале на распределение КИН. 

Ключевые слова: ортотропная среда, эллиптическая трещина, линейно 
изменяющееся давление, коэффициенты интенсивности напряжений, влия-
ние ориентации трещины 

 
Решения трехмерных задач механики разрушения для упругих изо-

тропных тел с круговыми или эллиптическими трещинами проведены в 
ряде работ [6, 9–11]. Значительно меньше работ по изучению напряженно-
го состояния в трансверсально-изотропных телах, содержащих плоские 
трещины дискообразной или эллиптической формы [7, 8]. При этом прин-
ципиальным моментом в указанных работах было ограничение на ориен-
тацию трещин, поскольку рассматривался только случай расположения 
плоских трещин в плоскостях изотропии трансверсально-изотроп-ного ма-
териала. Нахождение замкнутых решений задач при указанной ориента-
ции плоской трещины основано на представлении общих решений трех-
мерных уравнений равновесия для изотропного и трансверсально-
изотропного упругих тел на основе гармонических функций. Отметим 
также важные результаты [1] для тел с начальными напряжениями, со-
держащими трещины круговой и эллиптической формы, полученными с 
помощью представлений решений системы уравнений статики через гар-
монические функции. В то же время, для упругого ортотропного тела по-
добные представления не известны. Также для изотропного и трансвер-
сально-изотропного материалов функция Грина для бесконечной среды 
(фундаментальное решение) записывается в явном виде через элементар-
ные функции (в отличие от случая упругого ортотропного материала). 
Упомянутые сложности математического характера не позволяют при ре-
шении трехмерных задач теории упругости для ортотропных материалов с 
плоскими трещинами использовать методы и подходы, успешно приме-
няемые при рассмотрении пространственных задач механики разрушения 
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для изотропных и трансверсально-изотропных тел. Исследования напря-
жений в упругом ортотропном теле вблизи круговых или эллиптических 
трещин, расположенных в главных плоскостях ортотропии материала, при 
растяжении и сдвиге проведены в [2, 3], а при линейно изменяющемся 
давлении – в [4] на основе похода [12]. При рассмотрении задач использо-
вано тройное преобразование Фурье, Фурье-образ функции Грина для орто-
тропной среды, теорема о вычетах и процедура численного интегрирования 
на основе квадратурных формул Гаусса. Однако, задача о произвольно рас-
положенной круговой или эллиптической трещине в упругом ортотропном 
материале при линейно-переменной нагрузке ранее не рассматривалась. 

В настоящей работе дано аналитико-численное решение трехмерной 
задачи теории упругости для ортотропного пространства с произвольно 
ориентированной эллиптической трещиной при линейно изменяющемся 
давлении на ее поверхности. 

Постановка задачи. Пусть упругая ортотропная среда (с осями орто-
тропии x0  , y0  , z0   в системе координат (x y z, ,   )) содержит внутрен-
нюю эллиптическую трещину, ориентация которой может быть произволь-
ной относительно осей ортотропии. При этом поверхность трещины нахо-
дится под давлением, что изменяется линейным образом. Ориентацию тре-
щины свяжем с системой координат (x y z, , ). Будем считать, что от систе-

мы координат (x y z, ,   ) можно перейти к системе (x y z, , ) с помощью 

вращений вокруг осей x y z0 , 0 , 0    на углы поворота , ,    соответственно. 

Упругие свойства ортотропного материала в системе (x y z, ,   ) описывают-

ся девятью независимыми постоянными: c11 , c22 , c33 , c12 , c13 , c23 , c44 , 

c55 , c66 . Постоянные ijklC  связаны со значениями mnc  зависимостями 

C c1111 11 ;   C c2222 22 ;   C c3333 33 ;  C C c1122 2211 12  ; 

C C c1133 3311 13  ;   C C c2233 3322 23  ; 

C C C C c2323 2332 3232 3223 44    ;    

C C C C c3131 3113 1331 1313 55    ; 

C C C C c1212 1221 2121 2112 66    .                                                   (1) 

Остальные компоненты тензора ijklC  равны нулю. Ориентацию эллипти-

ческой трещины можно учесть, переходя к решению задачи об эллипти-
ческой трещине (при линейно изменяющемся давлении) в анизотропном 
упругом материале (в новой системе координатx y z, , ), свойства которого 
находим с помощью преобразования тензора четвертого порядка 

mnpq im jn kp lqijklC C T T T T( , , )    ,                                                        (2) 

где ijT  – матрица преобразования 

ijT

cos cos cos sin sin

sin sin cos cos sin sin sin sin cos cos sin cos

cos sin cos sin sin cos sin sin sin cos cos cos

      
                  
                

. (3) 



 13 

Приведенная матрица ijT  является результатом последовательного пере-

множения трех матриц, отражающих правые вращения вокруг каждой из 
осей координат. 

Граничные условия на поверхности эллиптической трещины при 
линейно изменяющемся давлении имеют вид  

 13 0 ,    23 0 ,   
x x

P p q
a a

1 2
33 0

1 2

  
     

 
 

x x S1 2(( , ) ) , u x( ) 0,
 

 x 


.                                    (4) 

Здесь S  – двусторонняя поверхность трещины. 
Метод решения. Воспользуемся интегральным выражением функции 

Грина для анизотропного упругого пространства [10] 

i x x
ij ijG x x N D e d d d( , , ) 1 ( )

1 2 33

1
( ) ( ) ( )

(2 )

  
     

  

      
   

   
,      (5) 

где ijN ( )


 – соответствующие алгебраические дополнения элементов мат-

рицы вида 

ki j l l j l j ikkjil klij ijklK C C C K( , , ) ( , , ) ( , , ){ ( )} { } { } { } { ( )}                   
 

,   (6) 

а D ( )


 – ее определитель. Для эллиптической трещины поле перемеще-
ний представим с помощью скачков перемещений [12] через поверхность 
трещины 

i x x
i m l ijjlm

S

i
u x C b x N D e d dx dx( , , ) 1 ( )

1 233
( ) ( ) ( ) ( )

(2 )


     



      
  

     
,    (7) 

где b x( )
 

 – неизвестный вектор вида 

x ix x x
b x b b

a a a a

1/22 2
(1) (2) 1 2 1 2

2 2
1 2 1 2

( ) 1
   

              

  
. 

Воспользовавшись теоремой Коши о вычетах, поле перемещений, вызван-
ное неизвестными скачками перемещений через поверхность трещины, 
запишем таким образом: 

M
M M
l ijjlm i x x

i mM
M S

C N
u x b x e d d dx dx

D

( , , )3
3 ( )

1 2 1 22
1 3

( )1
( ) ( )

4 ( ) /

   
  

  

 
    

   
   

  


  , (8) 

где суммирование проводится для M
3  – корней уравнения D ( ) 0 


 с от-

рицательной мнимой частью, а вектор M


 имеет вид 

 M M
1 2 3 1 2, , ( , )      


. Соответственно получаем поле напряжений 
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M M M
pqm q l kpijkl

ij M
M S

C C Ni
x

D

( , , ) ( , , )3
3

2
1 3

( )
( )

4 ( ) /

      

  

  
  

   
   


   

Mi x x
mb x e d d dx dx( )

1 2 1 2( )       
  

. 

Рассматривая компоненты напряжений на поверхности трещины и про-
водя дальнейшие упрощения, имеем 

M
ij ijm

M

i
x F a a

a a

2 3
( , , ) 1 2

3 1 1 2 2
1 210

( ) , , ( / , / )
4


  



  
      

 



 

m m
x x

b b i d
a a

(1) (2) 1 1 2 2
1 2

1 2

3 ( )
   

        
   

,                    (9) 

где   1 cos ;   2 sin ; 

pqm q l kpijkl
ijm

C C N
F

D

( , , ) ( , , )
3( , , )

1 2 3
3

( )
( , , )

( ) /

     
     

   
  


 .                                (10) 

Используя в дальнейшем для нахождения записанных интегралов метод 
квадратур Гаусса, и, удовлетворяя граничным условиям на поверхности 
трещины, находим неизвестные значения скачков перемещений на по-
верхности эллиптической трещины. После дополнительного анализа 
асимптотических выражений для напряжений в плоскости трещины, и, 
воспользовавшись определением коэффициентов интенсивности напряже-
ний (КИН), получаем  

M
ij ijm

M

x x
k i x a x a F x a x a

a a

3
2 4 2 4 1/4 ( , , ) 2 21 2
1 1 2 2 3 1 1 2 22 2

1 1 2

( / / ) , , ( / , / )   



 
      

 
  

m m
x x

b b i
a a

(1) (2) 1 2

1 2

  
       

; 

IK k33 ;   IIK k n k n31 1 32 2  ;   IIIK k n k n31 2 32 1( )   ,               (11) 

где компоненты нормали в плоскости (x y, ) к границе эллиптической 
трещины 

n x a x a x a2 2 4 2 4 1/2
1 1 1 1 1 2 2( / ) / ( / / )  ;   n x a x a x a2 2 4 2 4 1/2

2 2 2 1 1 2 2( / ) / ( / / )  . 

Применяя в дальнейшем для вычисления одномерных интегралов метод 
квадратур Гаусса, и удовлетворяя граничным условиям на поверхности 
трещины, находим неизвестные значения скачков перемещений. 

Приведем результаты апробации используемого подхода на тестовой 
задаче для внутренней эллиптической трещины в трансверсально-
изотропном упругом материале (при линейно изменяющемся давлении на 
поверхности трещины (4)). При расположении плоской трещины в плос-
кости изотропии материала выражение КИН IK  согласно [9, 11] прини-

мает вид 
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   I
P a p

K
E k a a a k k E k K k k

0 2
3/2 2 2 2

1 2 1

cos

( ) / 1/ ( ) 1/ ( ) ( ) / )


          

 

 
aq

a a
ak E k K k k k

2 2 2 2 1/42
1 22 2

1

sin
( sin cos )

1/ 1 ( ) ( ) ( / ) )


          

, (12) 

в котором k a a2 2 1/2
2 1(1 / )  , k a a2 1/  , а K k( )  и E k( )  – полные эллип-

тические интегралы первого и второго рода. При этом II IIIK K 0  . Ни-

же приведены результаты проведенных вычислений для тестовой задачи 
на основе двух подходов (аналитико-численного решения и точного реше-
ния согласно формулам (12)). При вычислениях контурных интегралов ис-
пользовались квадратурные формулы Гаусса по 24 узлам. Результаты рас-
четов КИН для линейно изменяющегося давления (от значения P0 / 2  до 

значения P03 / 2 ) на поверхности трещины вдоль оси Ox  ( p P0 / 2 ; 

q 0 ) и вдоль оси Oy ( p 0 ; q P0 / 2 ) приведены в табл. 1 и 2. В них 

дано сравнение полученных результатов согласно выражениям (10), (11), а 

также на основе точных формул (12) (записаны в круглых скобках в таб-
лицах). При расчетах значение большей полуоси эллиптической трещины 
a1  полагалось равными единице. В табл. 1 проведено сравнение  значений 

IK  при изменении давления вдоль оси Ox  ( p P0 / 2 ; q 0 ), а в табл. 2 – 

значений IK  при изменении давления вдоль оси Oy ( p 0 ; q P0 / 2 ). 

Следовательно, двумя подходами на тестовом примере (для трещины в 
трансверсально-изотропном материале) получено совпадение результатов 

Таблица 1 

  a2  
0  /10  / 5  3 / 10  2 / 5  / 2  

0,5 1,021929 
(1,022116) 

1,073345 
(1,073422) 

1,154801 
(1,154773) 

1,184093 
(1,184045) 

1,140457 
(1,140391) 

1,034948 
(1,034894) 

0,3 0,697751 
(0,697998) 

0,813961 
(0,814117) 

0,956846 
(0,956998) 

1,013623 
(1,013708) 

0,982927 
(0,982995) 

0,885331 
(0,885392) 

0,1 0,258697 
(0,259419) 

0,457837 
(0,458988) 

0,590945 
(0,592376) 

0,637681 
(0,639095) 

0,617953 
(0,619139) 

0,550844 
(0,551676) 

Таблица 2 

  a2  
0  /10  / 5  3 / 10  2 / 5  / 2  

0,5 0,731648 
(0,731780) 

0,848466 
(0,848561) 

1,021828 
(1,021851) 

1,183404 
(1,183375) 

1,293563 
(1,293504) 

1,332316 
(1,332316) 

0,3 0,484805 
(0,484949) 

0,621765 
(0,621854) 

0,817438 
(0,817503) 

0,980651 
(0,980701) 

1,086504 
(1,086547) 

1,123122 
(1,123161) 

0,1 0,174150 
(0,174455) 

0,337775 
(0,338251) 

0,487596 
(0,488230) 

0,597973 
(0,598709) 

0,667033 
(0,667828) 

0,690643 
(0,691457) 
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вычислений и, следовательно, подтверждена эффективность использова-
ния аналитико-численного решения задачи. 

Анализ результатов численных исследований. Изучим распределение 
коэффициентов интенсивности напряжений вдоль фронта круговой, а так-
же эллиптической трещин. При расчетах в качестве ортотропного мате-
риала используем ортогонально-армированный 2:1 стеклопластик, упругие 
свойства которого приведены в монографии [5] (таблица 7, стр. 64). На 
рис.1 приведено изменение коэффициентов интенсивности напряжений 

IK  вдоль границы круговой трещины (a b 1  ) при различных ориента-

циях трещины относительно осей ортотропии (кривые 1, 2, 3. 4 соответст-
вуют значениям углов поворота   равных 0 , / 6 , / 3 , / 2 ). При рас-

четах полагалось, что при 0   трещина расположена в плоскости 
(x y,  ), т.е. в одной из плоскостей ортотропии материала. Также счита-
лось, что давление на ее поверхности линейным образом изменяется вдоль 

оси Ox, т.е. выбирались значения на-
грузок p P0 / 2 , q 0 . На рис. 2, 3 

показано появление ненулевых значе-
ний КИН IIK  и IIIK  для эллиптиче-

ской трещины (a 1;  b 0,5 ) нормаль-
ного отрыва при тех же параметрах на-
гружения, что и в предыдущем случае 
для круговой трещины. Линии 1 и 2 на 
рис. 2, 3 соответствуют углам поворота 
  равных / 6 , / 3 . Отметим, что 

ненулевые значения КИН IIK  и IIIK  

на этих рисунках для плоской трещины 
нормального отрыва вызваны ориентацией трещины в ортотропном мате-
риале ( / 6   , / 3 ). При углах поворота 0   и / 2  плоская трещина 

располагается в плоскостях ортотропии материала, и КИН IIK  и IIIK рав-

ны нулю вдоль всей ее границы. 

       
Таким образом, в данной работе получено аналитико-численное ре-

шение задачи и исследовано распределение КИН вдоль фронта эллипти-
ческой трещины, произвольным образом ориентированной в упругом ор-
тотропном материале (при линейно изменяющемся давлении на поверх-
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ности трещины). Как частный случай из полученных результатов следует 
решение задачи о произвольно ориентированной круговой трещине в ор-
торопном материале, которая также ранее не рассматривалась. 

 
РЕЗЮМЕ. Розв′язана задача про розподіл напружень в ортотропному пружному 

просторі поблизу довільно орієнтованої внутрішньої еліптичної тріщини при лінійно-
змінному тискові на її поверхні. Використано потрійне перетворення Фур′є, Фур′є - образ 
функції Гріна, теорема Коші про лишки і квадратурні формули Гаусса для чисельного ін-
тегрування. Знайдено аналітико-чисельний розв′язок задачі і проведено аналіз числових 
результатів. Встановлено закономірності розподілу коефіцієнтів інтенсивності напружень 
(КІН) вздовж фронту еліптичної тріщини в пружному ортотропному матеріалі. Виявлено 
вплив орієнтації тріщини в матеріалі на розподіл КІН. 

Ключові слова: ортотропне середовище, еліптична тріщина, лінійно-змінний тиск, 
коефіцієнти інтенсивності напружень, вплив орієнтації тріщини 
 

S U M M A R Y .  The problem on the stress distribution in an orthotropic elastic space 
near an arbitrary oriented inner elliptical crack under linear varying pressure on its surface 
was considered. There were used the triple Fourier transforms and Fourier image of Green's 
function, Cauchy theorem about residues and Gauss squaring formulas for the numerical in-
tegration. Analytic-numerical solution of problem was found and the analysis of numerical 
results was carried out. Regularities of distribution of stress intensity factors (SIF) along 
crack front in the elastic orthotropic material were established. The influence of crack orien-
tation in material on SIF distribution was shown. 

Key words: orthotropic medium, elliptical crack, linear varying pressure, stress intensity 
factors, influence of crack orientation 
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПАРАМЕТРОВ ПРЕДЕЛЬНОГО СОСТОЯНИЯ В 
РАМКАХ МОДЕЛИ ТРЕЩИНЫ С ЗОНОЙ СЦЕПЛЕНИЯ ДЛЯ 

СМЕШАННОГО РЕЖИМА РАЗРУШЕНИЯ 
 

Рассмотрена нагруженная на бесконечности пластина с центральной 
трещиной смешанного режима разрушения. С использованием кусочно-
линейного закона распределения для сил сцепления, получено решение для 
отрывов. Это решение включено в модель трещины со сложной зоной сцеп-
ления. Определяющие соотношения для параметров распределения сил сце-
пления и параметров предельного состояния найдены для заданной интен-
сивности внешней нагрузки. 

Ключевые слова: трещина смешанного режима разрушения, модель 
трещины с зоной сцепления, закон сцепления-отрыва, сложные границы зо-
ны сцепления. 

 
Инженерным расчетам, учитывающим наличие трещин, уделяется 

все больше внимания в связи с тем, что они сосредоточены на выявлении 
границ сопротивления разрушению и долговечности конструкций, изго-
товленных из современных материалов, таких как, армированные пла-
стики, нанокомпозиты и др. Преимущественно эти расчеты базируются 
на результатах линейной упругой механики разрушения (ЛУМР). Когда 
нелинейным поведением материала в окрестности вершины трещины 
можно пренебречь, ЛУМР дает эффективные результаты при прогнозиро-
вании предельного состояния трещины (определении параметров задачи, 
обеспечивающих начало распространения трещины). Важнейшим дости-
жением после появления ЛУМР стала модель трещины с зоной ослаблен-
ных связей у ее вершины. Эта зона получила название зоны сцепления 
(ЗС). При незначительных размерах ЗС можно эффективно применять 
концепцию квази-хрупкого разрушения, которая использует важнейший 
параметр ЛУМР – коэффициент интенсивности напряжений (КИН). 

Во многих случаях определение предельного состояния при наличии 
трещины в конструкции из композитного материала, бетона или другого 
квази-хрупкого материала, размер ЗС оказывается не достаточно малым 
по сравнению с другими характерными размерами, что приводит к несо-
ответствию условиям применения КИН. Некоторые механизмы (образо-
вание микротрещин и полостей у фронта трещины, их слияние, брид-
жинг и другие механизмы на микроуровне), сопровождающие развитие 
трещины, оказывают существенное влияние на невыполнение этих усло-
вий. Если размер ЗС не является достаточно малым по сравнению с дру-
гими характерными размерами задачи, незаменимым инструментом ана-
лиза становится модель трещины с зоной сцепления (МЗС). Сложные фи-
зические эффекты, имеющие место в окрестности вершины трещины, 
можно смоделировать при помощи введения нелинейных эффектов раз-
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рушения, которые снесены на отрезок на продолжении трещины. При этом 
во всей области вне этого отрезка материал можно считать линейно упру-
гим. ЗС моделируется двумя поверхностями, которые стягиваются силами 
сцепления (СC). Потеря несущей способности материалом характеризуется 
полным разъединением поверхностей сцепления. СС и расстояние между 
поверхностями сцепления связаны законом сцепления-отрыва (ЗСО). 

Для применения МЗС в простой форме (например, в случае нор-
мального отрыва) необходимо два параметра: энергия разрушения (пре-
дельное значение работы СС) и прочность сцепления (максимальная ин-
тенсивность СС). Эти параметры должны быть определены с помощью 
стандартизированных тестов с целью прогнозирования развития трещины 
в других структурных конфигурациях. ЗСО содержит в качестве пара-
метров энергию разрушения, прочность сцепления и параметры формы, 
таким образом, предоставляя большую гибкость при описании трещино-
стойкости. Существует набор базовых законов, которые успешно приме-
няются в рамках МЗС. Критическое раскрытие трещины превращается в 
характеристический размер, который зависит от энергии разрушения, 
прочности сцепления и ЗСО. 

При смешанном типе разрушения параметров трещиностойкости 
больше. Энергия разрушения, I  и прочность сцепления, max  для тре-

щины нормального отрыва дополняются энергией разрушения, II  и 

прочностью сцепления, max  для трещины сдвига, а также параметрами, 

связывающих эти два вида разрушения [7]. 
Исследование напряженно-деформированного состояния в рамках 

МЗС проводится с помощью аппарата метода функции комплексной пе-
ременной (МФКП) или метода конечных элементов (МКЭ). В первом слу-
чае длина ЗС находится из условия конечности напряжений в ее верши-
не. В рамках МКЭ вводится новый характеристический размер (для нор-

мального отрыва – IE 2
max/  ), что с точностью до числового множителя 

совпадает с размером ЗС. 
Современные представления о моделировании в рамках МЗС изло-

жены в работах [4, 5, 7, 8]. Большинство исследований, использующих 
МЗС для решения прикладных задач механики разрушения проведено с 
помощью МКЭ. Работ, использующих аппарат МФКП для исследований 
трещиностойкости при смешанном типе разрушения в рамках МЗС, в со-
временной литературе не обнаружено. В работе [3] в формулировке 
МФКП представлено решение задачи о перемещении берегов трещины 
смешанного режима разрушения (к пластине приложены на бесконечно-

сти нагрузки y
 , x

  и xy
 ) когда нормальные и касательные СС распре-

делены вдоль ЗС с постоянными интенсивностями max  и max  соответст-

венно, причем участки приложения этих сил совпадают. В такой поста-
новке условия конечности напряжений у фронта ЗС приводит к связи 
между СС и внешней нагрузкой в виде 

= ,
  

 max max

y xy  
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которая не позволяет независимо вводить прочности сцепления двух ре-
жимов разрушения. Впервые такую проблему удалось решить в работе [6] 
путем моделирования зон приложения нормальных и сдвиговых СС от-
резками с общими вершинами и отличающимися хвостами. Такой прин-
цип моделирования получил название сложных границ зоны сцепления 
[5]. В данной работе модифицировано решение, полученное в [3]. Распре-
деление СС при этом взято в виде кусочно-линейного закона. Полученные 
выражения для нормального и касательного отрывов позволили исполь-
зовать МЗС. Построено система для определения значений СС в узлах ку-
сочно-линейных распределений для заданной длины трещины и интен-
сивности внешней нагрузки. Полученная система использована в число-
вом примере для определения параметров предельного состояния для 
случая, когда потенциал ЗСО задан в форме 

I II I I II( , ) = 1 (1 ) (1 )            .                             (1) 

Решение полученной определяющей системы проведено путем до-
бавления узлов в распределение СС с использованием каждого предыду-
щего решения в качестве приближения для текущего. 

Определение отрывов берегов трещины при кусочно-линейном рас-
пределении СС. Рассмотрим классическую задачу механики разрушения 
сплошной среды об идеально острой трещине в бесконечной пластине. На 
бесконечности к пластине приложены растягивающее нагрузки интенсив-

ности y
 , направление приложения которых совпадает с направлением 

нормали к линии расположения трещины, и сдвиговые нагрузки интен-

сивности xy
  (рис. 1 а). 

Будем считать, что заданные параметры задачи соотносятся таким 
образом, что разрушение происходит в режиме нормального отрыва. В 
противном случае задачу можно легко переформулировать. В силу поло-
женного, длина участка приложения нормальных СС больше участка 
приложения касательных СС (c b> ). 

Будем моделировать трещину разрезом длиной b2  вдоль оси Ox . На 
продолжении этого разреза вводим дополнительный разрез длиной d b  
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с приложенными к берегам самоуравновешенными нормальными СС ин-
тенсивности x( ) , на части введенного разреза длиной d c  приложим 

касательные СС интенсивности x( ) . Законы распределения x( )  и x( )  
задаем в кусочно-линейной форме с совпадающими узлами общего участ-
ка приложения (рис. 1,б). Будем требовать плавного смыкания берегов 
трещины, что эквивалентно условию конечности напряжений y  и xy  в 

вершине ЗС (в точке x d= ). 
Рассмотрим контурные условия (на рис. 1 б n 4 , r 2 , m n r  ). В 

правой координатной полуплоскости: 

k k k k
k k

ky

b x x b
b x b k n

bx

x b

1 1
1

( ) ( )
, ( 1,2, , )

( )

0, 0 <
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b x x b
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
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
 

и симметрично для d x < 0  , y yx x( ) = ( )    , xy xyx x( ) = ( )    . 

Найдем величины нормального и касательного отрывов 

n

I k k
k

x J x
E 0

4
( ) ( )


  

  ,   
r

II k k
k

x J x
E =0

4
( ) '( )  

  ,                     (2) 

которые определяются при условии конечности напряжений 

n
y

k k
k

N
=0

=
2


 ,   

r
xy

k k
k

N
=0

= .
2




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                                          (3) 

В выражениях (2) и (3) введены следующие обозначения: 
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k m kJ x J x( ) = ( )  ( k r m n r0 < , =  ); 

X X x
C x

X X x
( ) ( )

( , ) = ln
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K x x C x x C x( , ) = ( ) ( , ) ( ) ( , )        ; 

k k kT x T x T x1( ) ( ) ( )   ; 
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
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
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m
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b
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
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k k kI I I 1   ,   k kI I b( ) ,   nI I d( ( ) )  ; 

  
k k kX X X 1   ,    

k kX X b( ) ,    
nX X d( ( ) 0)  ; 

k k kR R R 1   ,   
kk k kR b I X  ; 

I t X t( ) 2 ( )


,   X t d t2 2( ) =  . 

Определение закона распределения СС и параметров предельного 
состояния при заданном ЗСО. Использовав ЗСО 

 IT   ,    IIT   ,    I II     

и условие конечности напряжений в вершине ЗС (3), для заданной докри-
тической полудлины трещины b0  можно записать систему n r 4   урав-

нений 

I k kT b( )     , k n0, 1, ,  , 

II n r k kT b( )      , k r0, 1, ,  , 

n

k k y
k

N
=0

/ 2   ,   
r

k k xy
k

N
=0

/ 2
   ,                                       (4) 

для определения n r 4   неизвестных: 1) положения точки nb  - верши-

ны ЗС; 2) положение точки n rb   - хвоста участка приложения касатель-

ных СС; 3) значений k  функции x( )  в точках сетки kb , k n0, 1, ,  ; 

4) значений k  функции x( )  в точках сетки n r kb   , k r0, 1, ,  . 

Величины kb , k n0, 1, ,   являются параметрами геометрических 

характеристик kN , kN  , kJ , kJ  . Три из величин kb  – b b0  , mb c  и 

nb d  – неизвестны, другие можно распределить (например, равномерно) 

между b0  и mb , mb  и nb . 

В предельном состоянии одного из режимов разрушения, когда рас-
крытие трещины в ее вершине достигает максимального значения max , 

согласно большинства известных ЗСО, соответствующее значение СС рав-
но нулю. Полагая в соотношениях (4) 0 0  , получим систему для опре-

деления параметров предельного состояния в режиме нормального отрыва 
(к этим параметрам вместо 0  следует отнести критическую длину тре-

щины b0 ). 

В данную работу не входит подробное описание метода численного 
решения системы (4). Отметим лишь то, что он получается добавлением 
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числа узлов в кусочно-линейное распределение СС с использованием ка-
ждого предыдущего решения в качестве приближения для текущего. 

Для числового примера используем ЗСО с потенциалом (1): 

 I I IIT 1
max (1 ) (1 )       , 

 II I IIT 1
max(1 ) (1 )       .                                  (5) 

Энергия разрушения для режимов нормального отрыва и сдвига: 

I
I I I IT d

1 max max

0
( , 0)

 
    

 , 

II
II II II IIT d

1 max max

0
(0, )

 
    

 .                              (6) 

Условием потенциальности поля (5) является равенство энергий раз-
рушения двух режимов. 

Параметры числовых решений возьмем следующими: E 4  ГПа, 

I II 600    Н/м, max 30   МПа, max 40   МПа, 1.3  , 2  . Величи-

ны I max  и II max  определены при помощи выражений (6). 

На рис. 2 проиллюстрированы параметры предельного состояния 
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при y 7   МПа, xy 9,4   МПа. Аналогичные зависимости на рис. 3 по-

строены для xy 3   МПа. Пунктирными кривыми на первых блоках ри-

сунков изображены проекции линий пересечения поверхности ЗСО с по-
лосой между прямыми, проходящими через точки kb 1( )  и kb( )  плос-

кости I IIO   перпендикулярно этой плоскости. На каждом из рисунков 

пунктирными прямыми изображено соответствие между блоками. Каж-
дая точка (кружочек для параметров нормального отрыва, квадратик для 
смещения) соответствует узлу кусочно-линейного закона распределения 

СС. Упомянутое соответствие проиллюстрировано только для точек b0  и 

mb  – хвостов отрезков приложения нормальных и сдвиговых СС соответ-

ственно. 
Рис. 2, 3 позволяют проследить как изменяется критическая полу-

длина трещины при увеличении интенсивности внешних сдвиговых на-
грузок (от 0,73  см в первом случае до 0,55  см во втором). Понятно, что 

при дальнейшем увеличении xy
  режим разрушения будет изменен, но 

получить аналитическое условие оказалось достаточно сложной задачей. 

Рис. 3 
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РЕЗЮМЕ. Розглянуто навантажену на нескінченності пластину з центральною трі-
щиною змішаного режиму руйнування. Використовуючи кусково-лінійний закон розподі-
лу для сил зчеплення, отримано розв'язок для відривів. Цей розв'язок включено до мо-
дель тріщини із складною зоною зчеплення. Визначальні співвідношення для параметрів 
розподілу сил зчеплення і параметрів граничного стану знайдено для заданої інтенсивності 
зовнішнього навантаження. 

Ключові слова: тріщина змішаного режиму руйнування, модель тріщини з зоною 
зчеплення, закон зчеплення-відриву, складні границі зони зчеплення. 

 
SUMMARY. Considered is the loaded at infinity plate with a central mixed-mode 

crack. Using the piecewise-linear distribution law for cohesive traction, a solution for separa-
tion is given. Obtained separations are included in cohesive zone model with multiple cohesive 
zone fronts. Constitutive relationships for parameters of cohesive traction distribution and 
parameters of critical state are found for the given intensity of external load. 

Keywords: mixed-mode crack, cohesive zone model, traction-separation law, multiple 
cohesive zone fronts. 
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ОБ УСТОЙЧИВОСТИ ДВУХСЛОЙНЫХ 

УГЛЕРОДНЫХ НАНОТРУБОК 
 

Разработана методика расчета на устойчивость ортотропных двух-
слойных оболочек, имеющих механические и электрические свойства угле-
родных нанотрубок. Слои связаны между собой с помощью сил Ван дер 
Ваальса. Разрешающая система уравнений записывается относительно 
скоростей шестнадцати переменных. Нагрузка и граничные условия за-
даются отдельно для каждого слоя. Для получения числовых результатов 
применяется процедура метода дискретной ортогонализации. Исследова-
на устойчивость двухслойных нанотрубок с креслообразной хирально-
стью. 

Ключевые слова: устойчивость, нанотрубка, цилиндрические оболоч-
ки, силы Ван дер Ваальса, метод дискретной ортогонализации, хираль-
ность 

 
Благодаря своим уникальным свойствам углеродные нанотрубки 

(СNT) вызывают широкий интерес среди исследователей. В последние го-
ды разработаны методы расчета нанотрубок, учитывающие их атомную 
структуру, а также методы континуализации, позволяющие рассматри-
вать дискретную структуру нанотрубок с позиций механики сплошной 
среды [4–9]. В случае многослойных нанотрубок (MWСNT) дополнительно 
возникает проблема континуализации сил Ван дер Ваальса, действующих 
в межслойном пространстве. Основываясь на результатах указанных ра-
бот, в настоящей работе предлагается модель расчета, которая базируется 
на рассмотрении межслойного пространства как сплошного слоя. Слои 
нанотрубки имеют столько же степеней свободы, как и однослойные обо-
лочки, несмотря на наличие связей, которые возникают из-за совместной 
работы слоев. На необходимость и целесообразность проведения исследо-
ваний по механике нанотрубок как армирующих элементов обоснованно 

указывают авторы работы [3]. 
К нелинейной теории многослойных цилин-

дрических оболочек с учетом дискрет-ности сло-
ев. Рассмотрим многослойную ци-линдрическую 
оболочку, состоящую из жестких слоев, связь 
между которыми осуществляется с помощью 
мягкого слоя. Жесткие слои являются контину-
альной моделью дискретных слоев графита, а 
средний слой – континуальной моделью сил 
межатомного взаимодействия Ван дер Ваальса. 
На рисунке показан элемент рассматриваемой 
оболочки. 

Механические характеристики слоев будем 
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определяють на основании известных расчетных моделей [4–9]. 
Будем считать, что основными параметрами, достаточными для опи-

сания жестких слоев, являются обобщенные перемещения, деформации и 
напряжения теории оболочек Кирхгофа – Лява. В слоях-связях в соответ-
ствии с их назначеним будем учитывають жесткости поперечного сдвига 
и растяжения – сжатия в трансверсальном направлении. Введем следую-
щие обозначения: ih  – толщина i -го жесткого слоя; it  – толщина i -го 

мягкого слоя; iR , ir  – радиусы срединной поверхности соответственно 

жесткого и мягкого слоев. 
Учитывая аддитивные свойства потенциальной энергии деформации 

оболочки, можем записать 

N N
a c

i i
i i

Э Э Э
1

( ) ( )

1 1



 
   ,                                                (1) 

где a
iЭ ( )  – потенциальная энергия деформации i -го жесткого слоя; c

iЭ ( )  – 

потенциальная энергия деформации i -го мягкого слоя при условии его 
непрерывности; N  – количество жестких слоев в оболочке. 

В соответствии с гипотезами Кирхгофа – Лява для жестких слоев 
выражение потенциальной энергии деформации имеет вид 


iRL

a i i i i i i i i i i i i
iЭ T T T M k M k M k dxdy

2
( )

11 11 22 22 12 12 11 11 12 12 22 22
0 0

1

2



          . (2) 

Здесь i
mnT , i

mnM  – усилия и моменты, действующие на единицу длины 

элемента срединной поверхности i -го слоя; i
mn , i

mnk  – деформации рас-

тяжения – сжатия, изменения кривизны и кручения данной поверхности; 
L  – длина оболочки; x , y  – координатные линии поверхности, направ-
ленные по образующей и направляющей цилиндра. 

Нелинейные соотношения между деформациями и перемещениями 
i i iu v w, ,  каждого несущего слоя будем принимають в таком виде: 

i
i u

x
2

11 1
1

2


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
, 

i i
i iu v

y x12 1 2
 

     
 

, 

 
i i

i i

i

v w
y R

2

22 2
1

2


    


.                                                      (3) 

Приращения кривизны и кручения также выражаются через пере-
мещения: 

ii
i w

k
xx

2
1

11 2


   


, 
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i i
i i

i

w v
k

R y yy

2

22 22

1  
     
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, 

ii i
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i

w v
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x y R x y x
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  
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где 

w
x`1


 


,    

w v
y R2


  


. 

Вследствие малой толщины жестких слоев соотношения закона Гука 
принимаются в простейшем виде: 

i i i i iT C C11 11 11 12 22    ,   i i i i iM D k D k11 11 11 12 22  , 

i i i i iT C C22 12 11 22 22    ,   i i i i iM D k D k22 12 11 22 22  , 

i i iT C12 66 12  ,   i i iM D k12 66 12 .                                                     (5) 

Потенциальная энергия деформации k -го мягкого слоя определяет-
ся выражением 

 
k

k

k

t
rL

c k k k k k k
k

t

Э dx dy dz
2 2

( )
13 13 23 23 33 33

0 0
2

1

2





           .                         (6) 

Если в уравнениях равновесия теории упругости пренебречь напря-
жениями в направлениях осей x , у , то найдем [2], что напряжения 13  

будут распределены по толщине равномерно, следовательно, это будет от-
носиться и к деформациям 13 . Сказанное дает возможность для переме-

щений мягкого слоя записать закон изменения перемещений по толщине 
в виде: 

u u z0   ,   v v z0   ,   w w z0   .                                   (7) 

С учетом (7) после интегрирования по координате z  для потенци-
альной энергии деформации мягкого слоя получим выражение 

c
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в котором 
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G13 , G23 , E3  – модули сдвига и поперечной упругости слоя. 

Пусть k -й мягкий слой связывает i -й и ( i 1 )-й жесткие слои. Из 
условий равенства перемещений на поверхностях контакта получаем 
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Таким образом, деформации мягкого слоя полностью определяются 
перемещениями жестких слоев, ограничивающих этот слой: 
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При выводе выражений (10) опущены малые по сравнению с едини-

цей слагаемые i

i

h

R
, k

k

l

r
. Однако изменение метрики по толщине оболочки 

учитывается, так как для каждого жесткого слоя принят радиус кривиз-
ны его срединой поверхности. 
Вариационная задача, соответствующая принципу Лагранжа, имеет вид 

Э A 0                                                                    (11) 

где Э  – потенциальная энергия деформации; A  – работа внешних сил. 
Потенциальная энергия деформации оболочки определяется выражением 
(1). Если учесть выражения (2), (3), то из вариационного принципа полу-
чаем уравнения равновесия при N 2 . 
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где 
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Граничные условия для каждого слоя формулируются относительно 
четырех величин, взятых по одной из таких пар 
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По координате y  оболочки замкнутые. 
Представленные нелинейные соотношения и уравнения описывают 

напряженно-деформированное состояние двухслойных оболочек с меж-
слойным взаимодействием Ван дер Ваальса по всей траектории нагруже-
ния, включая особые точки типа предельных и бифуркации. 

Модули G13 , G23  полагаем равными нулю, так как они существенно 

меньше модуля E3 . 

Для решения задач, соответствующих различным этапам нагруже-
ния, в большинстве работ используются формулировки, основанные на 
некоторых упрощающих предположениях. Наиболее реалистичным под-
ходом является использование метода непрерывного продолжения по па-
раметру [1]. В этом случае находится решение линейной краевой задачи 
относительно скоростей (производных по параметру продолжения) разре-
шающих функций и задача Коши для нахождения самих функций. В ка-
честве разрешающих функций в данной задаче выбираются те, через ко-
торые формируются граничные условия (14). Имеем 
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Система линейных уравнений относительно скоростей представляет-
ся в нормальном виде 

dY
AY b

dx
 

  ,                                                           (16) 

где Y  – вектор с компонентами (y y1 16,...,  ), A  – матрица размером 

(16х16), b  – вектор-столбец, содержащий скорости поверхностной нагрузки. 
Граничные условия заданы в виде 

A Y b1 1 ,   A Y b2 2 .                                                (17) 

Задача Коши имеет вид  

dY
Y

dt
  ,   

t

Y
Y0

0


  .                                               (18) 

Результаты расчета. Используя имеющиеся в публикациях [6, 7] 
данные о механических и геометрических свойствах углеродных нанотру-
бок, найдем для них критические значения осевых нагрузок для двух ва-
риантов шарнирного опирания, приведенных в табл. 1. Индексы 1, 2 по-
казывают, что равенство имеет место как для внешней (1), так и для 
внутренней (2) оболочки в 
случае двухслойной углерод-
ной нанотрубки (DWCNT). 
При определении докритиче-
ского состояния, граничные 
условия могут быть однород-
ными или неоднородными в зависимости от типа действующей на обо-
лочку нагрузки. При осевом сжатии на одном из торцов необходимо за-
дать действующее усилие, на противоположном – принять равным нулю 
перемещение или заменить его условием симметрии относительно середи-
ны оболочки. Ниже при решении задач использовался первый подход. 

Описанные многими авторами методы континуализации [5–7] по-
зволяют обоснованно рассматри-
вать нанотрубки как сплошные 
цилиндрические оболочки. В рабо-
те [7] для них получены значения 
модулей упругости и сдвига, при-
веденные в табл. 2. Как известно, 
углеродные нанотрубки отличают-
ся своей структурой, которая про-
является в их хиральности [3]. В 

Таблица 1 

S2 u1,2  0 T 1,2
12 =0 w 1,2  0 M1,2

11 =0 

S3 T 1,2
11 =0 v 1,2  0 w 1,2  0 M1,2

11 =0 

 

Таблица2 
 (9, 9) [(4, 4), 

(9, 9)] 
[(9, 9), 

(14, 14)] 

E11  5,7911 5,4824 5,1054 

E22  7,9735 7,5435 7,0294 

G12  1,9840 1,8610 1,7912 

12  0,1690 0,1690 0,1690 
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данной таблице в первом столбце записаны механические характеристики 
для однослойной CNT с креслоподобной структурой (9, 9), во втором и 
третьем столбцах – для двухслойной CNT со структурой [(4, 4), (9, 9)] и 
[(9, 9), (14, 14)]. Обозначения структуры и геометрические параметры 
оболочек взяты такими же, как и в работе [7]. Все три оболочки имеют 
длину 5,32 нм, однослойная оболочка (9, 9) имеет радиус R=0,61 нм, 
толщину h=0,066 нм, для DWCNT [(4, 4), (9, 9)] – R1=0,61 нм, R2=0,27 
нм, h=0,075 нм; для DWCNT [(9, 9), (14, 14)] – R1=0,95 нм, R2=0,61 нм, 
h=0,075 нм. 

Полученные по предлагаемой расчетной методике критические на-
грузки (в нN) для оболочек указанных структур с граничными условиями 

S2 и S3 приведены в табл. 3. В работе 
[7] при граничных условиях S3 кри-
тические нагрузки составили Pcr 

=79,43 нN, 106,75 нN, 114 нN. Срав-
нивая их с данными табл. 3, замеча-
ем, что только для оболочки [(9, 9), 
(14, 14)] величины критических на-

грузок совпадают. Различие между расчетными величинами работы [7] и 
полученными по предлагаемой методике объясняется тем, что уравнения 
указанной работы соответствуют варианту теории Муштари-Доннелла- 
Власова, справедливой при n>>1. А также постановкой задачи, в основе 
которой лежит предположение о безмоментности докритического состоя-
ния. Учет влияния деформаций поперечного сдвига [2] при маловолновых 
формах потери устойчивости – незначительный. 
 

РЕЗЮМЕ. Розроблено методику розрахунку на стійкість ортотропних двошарових 
оболонок, що мають механічні та електричні властивості  вуглецевих нанотрубок. Шари 
поєднані між собою за допомогою сил Ван дер Ваальса. Розв’язувальна система рівнянь 
записується відносно швидкостей шістнадцяти змінних. Навантаження і граничні умови  
задаються окремо для кожного шару. Для отримання числових результатів застосовано 
процедуру методу дискретної ортогоналізації. Досліджено стійкість двошарових кріслопо-
дібних нанотрубок. 

Ключові слова: стійкість, нанотрубка, циліндричні оболонки, сили Ван дер Ваальса, 
метод дискретної ортогоналізації, хіральність 

 
SUMMARY. A method to calculation of stability of orthotropic double-walled shells 

which have a mechanical and electrical properties as carbon nanotubes is offered. The layers 
are connected with each other to the help of van der Waals forces. The resolving set of equa-
tions is recorded with respect to speeds of sixteen variables. The loads and the boundary con-
ditions are set separately for each layer. The discrete-orthogonalization method is applied to 
deriving numerical results. The stability double-walled armchair nanotube is analysed. 

Key words: stability, nanotube, cylindrical shells, van der Waals interaction, discrete-
orthogonalization method, chirality 
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МОДЕЛИРОВАНИЕ ОСТАТОЧНОГО НАПРЯЖЕННО-

ДЕФОРМИРОВАННОГО И МИКРОСТРУКТУРНОГО СОСТОЯНИЯ ЦИ-
ЛИНДРА ПРИ НАРАЩИВАНИИ ПО БОКОВОЙ ПОВЕРХНОСТИ СЛОЯ-

МИ РАСПЛАВЛЕННОГО МЕТАЛЛА 
 

Методы теории растущих вязкопластических тел  с микроструктур-
ными превращениями в сочетании с методом конечных элементов использу-
ется для моделирования остаточного напряженного и структурного состоя-
ния цилиндра при наращивании по боковой поверхности слоями расплавлен-
ного металла. 

Ключевые слова: растущие тела, цилиндр, остаточные напряжения, 
микроструктура. 

 
Моделирование кинетики формирования остаточных напряжений и 

деформаций в процессах нанесения материала на свободную поверхность 
тела в неизотермических условиях является важной научной проблемой 
термомеханики. По подходам и методам моделирования таких процессов 
эта задача исследуется в рамках теории растущих деформируемых тел. 
[1]. Интерес к таким задачам значительно возрос в связи с развитием ря-
да технологий макро- и микроскопического уровней, а также технологий 
3D-принтера. К технологиям макроуровня относятся наплавка, напыле-
ние и т.п. технологии изготовления и ремонта изделий [8, 9], объединяе-
мые в класс « производство изделий методом свободного формирования» 
(solid freeform fabrication (SFF) processes) [16]. Сущность таких процессов 
состоит в формировании тел путем прямого нанесения материала (как 
правило, в виде расплава) на его поверхность. Нанесение материала мо-
жет производиться непрерывно или дискретно. SFF – технологии явля-
ются одним из способов формирования неоднородных структур, в частно-
сти т.н. «разумных» (smart) материалов и готовых изделий, состоящих из 
(пьезо- и пр.) активных и пассивных слоев или включений [21]. К техно-
логиям наращивания микроуровня относятся нанотехнологии, поскольку 
одним из основных способов получения наноматериалов, в частности 
композитов, является напыление [20]. В работе [10] проведено численное 
моделирование термомеханических процессов при наплавке роликов 
МНРС слоями из аустенитной стали. Исследованию блочного (послойного) 
наращивания цилиндра по боковой поверхности слоями аустенитной и 
мартенситной стали посвящена работа [11]. 

В настоящей работе дан анализ распределения остаточных напряже-
ний и деформаций в наплавленных слоях в зависимости от технологии 
дуговой многослойной наплавки цилиндрических деталей (роликов, вал-
ков и т.п.) с учетом структурных превращений в детали и наплавленных 
слоях. 
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Исследуются термомеханические процессы при наплавке роликов с 
использованием элементов теории растущих термовязкопластических тел 
в сочетании с численным методом конечных элементов (МКЭ). Для расче-
та фаз использовались термокинетические диаграммы [6]. Термомехани-
ческое поведение материала описывается с помощью унифицированной 
модели течения Боднера – Партома [14]. 

Постановка задачи. Вводится цилиндрическая система координат 
Orz  и рассматривается остаточное напряженно–деформированное со-
стояние ролика из стали 35ХМ, наплавляемого двумя слоями хромонике-
левой аустенитной стали 1Х18Н10 и одним (наружным) слоем стали 
3Х13. Расположение слоев I – III и валиков в слоях в меридиональном 
сечении ролика показано на схеме (рис. 1). 

Ролик имеет форму цилиндра диаметром D 0,126  м и длиной 
L 0,250  м. Толщины всех слоев одинаковы и равны 2,3 мм. Наплавка 
производится на ролик, предварительно подогретый до температуры  

C0300   или C0200  . 
Процесс наплавки (рис. 1) моделируется на основе теории постепен-

ного наращивания деформируемых тел [3]. Такой подход ранее приме-
нялся для моделирования процессов сварки. Неосесимметричная трех-
мерная в общем случае задача спиральной наплавки рассматривается как 
осесимметричная, т.е. наплавка валика заменяется наращиванием рабо-
чей поверхности цилиндрической детали (ролика) за счет эквивалентных 
кольцевых валиков. Временной интервал между присоединениями этих 
валиков, их размеры, температура материала, время охлаждения и т.п. 
выбираются из условия эквивалентности геометрических, энергетических 
и пр. параметров технологического процесса. В частности, интервал нане-
сения валиков принимается равным 45 секунд – времени нанесения одно-
го кольцевого шва. 

Математическая постановка задачи включает следующие соотношения: 
 уравнения равновесия и теплопроводности 

div 0  ;                                                                          (1) 

vc div grad Q( )    


;                                                       (2) 

Рис. 1 
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где тензор напряжений   имеет компоненты ij , i j r z, , ,  ; 

  определяющие уравнения для основного материала 

e p ph
ij ij ij ij

       ,   p
kk 0  ;                                               (3) 

p
ij ij ijs G e2 ( )   ,   ph

kk V kk kkK3 ( )     ;                              (4) 

 
n

p
ij ij

K K
D s J

J

2

0 1/2
0 2

2

1
exp

2 3

           

 ,    p
ij 0 0  ;               (5) 

 определяющие уравнения для наплавляемого материала 

p
ij f ij ij ijs G e e2 ( )    ,   ph

kk Vf kk kk kkK3 ( )        ;              (6) 

 уравнение эволюции для параметра изотропного упрочнения 

  pK m K K w1 1   ,    K 0 0 ,                                          (7) 

где G , fG  и VK , VfK  – модули сдвига и объемного сжатия; K0  и K1  

определяются формулами K C K0 0
  , K C K1 1

  ; C   – объемные кон-

центрации фаз, a  ,  , p , b , m , соответственно, аустенита, феррита, 

перлита, бейнита и мартенсита; K0
 , K1

 , m1 , n , D0  – параметры моде-

ли; ijs  – девиатор тензора напряжений,     ij ij kk ijs 1 3 ; pw  – пласти-

ческая мощность, J2  – второй инвариант тензора напряжений 

p p
ij ijw    , ij ijJ s s2 1/ 2 ; Q  – источник тепла;   и vc  – приведенные 

коэффициенты теплопроводности и объемной теплоемкости смеси фаз, 

C 
   ,   v vc C c  .                                                        (8) 

Для обоснования уравнений (8) для   оценим ее связь с формулой 
Хашина-Штрикмана [4] для случая двухфазной смеси 

C
C

1
2

1 2 1 2

1
(1 ) / 3 / ( )

 
          

,                                    (9) 

где 1  и 2  – коэффициенты теплопроводности фаз 1 и 2, C1  и C2  – объ-

емные доли фаз, C C1 2 1  . 

Предполагая различие коэффициентов 1  и 2  малым 

1 2 2| | / 1       , 

получаем асимптотику для соотношения (9) 

C C O1 1 2
1 2(1 ) ( )        ,                                              (10) 
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главная часть которой совпадает с уравнением линейного правила смесей 
(8) (оценка Фойгта). 

Для технических сталей m Вт м С1 24 /     , a Вт м С2 16 /     , 

[15], различие в значениях  , рассчитанных по формулам (9) и (8) не 

превосходит 2%. Общий интервал вариаций  , определяемых граничны-
ми соотношениями Фойгта и Рейсса, не превосходит 4%. Это дает осно-
вания использовать упрощенное соотношение (8) при расчете   для сталей 
многофазового состава. 

Термоструктурная деформация ph
ij
  определяется через удельные 

объемы фаз V  по формуле 

         
   

r rph
ij r ij

r r

V C V C
, , C

V C3

 
  




    
    

 
.                      (11) 

Здесь   – текущая температура, r  – некоторая отсчетная темпера-

тура. В уравнении (11) производится суммирование по повторяющемуся 
индексу  . 

Температурные зависимости удельных объемов  ξV θ  в м 3 / кг , от-

несенные к r С20   , принимаются в виде [13], 

            
а p pV , C C3 6 3,20 10 0,1228 8,56 10 20 2,15 10 , 

   
       

p b pV ,C 3 6
, , ,20 10 0,12708 5,528 10 20 ,                 (12) 

   m p pV , C C3 6 3,20 10 0,12708 4,448 10 20 2,79 10          , 

где pC  – объемная концентрация углерода в процентах. 

Рассмотрим структуру деформации ph
ij
  с учетом соотношений (12). 

Представим уравнения (12) в унифицированном виде 

rV V0( ) [1 3 ( )]
        ,                                                   (13) 

где   – коэффициент линейного теплового расширения фазы  . Подста-

новка (13) в (11) после группировки слагаемых дает 

ph
r( )       

,                                                           (14) 

причем  

V C

V C

0

0 0

 



 





 





,   

V C C

V C

0 0

0 0

( )

3

  


 





 



.                                   (15) 

Первое слагаемое в (14) характеризует изменение объема за счет  
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изменения температуры от r  до  , а второе слагаемое – изменение объ-

ема за счет изменения фазового состава от начального C0
  до текущего 

значения C  . 

Если удельные объемы фаз V0
  одинаковы, то  

C 



  

.                                                                 (16) 

Для уравнений (12) различие в значениях 


, рассчитанных по фор-
мулам (15) и (16) не превышает 2%. 

Деформация ij
 , ij ij kk ije

1

3
       , и   в уравнениях (6) определя-

ют искажение пустых элементов конечно-элементной сетки в момент за-
полнения материалом наплавки и температуру заполняющего материала. 
При таком определении этих величин и определяющих уравнений (6) на 
поверхности наплавки (роста) автоматически выполняются необходимые 
условия [1] 

rr zz rz 0        . 

Кроме того, на этой поверхности принимается p
ij 0   и fK K0 ( )  . Ве-

личины ij
  и   рассчитываются в процессе решения задачи. Для мате-

риалов наплавленных слоев в формуле (11) принимается r
   . 

Начальное условие и граничные условия на остальных поверхностях 
имеют вид 

0    при t 0 , n 0  ,  c cgrad q T T4 4n ( ) ( )             ,  (17) 

где T 0273    – абсолютная температура,   – коэффициент теплоотда-

чи, Вт м град230 /  ;   – постоянная Стефана,   – коэффициент черно-

ты, c  – температура окружающей среды, o
c C20  ; 0  – начальная 

температура, n  – внешняя нормаль к поверхности. 

Рассмотрим схему заполнения объема V  валика. Пусть t   – мо-

мент заполнения объема V  расплавом. Для t t   предполагается, что 
объем заполнен «пустым» упругим материалом с характеристиками 
E 0 , 0  , 0   и теплофизическими свойствами наплавляемого метал-

ла. В момент заполнения t t   фиксируются ijε  ,   – деформация и тем-

пература объема V , которые при t t   используются в уравнениях (3). 
Алгоритмы расчета фазового состава материалов на основе термоки-

нетических диаграмм распада переохлажденного аустенита [6], а также 
параметров модели течения и на основе экспериментальных данных [7, 
12] для выбранных сталей изложены в работах [17, 18]. 
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Для решения задачи используется конечно-элементная методика [9], 
основанная на подходе, развитом в работе [5]. 

Квазистатическая краевая задача термомеханики решается методом 
шагового интегрирования по времени. Уравнение течения Прандтля-
Рейсса (5) и эволюции параметра изотропного упрочнения (7), а также 
уравнение теплопроводности интегрируются с помощью неявного метода 
Эйлера с переменным шагом по времени. Нелинейные краевые задачи 
механики и теплопроводности на каждом временном шаге решаются ме-
тодом простой итерации с использованием процедуры Стефенсена-Эйткена 
для ускорения сходимости итерационного процесса. На каждой итерации 
характеристики материалов и параметры модели пересчитываются для 
текущих значений температуры и фазового состава. Линеаризованные 
краевые задачи на каждой итерации решаются методом конечных эле-
ментов. Используется четырехугольный изопараметрический конечный 
элемент. 

Результаты расчетов. Влияние температуры подогрева. Влияние 
температуры подогрева на концентрацию фаз распада аустенита и макси-

мальные нормальные напряжения иллюстрируют рис. 2 и 3 для 

C0
0 300   и рис. 4 и 5 для C0

0 200  . Цифрами показаны номера на-

плавленных валиков. Анализ результатов показывает, что при C0
0 300   

зона термического влияния (ЗТВ) имеет преимущественно бейнитную 
структуру, а наружный наплавленный слой – мартенситную (порядка 
80%). Такой структурный состав наплавленной детали с учетом свобод-
ных объемов фаз вызывает растягивающие напряжения в первом и вто-
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ром аустенитных слоях и в прилегающей к ним области основного мате-

риала ролика. В наружном слое, имеющем мартенситную структуру, а 
также в центральной части ролика формируются сжимающие напряже-
ния. ЗТВ составляет 3 – 4 мм. 

Для начальной температуры C0
0 200   ЗТВ также имеет преиму-

щественно бейнитную структуру. Концентрация мартенсита в наружном 
слое увеличивается до 85%. 

Радиальные распределения осевых и окружных напряжений при 

C0
0 300   в сечениях 1 и 2 показаны штриховыми линиями на рис. 6. 

Сплошные линии отвечают сечению 1, а штриховые – сечению 2. 
Сложный характер изменения компонент отражает процессы упроч-

нения и структурных превращений в материалах слоев и основном мате-
риале ролика при последовательной наплавке отдельных слоев и валиков. 
Кривые 1 и 2 для радиальных сечений в пределах одного наплавленного 
валика отличаются несущественно. 

Отметим наличие минимума радиальных распределений компонент 
напряжений на границе ролик – первый наплавленный валик. Эффект 
обусловлен структурными превращениями в ролике, связанными с фор-
мированием фаз с большим свободным объемом (бейнит, мартенсит). Пи-
ки в расчетных распределениях напряжений возникают в результате 
многостадийности процесса наложения валиков и сопровождающими их 
процессами упрочнения материала ролика в ЗТВ. 

Для понимания влияния подогрева сопоставим результаты расчета для 
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C0
0 20   (рис. 7) и C0

0 200 300    (рис. 8 и 10). При C0
0 200 300    ЗТВ 

имеет однородную бейнитную структуру (рис. 8, а и 10, а). В случае 

C0
0 20   после наплавки первого слоя и остывания структура ЗТВ мар-

тенситная (~ 80%). После наплавки второго слоя распределение фаз по-
казано на рис. 7. После наплавки второго слоя и полного остывания мар-
тенсит в приповерхностном слое превращается в бейнит. При этом мар-

тенсит сохраняется в более глубоких слоях ЗТВ. Такая структура ЗТВ ос-
тается неизменной после наплавки третьего слоя, имеющего структуру 
мартенсита (более 90%). 

Это указывает на возможность управления структурным составом 
ЗТВ при наплавке слоев путем выбора температуры предварительного по-
догрева, тепловложения и др. В частности возможно снижение темпера-
туры предварительного подогрева за счет отпуска при наплавке после-
дующих слоев. Экспериментальные данные, подтверждающие такие воз-
можности, приведены в работе [19]. 

Сопоставление теоретических и экспериментальных данных. Для 
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оценки достоверности принятых моделей и расчетной схемы проводились 
измерения остаточных напряжений в наплавленном ролике. Исходные 
размеры ролика: 103 мм, длина – 160 мм. Материал ролика 35ХМ. На 
ролик наплавлено 3 слоя: 1-2-ой слои – хромоникелевая сталь 1Х18Н10) 
с аустенитно-ферритной структурой, толщина слоев 3,4 мм; 3-ий слой – 
хромистая сталь 13Х13 с мартенситной структурой, толщина слоя 2,7 
мм. Структура основного материала ролика до наплавки: перлит + фер-

рит. Температура предварительного подогрева C0
0 200  , промежуточ-

ная температура – C0320 . 
Структурный анализ показал, что после наплавки материал ролика 

в ЗТВ (около 3мм) имеет преимущественно бейнитную структуру с не-
большим количеством феррита. В остальной части ролика структура не 
меняется. Остаточная структура наружного (третьего) слоя наплавки – 
мартенсит. Эти результаты подтверждаются расчетными данными, пред-
ставленными на рис. 8, на котором показана структура в ролике и на-
плавленных слоях после остывания. 

Измерение деформаций проводилось тензометрическим методом. 
Параметры напряженно-деформированного состояния определялись по 
тензометрическим данным в процессе расточки ролика по методике [2]. 
На рис. 9 дается сопоставление экспериментальных и расчетных распре-
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делений осевых zz  и окружных   напряжений. Уровень радиальных 

напряжений существенно ниже, поэтому их распределения не приводят-
ся. Усредненные экспериментальные данные показаны линиями с квад-
ратными маркерами. Линии без маркеров отвечают расчетным данным. 

Представленные распределения согласуются по чередованию зон 
растяжения и сжатия вдоль радиуса, а также по уровням максимальных 
растягивающих значений компонент. Различие наблюдается в области 
стыков основного материала ролика и первого слоя, а также наружного 
(третьего) и прилегающего к нему внутреннего (второго) слоев. Оба ука-
занных расхождения, по-видимому, связаны с тем, что модель не учиты-
вает изменений химического состава слоев в результате переплавления на 
указанных стыках. В результате расчетные распределения напряжений 
являются более контрастными, чем экспериментальные. 

Таким образом, предложена методика численного моделирования 
термомеханических процессов при спиральной наплавке цилиндрических 
деталей, основанная на теории растущих вязкопластических тел, модели 
течения Боднера-Партома и методе конечных элементов. Проведен расчет 
остаточных напряжений и деформаций ролика из стали 35ХМ, наплав-
ленного двумя слоями стали 1Х18Н10 и слоем стали 3Х13, с учетом 
структурных превращений в слоях и ролике. Установлено, что темпера-
тура предварительного подогрева в пределах 200…3000С приводит к обра-
зованию в ЗТВ ролика из стали 35ХМ бейнитной структуры. В случае 
наплавки без подогрева после нанесения первого слоя и остывания струк-
тура ЗТВ мартенситная, после наплавки последующих слоев мартенсит 
замещается бейнитом, а в более глубоких слоях ЗТВ остается мартенсит. 
Это указывает на возможность управления структурным составом ЗТВ 
при многослойной наплавке за счет изменения температуры предвари-
тельного подогрева, тепловложения, наплавки пластичного подслоя и др. 
Структура наплавленного наружного слоя из стали 3Х13 для всех темпе-
ратур подогрева остается мартенситной. При данных режимах наплавки 
напряжения в наружном слое являются сжимающими, а во внутренних 
аустенитных слоях – растягивающими. Проведено сопоставление осевых 
и окружных напряжений в наплавленной цилиндрической детали, полу-
ченных расчетным и экспериментальным методами. Удовлетворительное 
в целом совпадение расчетных и экспериментальных данных свидетель-
ствует об обоснованности и достоверности предложенной методики моде-
лирования термомеханических процессов при спиральной наплавке ци-
линдрических деталей слоями из аустенитной и мартенситной сталей. 

 
Р Е З Ю М Е . Методи теорії в’язкопластичних тіл, що ростуть, з мікроструктур-

ними перетвореннями в поєднанні з методом скінченних елементів використовуються для 
моделювання залишкового напруженого і структурного стану циліндра при нарощуванні 
по бічній поверхні шарами розтопленого металу. 

Ключові слова: тіла, що ростуть, циліндр, залишкові напруження, мікроструктура 
 
S U M M A R Y .  The methods of the theory of growth of thermoviscoplastic bodies 

with structure transformations is utilized for FEM modeling of temporal and residual stress-
es under surfacing of cylindrical parts by austenitic and martensite steel layers. Comparison 
of numerical and experimental results is performed. 

Keywords: growing bodies, cylinder, residual stress, microstructure. 
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К РЕШЕНИЮ ЗАДАЧ ПОЛЗУЧЕСТИ ИЗОТРОПНЫХ 

НЕЛИНЕЙНО-ВЯЗКОУПРУГИХ МАТЕРИАЛОВ ПРИ СЛОЖНОМ 
НАПРЯЖЕННОМ СОСТОЯНИИ 

 
Построена система определяющих уравнений нелинейной теории вяз-

коупругости, устанавливающих зависимость между компонентами тензо-
ров деформаций и напряжений и временем исходя из гипотезы тензорно-
линейной связи. Нелинейность вязкоупругого деформирования задается 
уравнением ползучести типа уравнения Работнова. Определяющие уравне-
ния апробированы экспериментально на задачах расчета деформаций пол-
зучести тонкостенных трубчатых элементов при нагружении растяже-
нием с кручением. 

Ключевые слова: нелинейная вязкоупругость, изотропные материалы, 
сложное напряженное состояние, продольная ползучесть, поперечная ползу-
честь, сдвиговая ползучесть, объемная ползучесть. 

 
Особенности деформирования вязкоупругих сред при внешних воз-

действиях чаще всего задаются с помощью определяющих уравнений на-
следственного типа [4, 6, 8, 11]. Эти уравнения устанавливают зависи-
мость между компонентами тензора деформаций или скоростей деформа-
ций, компонентами тензора напряжений и интегральным временным 
оператором и содержат набор функций и коэффициентов, подлежащих 
определению из базовых экспериментов. 

Одно из простейших предположений, используемых для построения 
определяющих уравнений при сложном напряженном состоянии, основа-
но на том, что тензор деформаций считается линейной или квазилиней-
ной функцией от тензора напряжений. 

Как известно [9], необходимым и достаточным условием квазили-
нейной изотропной связи двух тензоров является их соосность, т.е. сов-
падение в рассматриваемой точке пространства их главных осей и про-
порциональность девиаторов. В рамках этой гипотезы в работах [1, 7, 10] 
построена система определяющих уравнений для нелинейных вязкоупру-
гих сред и простых режимов нагружения. Зависимость между тензорами 
деформаций и напряжений задается уравнением, аналогичным по струк-
туре обобщенному уравнению теории малых упругопластических дефор-
маций [4]. Зависимость между инвариантами, определяющими скалярные 
свойства нелинейно-вязкоупругой среды, задается уравнениями, анало-
гичными по форме уравнениям, отражающим условие подобия изохрон-
ных диаграмм ползучести [8]. Ядра наследственности при сложном на-
пряженном состоянии определяются по ядрам продольной и поперечной 
ползучести, которые в свою очередь определяются по результатам базо-
вых испытаний на ползучесть при одноосном растяжении [1]. 
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В настоящей работе гипотеза пропорциональности девиаторов обоб-
щается на условия, когда объемная деформация зависит от времени и в 
рамках построенных определяющих уравнений решаются задачи расчета 
деформаций ползучести при двухосном нагружении. 

1. Постановка задачи. Рассматривается деформирование изотропных 
нелинейно-вязкоупругих материалов при сложном напряженном состоя-
нии и простых режимах нагружения. Считается, что для простых режи-
мов нагружения справедливы гипотеза пропорциональности девиаторов и 
гипотеза единой диаграммы деформирования. 

В этом случае определяющие уравнения ползучести в нелинейной 
теории вязкоупругости, задающие зависимость между компонентами тен-
зора деформаций ij t( ) , компонентами тензора напряжений ij t( )  и вре-

менем t  записываются в виде 
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или, используя обращение функций i ( )   и ( )  , соответственно в виде 
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Здесь ( )   и i ( )   – объемная деформация и интенсивность деформаций; 

t0( )  и i t( )  – первый инвариант и интенсивность напряжений; i ( )   и 

( )   – функции, задающие нелинейность скалярных свойств; iK ( ) , K ( )   

– ядра интенсивности ползучести и объемной ползучести; i ,   – реоло-

гические параметры; ij  – символ Кронекера. 

В уравнениях (1.1) и (1.2) также принято, что в главных осях 
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В качестве ядер наследственности выбираются дробно-экспонен-
циальные функции Работнова [5], так что для ядер ползучести в уравне-
ниях (1.1) и (1.2) получаем 

n n

n

t
K t

nt

(1 )

0

1 ( ) ( )
( )

(1 )(1 )( )


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       
 ,                              (1.5) 

где   и   – параметры ядер ( 1 0    ; 0  ); [ ]   – гамма-функция Эйлера. 
Задача заключается в идентификации ядер ползучести, функций и 

параметров, входящих в систему определяющих уравнений нелинейной 
теории вязкоупругости при сложном напряженном состоянии, и в реше-
нии на этой основе задач по расчету деформаций ползучести тонкостен-
ных полимерных трубчатых элементов при нагружении растяжением с 
кручением. 

2. Идентификация ядер ползучести, функций и параметров ядер. В 
определяющих уравнениях (1.1) и (1.2) идентификации подлежат два яд-
ра ползучести iK t( )   и K t( )   , две функции  i i t( )  ,  t( )    и два 

реологических параметра i  и  . Идентификация осуществляется с ис-

пользованием данных экспериментов, полученных при одноосном растя-
жении и рассматриваемых в дальнейшем как базовые. 

2.1. Ядра интенсивности ползучести и объемной ползучести. Оп-
ределяются структура и параметры ядер интенсивности ползучести iK ( )  

и объемной ползучести K ( )  . В качестве базовых экспериментов рассмат-

риваются испытания образцов материала на ползучесть при одноосном 
растяжении постоянными напряжениями с замерами продольных и попе-
речных деформаций. По результатам замеров определяются ядра про-
дольной K11( )  и поперечной K22( )  ползучести. 

Ядра ползучести iK ( )  и K ( )  , задающие скалярные свойства не-

линейной вязкоупругой среды при сложном напряженном состоянии, оп-
ределяются на основе соотношений, связывающих эти ядра с ядрами про-
дольной K11( )  и поперечной K22( )  ползучести.Equation Section (Next) 

Следуя методике, изложенной в [1], для зависимости между ядрами 
ползучести iK ( ) , K ( )  , K11( ) , K22( )  получаем систему уравнений 
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что свидетельствует о существовании нетривиальных решений системы 
уравнений (2.1). 

Из решения системы уравнений (2.1) получаем соотношения между 
ядрами ползучести iK ( ) , K ( )  , K11( ) , K22( )  в виде 
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где  11 11  ,  22 22   – функции, задающие нелинейность вязкоупругих 

свойств в продольном и поперечном направлениях. 
Для случая линейности вязкоупругих свойств из (2.2) и (2.3) полу-

чаем 
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и, соответственно, получаем 
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где принято 
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E  – модуль упругости;   – коэффициент Пуассона. 
По уравнениям (2.2) и (2.3) рассчитываются дискретные значения 

величин, пропорциональных ядрам ползучести iK t( )  и K t( ) . Аппрокси-

мация дискретных значений этих величин одной из функций, используе-
мых для задания ядер ползучести позволяет определить параметры этих 
ядер, а также реологические параметры i  и  . Методика решения этой 

задачи изложена в [2, 3]. 
2.2. Ядра продольной и поперечной ползучести. Определяются пара-

метры ядер продольной K11( )  и поперечной K22( )  ползучести, входящих 

в соотношения (2.2) и (2.3) для ядер интенсивности ползучести iK ( )  и 

объемной ползучести K ( )  . 

Одномерные определяющие уравнения, задающие нелинейные вяз-
коупругие свойства в продольном и поперечном направлениях, записы-
ваются по аналогии с уравнениями в (1.1) в виде 

 
t

t t K t d11 11 11 11 11 11
0

( ) ( ) ( ) ( )           , 
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 
t

t t K t d22 22 11 22 22 11
0

( ) ( ) ( ) ( )
 

             
 

 ,                 (2.6) 

которые при постоянных напряжениях сводятся к уравнениям 

 
t

t K d11 11 11 11 11
0

( ) 1 ( )
 

         
 

 , 

 
t

t K d22 22 11 22 22
0

( ) 1 ( )
 

         
 

 .                              (2.7) 

Здесь 11  – одноосное растягивающее напряжение; 11( )  , 22( )   – функ-

ции, задающие нелинейность процессов продольной и поперечной ползу-
чести; K11( ) , K22( )  – ядра продольной и поперечной ползучести; 11 , 

22  –реологические параметры. 

Используя далее обращение функций 11( )   и 22( )   в (2.7), для де-

формаций продольной 11( )   и поперечной 22( )   ползучести получаем 

t

t K d11 11 11 11 11
0

( ) ( ) 1 ( )
                

 , 

t

t K d22 22 11 22 22
0

( ) ( ) 1 ( )
                

 ,                           (2.8) 

где принято 

 t1
11 11 11 11 11( ) ( )         ,    t1

22 11 22 22 22( ) ( )         . 

Параметры ядер продольной K11( )  и поперечной K22( )  ползучести, 

а также значения реологических параметров 11  и 22  определяются по 

результатам аппроксимации дискретных значений ядер, полученных ис-
ходя из условия подобия изохронных диаграмм продольной и поперечной 
ползучести и соответствующих диаграмм мгновенного деформирования. 
Методика определения параметров ядер наследственности нелинейно-
вязкоупругих материалов, нелинейность деформирования которых зада-
ется уравнениями вида (2.8), изложена в [2, 10]. 

2.3. Функции, задающие нелинейность процесса ползучести. Нели-
нейность вязкоупругих свойств материалов, включая и нелинейность 
процесса ползучести, в уравнениях (1.1), (2.6) и (2.7) задается функция-
ми  i i t( )  ,  t( )    и  t11 11( )  ,  t22 22( )  , а в уравнениях (1.2), (2.1)

–(2.3) и (2.8) – обращениями  i i t( )  ,  t0( )   и  11 11  ,  22 22   

соответствующих функций. Эти функции выбираются в форме сглажи-
вающих кубических сплайнов, коэффициенты которых определяются по 
результатам аппроксимации «мгновенных» диаграмм растяжения, еди-
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ных диаграмм деформирования и «мгновенных» диаграмм объемного де-
формирования. 

Функция  11 11   и ее обращение  11 11   аппроксимируют диа-

грамму мгновенного растяжения « 11 11   » и ее обращение « 11 11   » 

сглаживающими кубическими сплайнами 

  j j j ja a a a2 3
11 11 0, 1, 11 2, 11 3, 11         , 

  j j j jb b b b2 3
11 11 0, 1, 11 2, 11 3, 11         ,                                 (2.9) 

а функция  22 22   и ее обращение  22 11   – диаграмму мгновенного 

сжатия « 11 22   »и ее обращение « 22 22   » соответственно сплайнами 

  j j j jc c c c2 3
22 22 0, 1, 22 2, 22 3, 22         , 

  j j j jd d d d2 3
22 11 0, 1, 11 2, 11 3, 11         ,                              (2.10) 

где коэффициенты ja0, ;...  и jc0, ;...  сплайн аппроксимаций имеют размер-

ность напряжений и зависят от j-го интервала разбиения оси деформа-
ций, а коэффициенты jb0, ;...  и jd0, ;...  имеют размерность деформаций и 

зависят от j-го интервала разбиения оси напряжений. 

Функция i i( )   и ее обращение  i i   аппроксимируют единую 

диаграмму мгновенного деформирования « i i   » и ее обращение 

« i i   » сглаживающими кубическими сплайнами 

 i i j j i j i j if f f f2 3
0, 1, 2, 3,          

 i i j j i j i j ig g g g2 3
0, 1, 2, 3,         ,                                  (2.11) 

а функция      и ее обращение  0   – диаграмму мгновенного объ-

емного деформирования « 0    » и ее обращение « 0   » соответствен-

но сплайнами 

  j j j jk k k k2 3
0, 1, 2, 3,              

  j j j jm m m m2 3
0 0, 1, 0 2, 0 3, 0                                            (2.12) 

где 

 i 11 22
2

3
     ,   i 11   ,   11 222     ,   0 11

1

3
   , 

а размерности коэффициентов совпадают с размерностями коэффициентов 
в (2.9) и (2.10). 

3. Решение задач ползучести. Решаются и апробируются экспери-
ментально задачи расчета деформаций ползучести тонкостенных трубча-
тых элементов при нагружении одноосным растяжением, чистым кручени-
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ем и растяжением с кручением. Рассчитываются деформации продольной 
и поперечной ползучести, деформации сдвиговой и объемной ползучести. 

3.1. Объект исследования. Параметры ядер ползучести и коэффи-
циенты функций нелинейности. В качестве объекта исследования выбра-
ны тонкостенные трубчатые образцы из полиэтилена высокой плотности 
ПЭВП наружным диаметром 51 мм и толщиной стенки 5 мм. В экспери-
ментах реализованы одноосное растяжение с замером продольных и по-
перечных деформаций, чистое кручение и кручение с растяжением. Экс-
периментальные данные заимствованы из [5]. 

По данным испытаний на растяжение с замером продольных и по-
перечных деформаций строятся диаграммы «мгновенного» растяжения и 
сжатия в координатах « 11 11   » и « 11 22   », единая диаграмма дефор-

мирования в координатах « i i   » и диаграмма объемного деформирова-

ния в координатах « 0    ». Экспериментальные данные, соответствую-

щие этим диаграммам для полиэтилена ПЭВП, показаны на рис. 1 точка-

ми, а линиями нанесена аппроксимация экспериментальных данных со-
ответствующим уравнением из (2.9)–(2.12). 

В табл. 1 приведены значения коэффициентов в зависимостях для 

 i i   и  0  , полученных по результатам аппроксимации сглажи-

вающими кубическими сплайнами (2.11) и (2.12) дискретных значений 
соответствующих функций. 

По данным испытаний на ползучесть при одноосном растяжении по-
стоянными напряжениями с замером продольных и поперечных дефор-
маций ползучести и с использованием функций  11 11   и  22 22   нахо-

 
0

510v22 i ,11

i ,11

"" 1111  

"" ii  

 
                                а                                                                    б 

Рис. 1 

Таблица 1 

 j , МПа g 0  g1 , МПа-1 g 2 , МПа-2 g 3 , МПа-3 

i  0 – 18 0 1,316·10-2 1,51910-5 2,02710-6 
 

j , МПа m0  m1 , МПа-1 m2 , МПа-2 m3 , МПа-3 

0 – 5 0 3,189·10-4 4,281·10-5 -9,688·10-6 
  

5 – 18 1,454·10-3 0 0 0 
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дятся дискретные значения ядер ползучести K t11( )  и K t22( )  по методике, 

изложенной в [2, 3]. 
Найденные таким образом дискретные значения ядер ползучести 

K t11( )  и K t22( )  для полиэтилена ПЭВП нанесены на рис. 2 а точками, а 

линиями нанесена аппроксимация дискретных значений ядер дробно-
экспоненциальной функцией (1.5). Найденные по результатам аппрокси-
мации параметры 11 , 11 , 11  ядра K t11( )  и параметры 22 , 22 , 22  

ядра K t22( )  приведены в табл. 2. 

Дискретные значения ядра интенсивности ползучести iK t( )  и ядра 

объемной ползучести K t( )  рассчитываются по формуле (2.2) и по фор-

муле (2.3) соответственно. Дискретные значения ядер ползучести iK t( )  и 

K t( )  для полиэтилена ПЭВП нанесены на рис. 2 б точками, а линиями 

нанесена аппроксимация дискретных значений ядер дробно-
экспоненциальной функцией (1.5). Найденные по результатам аппрокси-
мации параметры i , i , i  ядра iK t( )  и параметры  ,  ,   ядра 

K t( )  приведены в табл. 2. Equation Section (Next) 

3.2. Одномерная продольная и сдвиговая ползучесть. Рассчитывают-
ся продольная и сдвиговая ползучесть тонкостенных трубчатых образцов 
при одноосном растяжении и чистом кручении соответственно. 

 
vvii KK  ,

iiK

vvK

часt,

22221111 , KK 

1111K

2222K

часt,  
                             а                                                                  б 

Рис. 2 

Таблица 2 

K t11( ) , час-1 K t22( ) , час-1 

11  
11 , час-

(1+ 11 ) 

11 , час-

(1+ 11 ) 
22  22 , час-(1+ 22 ) 22 , час-(1+ 22

-0,1681 5,4039 4,5730 -0,2203 4,3770 3,7669 

iK t( ) , час-1 K t( ) , час-1 

i  i , час-(1+ i ) i , час-(1+ i )    , час-(1+  )  , час-(1+  ) 

-0,1830 5,0840 4,3380 -0,0316 9,0430 23,5240 
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Исходная система определяющих уравнений (1.2) сводится с учетом 
(1.5) к определяющему уравнению 

  in nt
i

ij i i i i
i i

t
t t d

t n

(1 )

0

( )3 1
( ) ( ) ( )

2 ( ) (1 )(1 )

   
          

        
  

ij ij ijt t t0 0
1

( ) ( ) ( )
3              

 n nt t
d

n

(1 )

0
0

( )
( )

(1 )(1 )







  
   

       
 ,                       (3.1) 

которое позволяет рассчитывать деформации ползучести нелинейно-
вязкоупругих материалов при сложном напряженном состоянии и пере-
менных режимах нагружения. 

Для деформаций продольной ползучести t11( )  при const11   из 

(3.1) с учетом (2.11) и (2.12) получаем уравнение 

  i
k

n n
i

k j i
ik n

t
t g

n

(1 )(1 )3

11 , 11
11 0 0

3 1
( ) 1

2 1 (1 )(1 )

 

 

                     
   

ij ij k j
k

m
3

11 0 , 11
0

1 1 1
1

3 3 3

              
  

 
k

n n

n

t

n

(1 )(1 )

0 1 (1 )(1 )

 





         
 ,                        (3.2) 

а для деформаций сдвиговой ползучести t21( )  при const21   – уравнение  

i
k

nn
i

k j i
ik n

t
t g

n

(1 )(1 )3

21 , 21
0 0

( )3
( ) 3 1

2 1 (1 )(1 )

 

 

                   
  ,        (3.3) 

где принято i 11 213     ; 0 11
1

3
   . 

Результаты расчетов деформаций продольной t11( )  и сдвиговой 

t21( )  ползучести тонкостенных трубчатых образцов из полиэтилена 

ПЭВП при одноосном растяжении и чистом кручении, выполненных по 
уравнениям (3.2) и (3.3) с использованием приведенных в табл. 1 и 2 зна-
чений соответствующих параметров, сопоставлены на рис. 3 с экспери-
ментальными данными для нескольких уровней нормальных 11  и каса-

тельных 21  напряжений. Здесь и далее результаты расчетов нанесены 

линиями, а экспериментальные данные – точками. 
В целом, как видно из рис. 3, получено вполне удовлетворительное 

согласование результатов расчета с экспериментальными данными. Мак-
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симальная погрешность между расчетными и экспериментальными дан-
ными для продольных деформаций не превышает 16%, а для сдвиговых 
деформаций – 25%. Характерно, что расчеты продольных деформаций 
ползучести дают заниженные по отношению к экспериментальным дан-

ным значения деформаций, а сдвиговых деформаций – завышенные зна-
чения. 

3.3. Продольная и сдвиговая ползучесть при сложном напряженном 
состоянии. Рассчитывается продольная и сдвиговая ползучесть тонко-
стенных трубчатых образцов из полиэтилена ПЭВП при комбинированном 
нагружении одноосным растяжением и кручением. 

Для деформаций продольной ползучести t11( )  при const11   и 

const21   из (2.1) с учетом (2.11) и (2.12) получаем уравнение 
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, 11
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1 1
1

3 3 1 (1 )(1 )
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


 

                   
  ,       (3.4) 

а для деформаций сдвиговой ползучести t21( )  при const11   и 

const21   – уравнение  
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где принято i
2 2
11 213     ; 0 11

1

3
   . 

Результаты расчетов деформаций продольной t11( )  и сдвиговой 

t21( )  ползучести тонкостенных трубчатых образцов из полиэтилена 

ПЭВП при совместном нагружении одноосным растяжением и кручением, 
выполненных по уравнениям (3.4) и (3.5) с использованием приведенных 
в табл. 1 и 2 значений соответствующих параметров, сопоставлены на 
рис. 4 с экспериментальными данными для нескольких комбинаций нор-
мальных 11  и касательных 21  напряжений. В целом, как видно, полу-

чено вполне удовлетворительное согласование результатов расчетов с экс-
периментальными данными. Максимальная погрешность составляет 10% 
и получена для продольной деформации t11( )  при напряжениях 11  = 

7,08 МПа и 21  = 3,32 МПа. 

Гипотеза пропорциональности девиаторов и гипотеза единой диа-
граммы деформирования позволяют сформулировать достаточно эффек-
тивную систему определяющих уравнений в нелинейной теории вязкоуп-
ругости. Определяющие уравнения теории содержат легко воспроизводи-
мый базовый эксперимент и позволяют учесть влияние нормальных на-
пряжений на сдвиговую ползучесть, а касательных напряжений на ли-
нейную ползучесть. 

 
РЕЗЮМЕ. Сформульовано систему визначальних рівнянь нелінійної теорії в'язкоп-

ружності, що встановлюють залежність між компонентами тензору деформацій та напру-
жень та часом виходячи із гіпотези тензорно-лінійного зв’язку. Нелінійність в'язкопруж-
ного деформування задається рівнянням повзучості типу рівняння Работнова. Визначальні 
рівняння апробовано експериментально на задачах розрахунку деформацій повзучості 
тонкостінних трубчатих елементів за умов розтягу та скручення. 

Ключові слова: нелінійна в'язкопружність, ізотропні матеріали, складний напруже-
ний стан, повздовжня повзучість, поперечна повзучість, зсувна повзучість, об’ємна повзу-
чість. 

 
SUMMARY. The system of constitutive equations of non-linear theory of viscoelastic-

ity establishing the relationship between strain and stress tensor components and the time 
starting from the hypothesis of the tensor-linear relation has been formulated. The non-
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linearity of viscoelastic deformation is given by the creep equation like Rabotnov’s equation. 
The constitutive equations formulated have been approved experimentally on the problems of 
creep strains calculation of thin-valled tubular elements under tension and torsion. 

Key words: non-linear viscoelasticity, isotropic materials, the complex stress state, 
longitudinal creep, transversal creep, shearing creep, volumetric creep. 
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УДК 539.3 
 

С. А.  КАЛОЕРОВ, д-р физ.-мат. наук, 
А. А.  САМОДУРОВ 

 
РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ ЭЛЕКТРОМАГНИТОВЯЗКОУПРУГОСТИ 

ДЛЯ МНОГОСВЯЗНЫХ КУСОЧНО-ОДНОРОДНЫХ ПЛАСТИНОК 
 

Предложен метод решения задач электромагнитовязкоупругости для 
кусочно-однородных многосвязных пластинок. Методом малого параметра 
исходная задача сведена к последовательности задач электромагнитоуп-
ругости, использующих для своего решения методы комплексных потен-
циалов. Получены общие представления комплексных потенциалов для 
многосвязных областей, граничные условия для их определения. Разработа-
на методика определения основных характеристик электромагнитовязко-
упругости во времени. Решены задачи для вязкоупругой пьезопластинки с 
одном или рядом включений. Исследовано изменение во времени значений 
основных характеристик электромагнитоупругого состояния. 

Ключевые слова: электромагнитовязкоупругость, вязкоупругое вклю-
чение, кусочно-однородная пьезопластинка, комплексные потенциалы при-
ближений. 

 
В различных отраслях современной техники широкое применение 

получили элементы из пьезоматериалов. В связи с этим возникла необхо-
димость разработки методов определения их электромагнитоупругого со-
стояния (ЭМУС) под действием механических сил и электромагнитных 
полей [2, 14]. В работах [3, 5, 8, 10, 11] предложены методы решения за-
дач электромагнитоупругости, позволяющие определять напряженно-
деформированное состояние пластинок с отверстиями, трещинами и 
включениями. Но в указанных работах не учитывались вязкоупругие 
свойства материалов, за счет которых возникающее мгновенное напря-
женно-деформированное состояние со временем изменяется. 

В данной статье предложен подход решения задачи электромагнито-
вязкоупругости для кусочно-однородной пластинки с учетом вязкоупру-
гих свойств материалов. 

1. Постановка задачи. Рассмотрим отнесенную к прямоугольной де-
картовой системе координат Oxyz  находящуюся в условиях обобщенного 
плоского электромагнитоупругого состояния конечную пьезопластинку-
матрицу, занимающую многосвязную область S , ограниченную внешним 

контуром L0  и контурами отверстий lL  ( l=1, ). На контурах отверстий 

заданы внешние усилия или перемещения, а также электромагнитные 
индукции или потенциалы поля; во внутренних точках области 

 r r rz x y0 0 0,  (r=1, R ) действуют сосредоточенные силы, электрические за-

ряды и магнитные диполи. В некоторые из отверстий без предваритель-
ного натяжения вставлены включения из других пьезоматериалов. Если 
внешний контур L0  полностью уходит в бесконечность, то будем иметь 
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бесконечную пластинку-матрицу с отверстиями и включениями. В послед-

нем случае будем считать, что на бесконечности заданы напряжения x , 

y , xy , угол жесткого поворота пластинки как целого 3 , а также ком-

поненты векторов индукций 
xD , 

yD , 
xB , 

yB  или напряженностей 
xE , 


yE , 

xH , 
yH

 
электромагнитного поля. Будем считать, что по упругим 

свойствам пластинка и включения являются линейно вязкоупругими, 
электромагнитные свойства материала с течением времени не изменяются.  

Для определения вязкоупругого ЭМУС будем использовать метод 
малого параметра, позволяющий решение исходной задачи приводить к 
последовательности задач электромагнитоупругости, решаемых с исполь-
зованием комплексных потенциалов электромагнитоупругости. 

2. Комплексные потенциалы задачи электромагнитоупругости. При 
решении задачи электромагнитоупругости с использованием обобщенных 
комплексных потенциалов определение ЭМУС пьезопластинки сводится к 
нахождению функций k kz( )  обобщенных комплексных переменных из 

соответствующих граничных условий. После нахождения этих функций 
основные характеристики ЭМУС (напряжения, перемещения, индукции и 
потенциалы) вычисляются по формулам [3, 5] Equation Chapter 1 Section 2 

     x y xy k k k k k
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z
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
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1
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, , , 2Re , , ,
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      , 

     x y x y k k k k k k k k
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E E H H r r h h z
4

0 0 0 0

1

,, , , 2Re , ,


     ,            (2.1) 

где 

k kz x y   ;                                                                (2.2) 

k  – корни характеристического уравнения 

s g g pl l l l l l l l l2
4 2 2 2 3 3 2 3 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )    

                    

p p gl l l l l3 3 2 3 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0 
          ;                            (2.3) 

   sl s s s s s s4 3 2
4 11 16 12 66 26 222 2 2           , 

     gl g g g g g g3 2
3 11 21 16 12 26 22          , 

     pl p p p p p p3 2
3 11 21 16 12 26 22          , 

 l 2
2 11 12 222          ,    l 2

2 11 12 222          , 
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 l 2
2 11 12 222          ;                                               (2.4) 

k k
2

1   ,   k2 1  ,   k k6   , 

k k k7    ,   k k8   ,   k k k9    ,   k k10   ; 
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   k k k k k k kr g g g0 2
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y u3 0  , x v3 0   – жесткие перемещения тела как целого; 3  – угол 

поворота плоскости Oxy  против часовой стрелки, причем 
v u
x y3

1

2

  
     

; 

u0 , v 0  – компоненты поступательного движения тела; 0  и 0  – нулевой 

уровень потенциалов электрического и магнитного полей. 
Функции k kz( )  для неподкрепленных контуров lL  должны 

удовлетворять граничным условиям [8] 
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при задании на контуре индукции электромагнитного поля lnD , lnB  или 
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если на контуре заданы потенциалы электрического и магнитного полей 

l * , l * . Для контуров, на которых заданы перемещения lu * , lv * , гра-

ничные условия имеют вид 
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при задании на контурах индукций или 
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если на контуре заданы потенциалы электрического и магнитного полей. 
В (2.7) – (2.10) верхние знаки в правой части относятся к внешнему кон-
туру конечной пластинки, нижние – к контурам отверстий. В случае иде-
ального механического и электромагнитного контактов пластинки с 

включением областьи l( )S , граничные условия на lL  имеют вид [3, 9] 

   k k k k k k k k k
k

p q r h z
4

0 0

1

2Re 1, , , , , , ,


       

                   l l l l l l l l l
k k k k k k k k kp q r h z0 0

1, , , , , , ,      
 

 l l l l
l l l lc c y u y u x v x v c c( ) ( ) ( ) ( )
1 2 3 0 3 0 3 0 3 0 3 4 0 0, , , , , , ,           , (2.11) 

где  l l
k kz( ) ( )  – комплексные потенциалы для включения с областью l( )S ; 

lic  – постоянные. 

Для абсолютно жесткого включения должно выполняться также ус-
ловие [3] 

 kl kl
k

4

1 1
1

0


    ,                                                              (2.12) 

в котором kl1  – вычеты функции  k kz0  в точках klz . 

Комплексные потенциалы k kz( )  определены в областях kS , огра-

ниченных контурами klL , получаемыми из lL  аффинными преобразова-

ниями (2.2). В общем случае функции имеют вид [3, 5] 

       
R

k k k k kl k kl kr k kr k k
l r

z z A z z A z z z0 0
0

1 1

ln ln
 

         


. (2.13) 

Здесь k  – постоянные, равные нулю для конечной области и определяе-

мые из системы 

 k k k k k k k k k k k k
k

q p
4

2

1

2Re 1, , , , , , ,


             
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 y xy x y x y xD D B B3, , , 2 , ,, ,                                   (2.14) 

для бесконечной области при задании на бесконечности компонент векто-
ров индукций электромагнитного поля или 

 k k k k k k k k k k k k
k

q p r r h h
4

2 0 0 0 0

1

2Re 1, , , , , , ,


         

 y xy x x y x yE E H H3, , , 2 , , , ,                 ,        (2.15) 

если на бесконечности заданы компоненты векторов напряженности по-

ля; klA , kjA 0  – постоянные, определяемые из систем 

 


     k k k k k k k kl
k

p q r h i
4

0 0

1

2Re 1, , , , , , ,

 
         

l l el mlY X Q Q
, , 0, 0, , , 0, 0

2 2 2 2
;                      (2.16) 

 


     k k k k k k k kr
k

p q r h i
4

0 0 0

1

2Re 1, , , , , , ,

 
err r mrQY X Q00 0 0

, , 0, 0, , , 0, 0
2 2 2 2

 
         

;                   (2.17) 

 k kz0   функции, голоморфные в многосвязных областях kS ; lX , lY  

и elQ , mlQ  – компоненты главного вектора внешних усилий и суммарные 

электрический и магнитный заряды, приложенные к контуру lL ; rX 0 , 

rY 0  и erQ 0 , mrQ 0  – компоненты сосредоточенной силы и сосредоточенные 

электрические заряды и диполи в точках  r r rz x y0 0 0, .Equation Section (Next) 

3. Комплексные потенциалы задачи электромагнитовязкоупругости. 
Для решения задачи вязкоупругости используем метод малого параметра, 
в качестве которого по аналогии с решением задачи вязкоупругости для 
анизотропной пластинки [6, 7] возьмем изменение с течением времени 
коэффициента Пуассона 12 : 

    0
12 12 .                                                 (3.1) 

Здесь 0
12  – мгновенно-упругое значение коэффициента Пуассона. Учиты-

вая равенство (3.1), находим выражения 

s s s0
12 12 11   ,   k k kp p p0 1   ,   k k kq q q0 1   ,             (3.2) 

В которых 

s s0 0
12 12 11  ,   kp s1 11  ,   k kq s1 11   , 
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     k k k k k k kp s s g g p p2 0
0 12 11 16 11 21 11 21              , 

k k k k
k k k

s g p
q s s g p0 22 22 22

0 12 11 26 12 12

   
                  

.       (3.3) 

Разложим входящие в выражения (2.13) постоянные k , klA , krA 0 , 

3  и функции  k kz*   в ряды по малому параметру   [7]: 

j
k jk

j 0
    ,   j

kl jkl
j

A A
0

  ,   j
kr jkr

j

A A0 0

0
  ; 

     j
k k jk k j

j

z z* *
3 3

0

, ,


      .                                     (3.4) 

Учитывая разложения (3.4), функции (2.13) представим в виде 

   j
k k jk k

j

z z
0

    ,                                                       (3.5) 

где 

       
 

         
 R

jk k jk k jkl k kl jkr k kr jk k
l r

z z A z z A z z z0 0 *

1 1

ln ln ; (3.6) 

jk  – постоянные, равные нулю для конечной области и определяемые из 

систем уравнений 



                  
 k

k k k k
kk

g g g
g

s

4
2 212 26 16

22
221

21
2Re 1, , , 1

2 2
 

k
k k k k k k k k k

p p p
p

s
212 26 16

22 0
22

2
, , , ,

2 2

                
   

 

 y xy x y xy xs s s s
s
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22

1
, , , 2 3 2
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                       

, 

    y x y xD D B B, , , , 



                  
 k

k k k k
kk

g g g
g

s

4
2 212 26 16

22
221

21
2Re 1, , , 1

2 2
 

k
k k k k k k k k k

p p p
p

s
212 26 16

22 1
22

2
, , , ,

2 2

                
   

 

 
   
 

xy
s
s
11

22

0, 0, 0, , 0, 0, 0, 0
2

,    jk 0  ( j 2 )               (3.7) 

в случае бесконечной области; jklA  – постоянные, определяемые из сис-
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тем уравнений 



                      
 k k k k
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11 221
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Y X
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
 

l l el ml el mls X s Y g Q p Q Q Q
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

                      
 k k k k

k k
k kk

g p g p
s s

4
2 11 11 22 22

11 221

1
2Re 1, , 1 , 1 ,  

       k k k k kl l lr h i s Y s X0 0
1 11 11, , , 0, 0, , , 0, 0, 0, 0 , 

jklA 0  ( j 2 ),                                                                  (3.8) 

в которых jkrA0  – постоянные, удовлетворяющие системам уравнений 

(3.8), в которых величины lX , lY , elQ , mlQ  нужно заменить на rX0 , rY0 , 

erQ0 , mrQ0 ;  jk kz
*  – функции, голоморфные в многосвязных областях kS , 

ограниченных контурами klL , полученными из контура lL  аффинными 

преобразованиями (2.2). 
Исходя из (2.7) – (2.11), для определения комплексных потенциалов 

приближений jk kz( )  получим следующие граничные условия. Для не-

подкрепленных контуров механические граничные условия имеют вид 

   


        
s s

k jk k j ln l ln l
k

t Y ds c X ds c
4

0 1 2
1 0 0

2Re 1, ( , ) ,             (3.9) 

если на контуре заданы усилия и 

         
 

       k k jk k j k k j k k
k k

p q t p q t
4 4

0 0 0 1 1 1,
1 1

2Re , 2Re 1 ,  

 j l j l ju u y v v x0 * 0 3 * 0 3,                                    (3.10) 

при задании на контуре перемещений lu * , lv * . Электромагнитные гра-

ничные условия получаются такими: 

   


          
s s

k k jk k j ln l ln l
k

t D ds c B ds c
4

0 3 4
1 0 0

2Re , ( , )       (3.11) 

при задании на контуре электрической и магнитной индукции и 
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     


       k k jk k j l l l l
k

r h t c c
4

0 0
0 * 3 * 4

1

2Re , , ,                       (3.12) 

если на контуре заданы потенциалы l * , l * . В случае упругих включе-

ний граничные условия для функций получаются такими: 

   


        l l l
ki jk k ki jk k j i
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k

p q t p q t
4

( ) ( ) ( ) ( )
0 1 1 1, 1 1 1,

1

2Re 1 , , 


          

    l l
j l l j j l l j ju u y v v x( ) ( )
0 0 * 3 3 0 * 3 3,           ,        (3.13) 

где 

    ki k k k k kg r h0 01, , , , , , 

    l l l l l l
ki k k k k kg r h( ) ( ) ( ) ( ) 0( ) 0( )1, , , , , , 

    i l l l lc c c c1 2 3 4 0 0, , , , ,  ( i 1, 6 ). 

При этом  l l
jk kz( ) ( )  – функции приближений для включений, для кото-

рых имеют место формулы, аналогичные (3.6), с учетом того, что в силу 

их конечности нужно принимать  l
jk
( ) 0 . 

После определения комплексных потенциалов приближений ком-
плексные потенциалы для пластинки-матрицы определяются по формуле 

(3.5), в которой степени j  вычисляются с помощью таких операторных 
выражений [6, 7]: 

   
 


       
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 


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    


k j k
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k j k k
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k

Э Э
C D D
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2 1 1
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,                         (3.14) 

где 

  
    

      

E
D

E

* 0 *
01 1 2

1 120 * * *
2 1 2 1

1 4
4

,   
   


    

E
D

E

* 0 * *
2 1 1 2

2 0 * * *
2 1 2 1

4
.    (3.15) 

iE0   i 1, 2  – мгновенно упругие значения iE ; i
* , i

*  – реологические 

постоянные материала включения, связанные с изменением iE  во време-
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ни. По аналогичным формулам вычисляются основные характеристики 
для включений, причем 

   


   l j l
k kk jk

j

z z( ) ( )

0

.                                         (3.16) 

Рассмотрим частные задачи.Equation Section (Next) 
4. Пластинка с эллиптическим ядром. Рассмотрим бесконечную пла-

стинку с одним эллиптическим ядром. Обозначим 
контур отверстия и его полуоси через L1 , a1 , b1  

(рис. 1). На бесконечности  y p ,        x xy 3 0 , 

  yE ,   yH ,   x xE H 0 . 

В данном случае комплексные потенциалы (3.6) примут вид 

       jk k jk k jk kz z z1 ,                                          (4.1) 

где  jk kz1  – функции, голоморфные вне эллипсов kL 1 , соответствую-

щих L1  при аффинных преобразованиях (2.2). Для построения этих 

функций используем конформные отображения. Функции 

    k k k k kz R m1 1 1 1/ ,                                            (4.2) 

в которых 

k
k

a i b
R 1 1

1 2

 
 ,   k

k
k

a i b
m

a i b
1 1

1
1 1

 


 
,                           (4.3) 

отображают конформно внешности единичных кругов  k1| | 1  на внеш-

ности эллипсов kL 1 . Тогда  jk kz1 , голоморфные вне kL 1 , будут голо-

морфными вне единичных кругов  k1| | 1 , включая бесконечно удален-

ную точку, и их можно представить рядами Лорана по отрицательным 
степеням  k1 . Поэтому для функций (4.1) будем иметь выражения 

 



   


 jk n

jk k jk k n
n k

a
z z 1

1 1

.                                          (4.4) 

Комплексные потенциалы для ядра примут вид 

        


  jk k jkn n k

n

z a P z1 1 1 1

0

( ) ,                                          (4.5) 

где   n kP z 1
 – полиномы Фабера, для которых имеют место равенства [13] 

P0 1 ,               
n n n

n k k k kP z m1 1 (1) (1)/ ;                               (4.6) 

 k
1

 – переменные, определяемые из конформных отображений внешно-

Рис. 1 
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сти единичных кругов   k
1

1  на внешности эллипсов  
kL1

 

             k k k k kz R m1 1 1 1 1
; 

      k kR a i b1 1
1 1 2 ,              k k km a i b a i b1 1 1

1 1 1 1 .            (4.7) 

Подставив функции (4.1) и (4.5) в граничные условия (3.13) и при-

менив метод рядов получим, что  jk n jkna a1
1 0    j n0,1..., 2 , а jka 11  

и jka1
1  находятся из системы 

    l l
ki jk ki jk k k ki jk kki k k ki k

k k

g a g a m g a g R m g R
4 4

1 1( ) (1) ( )
11 1 1 11 1

1 1 

         , 

    k k jk k k jk k k k jk
k

p q a p q a m p q a
4

1 1(1) (1) (1) (1) (1)
0 0 11 0 0 1 0 0 1

1

( , ) ( , ) ( , )


    

 k k jk k k k k jk k
k

p q R m p q R
4

0 0 1 1 0 0 1
1

( , ) ( , )


       

j k k j k k k k k j k k
k

p q R m p q R
4

0
1 1 1 1 1 1 1 1 1

1

(1 ) ( , ) ( , ) 


        

    k k j k k k j k k k k j kp q a p q a m p q a1 1(1) (1) (1) (1) (1)
1 1 1 11 1 1 1 1 1 1 1 1( , ) ( , ) ( , )     .    (4.8) 

Окончательно комплексные потенциалы примут вид 

    

jk

jk k jk k
k

a
z z 11

1

,          k
jk k jk

k

z
z a

R

(1)
1 1 1

1 (1)
( ) .                           (4.9) 

Вычислив по формуле (3.14) степени малого параметра j  и умно-
жив их на функции приближений (4.9), получим комплексные потенциа-
лы (3.5) и (3.16), а также их производные, а по ним и значения основных 
характеристик в любой момент времени. 

Были проведены численные исследования изменения во времени ос-
новных характеристик ЭМУС в пластинке для следующих материалов: 
композит на основе BaTiO CoFe O3 2 4  (материал М1) [18]; композит, уп-

ругие, и электрические постоянные которого соответствуют кадмию селе-
диума CdSe , а пьезомагнитные и магнитные – BaTiO3  [17] (материал М2); 

композит, упругие, пьезоэлектрические и электрические постоянные, ко-
торого соответствуют PZT 4 , а пьезомагнитные и магнитные – CoFe O2 4  

[17] (материал М3). Постоянные материалов приведены в табл. 1. Реологи-
ческие постоянные материалов были выбраны на основе анализа известных 
в литературе реологических постоянных [12, 15]. 

При проведении расчетов считалось, что постоянные материалов ядер 
были связаны с соответствующими постоянными материала пластинки 
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следующим образом [10]: 

ij s ijs s(1) (1)  ,   pe kikig g(1) (1)  ,   pe kikip p(1) (1)  , 

klkl
pe

(1)
(1)

1
  


,   klkl

pe

(1)
(1)

1
  


,   ij ij

pe

(1)
(1)

1
  


, 

где  l
s
( )  и pe

(1)  – параметры относительной жесткости и пьезоэффектности ма-

териала ядра lS ( ) . 
При проведении рас-

четов количество прибли-
жений j  по степеням мало-

го параметра   увеличива-
лось до тех пор, пока по-
следующее приближение 
изменяло максимальные 
значения напряжений пре-
дыдущего приближения 
более чем на 0,01%. Для 
этого в рассмотренных слу-
чаях необходимо было ос-
тавлять от 5 до 10 прибли-
жений (степеней малого 
параметра  ). 

В табл. 2 для растя-
жения пластинки из мате-
риалов М1 и М3 усилиями 

y p   в зависимости от 

значений параметра отно-

сительной жесткости s
(1)  и 

параметра пьезоэффектно-

сти  pe
(1) , с точностью до 

множителя p  приведены 
значения нормальных на-
пряжений s  в точках 

пластинки, на площадках, 
перпендикулярных к кон-
туру включения в началь-
ном (0 час.) и стационар-
ном (через 200 час.) со-
стоянии. Значения вели-

чин при s
(1) 0   и s

(1)    

соответствуют случаям аб-
солютно жесткого и абсо-
лютно мягкого ядра. На 

Таблица 1 
Материалы 

Величина 
М1 М2 М3 

s s s s11 0 33 0  7,165 22,260 10,745 

s s
22 0  6,797 14,984 7,398 

s s
66 0  19,912 47,481 7,637 

s s
12 0  -2,337 -6,437 -2,542 

s s
13 0  -2,736 -11,942 -5,595 

g g g g
16 340 0  2,028 109,22 2,054 

g g g g
21 230 0  -0,496 -4,333 -1,159 

g g
22 0  1,157 8,016 2,458 

p p p p
16 340 0  1,850 268,318 98,843 

p p p p
21 230 0  0,576 17,778 12,102 

p p
22 0  1,186 31,206 22,268 

11 330 0      0,156 19,612 0,106 

22 0   0,137 10,612 0,090 

11 330 0      -0,190 213,404 -14,931 

22 0   -0,185 -5,534 -3,740 

11 330 0      0,336 0,590 0,805 

22 0   0,119 0,575 0,704 

*  0,50 0,22 0,25 

*

1
 , c 1  0,0011 0,014 0,00039 

*

2
 , c 1  0,00095 0,00078 0,00015 

*

1
 , c 1  0,0069 0,0095 0,0061 

*

2
 , c 1  0,0065 0,0064 0,0066 

s -6

0
10 МПа-1, g -2

0
10 МКл-1м2, p -5

0
10 МТл-1, 

  3

0
10 МН м2 МКл-2,   -1

0
10 МКл м МА-1, 

  -1

0
10  МПа МТл-2 
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рис. 2, 3 для материалов М1 и М3 соответственно изображены графики 
распределения напряжений s  по контуру для начального (сплошные ли-

нии) и стационарного (штриховые линии) состояний для различных зна-

чений параметра s
(1) . Как видно из табл. 2 и рис. 2–3, при переходе в ста-

ционарное состояние значения напряжений изменяется значительно, осо-
бенно с увеличением жесткости ядра. При переходе в стационарное со-

стояние они в точке A  при s
(1) 1   уменьшаются, при s

(1) 1   увеличи-

ваются. В точке B  при переходе в стационарное состояние напряжения 

увеличиваются при любых значениях s
(1) . С уменьшением относительной 

жесткости включения (с увеличением s
(1) ) концентрация напряжений в 

окрестности точек A  и B  растет, но при этом уменьшается влияние вре-
мени на значения напряжений, для абсолютно мягкого включения 

(  s
(1) ), как и в задачах вязкоупругости для анизотропных пластинок 

Таблица 2 

s
(1)  

Точка  pe
(1)

 
t , 

час. 
0  210  110  0,5  2  10  210    

   Материал М1 
0 0,058 0,072 0,189 0,613 1,478 2,488 2,951 3,013 0,1 

200 0,025 0,039 0,162 0,603 1,484 2,492 2,951 3,013 
0 0,078 0,091 0,203 0,610 1,457 2,475 2,952 3,017 0,5 

200 0,041 0,054 0,173 0,600 1,464 2,479 2,952 3,017 
0 0,173 0,184 0,285 0,657 1,454 2,460 2,951 3,019 

А  

1 
200 0,131 0,144 0,251 0,645 1,462 2,464 2,952 3,019 

0 0,479 0,472 0,412 0,195 -0,251 -0,775 -1,017 -1,049 0,1 
200 0,663 0,653 0,563 0,255 -0,301 -0,828 -1,025 -1,049 

0 0,478 0,471 0,412 0,196 -0,247 -0,771 -1,013 -1,046 0,5 
200 0,662 0,651 0,563 0,257 -0,298 -0,825 -1,021 -1,046 

0 0,457 0,451 0,394 0,187 -0,243 -0,763 -1,009 -1,043 

В  

1 
200 0,635 0,625 0,541 0,247 -0,294 -0,819 -1,018 -1,042 

   Материал М3 
0 0,254 0,264 0,353 0,672 1,327 2,136 2,536 2,592 0,1 

200 0,400 0,406 0,458 0,696 1,337 2,185 2,547 2,592 
0 0,359 0,366 0,429 0,669 1,237 2,080 2,556 2,625 0,5 

200 0,348 0,355 0,417 0,660 1,254 2,121 2,565 2,625 
0 0,636 0,640 0,680 0,836 1,252 2,021 2,564 2,652 

А  

1 
200 0,538 0,545 0,598 0,802 1,283 2,062 2,573 2,652 

0 0,364 0,360 0,324 0,172 -0,241 -0,894 -1,260 -1,313 0,1 
200 0,959 0,943 0,810 0,363 -0,396 -1,063 -1,287 -1,313 

0 0,349 0,345 0,312 0,174 -0,195 -0,818 -1,195 -1,252 0,5 
200 0,938 0,924 0,800 0,376 -0,372 -1,021 -1,228 -1,252 

0 0,287 0,283 0,252 0,127 -0,191 -0,754 -1,142 -1,204 

В  

1 
200 0,809 0,797 0,691 0,317 -0,375 -0,995 -1,184 -1,204 
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[6, 7], значения напряжений со временем не изменяются. При  s
(1) 210  

включение можно считать абсолютно жестким, при  s
(1) 210  – абсолютно 

мягким. Изменения напряжений при переходе в стационарное состояние 

для пластинки из «сильно анизотропного» материала М3 больше, чем из 

«слабо анизотропного» материала М1. Так при s
(1) 0   и pe

(1) 1  , зна-

чения s  в точке В для пластинки из материала М1 изменяются на 39%, 

тогда как для пластинки материала М3 – более чем в 2,5 раза. С увели-

чением параметра пьезоэффектности pe
(1)  увеличивается и изменение на-

пряжений при переходе в стационарное состояние. 

s
p

2,5

1,9

1,3

0,1

0,5

0 / 6 / 3 

0,7

1,1

2

0,5

(1) 0s 



Рис. 2 

s
p

2,3

1,5

1,1

0,1

0,5

0 / 6 / 3 

0,7

1,3

1,9

0,3

0,9



(1) 0s 

0,5

2

Рис. 3 
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В табл. 3 и табл. 4 для случаев действия на бесконечности электри-

ческого поля с напряженностью yE     и магнитного поля с напряженно- 

Таблица 3 

s
(1)  Точ-

ка  pe
(1)

 
t , 

час. 
0  210  110  0,5  2  10  210    

   Материал М1 
0 -20,42 -20,32 -19,50 -16,50 -10,39 -3,26 0,01 0,45 0,1 

200 -20,21 -20,12 -19,32 -16,42 -10,47 -3,37 -0,01 0,45 
0 -16,72 -16,65 -15,98 -13,57 -8,61 -2,75 -0,04 0,33 0,25 

200 -16,63 -16,55 -15,90 -13,53 -8,65 -2,82 -0,05 0,33 
0 -10,79 -10,75 -10,33 -8,82 -5,66 -1,85 -0,06 0,18 0,5 

200 -10,80 -10,75 -10,33 -8,81 -5,67 -1,88 -0,07 0,18 
0 -5,20 -5,18 -4,99 -4,28 -2,78 -0,93 -0,05 0,08 0,75 

200 -5,22 -5,20 -5,00 -4,28 -2,78 -0,94 -0,05 0,08 
0 -1,01 -1,00 -0,97 -0,83 -0,55 -0,19 -0,01 0,01 

А  

0,95 
200 -1,01 -1,01 -0,97 -0,83 -0,55 -0,19 -0,01 0,01 
0 4,93 4,91 4,75 4,14 2,86 1,29 0,55 0,45 0,1 

200 6,35 6,30 5,91 4,61 2,47 0,88 0,48 0,45 
0 4,85 4,83 4,66 4,04 2,73 1,16 0,43 0,33 0,25 

200 5,99 5,95 5,60 4,42 2,42 0,83 0,37 0,33 
0 3,78 3,76 3,62 3,13 2,09 0,84 0,26 0,18 0,5 

200 4,50 4,47 4,22 3,37 1,89 0,63 0,23 0,18 
0 2,05 2,04 1,96 1,69 1,13 0,45 0,12 0,08 0,75 

200 2,39 2,38 2,25 1,81 1,03 0,34 0,10 0,08 
0 0,42 0,42 0,41 0,35 0,24 0,09 0,02 0,01 

В  

0,95 
200 0,49 0,49 0,46 0,37 0,22 0,07 0,02 0,01 

   Материал М3 
0 -47,70 -47,46 -45,42 -38,31 -24,74 -9,41 -2,25 -1,27 0,1 

200 -37,73 -37,73 -37,65 -35,73 -26,03 -9,80 -2,24 -1,27 
0 -35,34 -35,19 -33,92 -29,31 -19,71 -7,67 -1,66 -0,82 0,25 

200 -30,49 -30,45 -30,09 -27,97 -20,43 -7,86 -1,64 -0,82 
0 -19,49 -19,43 -18,89 -16,84 -12,02 -4,94 -0,96 -0,38 0,5 

200 -18,44 -18,40 -18,04 -16,52 -12,21 -4,95 -0,94 -0,38 
0 -8,14 -8,12 -7,94 -7,24 -5,43 -2,37 -0,44 -0,14 0,75 

200 -8,12 -8,10 -7,93 -7,23 -5,43 -2,34 -0,42 -0,14 
0 -1,42 -1,42 -1,39 -1,28 -0,99 -0,46 -0,08 -0,02 

А  

0,95 
200 -1,46 -1,45 -1,42 -1,30 -0,99 -0,45 -0,08 -0,02 
0 12,07 12,10 12,33 12,57 10,61 4,67 0,69 0,09 0,1 

200 25,47 25,21 23,09 16,60 7,65 1,80 0,25 0,09 
0 11,29 11,30 11,37 11,26 9,33 4,19 0,72 0,20 0,25 

200 21,20 21,01 19,43 14,39 6,90 1,73 0,34 0,20 
0 8,06 8,05 8,03 7,76 6,35 2,94 0,57 0,20 0,5 

200 13,54 13,44 12,55 9,59 4,81 1,26 0,30 0,20 
0 4,04 4,04 4,00 3,81 3,10 1,48 0,30 0,11 0,75 

200 6,32 6,27 5,89 4,60 2,39 0,64 0,16 0,11 
0 0,79 0,79 0,78 0,74 0,60 0,29 0,06 0,02 

В  

0,95 
200 1,18 1,18 1,11 0,88 0,47 0,13 0,03 0,02 
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стью yH    с точностью до значений   и   соответственно приведены ре-

зультаты расчетов, аналогичные данным табл. 2 для растяжения. Видно, 

Таблица 4 

s
(1)  Точ-

ка  pe
(1)

 
t , 

час. 
0  210  110  0,5  2  10  210    

   Материал М1 
0 -199,6 -198,5 -188,7 -153,2 -80,9 3,4 42,1 47,3 0,1 

200 -190,4 -189,4 -181,0 -150,0 -83,8 0,2 41,6 47,3 
0 -170,9 -170,0 -162,0 -132,7 -72,4 -1,0 32,2 36,7 0,25 

200 -163,4 -162,6 -155,7 -130,1 -74,7 -3,8 31,7 36,7 
0 -116,3 -115,7 -110,6 -91,8 -52,3 -4,1 18,7 21,9 0,5 

200 -111,6 -111,1 -106,6 -90,1 -53,8 -6,0 18,4 21,9 
0 -58,0 -57,8 -55,4 -46,5 -27,4 -3,4 8,3 9,9 0,75 

200 -55,8 -55,6 -53,5 -45,7 -28,2 -4,4 8,1 9,9 
0 -11,4 -11,4 -10,9 -9,3 -5,6 -0,9 1,5 1,8 

А  

0,95 
200 -11,0 -11,0 -10,6 -9,1 -5,8 -1,1 1,5 1,8 
0 50,1 50,3 52,3 59,2 72,4 86,2 92,1 92,9 0,1 

200 68,7 68,5 67,6 65,4 67,2 80,7 91,2 92,9 
0 34,6 34,8 36,5 42,5 54,0 66,1 71,3 71,9 0,25 

200 50,3 50,2 49,4 47,7 49,6 61,3 70,5 71,9 
0 15,6 15,7 17,0 21,4 29,9 38,8 42,4 42,9 0,5 

200 26,1 26,0 25,7 25,0 26,9 35,4 41,9 42,9 
0 4,2 4,3 5,0 7,5 12,3 17,2 19,2 19,4 0,75 

200 9,4 9,4 9,3 9,3 10,8 15,5 18,9 19,4 
0 0,3 0,3 0,5 1,0 2,1 3,1 3,6 3,6 

В  

0,95 
200 1,3 1,3 1,3 1,4 1,8 2,8 3,5 3,6 

   Материал М3 
0 -812,6 -806,7 -756,4 -584,6 -269,8 65,7 215,7 236,0 0,1 

200 -483,5 -485,4 -497,8 -495,3 -320,9 36,9 213,0 236,0 
0 -572,8 -569,3 -539,7 -433,9 -221,4 32,1 154,4 171,3 0,25 

200 -389,8 161,6 -393,1 -380,2 -256,0 9,7 152,1 171,3 
0 -287,0 -285,8 -274,7 -232,7 -135,6 4,8 82,8 94,1 0,5 

200 -224,8 -224,7 -223,6 -212,3 -151,5 -8,3 81,3 94,1 
0 -107,5 -107,1 -104,1 -91,9 -59,5 -2,6 34,4 40,1 0,75 

200 -91,5 -91,5 -90,7 -86,2 -64,9 -8,3 33,6 40,1 
0 -17,0 -17,0 -16,6 -15,1 -10,5 -1,0 6,0 7,2 

А  

0,95 
200 -15,2 -15,2 -15,0 -14,4 -11,3 -2,0 5,9 7,2 
0 238,0 240,3 259,1 312,5 359,6 328,9 287,2 280,2 0,1 

200 563,8 558,8 518,6 406,9 294,9 271,4 278,8 280,2 
0 159,9 -390,3 175,6 217,0 259,4 242,0 209,9 204,4 0,25 

200 395,9 392,6 365,8 288,7 207,4 193,9 202,8 204,4 
0 66,7 67,7 76,2 102,8 136,2 134,8 116,5 113,0 0,5 

200 194,5 193,0 180,7 144,0 103,8 102,5 111,6 113,0 
0 15,9 16,4 20,5 33,7 53,0 57,4 49,9 48,3 0,75 

200 68,6 68,1 64,0 51,5 38,0 41,3 47,4 48,3 
0 0,8 0,9 1,7 4,3 8,2 10,2 9,0 7,2 

В  

0,95 
200 9,9 9,8 9,2 7,5 5,7 7,0 8,5 7,2 
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что под действием электрического поля, в пластинке возникают весьма 
значительные напряжения, причем, в отличие от действия механических 
усилий, в этом случае на значения напряжений велико влияние не толь-

ко параметра относительной жесткости включения s
(1) , но и параметра 

относительной пьезоэффектности pe
(1) . Закономерность влияния жестко-

сти включения для действия электрического и магнитного полей такие 
же, как и в случае растяжения, что же касается относительной пьезоэф-

фектности, то, как следует из табл. 3 и табл. 4, чем меньше pe
(1) , тем 

больше значения возникающих в пластинке напряжений. 
5. Пластинка с конечным числом включений. В случае многосвяз-

ной области удобнее использовать граничные условиям в дифференциаль-
ной форме. Продифференцировав граничные условия (3.13) по дуге кон-
тура, получим Equation Section (Next) 

   l l l l
ki k jk k ki k jk k

k

g t g t
4

( ) ( ) ( ) ( )

1

2Re 0


          ( i 1, 6 ), 

   l l l l l
k k k jk k k k k jk k

k

p q t p q t
4

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0 0

1

2Re ( , ) ( , )


          

   l
j k k j k kk

k

p q t
4

( )
0 1 1 1,

1

2Re 1 ( , ) 


         

 l l l l l
k k k j k kp q t( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1,( , ) 
     

   l l
j j j j j

du dy dv dx
ds ds ds ds

* *
( ) ( )

0 3 3 3 3,
 

          
 

,              (5.1) 

где k kdz ds  . 

Отобразим конформно внешность единичного круга  kl 1 на 

внешности эллипсов klL  [4]: 

kl
k k l kl kl

kl

m
z z R

 
     

,                                                   (5.2) 

причем 

  kl l k lz x y0 0 , 

   kl l l k l l l k lR a ibcos sin sin cos / 2            , 

   
lkl l k l l l k l klm a ib Rcos sin sin cos / 2            . 

Разлагая функции, голоморфные вне контуров отверстий klL , в ря-

ды Лорана, для функций  jkl kz
*  получаем представления 
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  jkln
jkl k n

l n kl

a
z*

1 1



 
 


 


. 

Окончательно комплексные потенциалы приближений для пластин-
ки  jk kz  и их производные получим в виде 

   jk k jk k jkln kln k
l n

z z a z
1 1



 
     


; 

   jk k jk jkln kln k
l n

z a z
1 1



 

      


,                                        (5.3) 

где 

     n
kln k klz ,      

  
  

kln k n
kl kl kl kl

n
z

R m1 2
   l 1, ;         (5.4) 

jklna  – постоянные, вычисляемые из граничных условий на контурах. 

Разлагая функции, голоморфные в эллипсах klL  в ряды по полино-

мам Фабера, найдем 

   



  l l l l l

jk k jkn kn k
n

z a z( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0

,      




   l l l l l
jk k jkn kn k

n

z a z( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1

.         (5.5) 

Здесь 

   
 

nl l
k kl l

kn k nl
k

z z
z

R

( ) ( )
0( ) ( )

( )


  ,      

 

nl l
k kl l

kn k nl
k

n z z
z

R

1( ) ( )
0( ) ( )

( )




  ;           (5.6) 

   l l l
l l l l l lk k kR a ib( ) ( ) ( )cos sin sin cos 2           , 

  l l
k l k lz x y0 0 0 ;                                                                 (5.7) 

l
jkna( )  – постоянные, вычисляемые из граничных условий на контурах. 

Выберем на контурах контактов пластинки-матрицы и включений 

систему точек  lm lm lmM x y,  (  lm M1, ; l 1,  ), в которых удовлетво-

рим соответствующим граничным условиям. Подставляя функции (5.3) и 
(5.5) в граничные условия (5.1) в точках  lm lm lmM x y,  получаем 

    


  


      


 



ki k jkln kln klm ki k jkln kln klm
k l n

g a t g a t
4

1 1 1

 

   l l l l l l l l l l
ki k jkn kn km ki k jkn kn km

n

g a t g a t( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1





          
  



 74 

ki k jk ki k jk
k

g g
4
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4
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1 1 1, 1 1 1,

1
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

 
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1 1 1,( , ) 
   
 ( i 1, 2 ),                            (5.8) 

где 

  klm lm k lmt x y ,     l l
km lm k lmt x y( ) ( ) . 

Система (5.8) состоит из M8   линейных алгебраических уравнений, 

где 


 


 l
l

M M
1

. Если в рядах (5.5) оставлять по N  членов, то каждое 

уравнение будет содержать N16   вещественных неизвестных для опреде-

ления комплексных постоянных jklna   k 1, 4 ,  l 1, , n N1, . 

После решения системы уравнений (5.8), функции приближения 

 jk kz  будут определены, поэтому, заменяя степени малого параметра 

j  временными операторами (3.14), можно найти значения комплексных 

потенциалов  k kz  и их производных в любой момент времени, а по 

ним и основные характеристики ЭМУС (2.1) в любой момент времени. 
После нахождения с применением сингулярного разложения [1, 16] 

псевдорешения системы (5.8), входящие в функции 
(5.5) постоянные, а, следовательно, и сами функ-
ции будут известны, что позволит вычислять на-
пряжения в пластинке-матрице и ядре. 

В табл. 5, для растяжения пластинки из мате-
риала М1 с двумя одинаковыми круговыми вклю-

чениями (рис. 4) радиуса a  усилиями  y p  в за-

висимости от параметров относительной жесткости 

 i
s
( )  с точностью до множителя p  для некоторых значений отношения 

Рис. 4 

y

x
c

A

B
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Таблица 5 
c a/  i

s
( )  Точка t, 

час   10  2  1  0,5  0,1 

0 0,657 0,656 0,642 0,618 0,578 0,478 0,5  А 
200 0,645 0,644 0,627 0,601 0,556 0,444 
0 0,187 0,186 0,180 0,179 0,180 0,183  В 

200 0,247 0,246 0,238 0,236 0,236 0,239 
0 1,454 1,455 1,467 1,502 1,589 1,917 2  А 

200 1,462 1,462 1,468 1,498 1,582 1,911 
0 -0,243 -0,240 -0,225 -0,224 -0,227 -0,235  В 

200 -0,294 -0,290 -0,272 -0,270 -0,273 -0,282 
 

c a/ , где c  – расстояние между контурами включений, приведены зна-

чения нормальных напряжений s  в точках А и В пластинки на пло-

щадках, перпендикулярных к контуру включения в начальном (0 час.) и 
стационарном (через 200 час.) состоянии. 

Из табл. 5 видно, что с уменьшением расстояния между включения-
ми концентрация напряжений в зоне между включениями растет при 

 i
s
( ) 1  и уменьшается, при  i

s
( ) 1; при c a/ 2  влияние одного вклю-

чения на напряженное состояние около другого незначительно и им мож-
но пренебречь. 

 
РЕЗЮМЕ. Запропоновано метод розв’язку задач електромагнітов’язкопружності 

для кусково-однорідних багатозв’язних пластинок. Методом малого параметру почат-
кова задача зведена до послідовності задач електромагнітопружності, для розв’язку 
яких використовуються методи комплексних потенціалів. Отримані загальні представ-
лення комплексних потенціалів для багатозв’язних областей, граничні умови для их ви-
значення. Розроблена методика визначення основних характеристик електромагні-
тов’язкопружності у часі. Розв’язані задачі для в’язкоупружної п’єзопластинки з одним 
або рядом включень. Досліджено змінення у часі значень основних характеристик елект-
ромагнітопружнього стану. 

Ключові слова: електромагнітов’язкопружність, в’язкопружне включення, кусково-
однорідна п’єзопластинка, комплексні потенціали наближень. 

 
SUMMARY. A method for solving electromagnetoviscoelasticity problem for piecewise 

homogeneous multiply plates is proposed. The original problem is reduced by small parameter 
method to a sequence of electromagnetoelasticity problems which solved using methods of com-
plex potentials. A general submission of the complex potentials for multiply connected domains 
and the boundary conditions for their determination were obtained. The technique of determin-
ing the basic characteristics of electromagnetoviscoelasticity over time is developed. The prob-
lem of viscoelasticity for piezoelectric plate with one or some inclusions is solved. Variation of 
values of basic characteristics of electromagnetoelasticity state in time is studied. 

Keywords: electromagnetoviscoelasticity, viscoelastic inclusion, piecewise piezoplate, ap-
proximations of complex potentials. 
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СВОБОДНЫЕ КОЛЕБАНИЯ ФУНКЦИОНАЛЬНО-ГРАДИЕНТНЫХ 

ПОЛОГИХ ОБОЛОЧЕК СО СЛОЖНОЙ ФОРМОЙ ПЛАНА 
 

С использованием теории R-функций и вариационного метода Ритца 
предложен подход к решению задач о свободных колебаниях функционально-
градиентных (ФГ) пологих оболочек с различной формой плана. Алгоритм 
разработан для уточненной теории ФГ пологих оболочек типа теории 
С.П.Тимошенко. С помощью разработанного программного обеспечения ре-
шены тестовые задачи для ФГ пологих оболочек с квадратным и эллипти-
ческим планом. Для иллюстрации эффективности и универсальности 
предложенного подхода рассмотрены оболочки различной кривизны, опи-
рающиеся на план сложной формы. 

Ключевые слова: функционально градиентные материалы, пологие обо-
лочки, теория R-функций, RFM, метод Ритца, сложная форма, теория Ти-
мошенко. 

 
Функционально-градиентные материалы (ФГМ) представляют собой 

современные неоднородные композитные материалы, которые обычно по-
лучают в результате сплава металла и керамики. Механические свойства 
ФГМ, в частности модули упругости, плотности, коэффициент Пуассона, 
непрерывно изменяются вдоль одной или нескольких координат, т.е. яв-
ляются функциями этих координат. Плавное изменение свойств материа-
ла от одной поверхности оболочки к другой позволяет существенно сокра-
тить уровни концентрации напряжений при действии различных факто-
ров, например, при воздействии температуры. Благодаря высокой проч-
ности, легкости и высокой термостойкости ФГМ находят самое широкое 
применение во многих инженерных приложениях и, прежде всего, в 
авиационной и ракетной промышленности. Теория пластин и оболочек, 
изготовленных из ФГМ, интенсивно развивается. Об этом свидетельствует 
большое число появившихся в последние годы работ [4–8] и др. Как сле-
дует из обзора литературы, детально изучаются вопросы линейного и не-
линейного динамического и статического анализа функционально-
градиентных пластин и оболочек. При этом наиболее существенный про-
гресс, достигнут для объектов, моделируемых пластинами и оболочками, 
в основном прямоугольной или круглой формы, свободно опертых или 
жестко защемленных по всему контуру. 

В данной работе для исследования собственных колебаний ФГ пла-
стин и пологих оболочек различной формы в плане предложено использо-
вать метод R-функций (RFM). Метод разработан для решения указанных 
задач в рамках уточненной теории первого порядка, учитывающей сдви-
говые деформации. 

Математическая постановка задачи. Рассмотрим в ортогональной 
системе координат пологую оболочку постоянной толщины h , с радиуса-
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ми главных кривизн срединной поверхности xR , yR . Предположим, что 

оболочка изготовлена из смеси керамики и металла. Механические свой-
ства композита непрерывно изменяются вдоль толщины оболочки таким 
образом, что верхняя часть панели (z h 2 ) является керамической, а 

нижняя (z h 2  ) – металлической. Материальные свойства ФГ струк-
тур, которые зависят от объемных частей составляющих материалов, бу-
дем определять, используя простейший степенной закон. Согласно этому 
закону [4-8], механические свойства смеси из двух составляющих опреде-
ляются следующим образом: 

   c m mP z P P V P   ,                                                        (1) 

где V выражает объемную долю керамики и определяется как: 

k
z

V
h

1

2

    
.                                                                       (2) 

Выражение (1) представляет собой общую формулу для определения мо-
дуля упругости, коэффициента Пуассона и плотности композита, cP , 

mP  – соответствующие характеристики керамики и металла. Показатель 

степени k объемной доли керамики в формуле (2) может изменяться от 
нуля до бесконечности, т.е. k0    . При этом если k 0 , то структура 
является полностью керамической, если же k   , то металлической. 
Используя уточненную теорию первого порядка типа С.П.Тимошенко [1], 
запишем соотношения для деформаций, усилий и моментов: 

x xu w R11 , /   ,   y yv w R22 , /   ,   y xu v12 , ,   , 

x x11 ,   ,   y y22 ,   ,   x y y x12 , ,    , 

где u , v , w  – перемещения срединной поверхности в направлениях осей 
Ox , Oy , Oz  соответственно, x , y  – углы поворота нормали к средин-

ной поверхности относительно осей Oy и Ox . Усилия и моменты ijN , 

ijM  ( i j, 1, 2 ), которые вычисляются в результате интегрирования вдоль 

оси Oz , имеют в данном случае следующий вид:  

   

   

E E E E
N E E E E
N E E
N

E E E EM

M E E E E

M E E

1 1 2 2

11 111 1 2 2

22 221 1

12 12
2

2 2 3 311 11

22 2 2 3 3 22

12 122 3

0 0

0 0

1 1
0 0 0 0

1 2 2
0 01

0 0

1 1
0 0 0 0

2 2

  
                                                        
  

, 
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где 

c m
m

E E
E E h

k1 1

 
   

,   
 

 
c mE E kh

E
k k

2

2 2( 1) 2




 
, 

 m
c m

E
E E E h

k k k
3

3
1 1 1

12 3 2 4( 4)

            
. 

Перерезывающие силы xQ , yQ определяются как: 

   x s x x
E h

Q K w2 1 ,
2 1

 
 

,   
   y s y y
E h

Q K w2 1 ,
2 1

 
 

, 

где sK 2  – корректирующий коэффициент сдвига, который ниже принима-

ется равным 
5

6
. 

Свободные колебания пологой оболочки в рамках уточненной теории 
первого порядка описываются пятью дифференциальными уравнениями 
движения [7, 8]: 

x y ttN N m u11 12 1, , ,  ,   x y ttN N m v12 22 1, , ,  , 

x x y y yy ttQ Q k N k w m w1 11 2 1, , , ,    ; 

x y x x ttM M Q m11 12 2, , ,    ,   x y y y ttM M Q m12 22 2, , ,    , 

где 

 
h

hm z dz2
1

2


  ,    
h

hm z z dz22
2

2


  . 

Плотность композита   также определяется в результате интегрирования 
по толщине оболочки: 

 
h

c m
m

h

z dz h
k

/2

/2
1

   
       

 . 

Разрешающие уравнения дополняются граничными условиями, ха-
рактер которых определяется способом закрепления контура оболочки.  

Метод решения. Аналогично, как и в случае однослойных анизо-
тропных пластин и оболочек, применение RFM требует знания вариаци-
онной постановки задачи о колебаниях оболочек и пластин. Если рас-
сматриваются гармонические свободные колебания, то вектор неизвест-
ных функций представляется в виде 

     x yU u x y t v x y t w x y t x y t x y t( ( , , ), , , , , , , , , , ( , , ))  


 

     x yU u x y v x y w x y x y x y t( , , ( , ), , , , , ( , )) sin   


, 

где   – частота колебаний. Используя принцип Остроградского-
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Гамильтона, можно получить вариационное уравнение в виде: 

I 0  ,                                                                       (3) 

где 

I U T   .                                                                (4) 

Выражения для потенциальной U  и кинетической энергии T  опре-
деляются с помощью следующих формул: 

 U N N N M M M d11 11 22 22 12 12 11 11 22 22 12 12
1

2 

               

    x x x y y yQ w Q w d
1

, ,
2 

      , 

 


 
         

 
 x y

h
T u v w dxdy

2
2 2 2 2 21

2 12
. 

Минимизацию функционала (4) будем выполнять с помощью метода 
Ритца, согласно которому неизвестные функции u , v , w , x , y  пред-

ставляются как 

N

i i
i

u a u
1

1
  ,   

N

i i
i

v b v
2

1
  ,   

N

i i
i

w e w
5

1
  , 

N

x i xi
i

c
3

1
   ,   

N

y i yi
i

d
4

1
   ,                                               (5) 

где  iu ,  iv ,  xi ,  yi ,  iw  – последовательности координатных 

функций, удовлетворяющие, по крайней мере, главным граничным усло-
виям; ia , ib , ic , id , ie  – неопределенные коэффициенты, которые нахо-

дятся из условия минимума функционала (4). Базой для построения та-
ких последовательностей являются структуры решения краевой задачи 
[2, 3]. Например, для условий жесткой заделки такие структурные фор-
мулы имеют следующий вид: 

iu P e1  ,   v P2  ,   w P3  ,   x P4   ,   y P5   ,            (6) 

где iP  ( i 1, 5 ) – неопределенные компоненты структуры решения [3]. 

Функция  x y,  удовлетворяет условиям: 

 x y, 0  ,    x y,   , 

 x y, 0  ,    x y,   

Представим неопределенные компоненты структуры решения в виде 
разложения по какой-либо полной системе функций  i : 
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   rn
r r

r i i
i

P a
1

   (r 1, 5 ).                                               (7) 

Тогда последовательности координатных функций определяются как: 

   u
i iu ,      v

i iv , 

   w
i iw ,       x

xi i ,   
 

   y
yi i .                         (8) 

Численные результаты. Для проверки достоверности предложенного 
подхода и созданного программного обеспечения рассмотрим некоторые 
тестовые задачи и сравним полученные результаты с известными. Реше-
ние будем выполнять в рамках классической и уточненной теорий перво-
го порядка. При этом для аппроксимации неопределенных компонент в 
структурных формулах будем использовать обычные степенные полино-
мы. В качестве ФГМ выберем комбинацию Al Al O2 3/ . Механические ха-

рактеристики для материалов, составляющих такой сплав, представляют-
ся следующими параметрами [5, 7]: 

Al :    mE GPa70 ,   m 0.3  ,   m kg m32707 /  ;          (9) 

Al O2 3 :    cE GPa380 ,   c 0.3  ,   c kg m33800 /  .     (10) 

Задача 1. Исследуем собственные колебания пластины и пологой 
оболочки (сферической, цилиндрической или в форме гиперболического 
параболоида), опирающейся на квадратный план со стороной a . Соотно-
шение характерного гео-
метрического размера к 
толщине принято равным 
a h 10 . Предположим, 
что оболочка свободно 
оперта по всему контуру. В 
табл. 1 представлено срав-
нение основных частот, 
вычисленных при исполь-
зовании RFM на базе клас-
сической (CST) и уточнен-
ной теорий Тимошенко 
(FSDT), с результатами ра-
бот [4, 5, 7]. Результаты 
для основной частоты 
представлены в виде без-
размерного параметра 

c ch E1 1    . Для ап-

проксимации неопределен-
ных компонент в струк-
турных формулах (6) были 
выбраны степенные поли-
номы. При этом макси-

Таблица 1 

y

a
R

x

a
R

k  
RFM 
(CST) 

RFM 
(FSDT) 

(CST) 
[4] 

(FSDT) 
[5] 

(HSDT) 
[7] 

0 0,0597 0,0576 0,0597 0,0577 0,0578
0,5 0,0505 0,0489 0,0506 0,0490 0,0492
1 0,0455 0,0441 0,0456 0,0442 0,0443
4 0,0395 0,0382 0,0396 0,0383 0,0381

0 0 

10 0,0380 0,0365 0,0380 0,0366 0,0364
0 0,0770 0,0753 0,0779 0,0762 0,0751

0,5 0,0665 0,0652 0,0676 0,0664 0,0657
1 0,0605 0,0593 0,0617 0,0607 0,0601
4 0,0508 0,0496 0,0519 0,0509 0,0503

0.5 0,5 

10 0,0472 0,0462 0,0482 0,0471 0,0464
0 0,0642 0,0622 0,0648 0,0629 0,0622

0,5 0,0546 0,0531 0,0553 0,0540 0,0535
1 0,0494 0,0481 0,0501 0,0490 0,0485
4 0,0423 0,0411 0,0430 0,0419 0,0413

0 0,5 

10 0,0403 0,0389 0,0408 0,0395 0,0390
0 0,0582 0,0562 0,0597 0,0580 0,0563

0,5 0,0493 0,0477 0,0506 0,0493 0,0479
1 0,0444 0,0430 0,0456 0,0445 0,0432
4 0,0385 0,0372 0,0396 0,0385 0,0372

0.5 -0,5 

10 0,0370 0,0356 0,0380 0,0368 0,0355
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мальные степени полиномов ( rn , r 1, 5 ) в разложениях (7) для функ-

ций u , v , w , x , y  выбирались равными соответственно 9, 9, 10, 9, 9. 

Анализ сравнения показывает, что результаты, полученные с помощью 
уточненной теории первого порядка (RFM, FSDT), практически совпадают 
с представленными в работе [5]. Отклонения от результатов теории более 
высокого порядка (HSDT) [7] не превышают 4 %. Отклонения результа-
тов при использовании классической теории (RFM, CST) с результатами 
работы [4] не превосходят 2%. В целом следует отметить, что классиче-
ская теория приводит в большинстве случаев к завышенным значениям 
основных частот по сравнению с уточненными теориями. 

Задача 2. Тестирование разработанного программного обеспечения 
было выполнено также для жестко защемленной сферической оболочки с 
эллиптической формой плана. Геометрические параметры исследуемой 
оболочки выбраны следующими: 

x yR R/ 1 ,   a b/ 2 ,   h a/ 2 0.1 ,   xa R2 / 0.2 , 

где a  и b  – полуоси эллипса. Механические характеристики рассматри-
ваемых сплавов такие же, как и в работе [5]: 

FG1:  

m cAl Al O E E GPa2 3/ : / 70 / 380 , 

m c 0.3    ,   m c kg m3/ 2707 / 3800 /   ; 

FG2: 

m cAl ZrO E E GPa2/ : / 70 /151 , 

m c 0.3    ,   m c kg m3/ 2707 / 3000 /   . 

На рис. 1 представлена зависимость основного безразмерного 

частотного параметра L c ca h E2
1 /     от показателей степени k  

объемной доли керамики. 
Проведенное тестирование 

предложенного метода и 
разработанного программного 
обеспечения позволяет 
рассматривать пластины и 
оболочки со сложной формой плана 
и различными видами граничных 
условий. Ниже представлена одна 
из таких задач. 

Задача 3. Исследуем свобод-
ные колебания функционально-
градиентной жестко защемленной 
по всему контуру оболочки, опи-

рающейся на план, изображенный на рис. 2. 
Предположим, что геометрические параметры оболочки выбраны 

следующими: 

L

0,8

0 2 k

0,7

0,6
6 8

0,9

4

, 1RFM FG

[5], 1FG

, 2RFM FG [5], 2FG

Рис. 1 
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x yR R/ 1 ,   b a/ 2 0.5 , 

h a/ 2 0.1 ,   xa R2 / 0.2 , 

b a1 / 2 0.35 ,   a a1 / 2 0.2 . 

Механические характеристики сплавов 
выберем такими же, как и в задаче 2. 

Для конкретизации структуры реше-
ния (6) необходимо описать в аналитиче-
ском виде уравнение границы области 

0  . Используя R-операции 0 , 0  [3], 

построим это уравнение в виде: 

 f f f1 0 2 0 3    , 

где   f a x a2 2
1 1 12 0    – вертикальная полоса, ограниченная прямы-

ми x a1  ;   f b y b2 2
2 1 1/ 2 0    – горизонтальная полоса, ограничен-

ная прямыми y b1  ; 
x y

f
a b

2 2

3 2 2
1 0
 

     
 

 – часть плоскости, находя-

щаяся внутри эллипса. 
При численной реализации разработанного программного обеспече-

ния была учтена симметрия поставленной задачи относительно осей Ох и 
Оу. Поэтому интегрирование выполнялось по 1/4 области и последова-
тельности полиномов были выбраны в виде: 

 u
i ,  x

i
 : x , x3 , xy 2 , x5 , x y3 2 , xy 4 , x7 , x y5 2 , x y3 4 , xy 6 ,…; 

 v
i , 

 y
i


 : y , x y2 , y 3 , x y4 , x y2 3 , y 5 , x y6 , x y4 3 , x y2 5 , y 7 ,…; 

 w
i : 1 , x2 , y 2 , x4 , x y2 2 , y 4 , x6 , x y4 2 , x y2 4 , y 6 ,…. 

Для исследования сходимости значений собственных частот был про-
веден вычислительный эксперимент при использовании различного коли-
чества координатных функций. Было установлено, что третий знак после 
запятой стабилизируется при сохранении степеней аппроксимирующих 
полиномов (11, 11, 14, 11, 11), что соответствует следующему количеству 
координатных функций для u , v , w , x , y : (21, 21, 36, 21, 21). 

На рис. 3 представлены зависимости собственных частот от значений 
k -степени показателя закона распределения составляющих материалов. 
Для проверки достоверности полученных результатов был выполнен рас-
чет при значении параметра b a1 / 2 0,51 . В этом случае форма, пред-

ставленная на рис. 2, очень близка к эллиптической. Пунктирные кривые 
соответствуют этому значению параметра b1 . Как видно из рис. 3, значе-

ния собственных частот для этого значения параметра и соответствующие 
значения частот для эллиптической формы практически совпадают. Та-
кая проверка позволяет сделать вывод о правильности работы программ-

Рис.2 
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ного обеспечения. На этом же 
рисунке представлены значе-
ния для сферических оболочек 
со значениями радиусов кри-

визны равными:  
x

a
k

R 1
2

0.5  

и  
y

a
k

R 2
2

0.5 . Результаты по-

лучены для двух видов мате-
риалов. Как и в случае оболо-
чек с эллиптическим планом 
значения частот для смеси 
FG2 существенно больше чем 
для смеси FG1. 

В табл. 2 приведены значения основного частотного параметра 

L c ca h E2
1     для жестко защемленных оболочек двоякой кривизны 

(рис. 2) для различных значений показателя степени объемной доли ке-
рамики k . Расчет выполнен для сферических панелей, цилиндрических, 
в виде гиперболического параболоида, а также для пластин. 

Из табл. 2 следует, что при росте величины k , вне зависимости от 
типа кривизны оболочки и механических характеристик смесей наблюда-

ется уменьшение значений 
основной частоты колеба-
ний. Частоты «асимптоти-
чески» приближаются к 
соответствующим значени-
ям частот металлической 
оболочки или пластины. 

Следует заметить, что 
во всем диапазоне измене-
ния значений величины 
k 0, 10   наибольшие ве-

личины основных частот 
имеют сферические обо-

лочки, а наименьшие пластины. 
В заключение отметим, что программное обеспечение, созданное на 

базе системы POLE-RL, протестировано на примерах функционально-
градиентных пологих оболочек с прямоугольным и эллиптическим пла-
ном. Достаточно хорошее совпадение результатов для тестовых задач по-
зволило использовать разработанный подход для оболочек, опирающихся 
на план сложной формы. 

 
РЕЗЮМЕ. З використанням теорії R-функцій та варіаційного  методу Ритця за-

пропоновано підхід для розв’язку задач про вільні коливання  функціонально градієнтних 
(ФГ) пологих оболонок з довільною формою плану. Алгоритм розроблено для уточненої 
теорії ФГ пологих оболочек типу теорії С.П.Тимошенко. За допомогою розробленого про-
грамного забезпечення розв’язано тестові задачи для ФГ пологих оболонок з квадратним 

Таблица 2

x

a
R

 
y

a
R

 
Вид 
FGM 

k 0  k 1  k 4  k 10  

FG1 0,8248 0,6457 0,5472 0,51090 0 
FG2 0,8248 0,7121 0,6633 0,6363
FG1 0,8707 0,6839 0,5760 0,53550,5 0,5 
FG2 0,8707 0,7518 0,6958 0,6692
FG1 0,8429 0,6604 0,5581 0,52030 0,5 
FG2 0,8429 0,7275 0,6747 0,6491
FG1 0,8510 0,6681 0,5643 0,52540,5 -0,5 
FG2 0,8510 0,7351 0,6813 0,6552

Рис.3 
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та елиптичним планом. Для підтвердження ефективності та універсальності запрпо-
нованого підходу досліджено оболонки різної кривизни, які мають складну форму плану. 

Ключові слова: функціонально градиєнтні матеріали (ФГМ), пологі оболонки, те-
орія R- функцій, RFM, метод Ритця, складна форма, теорія Тимошенко. 
 

SUMMARY. The approach for solving problems about free vibrations of shallow shells 
with complex plan-form consisting of functionally graded materials is developed. The solution 
method is based on the joint usage of refined shallow shell theory of the first order (Ti-
moshenko’s type), Ritz variational method and R-function theory. Test problems have been 
solved for FG shallow shells with square and elliptical plan form. In order to confirm the ad-
vantage of the proposed approach the double-curved shallow shells with complex plan form are 
investigated.  

Key words: functionally-graded materials (FGM), shallow shells, R-functions theory, 
(RFM), method by Ritz, complex plan form, Timoshenko’s type theory. 
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ИССЛЕДОВАНИЕ ГЕОМЕТРИЧЕСКИ НЕЛИНЕЙНЫХ ВТОРЫХ 

ГАРМОНИК НОРМАЛЬНЫХ ВОЛН КРУЧЕНИЯ В СВОБОДНОМ 
ТРАНСВЕРСАЛЬНО-ИЗОТРОПНОМ ЦИЛИНДРЕ 

 
Представлены результаты теоретического численно-аналитического ис-

следования свойств нелинейных вторых гармоник, генерируемых при рас-
пространении монохроматических осесимметричных нормальных упругих 
волн кручения вдоль осевого направления в трансверсально-изотропном ци-
линдре кругового сечения со свободной боковой поверхностью. Для цилинд-
ров из титаната бария, титаната-цирконата свинца и монокристаллического 
цинка проведен частотный параметрический анализ амплитуд и форм вол-
новых движений во вторых гармониках для нормальных волн исследуемого 
типа. Описан ряд закономерностей, свойственных рассматриваемому типу 
волновых процессов. 

Ключевые слова: трансверсально-изотропный цилиндрический волновод, 
свободная боковая поверхность, геометрическая нелинейность, монохрома-
тические нормальные крутильные волны, нелинейные ангармонические 
возмущения, амплитудно-частотные характеристики вторых гармоник. 

 
Анализ нелинейных ангармонических эффектов при распростране-

нии волн деформаций остается актуальной фундаментальной и приклад-
ной научной проблемой c обширным рядом аспектов [4–6, 12, 13, 16, 17]. 
К наименее изученным из них относятся задачи описания нелинейных 
ангармонических возмущений для нормальных упругих волн вдоль вол-
новодов пространственной геометрии [7–11, 14, 15]. Так, анализ свойств 
нелинейных вторых гармоник для уединенных монохроматических нор-
мальных волн в протяженных упругих цилиндрах проведен только в слу-
чаях распространения осесимметричных крутильных и продольно-
сдвиговых волн в изотропных цилиндрах кругового сечения с нескольки-
ми типами краевых условий на боковой поверхности в рамках модели 
геометрически и физически нелинейного деформирования с использова-
нием потенциала Мурнагана и теории конечных деформаций [1–3, 18–20]. 

В данной работе исследования характеристик малых нелинейных 
ангармонических эффектов при распространении монохроматических осе-
симметричных нормальных волн кручения в цилиндрических волноводах 
реализуются применительно к случаю модели геометрически нелинейного 
волнового деформирования свободных по боковой поверхности трансвер-
сально-изотропных цилиндров. 

Постановка задачи. Рассматривается протяженный трансверсально-
изотропный цилиндр кругового сечения с радиусом R , занимающий в 
отнесенных к нормирующему параметру R R*   безразмерных цилинд-

рических Or z  и прямоугольных Ox x x1 2 3  координатах область 
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   V r z x x x2 2
1 2 30 1, 0 2 , 1,               . 

Для описания геометрически нелинейного волнового динамического 
деформирования цилиндра из материала с осью упругой симметрии, ори-
ентированной вдоль координатной оси Oz , используется модель, бази-

рующаяся на тензорной форме упругого потенциала jqpk jq pkU c
1

2
    с 

квадратичными членами по конечным деформациям 

 jq j q q j l q l ju u u u, , , ,
1

2
    , j q j qu u u,     в прямоугольных координатах 

Ox x x1 2 3 . Представления для механических напряжений на основных 

площадках этих координат следуют из соотношений jd j dU u ,    . 

Компоненты вектора волновых упругих перемещений в прямоугольных 

ju  ( j 1, 3 ) и цилиндрически u  ( r z, ,   ) координатах считаются без-

размерными, отнесенными к нормирующему параметру вида 

 
 

r z t
u u r z t*

, , , ,
max , , ,
 

   с линейной размерностью. Отношение u R* *   

в рамках гипотезы о малости исследуемых нелинейных волновых эффек-
тов [1–4] интерпретируется как малый параметр 1  . Компоненты тен-
зора упругих постоянных материала цилиндра ijc  и динамические на-

пряжения jd j dU u ,     являются безразмерными характеристиками, 

отнесенными к нормирующему параметру c* . 

В соответствии с концепцией анализа малых нелинейных ангармо-
нических эффектов для компонентов вектора волновых перемещений 

u  ( r z, ,   ) вводятся представления l nu u u( ) ( )
     , включающие ли-

нейные составляющие lu ( )
  и нелинейные ангармонические возмущения 

nu ( )
 . Выражения для компонентов тензора динамических напряжений 

 u   на основных площадках цилиндрической системы координат, со-

ответствующие такому варианту представления u , являются суммами 

линейных и квадратичных членов по степеням параметра   

        l l l n n lu u u u( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2
                 ( r z, , ,   ), 

а входящие в эти представления характеристики тензоров  l qu( ) ( )
   

(q l n; ) и  n lu( ) ( )
   в рамках рассматриваемой модели для случая осе-

симметричного геометрически нелинейного деформирования трансвер-
сально-изотропного цилиндра имеют вид 

    l q q q q
rr z z r r ru c u c r u c u( ) 1 ( ) ( )

13 12 11


      , 
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 l q q q q
z z r r ru c u c r u c u( ) ( ) ( ) 1 ( ) ( )

13 11 12


       , 

    l q q q q
zz z z r r ru c u c r u c u( ) 1 ( ) ( )

33 13 13


      , 

        l q q q
r ru c c u r u( ) 1 ( )

11 12
1

2


        , 

    l q q q
rz z r r zu c u c u( ) ( )

44 44     ,       l q q
z zu c u ( )

44      (q l n; );     (1) 

          n l l l l
rr z z z r ru c u c u c r u

2 2 2( ) ( ) 2 ( )
13 11 12

1

2



      


 

   l l l l
z z r r zc u c r u c u u

2 2( ) 2 ( ) ( ) ( )
12 11 442

         

   l l l l l
r z z z r r r r rc c u c u u c r u u

2( ) ( ) ( ) 1 ( ) ( )
13 44 13 122 2 2           

     l l l l
r r r rc u c c r u u c u

2 2( ) 1 ( ) ( ) ( )
11 11 12 113 

  
       

, 

        n l l l l l
z z r z r ru c u c r u u c r u

2 2( ) 1 ( ) ( ) 2 ( )
13 13 11

1
2 3

2
 

 
      


 

       l l l l
z r z r zc u c u c r u c u

2 2 2 2( ) ( ) 2 ( ) ( )
12 11 11 13


          

 l l l
r r r r rc u c r u u

2( ) 1 ( ) ( )
12 122       

   l l l
r rc c r u u c u

21 ( ) ( ) ( )
11 12 11


  

     

, 

      n l l l l
zz z z r z zu c u c r u u

2( ) 1 ( ) ( )
33 13

1
3 2

2



     


 

         l l l
z r r zc c u c r u c c u

2 2 2( ) 2 ( ) ( )
13 44 13 13 442 2

         

   l l l l
z r r z r zc r u c u u c u

2 22 ( ) ( ) ( ) ( )
13 44 33


        

   l l l l
z z r r r r rc u u c u c u

2 2( ) ( ) ( ) ( )
13 13 132        , 

        n l l l l l
r z r z ru c c u u c c r u u( ) ( ) 2 ( ) ( )

12 11 12 11
1

2


            

 l l l l
z r z r rc u u c c r u u( ) ( ) 1 ( ) ( )

44 12 112 
         

l l l l l l
z z r r r r r rc u u c r u u c u u( ) ( ) 1 ( ) ( ) ( ) ( )

13 11 112 2 2
          , 

    n l l l l l l l
rz z z z r z z r z r r zu c u u c u u c r u u( ) ( ) ( ) ( ) 1 ( ) ( )

44 33 13


           

 l l l l l l
z r r r r z r r z rc u u c c u u c u u( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

44 13 44 442            , 

    n l l l l l l l
z z z z r z r z ru c u u c r u u c u u( ) ( ) 1 ( ) ( ) ( ) ( )

44 44 44


             , 
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      n l l l l l
r z z z r zu c r u u c c u u1 ( ) ( ) ( ) ( )

13 12 11
1

2
2


             

l l l l
r r rc r u u c r u u2 ( ) ( ) 1 ( ) ( )

11 112 2 
      

    l l l l
r r r r rc c r u u c c u u1 ( ) ( ) ( ) ( )

11 12 11 12


        , 

        n l l l l
zr z z z r z ru c c u u c r u

2( ) ( ) 1 ( )
13 44 12

1
2 2 2

2



       


 

   l l l
z r z z r zc c r u c u u

21 ( ) ( ) ( )
12 11 442        

  l l l l l l
z r r r r z r r z r rc u u c u u c c u u( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

11 44 11 122 2           , 

        n l l l l l
z z z z ru c c u u c c r u u( ) ( ) 1 ( ) ( )

13 44 11 12
1

2 2
2


            

  l l l l l l
z r r z r r r z rc u u c c u u c u u( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

12 11 12 442 2            .        (2) 

В соотношениях (1) – (2) величины ijc  являются упругими постоянными 

второго порядка для трансверсально-изотропного материалы цилиндра; 
/      ( r z,  ). 

Подстановка общих представлений для компонентов тензора напря-
жений  u   в виде сумм линейных и квадратичных членов по степе-

ням параметра   в уравнения движения 

   r rr r z rz t rr r r r R c u1 1 1 2 2
* * 0  

                 , 

   r r z z r tr r r r R c u1 1 1 2 2
* * 0  

                    , 

   r zr z z zz t zr r r R c u1 1 2 2
* * 0 

              ,                       (3) 

а также в граничные условия на свободной боковой поверхности цилиндра 

 r r 1
0 

   ( r z, ,   )                                                           (4) 

с последующим приравниванием слагаемых одинакового порядка малости 
по степеням малого параметра   в приводит к следующей рекуррентной 
последовательности краевых задач определения амплитудных состав-

ляющих для комплексных функций перемещений  lu  и  nu : 

    l l l l l l l l
r rr r z r r zr r u u u r u u u1 ( ) ( ) ( ) ( ) 1 ( ) ( ) ( ) ( ), , , , 

          

     l l l l l l l l l
z rz r z r z t ru u u r u u u R c u( ) ( ) ( ) ( ) 1 ( ) ( ) ( ) ( ) 2 2 ( )

* *, , , , / 0
          , 

    l l l l l l l l
r r r z r zr r u u u r u u u1 ( ) ( ) ( ) ( ) 1 ( ) ( ) ( ) ( ), , , , 

           

     l l l l l l l l l
z z r z r r z tu u u r u u u R c u( ) ( ) ( ) ( ) 1 ( ) ( ) ( ) ( ) 2 2 ( )

* *, , , , / 0
            , 
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    l l l l l l l l
r zr r z z r zr r u u u r u u u1 ( ) ( ) ( ) ( ) 1 ( ) ( ) ( ) ( ), , , , 

        
 

   l l l l l
z zz r z t zu u u R c u( ) ( ) ( ) ( ) 2 2 ( )

* *, , / 0      ;                        (5) 

  l l l l
r r z

r
u u u( ) ( ) ( ) ( )

1
, , 0 


   ( r z, ,   );                                      (6) 

    l n n n l n n n
r rr r z r r zr r u u u r u u u1 ( ) ( ) ( ) ( ) 1 ( ) ( ) ( ) ( ), , , , 

          

   l n n n l n n n
z rz r z r zu u u r u u u( ) ( ) ( ) ( ) 1 ( ) ( ) ( ) ( ), , , ,

        

    n n l l l
t r r rr r zR c u r r u u u2 2 ( ) 1 ( ) ( ) ( ) ( )

* */ , ,
         

   n l l l n l l l
r r z z rz r zr u u u u u u1 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , ,

           

 n l l l
r zr u u u1 ( ) ( ) ( ) ( ), ,

   , 

    l n n n l n n n
r r r z r zr r u u u r u u u1 ( ) ( ) ( ) ( ) 1 ( ) ( ) ( ) ( ), , , , 

           

   l n n n l n n n
z z r z r r zu u u r u u u( ) ( ) ( ) ( ) 1 ( ) ( ) ( ) ( ), , , ,

         

    n n l l l
t r r r zR c u r r u u u2 2 ( ) 1 ( ) ( ) ( ) ( )

* */ , ,
           

   n l l l n l l l
r z z z r zr u u u u u u1 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , ,

            

 n l l l
r r zr u u u1 ( ) ( ) ( ) ( ), ,
   , 

    l n n n l n n n
r zr r z z r zr r u u u r u u u1 ( ) ( ) ( ) ( ) 1 ( ) ( ) ( ) ( ), , , , 

          

   l n n n n
z zz r z t zu u u R c u( ) ( ) ( ) ( ) 2 2 ( )

* *, , /       

    n l l l n l l l
z r z r zr r zr u u u r r u u u1 ( ) ( ) ( ) ( ) 1 ( ) ( ) ( ) ( ), , , , 

            

 n l l l
z zz r zu u u( ) ( ) ( ) ( ), ,  ;                                                    (7) 

  l n n n
r r z

r
u u u( ) ( ) ( ) ( )

1
, , 0 


   ( r z, ,   ).                                     (8) 

В случае определения вторых гармоник для уединенных монохрома-
тических осесимметричных нормальных волн кручения с круговой часто-
той   в свободном цилиндре после введения исходных представлений 

        l lu u r i t kz0,
exp     ,      l l

r zu u 0  , 

        n nu u r i t kz0,
exp 2       r z, ,                                (9) 

задача сводится к последовательному нахождению амплитудных состав-

ляющих    lu r0,
 ,    nu r0,

  из граничных задач 
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      l l lr u r u r u
22 (0, ) (0, ) (0, )1 0  

      ;                               (10) 

 l
r u (0, )(1) 0   ;                                                                  (11) 

                     n n n n
r r z rr u r u u u1 1 1 1 10, 0, 0, 0,2 1

11 12 13 14 15
    

           

                 l l lr r u r u u
2

2 2 0, 2 2 0, 0,3 1 2
11 12 13 14

  
  


          

                   l l l l lr u r u u u u
2

2 0, 2 0, 0, 2 0, 0,1 1
1615 17

 
    

    
       

, 

                      n n n n n
z r r z zu r u u r u u1 1 1 1 10, 0, 0, 0, 0,1 1

21 22 23 24 25
   

           

              l l lr u r u u
2

2 2 0, 2 0, 0,2 1
21 22 23

 
  


        

           l l lu u u
2

2 0, 2 0, 0,
24 25  

  
     

;                                       (12) 

     n l l n n
r r r z

r r
u u u( ) (0, ) ( ) (0, ) (0, )

1 1
, 0  

 
     ( r z,  ).                 (13) 

В соотношении (10) введено обозначение  c k c c2 2
44 11 122     , где 

 с с2
11 122    , а величины  p

ij  в соотношениях (12) выражаются 

через упругие постоянные материала цилиндра, параметры приведенной 
частоты и нормированного волнового числа следующим образом: 

с k(1) 2 2
11 44    ,   с(1)

12 11   ,   с(1)
13 11  , 

 ik c c(1)
14 13 44   ,   с(1)

15 11  ,   с(2)
11 11  , 

 k c c(2) 2
12 12 11 / 2   ,    k c c(2) 2

13 12 44 /2   , 

 c c(2)
14 12 113 /2   ,    c c(2)

15 11 12 /2   , 

 c c(2)
16 11 12 /2   ,   с(2)

17 11   ,   с k(1) 2 2
21 33   , 

 ik c c(1)
22 13 44   ,    ik c c(1)

23 13 44   ,    

с(1)
24 44  ,   с(1)

25 44  ,    ik c c(2) 3
21 44 13 /2   , 

ic k(2)
22 13 /2   ,    ik c c(2)

23 11 12 /2   , 

 ik c c c(2)
24 12 11 13 /2    ,    ik c c(2)

25 12 11 /2   . 

Базисные решения задачи первого приближения (10) – (11), описы-
вающие моды крутильных волн с номером p , имеют вид 
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       l
p pu r u J r0, 0 * *

1    , где p
*  ( p 1,  ) – корни трансцендентного дис-

персионного уравнения    J J* * *
0 12 0     . Структура соотношений 

краевой задачи (12)–(13) показывает, что искомые вторые гармоники ап-
риори являются осесимметричными волнами продольно-сдвигового типа с 
удвоенной частотой. Для построения частных решений системы неодно-
родных дифференциальных уравнений (12) используется прием замены 
их правых частей степенными рядами по переменной r  с использованием 
абсолютно сходящихся степенных разложений для входящих в выраже-

ние    lu r0,
  цилиндрических функций Бесселя первого рода. В результа-

те система (12) принимает вид 

     n n n
r r zr u r u u(1) (1) 2 (0, ) (1) 1 (0, ) (1) (0, )

11 12 13 14
            

   n p
r p

p
u u r

2(1) (0, ) (0)
15

1





   , 

   n n n n
z r r zu r u u r u(1) (0, ) (1) 1 (0, ) (1) (0, ) (1) 1 (0, )

21 22 23 24
           

   n p
z p

p
u u r

2(1) (0, ) (0)
25

1





   .                                      (14) 

Для коэффициентов p  и p  в представлениях (14) получены крайне гро-

моздкие аналитические представления. Таким образом, полное решение 
системы дифференциальных уравнений (12) может быть записано в виде 

         n
ru D J r D J r u F r Q t z

2( ) (0)
1 1 1 1 2 2 1 2 1 ,         

 
, 

         n
zu D J r D J r u F r Q t z1 2

2( ) (0)
1 0 1 2 0 2 2 ,        

 
,            (15) 

где 

 j
j

B B AC

A

21 4

2

   
  ,   

 j
j

j

ik c c

c k c

2
13 44

2 2 2
33 44

 
 

   
 ( j 1, 2 ), 

A c c11 44 ,      B c c c c c c c k2 2 2
11 44 13 13 44 11 332       , 

   C c k c k2 2 2 2
33 44     ,       Q t z i t kz, exp 2    , 

jD  – произвольные постоянные коэффициенты;  jF r  – частные решения 

системы уравнений (12) в виде рядов 

  p
p

p
F r a r1

1




  ,     p

p
p

F r b r2
1




   

с коэффициентами, определяемыми из рекуррентных формул 
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n
a 1
1 ( )

13





,   
n

b 1
1 ( )

23





,   
n

n n n

b
a

( )
2 1 14

2 ( ) ( ) ( )
12 13 152 2

  

    

, 

 
 

n n

n n

a
b

( ) ( )
2 1 22 24

2 ( ) ( )
23 252

   


 
,   

 
     

 


   

     

n n
p p p

p n n n

a p b
a

p p p

( ) ( )
2 11 14 1

2 ( ) ( ) ( )
12 13 15

1

2 1 2
, 

 
     

n n n
p p p p

p n n

b a p a
b

p p p

( ) ( ) ( )
2 21 22 1 24 1

2 ( ) ( )
23 25

1

2 1 2

  


       


     
 ( p 1,  ). 

В результате подстановки представлений (15) в краевые условия (13), в 
предположении о том, что точки ( k2 , 2 ) не принадлежат какой-либо из 
мод дисперсионного спектра линейных осесимметричных нормальных 
волн продольно-сдвигового типа в свободном цилиндре, определяются вы-
ражения для коэффициентов jD , записываемые в виде 

  P P
D u

20 12 2 22 1
1

11 22 12 21

  


    
,     P P

D u
20 11 2 21 1

2
11 22 12 21

  


    
, 

       ic k c J c J J2
11 13 1 11 1 0 1 12 1 1 1 2 12           , 

       ic k c J c J J2
12 13 2 11 2 0 2 12 2 1 2 2 22           , 

   c ic k J21 44 1 44 1 1 1       , 

   c ic k J22 44 2 44 2 1 2       , 

   l lP ic F ic k F c k u c u
2 22 ( ) ( )

1 12 1 13 2 12 11
1 1

(1) (1)
2 2 

     


 

     l l lc F c c u u c u
2

( ) ( ) ( )
11 1 12 11 11

1 1
(1)

2 2  

           
, 

 l lP ic kF c k F ic ku u( ) ( )
2 44 1 44 2 44(1) (1)  

     
 

.                      (16) 

Полученная аналитическая форма представлений комплексных 
функций волновых перемещений в геометрически нелинейных вторых 
гармониках монохроматических осесимметричных нормальных волн кру-
чения позволяет провести анализ ряда амплитудно-частотных эффектов в 
ангармонических возмущениях. 

Результаты численных исследований. При исследовании кинемати-
ческих характеристик нелинейных вторых гармоник осесимметричных 
монохроматических нормальных волн кручения проведен анализ ампли-
тудно-частотных параметрических распределений для нормированных 
волновых перемещений в ангармонических возмущениях вдоль радиаль-
ной координаты в области сечения волновода. 

Представленные на рис. 1–5 результаты расчетов относятся к случа-
ям распространения крутильных волн с варьируемой относительной дли-
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ной  kR2     из двух низших действительных ветвей дисперсионных 

спектров в цилиндрах из титаната бария (BaTiO3), титаната-цирконата 
свинца (ЦТС-19) и монокристаллического цинка (Zn) с физико-
механическими характеристиками, приведенными в работе [5]. Зависимо-
сти для указанных материалов соответственно представлены на рисунках 
сплошными, пунктирными и точечно-пунктирными линиями. 

Сопоставление зависимостей, приведенных на рис. 1 (распределение 
амплитудных характеристик волновых смещений во вторых нелинейных 

гармониках для волн кручения с относительной длиной 1   из первой 
моды спектра) и рис. 2 (распределение амплитудных характеристик вол-
новых смещений во вторых нелинейных гармониках для волн кручения с 

относительной длиной 4   из первой моды спектра) для случаев распро-

странения относительно коротких 1   и относительно длинных 4   
нормальных волн кручения из низшей действительной моды дисперсион-
ных спектров рассматриваемых цилиндров показывает, что увеличение 
относительной длины приводит к выраженным изменениям в формах 
распределений радиальных составляющих волновых перемещений для 
всех рассматриваемых цилиндров, к сохранению общего уровня интен-
сивности вторых гармоник в цилиндре из титаната бария и к снижению 
соответствующих уровней более чем в два раза для цилиндров из титана-

 
                                 а                                                                   б 

Рис. 2. 

 
                                 а                                                                  б 

Рис. 1. 
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та-цирконата свинца и монокристаллического цинка. Максимальные 
уровни радиальных составляющих в цилиндре из титаната бария для 

случая 4   локализуются у свободной граничной поверхности. Специ-

фическими являются также анализируемые распределения при 1   в 
цилиндре из цинка – для них свойственна локализация максимальных 
продольных волновых смещений в окрестности значения r 0.41  и лока-
лизация максимальных продольных волновых смещений вблизи границы 
цилиндра. 

Результаты расчета амплитудных характеристик нелинейных ан-
гармонических возмущений для нормальных волн кручения с аналогич-
ными относительными длинами из вторых действительных ветвей дис-
персионных спектров отражены на рис. 3 (распределение амплитудных 

характеристик волновых смещений во вторых нелинейных гармониках 

для волн кручения с относительной длиной 1   из второй моды спек-
тра), рис. 4 (распределение амплитудных характеристик волновых сме-
щений во вторых нелинейных гармониках для волн кручения с относи-

тельной длиной 4   из второй моды спектра) и рис. 5 (распределение 
амплитудных характеристик волновых смещений во вторых нелинейных 

гармониках для волн кручения с относительной длиной 4   из второй 
моды спектра). 

 
 

                                 а                                                                  б 
Рис. 3. 

 
 

                                 а                                                                  б 
Рис. 4. 
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В случае коротких волн доминирующими по величине являются 
вторые гармоники в цилиндре из цинка, имеющие преимущественно про-
дольный тип. В случае же относительно длинных волн общий уровень 
амплитудных максимумов, как и в предшествующем случае, снижается и 

отсутствует выраженное доминирование амплитудных максимумов для 
какого либо из рассматриваемых цилиндров. 
 

РЕЗЮМЕ. У статті представлені результати теоретичного чисельно-аналітичного до-
слідження властивостей нелінійних другий гармонік, що генеруються при поширенні мо-
нохроматичних осесиметричних нормальних пружних хвиль крутіння уздовж осьового 
напрямку в трансверсально-ізотропному циліндрі кругового перерізу з вільною бічною по-
верхнею. Для циліндрів з титанату барію, титанату-цирконата свинцю і монокристалічно-
го цинку проведено частотний параметричний аналіз амплітуд і форм хвильових рухів у 
других гармоніках для нормальних хвиль досліджуваного типу. Описано ряд закономірно-
стей, властивих розглядуваному типу хвильових процесів. 

Ключові слова: трансверсально-ізотропний циліндричний хвилевід, вільна бічна по-
верхня, геометрична нелінійність, монохроматичні нормальні крутильні хвилі, нелінійні 
ангармонічним збурення, амплітудно-частотні характеристики других гармонік. 
 

SUMMARY. Are presented the theoretical numerical-analytical investigation of nonlin-
ear second harmonics generated by the propagation of axisymmetric normal elastic torsion 
waves along the axial direction in an transversely isotropic cylinder of circular cross section 
with a free lateral surface. The forms and amplitudes of wave motion in geometrical nonlin-
ear wave with variable relative lengths were analyzed for a cylinder made of ceramics of bar-
ium titanate, ceramics of plumbum titanate zirconate and of monocrystal zinc. 

Key words: transversely isotropic cylindrical waveguide, free lateral surface, geometric 
nonlinearity, monochromatic normal torsion wave, nonlinear anharmonic perturbation, ampli-
tude-frequency characteristics of the second harmonics. 
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РЕШЕНИЕ ЗАДАЧ ДИНАМИЧЕСКОГО ПОВЕДЕНИЯ 

ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ ОБОЛОЧЕК ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО 
СЕЧЕНИЯ ПРИ НЕСТАЦИОНАРНЫХ НАГРУЗКАХ 

 
Решена задача о вынужденных колебаниях подкрепленной цилиндриче-

ской оболочки эллиптического поперечного сечения при действии неста-
ционарной нагрузки. Принимается конструктивно – ортотропная модель 
теории подкрепленных оболочек. Система дифференциальных уравнений 
основана на использовании теории оболочек и стержней типа Тимошенко. 
Приведена постановка и разработан численный алгоритм решения задачи. 
Приведен пример расчета динамического поведения подкрепленной цилинд-
рической оболочки эллиптического сечения при нестационарной нагрузке. 

Ключевые слова: цилиндрические оболочки эллиптического поперечного 
сечения, конструктивно – ортотропная модель, теория оболочек и стерж-
ней типа Тимошенко, вынужденные колебания, численные методы. 

 
При постановке задач теории подкрепленных оболочек в основном 

применяются два подхода: используется конструктивно-ортотропная мо-
дель оболочек и модель подкрепленных оболочек с учетом дискретного 
размещения ребер. В рамках первой модели решен ряд задач статики и 
динамики теории подкрепленных оболочек, которые детально изложены 
в монографиях [1–4]. Решение задач о динамическом поведении подкреп-
ленных оболочек с учетом дискретного расположения ребер в рамках 
классической модели детально рассмотрены в работах [2, 3, 6]. Уточнен-
ная модель теории подкрепленных оболочек при исследовании динамиче-
ского поведения неоднородных конструкций при нестационарных нагруз-
ках использовалась в работах [5, 7–9]. В указанных работах в основном 
рассмотрены подкрепленные оболочки канонической формы (цилиндри-
ческие и сферические). Поведение продольно подкрепленных цилиндри-
ческих оболочек эллиптического сечения с учетом дискретного располо-
жения ребер при нестационарных нагрузках рассмотрено в [10], попереч-
но подкрепленных оболочек в аналогичной постановке – в работе [11]. 

В данной статье в рамках конструктивно-ортотропной модели теории 
подкрепленных оболочек приведена постановка задачи о вынужденных 
колебаниях подкрепленной цилиндрической оболочки эллиптического се-
чения, построен численный алгоритм ее решения, проведен анализ полу-
ченных результатов. 

Постановка задачи. Рассмотрим подкрепленную цилиндрическую 
оболочку эллиптического сечения при действии на нее распределенной 
нагрузки P s s t3 1 2( , , ) , где s1 , s2  – пространственные координаты средин-

ной поверхности обшивки; t  – временная координата. Коэффициенты 
первой квадратичной формы и кривизны координатной поверхности ис-
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ходной оболочки записываются следующим образом: 

A1 1 ,   k1 0 ; 

A a b2 2 2 2 1/2
2 2 2( cos sin )    ; 

k ab a b2 2 2 2 3/2
2 2 2( cos sin )    ;                                     (1) 

где a  и b  – полуоси эллипса, характеризующего поперечное сечение ци-
линдрической оболочки. 

Цилиндрическая оболочка подкреплена регулярным набором про-
дольных и поперечных ребер. Для описания напряженно-деформируемого 
состояния (НДС) исходной неоднородной оболочечной структуры будем 
использовать конструктивно-ортотропную модель теории подкрепленных 
оболочек типа Тимошенко [1, 4]. При этом, подкрепленная оболочка рас-
сматривается как некая двухслойная оболочка, состоящая собственно из 
обшивки и слоя с приведенными физико-механическими параметрами в 
направлениях s1  и s2 . 

НДС обшивки можно определить через обобщенный вектор переме-
щений срединной поверхности U u u u1 2 3 1 2( , , , , )   . Соответственно, НДС 

приведенного слоя находится через обобщенный вектор перемещений 
слоя c c c c c cU u u u1 2 3 1 2( , , , , )   . Связь между компонентами векторов U  и 

cU  в случае чисто продольного подкрепления определяется формулами 

c ciu s s u s s h s s1 1 2 1 1 2 1 1 2( , ) ( , ) ( , )   , 

c ciu s s u s s h s s2 1 2 2 1 2 2 1 2( , ) ( , ) ( , )   , 

cu s s u s s3 1 2 3 1 2( , ) ( , ) , 

c s s s s1 1 2 1 1 2( , ) ( , )   , 

c s s s s2 1 2 2 1 2( , ) ( , )   .                                                      (2) 

В случае чисто поперечного подкрепления уравнения связи имеют вид 

c cju s s u s s h s s1 1 2 1 1 2 1 1 2( , ) ( , ) ( , )   , 

c cju s s u s s h s s2 1 2 2 1 2 2 1 2( , ) ( , ) ( , )   , 

cu s s u s s3 1 2 3 1 2( , ) ( , ) , 

c s s s s1 1 2 1 1 2( , ) ( , )   , 

c s s s s2 1 2 2 1 2( , ) ( , )   .                                                      (3) 

В уравнениях (2), (3) ci ih h h0,5( )  , cj jh h h0,5( )  , где h  –
толщина обшивки; ih , jh  – высота ребер в продольном и поперечном на-

правлениях. Знаки   соответствуют случаям внешнего и внутреннего 
подкреплений. 

Для вывода уравнений колебаний цилиндрической оболочки на уп-
ругом основании используем вариационный принцип стационарности Га-
мильтона–Остроградского [3, 5, 7]. После стандартных преобразований в 
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вариационном функционале получим такие уравнения колебаний гладкой 
цилиндрической оболочки с эллиптическим поперечным сечением: 

 c
F F uS

T T h
s s l l t

2
1 2 1

11 11 1 2 2
1 2 1 2

   
            

 

cjci F hF h
l l t

2
21 1

1 2 2
1 2

   
    

 
; 

   c c
FS

T T k T T h
s s l

1
22 22 2 23 23 1

1 2 1

 
          

 

cjci F hF hF u
l l lt t

2 2
212 2 2

2 1 22 2
2 1 2

    
     

   
; 

     c c cT T T T k T T
s s13 13 23 23 2 22 22
1 2

 
     

 
 

uF F
P s s t h

l l t

2
31 2

3 1 2 1 2 2
1 2

( , , )
  

       
 

; 

 c ci c
H

M M h T T
s s11 11 11 13
1 2

 
    

 
 

cjci F hF h uh
l lt t

2 23
211 1

1 22 2
1 212

   
       

  
 

ji
ci cj

IF I F
h h

l F l F t

2
22 21 1 2 1

1 2 2
1 1 2 2

     
        

     
; 

 c cj c
H

M M h T T
s s 22 22 22 23
1 2

 
    

 
 

cjci F hF h uh
l lt t

2 23
212 2

1 22 2
1 212

   
       

  
 

ji
ci cj

IF I F
h h

l F l F t

2
22 21 1 2 2

1 2 2
1 1 2 2

     
        

     
.             (4) 

Усилия и моменты в уравнениях колебаний для неоднородной обо-
лочки (4) связаны с соответствующими деформациями следующими соот-
ношениями: 

T B B11 11 11 12 22    ,   T B B22 21 11 22 22    ,   T B13 13 13  , 

T B23 23 23  ,   T B *
12 12 12  ,   M D D11 11 11 12 22    , 

M D D22 21 11 22 22    ,   H D *
12 12  ,   c c cT B11 11 11  , 

c c cT B22 22 22  ,   c c cT B13 13 13  ,   c c cT B23 23 23  , 

c c cM D11 11 11  ,   c c cM D22 22 22  ,                                           (5) 
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где 

u

s
1

11
1


 


,   

u
k u

s
2

22 2 3
2


  


,   

u u

s s
2 2

12
1 2

 
  

 
, 

u

s
3

13 1
1


   


,   

u
k u

s
3

23 2 2 2
2


    


; 

s
1

11
1


 


,   

s
2

22
2


 


,   

s s
2 1

12
1 2

 
  

 
; 

c ci
u

h
s s

1 1
11

1 1

 
  

 
,   c cj

u
h k u

s s
2 2

22 2 3
2 2

 
   

 
, 

c
u

s
3

13 1
1


   


,    c cj

u
k u h

s
3

23 2 2 2 2
2


      


; 

c s
1

11
1


 


,   c s

2
22

2


 


; 

E h
B 1

11
1 21


  

,   
E h

B 1 2
22

1 21




  
,   

E h
B 2

22
1 21


  

, 

B B21 12 ,   B G h*
12 12 ,   B G h13 13 ,   B G h23 23 , 

 
E h

D
3

1
11

1 212 1


  
,   

 
E h

D
3

2
22

1 212 1


  
, 

 
E h

D
3

1 2
12

1 212 1




  
,   D D21 12 ,   

h
D G

3
*
12 12 12

 ; 

c
c

E F
B

l
1 1

11
1

 ,   c
G F

B
l
1 1

13
1

 ,   c
c

E I
D

l
1 1

11
1

 , 

c
c

E F
B

l
2 2

22
2

 ,   c
c

G F
B

l
2 2

23
2

 ,   c
c

E I
D

l
2 2

22
2

 , 

E1 , E2 , G12 , G13 , G23 , 1 , 2  – физико-механические параметры орто-

тропного материала оболочки; l l1 2,  – расстояние между ребрами для 

продольного и поперечного набора; a1 , h1 , F1  – геометрические парамет-

ры ребер вдоль оси s1 ; a2 , h2 , F2  – геометрические параметры ребер 

вдоль оси s2 . 

Уравнения (4), (5) дополняются соответствующими граничными и 
начальными условиями. 

Численный алгоритм решения задачи. Численный алгоритм решения 
начально – краевой задачи (4), (5) основывается на применении интегро – 
интерполяционного метода построения разностных соотношений 
по пространственным координатам s1 , s2  и явной аппроксимации по вре-

менной координате t  [5, 7–9]. 
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Рассмотрим область  N ND s s s s s s10 1 1 20 2 2;     . Выберем по-

добласть klD D1  ,  kl k k l lD s s s s s s1
1 1/2 1 1 1/2 2 1/2 2 2 1/2;         и про-

интегрируем уравнения колебаний (4) по этой подобласти. В результате 
получим следующие разностные соотношения нахождения решения на 
(n 1 )-ом временном слое: 

n n n n
k l k l ck l ck lT T T T

s s
11 1/2, 11 1/2, 11 1/2, 11 1/2,

1 1

    
 

 
 

n n
k l k l n
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S S F F
h u

s l l
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1 2 1 ,
2 1 2
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F hF h
l l
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1 2 2 ,
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 
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n n n n
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cj nci
k l tt
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cj nci
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 j ni
ci cj k l tt

IF I F
h h

l F l F
22 21 1 2

1 2 2 ,
1 1 2 2

   
         
     

.               (6) 

Таким образом, в разностных соотношениях величины обобщенных 
перемещений u1 , u2 , u3 , 1 , 2  соотнесены к целым узлам пространст-

венной разностной сетки, а величины усилий и моментов (соответственно 
деформаций) – к полуцелым узлам (k l1/2, ); (k l, 1/2 ). Для получе-
ния согласованных разностных соотношений для усилий и моментов, 
уравнения (6) интегрируются по областям: 

 kl k k l lD s s s s s s2
1 1 1 1 2 1/2 2 2 1/2,       ; 

 kl k k l lD s s s s s s3
1 1 1 1 2 1/2 2 2 1/2,        

и т. д. В соотношениях (6) обозначения разностных производных введены 
согласно [5, 7, 12]. 

Анализ полученных числовых результатов. Как числовой пример, 
рассматривалась задача динамического поведения продольно-поперечно 
подкрепленной ребрами цилиндрической оболочки эллиптического сече-
ния при действии распределенной внутренней импульсной нагрузки. 
Предполагается, что края оболочки при s1 0  и s L2 1  жестко защемле-

ны, где L1  – длина оболочки. 

Распределенная импульсная нагрузка P s s t3 1 2( , , ) задавалась так: 

t
P s s t A t t T

T3 1 2( , , ) sin ( ) ( )


        , 

где E A 4
1 / 7 10  ; T L c1 110,625 / ; c E2

11 1 1 2/ [ (1 )]     ; E1 ,  , 1 , 2  – 

физико-механические параметры материала оболочки. 
Задача решалась при следующих геометрических и физико-механи-
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ческих параметрах для оболочки: E E 10
1 2 7 10   Па; 1 2 0,3    ; 

h 210 м; L1 0,4 м. Параметры эллиптичности поперечного сечения обо-

лочки брались следующие: 1) a b/ 1 ; 2) a b/ 1,1 ; 3) a b/ 1,2 . Для 

подкрепляющих ребер полагалось: i jE E E1  ; i i iF a h ; j j jF a h ; 

i ja a h  ; i jh h h2  ; l L1 2 / 4 ; l L2 1 / 4 ; L ab a b a b2
2 [ ( ) ] / ( )     . 

Расчеты проводились в области  D s L s L1 1 2 20 , 0      на вре-

менном отрезке t T0 80  . На рис. 1, 2 приведены результаты числен-
ных расчетов для величин u3  соответственно в сечении 2 0   и 2 /2    

вдоль координаты s1  ( s L1 10   ). Учитывая динамический характер рас-

пределения искомых величин по пространственным координатам s1 , s2  и 

времени t , проведен анализ напряженно-деформируемого состояния ис-
ходной неоднородной конструкции для времен достижения ими макси-
мальных по модулю значений u3  для случая a b/ 1 . 

На рис. 1 приведены зависимости величин u3  по пространственной 

координате s1  в сечении 2 0  . Кривая 1 соответствует времени t T7,5  

для a b/ 1 ; кривые 2 и 3 соответствуют случаям a b/ 1,1  и a b/ 1,2  

в тот же момент времени. На рис. 2 приведены аналогичные зависимости 
в сечении 2 / 2   . Кривая 1 соответствует времени t T8,5  для 

a b/ 1 . a b/ 1 , кривые 2 и 3 соответствуют случаям a b/ 1,1  и 

a b/ 1,2  в тот же момент времени. Как видим, что небольшое измене-
ние в параметрах эллиптичности конструкции приводит к значительным 
расхождениям результатов расчетов по пространственным и временной 
координатам. 
 

Р Е З Ю М Е .  В роботі розглянута задача про вимушене коливання підкріплених 
циліндричних оболонок еліптичного поперечного перерізу під дією нестаціонарного наван-
таження. Приймається конструктивно-ортотропна модель теорії підкріплених оболонок. 
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Приведено постановку та розроблено чисельний алгоритм розв’язування поставленої зада-
чі. Система диференціальних рівнянь базується на використанні теорії оболонок и стерж-
нів типу Тимошенка. Наведено приклади розрахунку динамічної поведінки підкріплених 
циліндричних оболонок еліптичного перерізу при нестаціонарному навантаженні. 

Ключові слова: циліндричні оболонки еліптичного перерізу, конструктивно-
ортотропна модель, теорія оболонок та стержнів типу Тимошенка, вимушені коливання, 
чисельні методи 
 

S U M M A R Y .  In this paper we consider the problem of forced oscillations of 
stiffened cylindrical shells with an elliptical cross section under the action of the 
nonstationary loads. Structurally – orthotropic model of stiffened shells theory is accepted. 
Postulation and numerical algorithm for the solution of the put problem is represented. The 
system of differential equations is based on the theory of shells and rods Timoshenko type. As 
an example the results of analysis of nonstationary vibrations of stiffened cylindrical shells 
with elliptical cross - section are presented. 

Key words: cylindrical shell with an elliptical cross section, structurally – orthotropic 
model, the theory of shells and rods Timoshenko type, forced vibrations, numerical methods 
 

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ:  

1. Амбарцумян С.А. Теория анизотропных оболочек.– М.: Физматгиз, 1961.– 384 с. 
2. Амиро И.Я., Заруцкий В.А. Методы расчета оболочек. Т. 2. Теория ребристых оболо-

чек.– К.: Наук. думка, 1980.– 368 с. 
3. Амиро И.Я., Заруцкий В.А., Паламарчук В.Г. Динамика ребристых оболочек.– К.: На-

ук. думка, 1983.– 204 с. 
4. Вольмир А.С. Устойчивость деформируемых систем.– М.: Наука, 1967.– 984 с. 
5. Головко К.Г., Луговой П.З., Мейш В.Ф. Динамика неоднородных оболочек при неста-

ционарных нагрузках: под ред. А.Н. Гузя.– К.: Изд. полигр. центр «Киевский ун–т», 
2012.– 541 с. 

6. Колебания ребристых оболочек вращения / Под ред. И.Я. Амиро.– К.: Наук. думка, 
1988.– 172 с. 

7. Луговой П.З., Мейш В.Ф., Штанцель Э.А. Нестационарная динамика неоднородных 
оболочечных конструкций.– К.: Изд. Полигр. Центр «Киевский ун–т», 2005.– 537 с. 

8. Мейш В.Ф. Нелинейное деформирование продольно подкрепленных ортотропных 
цилиндрических оболочек при нестационарных нагрузках // Механика композитных ма-
териалов.– 1993.– Т. 29, вып. 2.– С. 184–190. 

9. Мейш В.Ф. О численном решении двумерных динамических задач геометрически 
нелинейной теории дискретно подкрепленных цилиндрических оболочек типа Тимошенко 
// Прикладная механика.– 1997.– Т. 33, № 2.– С. 61–67. 

10. Мейш В.Ф., Мейш Ю.А., Кепенач Н.П. Динамическое поведение продольно – под-
крепленных цилиндрических оболочек с эллиптическим поперечным сечением при неста-
ционарных нагрузках // Пробл. обчисл. механіки і міцності конструкцій: зб. наук. 
праць.– Д.: Ліра, 2012.– Вип. 20.– С. 245–252. 

11. Мейш В.Ф, Кепенач Н.П. Вынужденные колебания поперечно-подкрепленных ци-
линдрических оболочек эллиптического сечения при нестационарных нагрузках // Пробл. 
обчисл. механіки і міцності конструкцій: зб. наук. праць.– Д.: Ліра, 2013.– Вип. 21.– 
С. 157–166. 

12. Самарский А.А. Теория разностных схем.– М.: Наука, 1977.– 656 с. 
 

Институт механики НАН Украины, г. Киев 
Поступила 06.03.2014 



ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ И ПРИКЛАДНАЯ МЕХАНИКА. 2014. Вып. 8 (54). С. 106–113 

 
УДК 539.3 
 

В. Г. КАРНАУХОВ, д-р. физ.-мат. наук, 
В. И. КОЗЛОВ, д-р. физ.-мат. наук, 
Т. В. КАРНАУХОВА, канд. физ.-мат. наук 

 
ВЛИЯНИЕ ДЕФОРМАЦИЙ СДВИГА НА ЭФФЕКТИВНОСТЬ 

РАБОТЫ ПЬЕЗОАКТУАТОРОВ ПРИ АКТИВНОМ 
ДЕМПФИРОВАНИИ РЕЗОНАНСНЫХ КОЛЕБАНИЙ 

ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ПАНЕЛИ 
 

Получено аналитическое решение задачи об активном демпфировании 
вынужденных резонансных колебаний шарнирно опертой трансверсально-
изотропной панели при помощи пъезоэлектрических актуаторов. Для моде-
лирования колебаний пластины используются гипотезы С. П. Тимошенко. 
Получена простая формула для разности потенциалов, которую необходимо 
подвести к актуатору для компенсации механической нагрузки при резо-
нансных колебаниях. Исследовано влияние деформаций сдвига на эту раз-
ность потенциалов. 

Ключевые слова: цилиндрическая панель, активное демпфирование, ак-
туаторы, резонансные колебания. 

 
Цилиндрические оболочки являются самыми распространенными 

элементами конструкций в современной технике. Гармоническое во време-
ни нагружение является одним из основных типов воздействия на эти эле-
менты. Особенно опасны резонансные колебания, когда частота механиче-
ской нагрузки совпадает с собственной частотой конструкции. Для умень-
шения динамической напряженности оболочки при резонансных колеба-
ниях используются различные методы демпфирования колебаний. Для 
этой цели широкое распространение получило пассивное демпфирование 
колебаний, при котором амплитуда колебаний уменьшается за счет вклю-
чения в конструкцию компонент с высокими гистерезисными потерями, 
например, вязкоупругих слоев [4, 7]. В последние годы для демпфирова-
ния колебаний стержней, пластин и оболочек широко применяются актив-
ные методы, основанные на использовании пъезоэлектрических компо-
нент. Одним из основных методов активного демпфирования колебаний 
является метод, базирующийся на использовании пьезоактуаторов. При 
этом в структуру тонкостенной конструкции включаются пьезослои, вы-
полняющие функции актуаторов. К последним подводится разность потен-
циалов, которая компенсирует механическую нагрузку, так что при совме-
стном действии механической и электрической нагрузок уровень колеба-
ний существенно уменьшается. При использовании такого метода основной 
задачей является расчет указанной разности потенциалов, которая зависит 
от многих факторов: размещения актуаторов, их размеров, механических 
граничных условий и т.п. Обзор исследований по этим вопросам представ-
лен, например, в [5, 6, 8]. Для описания механического поведения тонко-
стенных элементов можно использовать различные гипотезы. Если они из-
готовлены из анизотропного материала или их толщина недостаточно ма-
ла, использование классических гипотез Кирхгоффа-Лява может привести 
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к значительным погрешностям при расчете указанной разности потенциа-
лов. В святи с этим возникает необходимость при решении этого вопроса 
использовать уточненные модели тонкостенных элементов, основанные, 
например, на гипотезах С. П. Тимошенко. 

В настоящей статье получено аналитическое решение задачи об ак-
тивном демпфировании колебаний шарнирно опертой цилиндрической па-
нели при помощи пъезоактуаторов. Для моделирования колебаний панели 
используются гипотезы С. П. Тимошенко [2, 3]. Рассматривается панель из 
трасверсально-изотропного вязкоупругого материала. Получена очень про-
стая формула для разности потенциалов, которую необходимо подвести к 
актуатору для компенсации механической нагрузки при вынужденных ре-
зонансных колебаниях. Исследовано влияние деформаций сдвига на эф-
фективность работы пьезоэлектрического актуатора. 

Постановка задачи. Рассмотрим трасверсально-изотропную вязкоуп-
ругую цилидрическую панель радиуса R , толщиной h0  и размером a b . 

Края панели шарнирно оперты. На верхней и нижней цилиндрических 
поверхностях панели нанесены пьезослои толщиной h1 . На панель дейст-

вует равномерно распределенное гармоническое во времени давление 
i tp t P e0( )   с частотой, близкой к резонансной. В качестве отсчетной 

выбрана срединная поверхность трехслойной панели симметричной 
структуры. Тогда координаты поверхностей, ограничивающих каждый 

слой, равны: 
h

z a h0
0 12

     (нижняя цилиндрическая поверхность), 

h
z a 0

1 2
   , 

h
z a 0

2 2
  , 

h
z a h0

3 12
    (верхняя цилиндрическая поверх-

ность. Все цилиндрические поверхности, ограничивающие пассивный и 
пьезоактивные слои, покрыты бесконечно тонкими электродами. При 
этом на ограничивающих пассивный слой поверхностях z a1 , z a2  

разность потенциалов равна нулю, а на внешних поверхностях z a0 , 

z a3  она равна V0 . Для моделирования механического поведения такой 

панели применяются гипотезы С. П. Тимошенко, согласно которым пере-
мещения по толщине трехслойной оболочки аппроксимируются линей-
ным законом  

u u u z0 1  ,   v v v z0 1  ,   w w0 .                               (1) 

Тогда деформации оболочки также изменяются по ее толщине по линей-
ному закону: 

ss z11 11     ,   z22 22     , 

s z12 12     ,   sz z13 13     ,   z z23 23     .            (2) 

При этом соотношения Коши для цилиндрической панели принимают вид: 

u

x
0

11


 


,   

v w
y R
0

22


  


, 
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v u

x y
0 0

12
1

2

  
     

,   
w

u
x13 1

1

2

     
,   

w
v

y23 1
1

2

     
, 

u
x
1

11


 


,   
v

y
1

22


 


,   

v u

x y
1 1

12
1

2

       
.                            (3) 

Кроме того, считается, что нормальная составляющая тензора напряже-
ний zz 0.   Указанные механические гипотезы дополняются гипотезами 

относительно электрических полевых величин: предполагается, что нор-
мальная составляющая вектора индукции zD  значительно больше ее тан-

генциальных составляющих. В результате получаем упрощенные опреде-
ляющие уравнения электромеханики: 

k
k k k k
ss ss zk

A A D11
11 12

33



     


, 

k
k k k k

ss zk
A A D11

12 11
33

 


     


, 

k k
s sG122    ,   k

zs zsG132   ,   k k
z zG232    , 

 k k k k k k
z z ss zD E33 11         (k 1, 3 ),                                         (4) 

где для трансверсально-изотропного материала [1, 2] 
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 
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  
, 

k k k kd B11 31 11(1 )    ,   
k

k kG B12 11
1

2

 
 , 

k k k
z zG232    ,   

kT
k k

kE kT k k
G G

S d d
11

13 23
55 11 15 15


 

 
, 

 k kT k
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33 33 1     ,   

 
k k

k
p kE kT k

d d

S
2 31 31

11 33

2
( )

1
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,   

kE
k

kE

S

S
12

11

   , 

kE
ijS  – податливости материала; k

ijd  – пьезомодули; kT
ij  – диэлектриче-

ские проницаемости. 
Вводя усилия и моменты, из (4) находим оболочечные определяю-

щие уравнения, связывающие силовые факторы (усилия и моменты) и 
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кинематические характеристики (3). Другие универсальные соотношения 
(уравнения движения в усилиях и моментах, механические граничные 
условия) известны и представлены, например, в монографии [3]. Под-
ставляя в оболочечные определяющие уравнения кинематические соот-
ношения (3), а полученный результат – в уравнения движения в усилиях 
и моментах, приходим к дифференциальной постановке задачи относи-
тельно u0 , v 0 , u1 , v1 , w . Эти уравнения здесь не выписываются, а для 

решения поставленной задачи используем ее вариационную формулиров-
ку, эквивалентную дифференциальной. Согласно этой вариационной фор-
мулировке исследование вынужденных колебаний цилиндрической пье-
зопанели сводится к определению стационарных точек комплексного 
функционала 

Э Э Э Э1 2 3   ,   Э Э Э Э1 2 3 0        .                         (5) 

Здесь введены такие обозначения: 

F

Э C C C C D2 2 2 2
1 11 11 12 11 22 11 22 44 12 11 11

1
[ 2 4

2
             

D D D С dxdy2 2 2 2
12 11 22 22 22 44 12 55 13 232 4 4 ( )]           ,  (6) 

S

Э u v w u v dxdy2 2 2 2 2 2 2
2 1 0 0 2 1 1

( )

1
[ ( ) ( )]

2
          ,                (7) 



              
  


k k

k k k k
S

H H
Э P w dxdy

H H
2 4

3 1 11 22 11 22 0
1 1( )

( )[ ( ) ( )] .  (8) 

В (8) и в дальнейшем использовано правили суммирования по повторяю-
щемуся индексу. Фигурирующие в (7), (8) параметры определяются по 
формулам: 

k k k
k kC A a a H H2

11 11 1 2 1( ) ( )   , 

k k k
k kC A a a H H2

12 12 1 2 1( ) ( )   , 

k k k
k kD A a a H H3 3 2

11 11 1 3 1
1

( ) ( )
3    , 

k k k
k kD A a a H H3 3 2

12 12 1 3 1
1

( ) ( )
3    , 

k
k kC G a a44 12 1( )  ,   k

k kC G a a55 13 1( )  , 

k
k kD G a a3 3

44 12 1
1

( )
3   ,   k k ka a1 1( )    ,                           (9) 

где по k производится суммирование, а 
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 


, 

h
a h0

0 1( )
2

   ,   
h

a 0
1 2
  ,   

h
a 0
2 2
 ,   

h
a h0
3 12
  .                 (10) 

Метод решения задачи и анализ результатов. Решение вариацион-
ной задачи для шарнирного опирания торцов панели представим в виде: 

mn m nu u k x p y0
0 cos sin ,   mn m nv v k x p y0

0 sin cos , 

mm m nw w k x p ysin sin ,   mn m nu u k x p y1
1 cos sin , 

mn m nv v k x p y1
1 sin cos .                                                       (11) 

Выражения (11) автоматически удовлетворяют граничным условиям. 
Подставим (11) в функционалы (6)–(8). Тогда из уравнения (5) находим 

систему алгебраических уравнений относительно mnu 0 , mnv 0 , mnu1 , mnv 1 , 

mmw : 

m n mn m n mnС k D p u С С k p v2 2 0 0
11 44 12 44( ) ( ) )     

m mn m mnC k w R k H H12 2 1/ /   , 

m n mn n m mnC C k p u C p C k v0 2 2 0
12 44 22 44( ) ( )     

n mn n mnC p w R p H H22 2 1/ /   , 

m n mn m n mnD k D p C u D D k p v2 2 1 1
11 44 55 12 44( ) ( )      

m mn m mnC k w k H H55 3 1/    , 

m n mn n m mnD D k p u D p D k C v1 2 2 1
12 44 22 44 55( ) ( )      

n mn n mnC p w p H H55 3 1/    , 

m mn n mnC k u R C p v R0 0
12 11/ /   

m mn n mn m nC k u p v C k p C R1 1 2 2 2
55 55 22[( )] [ ( ) /       

mn mn mnw H H R P2
1 2 1] / ( )     .                              (12) 

Ее решение дает 

s s s
m mn m mn

mn
m n m n

C k w k H H
u

D k p C D k p C
1 55 3 1

2 2 2 2
11 55 11 55

/

( ) ( )

 
 

   
, 

s s
n mn n mn

mn
m n m n

C p w p H H
v

D k p C D k p C
1 55 3 1

2 2 2 2
11 55 11 55

/

( ) ( )

 
 

   
, 
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s
sm m n mn m

mn mn s
m n m n

k C k C p w H k
u

RC k p H C k p

2 2
0 12 11 2

2 2 2 2 2
11 1 11

( )

( ) ( )


  

 
, 

n m n m mn
mn

m n

p C k p C C k w
v

RC k p

2 2 2
0 11 11 12

2 2 2
11

[ ( ) ( ) ]

( )

  
 


 

s
s n
mn s

m n

H p

H C k p
2

2 2
1 11( )

 


.                                                  (13) 

Подставляя (13) в последнее из уравнений (12), получим следующие 
уравнение для поперечного прогиба: 

m n m
mn mn

m n m n

C D k p C C k
w P

C D k p C R k p

2 2 2 2 2 4
255 11 11 12

12 2 2 2 2 2
55 11 11

( )

( ) ( )

  
      

    
 

 
   

  

k k
k km n m
mn mnk k

m n m n

C k p H C C k H
C RC D k p H k p H

2 2 2 2 2
55 3 11 12 2

2 2 2 2
1155 11 1 1

( )

( ) ( )
. (14) 

В этом выражении все электромеханические характеристики являются 
комплексными. Поэтому множитель при mnw  для вещественных 1  и 

никогда не равен нулю. Для определения собственной частоты колеба-
ний панели множитель при mnw  полагается равным нулю, а все электро-

механические характеристики считаются действительными. 
Если правая часть выражения (14) равна нулю, то в силу сказанного 

комплексный прогиб становится также равным нулю: mnw 0 . При этом 

разность потенциалов, которую необходимо приложить к электродам для 
компенсации механической нагрузки, определяется из равенства: 

k k
k km n m

mn mn mnk k
m n m n

C k p H C C k H
P

C RC D k p H k p H

2 2 2 2 2
55 3 11 12 2

2 2 2 2
1155 11 1 1

( )

( ) ( )

 
   

  
.   (15) 

Учитывая представленные выше обозначения, находим следующее выра-

жение для потенциала TV0 , которое компенсирует заданную механиче-

скую нагрузку P0  при учете деформаций сдвига: 

Т K m nD k p
V V

C

2 2
11

0 0
55

( )
1
 

  
  

,                                            (16) 

где величина 

K

m n

P
V

k p
0

0 2 2
11( )


 

                                                              (17) 

определяет разность потенциалов, которую необходимо подвести к актуа-
тору для компенсации заданной механической нагрузки при использова-
нии классических гипотез Киргоффа-Лява, дополненных адекватными им 
гипотезами относительно электрических полевых величин. 
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При h h1 0  формула (16) значительно упрощается и приобретает вид: 

Т K ha E
V V m n

b a
G

222 2
2 2 0

0 0 2 22
13

1
1

12
1

 
 

            
            

  

.                 (18) 

Если ввести поправочный коэффициент при модуле сдвига, когда вместо 

модуля G
2

13  вводится величина G
2 2

13
12


 [3], то формула (18) приобретает вид 

Т K ha G
V V m n

b a G

22
2 2 0

0 0 2

2
1

1

                      
.                          (19) 

Здесь G , G   – модули сдвига пассивного трансверсально-изотропного ма-
териала. 

Из (19) следует что кривизна панели не влияет на искомую разность 
потенциалов, так что она совпадает с разностью потенциалов для пластины. 

При этом поправка к классическому результату зависит от отноше-
ния модулей сдвигов пассивного трансверсально-изотропного материала 

G
G
 
  

 и отношения толщины панели к планарному размеру a . В зависимо-

сти от их значений величина поправки может быть достаточно большой. 
Необходимо также отметить, что если механическая нагрузка изме-

няется во времени по закону p t P t0( ) cos  , то для вязкоупругой панели 

для компенсации механической нагрузки к актуатору необходимо подвес-
ти разность потенциалов 

V t V t V t( ) cos sin     .                                                    (20) 

Для определения V   и V   выражение (19) следует представить в виде 

T
aV V iV   ,                                                                    (21) 

поскольку в правой части (19) для вязкоупругого материала фигурируют 
комплексные характеристики. 
 

РЕЗЮМЕ. Одержано аналітичний розв’язок задачі про активне демпфування виму-
шених резонансних коливань шарнірно обпертої трансверсально іотропної ортотропної па-
нелі за допомогою п’єзоелектричних актуаторів. Для моделюваняя коливань панелі вико-
ристані гіпотези С. П. Тимошенка. Одержана проста формула для різниці потенціалів, яку 
необхідно підвести до актуатору для компенсації механічного навантаження. Досліджено 
вплив деформацій зсуву на цю різницю потенціалів. 

Ключові слова: циліндрична панель, активне демпфування, актуатори, резонанс-
ные коливання. 
 

SUMMARY. Analytical solution of problem about active damping of forced resonance 
vibrations of the transversely-isotropic hingedly fixed cylindrical panel by piezoelectric ac-
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tuators is obtained. To model these vibrations Timoshenko’ hypotheses are used. The simple 
formula  is obtained to calculate the potential difference for compensation the mechanical 
load. The influence of the shear deformations on this difference. 

Key words: cylindrical panel active damping, actuators, resonance vibrations 
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ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ И ПРИКЛАДНАЯ МЕХАНИКА. 2014. Вып. 8 (54). С. 114–122 

 
УДК 539.3: 534.1 
 

И. А. ГЛУХОВ, 
В. И. СТОРОЖЕВ, д-р техн. наук 

 
СИММЕТРИЧНЫЕ УПРУГИЕ ВОЛНЫ В ТРАНСВЕРСАЛЬНО-

ИЗОТРОПНОМ СЛОЕ МЕЖДУ ОДНОТИПНЫМИ 
ТРАНСВЕРСАЛЬНО-ИЗОТРОПНЫМИ ПОЛУПРОСТРАНСТВАМИ 

 
В аналитической форме равенства нулю функционального определителя 

четвертого порядка получено трансцендентное дисперсионное соотношение, 
описывающее закономерности распространения симметричных по толщин-
ной координате локализованных продольно-сдвиговых упругих волн вдоль 
трансверсально-изотропного слоя, заключенного между двумя идеально кон-
тактирующими с ним однотипными по физико-механическим свойствам 
трансверсально-изотропными полупространствами. Представлены некоторые 
результаты качественного асимптотического анализа дисперсионного соот-
ношения и результаты расчетов действительных ветвей дисперсионных 
спектров для нескольких типов рассматриваемых волноводных структур, 
образуемых реальными геоматериалами. 

Ключевые слова: трансверсально-изотропный слой между трансверсаль-
но-изотропными полупространствами, локализованные продольно-сдвиговые 
упругие волны, трансцендентные дисперсионные уравнения, волноводы с 
компонентами из геоматериалов, асимптотический и численный анализ, 
расчеты спектров бегущих волн. 

 
Теоретические исследования спектров, кинематических и энергети-

ческих свойств локализованных волн деформаций для волноводов в виде 
заключенного между упругими полупространствами деформируемого 
слоя, представляют значительный интерес в связи с заданиями совершен-
ствования ряда геоакустических технологий и методов ультразвукового 
зондирования пластов полезных ископаемых [4, 8, 9]. Эти проблемы на 
данный момент частично исследованы в рамках моделей, не учитываю-
щих различные типы анизотропии физико-механических свойств компо-
нентов подобных волноводов. Так в работах [2, 6, 7] представлены чис-
ленно-аналитические исследования процессов распространения локализо-
ванных упругих волн в изотропном слое, заключенном между однотип-
ными изотропными полупространствами при условии идеального механи-
ческого контакта составляющих рассматриваемой волноводной структу-
ры. В работе [3] рассмотрена волноводная структура, образуемая тонким 
анизотропным слоем, заключенным между двумя однотипными изотроп-
ными слоями произвольной толщины, что в ситуации неограниченно уве-
личивающейся толщины слоев позволяет интерпретировать волновод как 
слой, контактирующий с полупространствами. В работе [5] представлены 
сугубо теоретические аналитические результаты исследований, посвя-
щенных формулировке дисперсионных соотношений для волновода в виде 
заключенного между полупространствами слоя, материалы которых при-
надлежат произвольному классу анизотропии. 

Однако для реальных геоструктур данного типа, составленных из 
осадочных либо вулканических пород, учет поперечной анизотропии яв-
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ляется важным элементом адекватности используемых моделей. 
В этом контексте, целью настоящей работы является получение и 

численно-аналитический анализ дисперсионного соотношения для лока-
лизованных волн продольно-сдвигового типа в трансверсально-
изотропном слое между однотипными трансверсально-изотропными полу-
пространствами. Рассматривается случай идеального механического кон-
такта компонентов волновода. Исследование касается волн с симметрич-
ным по толщине слоя распределением упругих перемещений. 

Постановка задачи. Рассматривается волноводная структура, зани-
мающая в отнесенных к нормирующему параметру R h*   безразмерных 

прямоугольных координатах Ox x x1 2 3  область 

H HLV V V V( ) ( )( ) 
    , 

где 

HV x x R x h( ) 2
1 2 3{( , ) , / 2}    , 

HV x x R x h( ) 2
1 2 3{( , ) , / 2}     , 

LV x x R h x h( ) 2
1 2 3{( , ) , / 2 / 2}     . 

Компоненты волновода составлены из трансверсально-изотропных мате-
риалов с коллинеарными Ox3  осями упругой симметрии. Физико-

механические свойства полупространств HV ( )  и HV ( )  считаются иден-

тичными и отличающимися от физико-механических свойств слоя LV ( ) . 
Материалы компонентов волновода характеризуются отнесенными к нор-

мирующему параметру c*  модулями упругости L
ijc ( )  и H HH

ij ij ijc c c( ) ( )( )    , а 

также плотностями L( )  и H HH ( ) ( )( )     . 
Анализу подлежат процессы распространения в данном волноводе 

симметричных по толщине слоя гармонических упругих волн P SV  ти-
па вдоль произвольного направления в его плоскости. В качестве направ-
ления распространения без ограничения общности выбирается коорди-
натное направление Ox1 . 

Рассматриваемая модель описывается краевой задачей, включающей 
системы уравнений волнового деформирования для всех компонентов 
волновода 

j jL u x x t L u x x t( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 3 3 3 1 3( , , ) ( , , ) 0      ( j 1, 2 ; L H H, ,   )  (1) 

и краевые условия их идеального механического контакта 

H L
s su x h t u x h t( ) ( )

1 1( , / 2, ) ( , / 2, )    , 

H L
s sx h t x h t( ) ( )

3 1 3 1( , / 2, ) ( , / 2, )    , 

H L
s su x h t u x h t( ) ( )

1 1( , / 2, ) ( , / 2, )  , 
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H L
s sx h t x h t( ) ( )

3 1 3 1( , / 2, ) ( , / 2, )  ,                                           (2) 

в которых  

t tL c c( ) ( ) 2 ( ) 2 ( ) 2
11 1 3 11 1 44 3( , , )             , 

t tL c c( ) ( ) 2 ( ) 2 ( ) 2
22 1 3 44 1 33 3( , , )             , 

t tL L c c( ) ( ) ( ) ( )
12 1 3 21 1 3 13 44 1 3( , , ) ( , , ) ( )              ; 

s sx/     (s 1; 3 ), t t/    ; 

u x x t( )
1 1 3( , , ) , u x x t( )

3 1 3( , , )  – безразмерные компоненты отнесенного к R*  

комплексного вектора динамических перемещений; ij
( )  – отнесенные к 

c*  нормированные компоненты тензора динамических напряжений. 

Получение основного дисперсионного соотношения. В процессе по-
строения искомого дисперсионного соотношения для составляющих век-
тора волновых динамических перемещений в компонентах волновода с 
учетом идентичности свойств вмещающих полупространств вводятся ис-
ходные представления 

H H H H Hu x x t A x A x E x t( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 3 11 1 3 21 2 3 1( , , ) ( exp( ) exp( )) ( , )     , 

H H H H Hu x x t A x A x E x t( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3 1 3 13 1 3 23 2 3 1( , , ) ( exp( ) exp( )) ( , )     ; 

L L L L Lu x x t A x A x E x t( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 3 11 1 3 21 2 3 1( , , ) ( cosh( ) cosh( )) ( , )    , 

L L L L Lu x x t A x A x E x t( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3 1 3 13 1 3 23 2 3 1( , , ) ( sinh( ) sinh( )) ( , )    ; 

H H H H Hu x x t A x A x E x t( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 3 11 1 3 21 2 3 1( , , ) ( exp( ) exp( )) ( , )     , 

H H H H Hu x x t A x A x E x t( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3 1 3 13 1 3 23 2 3 1( , , ) ( exp( ) exp( )) ( , )     ;       (3) 

E x t i t kx1 1( , ) exp[ ( )]    , 

в которых 

j
j b b a c a( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( ) 1/2 ( )( ( 1) (( ) 4 ) ) / (2 )            – 

корни характеристических полиномов 

b a c a( ) 4 ( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( )( ) / ( ) / 0          ,                                      (4) 

с коэффициентами вида 

a c c( ) ( ) ( )
33 44

   ,   b c c c c c c c k( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( ) 2
33 44 13 13 44 11 33( )( ) (( ) 2 )              , 

c c k c k( ) ( ) 2 ( ) 2 ( ) 2 ( ) 2
11 44(( ) )(( ) )         , 

R c( ) 2 ( ) 2 2 ( ) 2
* * *( ) / ( / )          ( L H;  ). 

Подстановка этих представлений в дифференциальные уравнения (1) по-
зволяет записать соотношения 
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H H HA A( ) ( ) ( )
13 13 11  ,   H H HA A( ) ( ) ( )

23 23 21  , 

L L LA A( ) ( ) ( )
13 13 11  ,   L L LA A( ) ( ) ( )

23 23 21 ,   

        H H H H H H H H Hc k c ik c c( ) ( ) 2 ( ) 2 ( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( )
13 11 44 1 13 44 1[(( ) ( ) ) / ( ( ) ] , 

        HH H H H H H H Hik c c c k c( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( ) 2 ( ) ( ) 2
23 13 44 1 44 33 1[( ( ) / (( ) ( ) )] , 

        L L L L L L L L Lc k c ik c c( ) ( ) 2 ( ) 2 ( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( )
13 11 44 1 13 44 1[(( ) ( ) ) / ( ( ) ] , 

L L L L L L L L Lik c c c k c( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( ) 2 ( ) ( ) 2
23 13 44 1 44 33 1[( ( ) / (( ) ( ) )]         .     (5) 

Использование соотношений (3) в краевых условиях (2) порождает одно-
родную систему линейных алгебраических уравнений относительно неоп-

ределенных постоянных коэффициентов HA ( )
11 , HA ( )

21 , LA ( )
11 , LA ( )

21  с матри-

цей n md k, ( , ) , имеющей ненулевые элементы вида 

m md c1,   ,   H
m md e ( )

1, 2  ,   L
m m md s( )

2, 3   ,   H H
m m md e( ) ( )

2, 2 3   , 

L L L
m m m md c ik s( ) ( ) ( )

3, 44 3( )    ,   H H H H
m m m md c ik e( ) ( ) ( ) ( )

3, 2 44 3( )    , 

L L L L
m m m md c ik c c( ) ( ) ( ) ( )

4, 13 33 3( )     , 

H H H H H
m m m md c ik c e( ) ( ) ( ) ( ) ( )

4, 2 13 33 3( )      (m 1, 2 ), 

H H
j je h( ) ( )exp( /2)  ,   L

j jc h( )cosh( /2)  ,   L
j js h( )sinh( /2)  . 

Равенство нулю функционального определителя матрицы n md k, ( , )  

представляет собой искомое дисперсионное соотношение, связывающее 
параметры нормированного безразмерного волнового числа k  и приве-
денной частоты  . 

Качественное исследование свойств дисперсионного соотношения. 
Для анализа существования локализованных бегущих волн исследуемого 
типа при различных сочетаниях физико-механических свойств слоя и ок-
ружающих полупространств проведено качественное исследование рас-
пределений корней характеристических полиномов для систем обыкно-
венных дифференциальных уравнений относительно зависящих от тол-
щиной координаты x3  комплексных амплитудных функций волновых 

перемещений в компонентах волновода. 
Схема анализа типологии корней характеристических полиномов 

заключается в следующем. Область k{ [0, ), [0, )}     разбивается на 

секторы прямыми, уравнения которых следуют из условий c k( ) ( , ) 0    и 
имеют вид 

c c R k( ) ( ) 1/2
11 * *( / )    ,   c c R k( ) ( ) 1/2

44 * *( / )    . 

Эти секторы являются областями постоянства типа корней характеристи-
ческих полиномов. Они могут быть классифицированы как секторы вида 
1, в которых 
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c c R k( ) ( ) 1/2
11 * *( / )    ; 

секторы вида 2, в которых 

c c R k c c R k( ) ( ) 1/2 ( ) ( ) 1/2
44 * * 11 * *( / ) ( / )         

и секторы вида 3, в которых 

c c R k( ) ( ) 1/2
11 * *( / )    . 

В области изменения ( k, ), которая может являться областью су-
ществования локализованных бегущих волн исследуемого типа, значения 

корней H
j
( )  характеристического полинома вида (4) должны быть дейст-

вительными. 
Для оценки типа корней в секторах первого вида рассматривается 

асимптотический вариант характеристического полинома (4) при k  , 
имеющий вид 

c c c c( ) 4 2 ( ) 1 ( ) 1 ( ) 2 4 ( ) ( ) 1
33 44 33 44( ) (( ) ( ) )( ) ( ) 0                . 

Из его анализа следует, что в секторах вида 1 корни характеристических 
полиномов имеют мнимые значения. 

Тип корней полиномов (4) в секторах вида 3 может быть установлен 
путем анализа асимптотического варианта характеристического полинома 
при k   

k c c c c( ) 4 2 ( ) ( ) 2 ( ) ( )
13 44 13 33( ) (( )          

c c c k c c( ) 2 ( ) ( ) 1 ( ) 2 4 ( ) ( )
44 33 44 11 44( ) )( ) ( ) 0          . 

Он зависит от знакоопределенности комбинаций упругих постоянных 

ijR c c c c c c c c c c( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( ) 2 ( ) ( )
1 13 44 13 33 44 33 44 11 33( ) (( ) ( ) ) / ( )) 4 /              , 

ij ijR c c c c c c c c R c( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ) 1/2
2 13 44 13 33 44 33 44 1( ) (( ) ( ) ) / ( )) ( ( ))               . 

В частности, при условиях ijR c ( )
1( ) 0  , ijR c( ) ( )

2 ( ) 0   , ijR c( ) ( )
2 ( ) 0    харак-

теристические полиномы в секторах третьего вида имеют действительные 
корни, что является необходимым условием для существования анализи-
руемых локализованных волн. 

Результаты численных исследований. Численные исследования по-
лученного дисперсионного соотношения реализованы для волноводов рас-
сматриваемой структуры, которые составлены из реальных трансверсаль-
но-изотропных геоматериалов с техническими упругими постоянными, 
приведенными в работе [1]. Значения независимых нормированных моду-

лей упругости ijc  и параметров плотности   c кг м3 3
* 10 /   для этих 

материалов представлены в табл. 1. 
Для рассматриваемых волноводов возможны следующие классифи-

цируемые типы взаимозависимостей между характеристиками скоростей 
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объемных волн продольного lc   и сдвигового tc   типа в слое и полупро-

странстве: тип A – tL lL tH lHc c c c   ; тип B – tL tH lL lHc c c c   ; тип C – 

tL tH lH lLc c c c   ; тип D – tH lH tL lLc c c c   ; тип E – tH tL lH lLc c c c   ; 

тип F – tH tL lL lHc c c c   . 

Результаты проведенного анализа типологии таких зависимостей для 
волноводов с различными сочетаниями геоматериалов слоя и вмещающих 
полупространств из числа приведенных табл. 1 отражены в табл. 2. 

Расчеты ряда низших ветвей спектров локализованных симметрич-
ных бегущих волн осуществлены для нескольких волноводов рассматри-
ваемой геометрической  структуры, относящихся к типу А по представ-
ляемым в табл. 2 и табл. 3 сочетаниям физико-механических свойств 
компонентов из поперечно-анизотропных геоматериалов. На рис. 1–5 для 
одинаковых диапазонов изменения приведенной частоты и нормирован-
ного волнового числа соответственно приведены фрагменты действитель-
ных ветвей дисперсионных спектров для волноводов с компонентами 
«песчаный сланец (L) – базальт 1 (H)», «песчаный сланец (L) – песчаник 
3 (H)», «песчаный сланец (L) – известняк 3 (H)», «песчаник 1 (L) – из-
вестняк 3 (H)», «песчаник 1 (L) – известняк 2 (H)». 

Обнаруживаемым характерным свойством рассчитанных распреде-

Таблица 1 

ijc Па1010  
Геоматериал 

кг

м
3

3
10  

c11  c12  c13  c33  c44  

1 Хлористый сланец 2,95 9,19 2,03 3,14 14,76 3,60 

2 Базальт 1 2,90 3,68 0,53 0,84 5,04 1,60 

3 Базальт 2 2,90 4,26 0,53 0,72 4,52 1,80 

4 Песчанистый сланец 2,95 0,66 0,29 0,19 1,15 0,12 

5 Песчаник 1 2,30 1,09 0,29 0,39 1,79 0,52 

6 Известняк 1 2,72 3,92 1,27 0,93 4,52 1,45 

7 Мрамор 2,72 5,30 1,18 0,39 6,91 2,66 

8 Известняк 2 2,72 4,04 1,16 0,94 4,30 1,45 

9 Гранит 1 2,55 3,24 0,65 0,16 3,81 1,71 

10 Песчаник 2 2,30 0,68 0,07 0,07 0,96 0,37 

11 Известняк 3 2,72 3,76 0,96 0,85 4,10 1,45 

12 Гранит бырый 2,55 5,97 1,37 1,76 7,19 2,56 

13 Гранит серый 2,55 5,36 1,27 1,13 7,06 2,53 

14 Гранит мелкозернистый 2,55 10,51 3,71 4,12 10,92 3,28 

15 Гранит крупнозернистый 2,55 5,56 1,53 1,49 5,65 2,04 

16 Гранит красно-серый 2,55 6,19 1,55 1,01 6,25 2,53 

17 Гранит свежий 2,55 6,81 1,67 1,70 7,50 2,57 

18 Песчаник 3 2,30 4,52 0,67 0,68 4,70 1,92 

19 Песчаник 4 2,30 4,83 0,55 0,65 5,33 2,10 
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лений является высокая степень подобия топологии низшей ветви в спек-
трах для рассмотренных волноводов с однотипными материалами компо-
нентов L. В рассматриваемом диапазоне изменения k  и   рассчитанные 
спектры для случая слоя из песчаного сланца содержат по семь фрагмен-
тов ветвей с различающимися частотами запирания и относительными 
длинами волн на этих частотах, а для случая слоя из песчаника 1 – по 
два фрагмента действительных ветвей спектра. Таким образом, в рас-
смотренных случаях определяющими для топологической картины рас-
пределения действительных ветвей спектров бегущих локализованных 
волн являются свойства материала слоя. 

Проведенный численный анализ позволяет выделить частотные диа-
пазоны, в которых для волноводов рассматриваемого типа существует 
единственная принадлежащая низшей моде спектра локализованная бе-
гущая волна. Данные диапазоны ограничены частотами запирания для 
первой и второй мод бегущих локализованных волн. Для волноводов пер-
вых трех рассмотренных типов таким диапазоном в приведенных часто-
тах приблизительно является диапазон (0,6; 2,2) , а для волноводов 

четвертого и пятого типов – диапазон (1,44; 6,45) . При этом, напри-
мер, технические частоты волн, приблизительно ограничивающие данные 
диапазоны для рассматриваемых волноводов с толщиной вмещаемого 
слоя 0,6 м соответственно равны 503 Гц и 1845 Гц для волноводов перво-
го – третьего из рассматриваемых типов, а также 1208 Гц и 5410 Гц для 
волноводов четвертого – пятого типов. 

Таблица 2 

Виды материалов слоя (L) и полупространств (H) в соответствии с таблицей 1 

H 
L 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 
1 - E E D D E E E E D E E E E E E E E E 
2 B - B D D E B F C D E B B B B B B B B 
3 B E - D D E B E E D E B B B B B B B B 
4 A A A - A A A A A A A A A A A A A A A 
5 A A A D - A A A A E A A A A A A A A A 
6 B B B D D - B B C D C B B B B B B B B 
7 B E E D D E - E E D E B B F B B E F F 
8 B C B D D E B - C D E B B B B B B B B 
9 B F B D D F B F - D F B B B B B B B B 
10 A A A D B A A A A - A A A A A A A A A 
11 B B B D D F B B C D - B B B B B B B B 
12 B E E D D E E E E D E - E E F F E E E 
13 B E E D D E E E E D E B - F F F E E F 
14 B E E D D E C E E D E B C - B B C C B 
15 B E E D D E E E E D E C C E - B E E E 
16 B E E D D E E E E D E C C E E - E E E 
17 B E E D D E B E E D E B B F B B - B B 
18 B E E D D E C E E D E B B F B B E - B 
19 B E E D D E C E E D E B C E B B E E - 
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Рис. 1                                         Рис. 2 
 

  
 

Рис. 3                                  Рис. 4 

В итоге проведенных теоретических исследований в аналитической 
форме равенства нулю функционального определителя четвертого поряд-
ка получено трансцендентное дисперсионное уравнение, описывающее 
спектр симметричных по толщинной 
координате локализованных про-
дольно-сдвиговых упругих волн вдоль 
трансверсально-изотропного слоя, за-
ключенного между двумя идеально 
контактирующими с ним однотип-
ными по физико-механическим свой-
ствам трансверсально-изотропными 
полупространствами. В качестве эле-
мента анализа существования лока-
лизованных бегущих волн исследуе-
мого типа при различных сочетаниях 
физико-механических свойств слоя и 
окружающих полупространств осуществлено качественное асимптотиче-
ское исследование распределений корней характеристических полиномов 
для систем обыкновенных дифференциальных уравнений относительно 
зависящих от толщиной координаты комплексных амплитудных функ-
ций волновых перемещений в компонентах волновода и проведена клас-
сификация волноводов рассматриваемой структуры по типологии взаим-
ного расположения секторов постоянства типа корней характеристиче-
ских уравнений. Реализованы расчеты действительных ветвей дисперси-
онных спектров для нескольких типов рассматриваемых волноводов, об-
разуемых конкретными геоматериалами, и описаны некоторые особенно-
сти структуры построенных спектров. 
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РЕЗЮМЕ. В аналітичній формі функціонального визначника четвертого порядку 
визначено дисперсійну функцію, яка опису закономірності поширення симетричних за то-
вщинною координатою локалізованих поздовжньо-зсувних пружних хвиль у трансверса-
льно-ізотропному шарі проміж двома ідеально контактуючими з ним однотипними за фі-
зико-механічними властивостями трансверсально-ізотропними півпросторами. Представ-
лені окремі результати якісного асимптотичного аналізу дисперсійного співвідношення та 
результати розрахунків дійсних гілок дисперсійних спектрів для декількох типів розгля-
нутих хвилеводних структур, утворених з реальних геоматеріалів. 

Ключові слова: трансверсально-ізотропний шар проміж двома трансверсально-
ізотропними півпросторами, локалізовані поздовжньо-зсувні пружні хвилі, трансцендентні 
дисперсійні співвідношення, хвилеводи з компонентами із геоматеріалів, асимптотичний і 
числовий аналіз, розрахунки спектрів біжучих хвиль. 
 

SUMMARY. In the analytical form of the functional determinant of the fourth order 
is obtained transcendental dispersion relation describing the properties of localized symmetri-
cal longitudinal-shear elastic waves along a transversely-isotropic layer between two trans-
versely-isotropic half-spaces with identical physical and mechanical properties. Some qualita-
tive results of asymptotic analysis of dispersion equations are obtained. Results of calculation 
of real branches of dispersion spectrums for considered geomaterials waveguides are pre-
sented. 

Keywords: transversely isotropic layer between two  transversely isotropic half-spaces, 
localized longitudinal-shear elastic waves, transcendental dispersion relations, waveguides 
with components of geomaterials, asymptotic and numerical analysis, calculations of the spec-
tra of traveling waves. 
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Д. С. ВУКОЛОВ 
 

ДИФРАКЦИЯ СДВИГОВЫХ ВОЛН НА ТУННЕЛЬНОЙ 
ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ПОЛОСТИ СО СВОБОДНОЙ ЛИБО 

ЗАКРЕПЛЕННОЙ ГРАНИЦЕЙ В УПРУГОМ СЛОЕ 
 

С применением метода изображений построено численно-аналитическое 
решение двумерной краевой задачи о дифракционном рассеянии бегущих 
симметричных нормальных волн продольного сдвига на внутренней цилинд-
рической полости кругового сечения в изотропном деформируемом слое с 
закрепленными плоскими гранями. Рассмотрены случаи нормального паде-
ния волны произвольной моды дисперсионного спектра на полость со сво-
бодной либо закрепленной цилиндрической граничной поверхностью и осью, 
лежащей в срединной плоскости слоя с закрепленными плоскими гранями. 
Решения задач сведены к бесконечным системам линейных алгебраических 
уравнений относительно коэффициентов представления волновых полей в 
области сечения слоя рядом по базисным частным решениям волновых 
уравнений в цилиндрических функциях. Представлены результаты числен-
ных исследований, характеризующие ряд основных закономерностей в рас-
пределениях волновых перемещений в ближнем и дальнем дифракционном 
поле при варьировании типа граничных условий на поверхности полости, 
относительного радиуса включения, относительной длины падающей волны 
из низшей моды дисперсионного спектра. 

Ключевые слова: закрепленный изотропный упругий слой, центрально 
расположенная внутренняя цилиндрическая полость с закрепленной или сво-
бодной границей, дифракционное рассеяние нормальных волн сдвига, числен-
но-аналитическое исследование, метод изображений, ряды по базисным реше-
ниям волновых уравнений, варьирование геометрических и механических па-
раметров, закономерности распределений волновых перемещений. 

 
Проблемы теоретического исследования двумерных дифракционных 

полей, формирующихся в результате рассеяния стационарных волн меха-
нических деформаций на неоднородностях в виде полостей в упругих сре-
дах несмотря на длительный период изучения имеют ряд открытых ас-
пектов. Анализ результатов, представленных в монографиях [1, 2, 11], а 
также в обзорных разделах публикаций [4–7, 12] свидетельствует, что это 
заключение касается и задач описания двумерных дифракционных по-
лей, формирующихся в упругом слое при рассеянии нормальных волн 
продольного сдвига на внутренних туннельных цилиндрических полостях 
с параллельными плоским граням слоя образующими. Так, в работе [1] 
описан численно-аналитический подход к решению задач дифракции 
волн сдвига на внутренних туннельных цилиндрических полостях в уп-
ругом слое, базирующийся на концепции зеркального отражения (методе 
изображений), который не был численно реализован. В работе [8] без 
численной реализации описан метод получения дисперсионных соотно-
шений для волн сдвига, распространяющихся вдоль изотропного слоя с 
периодическим рядом перпендикулярных направлению распространения 
и параллельных граням внутренних туннельных цилиндрических полос-
тей. Метод базируется на использовании рядов по базисным решениям 
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волнового уравнения в цилиндрических функциях. В работах [3, 10] ис-
следованы задачи о полях магнитоупругих сдвиговых волн в пригранич-
ном градиентно-неоднородном слое изотропного полупространства с внут-
ренней туннельной цилиндрической полостью. В работе [9] для исследо-
вания эффектов рассеяния упругих продольно-сдвиговых волн на круго-
вом отверстии в изотропной полосе со свободными от напряжений грани-
цами применялся метод интегральных преобразований совместно с прие-
мом интегрирования волновых уравнений в цилиндрических функциях в 
пространстве изображений. 

Целью данной работы является построение и численный анализ ре-
шения задачи о рассеянии распространяющихся вдоль слоя с закреплен-
ными гранями симметричных сдвиговых волн при нормальном падении 
на параллельную граням центрально расположенную внутреннюю тун-
нельную цилиндрическую полость с закрепленной или свободной грани-
цей. Используется концепция представления дифракционных волновых 
полей разложением по базисной системе решений волнового уравнения во 
вспомогательных локальных координатных системах с полюсами, зер-
кально расположенными относительно границ слоя. 

Постановка задачи. Рассматривается изотропный упругий слой 
(рис. 1), имеющий толщину h2  и занимающий в прямоугольных коорди-

натах Ox x x1 2 3  область LV x x x h1 3 2{ , , }      . Грани слоя x h2    

жестко закреплены, а внутри слоя расположена цилиндрическая полость с 
параллельной граням образующей и сечением в виде области 

IV x x R x2 2 2
1 2 3{ , }        . Граница полости свободна от напряжений 

либо жестко закреплена. Материал слоя характеризуется параметрами 
плотности   и модуля сдвига  . 

Полагается, что в слое вдоль положительного координатного направ-
ления x1  распространяется нормальная симметричная по координате x2  

поляризованная вдоль Ox3  волна продольного сдвига с круговой частотой 

  из произвольной моды дисперсионного спектра, характеризующаяся 

функцией упругих волновых перемещений падU x x t( )
1 2( , , ) . 

Рис. 1. 

Искомые комплексные амплитудные функции для динамических 

перемещений (отр)U x x t1 2( , , )  в рассеиваемых полостью волнах подлежат 
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определению из краевой задачи для уравнения стационарных сдвиговых 
упругих колебаний материала слоя, которое после отнесения всех харак-
теристик с линейной размерностью к нормирующему параметру h  при-
нимает вид 

U2 2 (1)( ) 0    , 

h2 2 1/2( / )    ,                                                                (1) 

где 

пад отрU U U(1) ( ) ( )  ,                                                            (2) 

В соответствии с постановкой, краевые условия рассматриваемой за-
дачи имеют альтернативные варианты, соответствующие закрепленной 
цилиндрической граничной поверхности   

x hU
1

(1)( ) 0  ,   U (1)( ) 0                                                    (3) 

или свободной от механических напряжений цилиндрической граничной 
поверхности   

x hU
1

(1)( ) 0  ,   r
(1)
3( ) 0  ,                                                  (4) 

где r
(1)
3( )  – отнесенные к нормирующему параметру *   амплитудные 

характеристики касательных напряжений на поверхности  . 
Построение численно-аналитического решения задачи. На исходном 

этапе для функции волновых упругих перемещений в падающей нор-
мальной упругой SH-волне вводится представление 

ni t k xпад
nU x x t U x e 1( )( )

3 1 2 30 2( , , ) cos( )     ,                                (5) 

в котором  n n h2 1 2    ,  n nk
1/22 2    , n  – номер моды нормаль-

ных бегущих симметричных SH-волн в закрепленном на плоских гранях 
слое. Представление (5) априори удовлетворяет первому из краевых усло-
вий в парах (3) и (4). 

Для записи поля волн, отраженных от полости и удовлетворяющих 
краевому условию на закрепленных гранях слоя, согласно концепции ме-
тода изображений вводится счетное множество вспомогательных локаль-
ных прямоугольных и полярных координатных систем с полюсами kO , 

имеющими в Ox x1 2  координаты kx1, 0 , kx kh2, 2  (k 1, 2,    ). Со-

ответственно записывается представление 

(отр)
n n

n

U A H r n3 0 0
0

( ) cos ( )



     

   k
n n k k n k k

k n

A H r n H r n
1 0

1 ( ) cos ( ) ( ) cos ( )
 

 
 

        ,  (6) 
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где    nH r1   – цилиндрические функции Ханкеля первого рода индекса n; 

( k kr ,  ) – локальные полярные координаты с  полюсами kO . После при-

менения теорем сложения цилиндрических функций для точек на конту-
ре полости представление (6) преобразуется к виду 

     (отр) p n p n
n n n p n

n p

U A H R A i i J R(1) 0
3

0 0

 
  

 

         

       k
p n n p

k

H h k H h k n(1) (1)

1

1 2 2 cos


 


             
 , (7) 

и при использовании обозначения 

   k
p n p n

k

S H h k(1)
,

1

1 2





       

контурное представление (7) приобретает окончательную форму записи в 
полярных координатах, связанных с центром полости 

(отр)
n n

n

U A H R(1)
3

0

( )




    

   p n p n
n p n p n p n

p

A i i J R S S n0
, ,

0

( ) cos ( )


  





     


 .     (8) 

Контурное представление на для комплексной амплитудной со-
ставляющей функции перемещений в падающей волне записывается с 
использованием формулы обобщенного разложения Якоби 

ip
p

p

x xe Q e1 1 2 2

( )

    , 

   

 

p

p p

i
Q J i R

1/2 1 22 2
1 2 1/22 2

1 2

 
                 

,                                 (9) 

и после ряда преобразований принимает вид 

 (отр) p
p p n n

p

U U J R k i0 2 2
3 30

0




      

                     

p p
n n n n

n n n n

k i k i
p

k i k i

/2 /2

cos ( ) ,   


  


p
p

p
0 1 2, 0;

1, 0.
 (10) 

При использовании представлений (8) и (10) для записи функцио-
нальных уравнений, следующих краевых условий (3) и (4) на поверхности 
  и их последующей алгебраизации с применением метода ортогональных 
рядов, для неизвестных коэффициентов в указанных представлениях по-
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лучены бесконечные системы линейных алгебраических уравнений. В слу-
чае полости с закрепленной границей   эта система имеет вид 

       p n p n
n n n p n

p

A H R A i i J R1 0

0


  


       

         k
p n n p

k

H h k H h k1 1

1

1 2 2


 


                

 
n n

n n n n n
n n n n

n n n n

k i k i
U J R k i

k i k i

/2 /2
0 2 2

30

                       
,  (11) 

а в случае полости со свободной границей   соответственно имеет вид 

   n n n
n

A H R H R
R

(1) (1)
1

      
 

 

     p n p n
n p n n

p

n
A i i J R J R

R
0

1
0


  




        
 

  

     k
p n n p

k

H h k H h k(1) (1)

1

1 2 2


 


               

   n n n n n n n n n
n

U J R k k J R k
R

0 2 2 2 2 2 2
30 1

           
 

 

n n
n n n n n

n n n n

k i k i
i

k i k i

/2 /2                    
.                                (12) 

После определения искомых коэффициентов из приведенных алгеб-
раических систем может быть реализована фаза численного анализа основ-
ных закономерностей, свойственных полям рассеиваемых полостью волн. 

Результаты численных исследований. Анализ структуры дифракци-
онных полей реализован для случаев падения симметричных нормальных 

волн сдвига с варьируемой относительной длиной   12 nk h    из низ-

шей моды 0n   дисперсионного спектра на полости с различными отно-
сительными радиусами. Варьируемая относительная длина падающих 
волн составляла 1 0.5 /R h  , 2 /R h   и 3 2 /R h   для каждого из расс-

матриваемых значений относительного радиуса полости в долях парамет-
ра толщины слоя. Картины распределения уровней волновых перемеще-
ний в подобласти слоя 1 [ , ]x h h  , 2 [ 4 , 8 ]x h h   для моментов времени, соо-
тветствующих началу периодов волновых колебаний, представлены на 
рис. 2–7 в виде тонированных изображений, на которых переход от свет-
лых тонов к темным отвечает нарастанию интенсивности характеризуе-
мых величин. Фрагменты а) этих рисунков характеризуют дифракцион-
ные поля вне полости со свободной границей, а фрагменты б) соответст-
вуют  случаю  закрепленной  границы  полости. Рис. 2–3  соответственно 



 128 

а 

б 

Рис. 2 

а 

б 

Рис. 3 

а 

б 

Рис. 4 

а 

б 

Рис. 5 



 129 

иллюстрируют особенности полей рассеиваемых волн относительных длин 

j  ( 2, 3j ) на полости относительно малого радиуса / 0.3R h  . Рис. 4 

описывает изменения в структуре дифракционных полей при рассеянии 
волн относительной длины 3  на полости радиуса / 0.5R h  . Наконец, 

рис. 5–7 иллюстрируют особенности полей рассеиваемых волн относите-

льной длины j  ( 1, 3j  ) на полости относительно большого радиуса 

/ 0.9R h  . Анализ приведенных распределений позволяет сделать ряд 
выводов относительно особенностей формирования дифракционных полей 
в окрестностях полостей для рассматриваемых случаев. 

Общее сопоставление дифракционных полей при идентичных отно-
сительных радиусах полостей и относительных длинах падающих волн, 
но различных краевых условиях на границе полости свидетельствует о 
том, что полости со свободными границами в большинстве рассмотренных 
случаев являются более интенсивными отражателями по сравнению с по-
лостями, граница которых закреплена. 

По мере синхронизированного согласно описанному выше принципу 
увеличения относительного радиуса полости в случаях падения волн от-
носительной длины 1  и 2  все более контрастно проявляется эффект 

формирования приконтурной зоны высокоинтенсивных перемещений 
около срединной поверхности в лицевой области взаимодействия падаю-
щей волны со свободной по границе полостью. В аналогичной по распо-

а 

б 

Рис. 6 

а 

б 

Рис. 7 
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ложению приконтурной зоне у полости с закрепленной границей наблю-
дается противоположный эффект локализованного падения  интенсивнос-
ти анализируемых волновых перемещений. 

Для случаев рассеивания волн относительной длины 2  и 3  на 

полости приведенного радиуса / 0.3R h   с закрепленной границей в ты-
льных областях взаимодействия формируются существенно более выра-
женные эффекты затенения по сравнению со случаем полости со свобод-
ной границей, о чем свидетельствуют картины распределений на рис. 2 и 
рис. 3. Также в случае / 0.3R h   при рассеянии  волн  относительной 

длины 3  (рис. 3) на значительном удалении от полости с закрепленной 

границей в теневой зоне вблизи срединной плоскости формируются обла-
сти интенсивной фокусировки рассеянных волн. 

В целом проведенное численное исследование показывает, что тип 
граничных условий на поверхности полости оказывает наибольшее влия-
ние на структуру дифракционных полей в случае падения волн относите-
льной длины 3 . В частности при / 0.5R h   (рис. 4) в теневой зоне диф-

ракционные поля имеют высокую степень подобия, а в лицевой интерфе-
ренционные картины кардинально отличаются. Эксклюзивной особеннос-
тью сопоставляемых распределений при / 0.6R h   является более высо-
кий уровень интенсивности поля волн в теневой зоне за полостью со сво-
бодной граничной поверхностью и появление элементов подобия в интер-
ференционном поле перед полостью, а при рассеянии волн на полостях с 

/ 0.7R h   и / 0.8R h   формируется тенденция практически полного зате-
нения в тыльной зоне взаимодействия, сохраняющаяся при дальнейшем 
увеличении относительного радиуса. 

Начиная со значения / 0.8R h   при дальнейшем увеличении относи-
тельного радиуса полости в случаях рассеивании волн относительной  
длины 3  картины дифракционных полей для обоих рассматриваемых 

случаев граничных условий на поверхности полости стабилизируются и 
на некотором удалении от нее в лицевой области взаимодействия приоб-
ретают высокую степень подобия. Можно также отметить эффекты высо-
кой степени затенения, создаваемого полостью с / 0.9R h   при падении 
волн всех рассматриваемых относительных длин (рис. 5–7). 

В итоге проведенных теоретических исследований с использованием 
метода изображений получены численно-аналитические решения двумер-
ных краевых задач о дифракционном рассеянии бегущих нормальных волн 
продольного сдвига на внутренних туннельных круговых цилиндрических 
полостях в закрепленном по граям изотропном плоскопараллельном де-
формируемом слое. Рассмотрены случаи нормального падения симметрич-
ных по толщине слоя волн из произвольной моды дисперсионного спектра 
на полости со свободными либо закрепленными поверхностями и парал-
лельными граням образующими. Решения задач сведены к бесконечным 
системам линейных алгебраических уравнений относительно коэффициен-
тов представлений волновых полей рядами по базисным частным решени-
ям соответствующих волновых уравнений в цилиндрических функциях в 
областях сечения слоя и включения. Представлены результаты численных 
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исследований для случаев падения волн с варьируемыми относительными 
длинами из низшей моды дисперсионного спектра на полости с варьируе-
мыми относительными радиусами. В результате этих исследований уста-
новлен ряд ведущих закономерностей распределения волновых перемеще-
ний в дифракционных полях. 
 

РЕЗЮМЕ. Із застосуванням методу зображень отримано аналітико-числовий 
розв’язок двовимірної крайової задачі про дифракційне розсіяння біжучих симетричних 
нормальних хвиль поздовжнього зсуву на круговій циліндричній порожнині з вільною від 
напружень або жорстко закріпленою поверхнею в ізотропному плоско-паралельному дефо-
рмівному шарі із закріпленими граничними плоскостями. Розглянуто випадок нормально-
го падіння хвилі з довільної моди дисперсійного спектру на порожнини з віссю, що лежить 
в серединній площині шару. Розв’язок задачі зведено до нескінчених систем лінійних ал-
гебраічних рівнянь відносно коефіцієнтів представлень хвильових полів в області перерізу 
шару рядами за відповідним базисним частинними розв’язками хвильових рівнянь у ци-
ліндричних функціях. Представлені результати числових досліджень, що характеризують 
ряд провідних закономірностей в розподілах хвильових переміщень в ближньому і дале-
кому дифракційному полі при варіюванні відносного радіуса включення, відносної довжи-
ни падаючої хвилі з нижчої моди дисперсійного спектра. 

Ключові слова: закріплений ізотропний пружний шар, центрально розташована 
внутрішня циліндрична порожнина з вільною або закріпленою поверхнею, дифракційне 
розсіювання нормальних хвиль зсуву, аналітико-числове дослідження, метод зображень, 
ряди за базисним розв’язками хвильових рівнянь, варіювання геометричних параметрів, 
закономірності розподілів хвильових переміщень. 
 

SUMMARY. Using the method of images obtained by numerical-analytical solution of 
two-dimensional boundary problem of diffraction scattering running symmetric normal shear 
waves by a circular cylindrical cavities with free or clamped boundary surface in plane-
parallel deformable layer are obtained. Normal incidence the waves on cavities with the axis 
lying in the median plane of the layer with fixed faces are investigated. Solution of the prob-
lem is reduced to an infinite system of linear algebraic equations for the coefficients of rep-
resentations of wave fields in the areas of cross-section layer in rows by the basic particular 
solutions of wave equations in cylindrical functions. The results of numerical investigation of 
characterizing a number of leading effects in the distribution of the wave motion in the near- 
and far- field diffraction by varying the relative radius of cavities, the relative length of the 
incident wave on the lowest mode of dispersion spectrum are presented. 

Keywords: fixed isotropic elastic layer with centrally located inner cylindrical cavity, 
diffractive scattering of normal shear waves, numerical-analytical study, the method of images, 
the series of basic solutions of wave equations, variation of geometrical parameters, effects of 
distribution of wave motion fields. 
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