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Алгебра Клини является удобным средством для представления языков, задаваемых графами с 
отмеченными переходами[1]. В работе [2]  было показано, что класс алгебр Клини образует конечно-
базируемое эквациональное квазимногообразие, и доказана полнота системы аксиом, состоящей из тож-
деств и квазитождеств, для алгебры регулярных языков. 

В настоящее время существует ряд  актуальных задач, связанных с анализом графов с отмеченны-
ми вершинами. Свойства языков, представимых такими графами, изучались в работах [3,4]. В работе [5] 
вводится алгебра, которая может быть использована при работе с языками, представимыми графами с 
отмеченными вершинами, аналогично тому, как алгебра Клини используется для регулярных языков. 

Основная цель данной работы – на основе системы аксиом алгебры Клини разработать систему ак-
сиом для алгебры языков, представимых в графах с отмеченными вершинами, и доказать ее полноту. 

Работа имеет следующую структуру. В разделе 1 вводятся основные определения и обозначения, 
дается формальная постановка задачи. В разделе 2 формулируются основные результаты и приводятся 
доказательства. 

Основные определения и обозначения. Назовем графом с отмеченными вершинами  четверку 

),,,( XEQG  , где Q  – конечное множество вершин, nQ  , QQE    – множество дуг, X  – 

конечный алфавит  отметок вершин, XQ : - функция отметок вершин. Пусть QI  - множество 

начальных, а QF  - множество финальных вершин графа. Вершины  1q  и  2q будем называть смеж-

ными, если  Eqq ),( 21 . Путем в графе G  будем называть конечную последовательность смежных 

вершин kqqql ...21 , где Eqq ii  ),( 1 , число 1k  будем называть длиной пути, 1q - начальная вер-

шина пути, kq - конечная вершина. Пусть 
X - множество всех непустых слов конечной длины в алфа-

вите X . Элемент 
 Xxxxqqqx kk ...)()...()( 2121   будем называть отметкой пути l  в графе 

G . Для каждой вершины  q  определим путь нулевой длины, начинающийся и заканчивающийся в этой 

вершине. Отметкой нулевого пути будет Xx , такое, что xq )( . Множество отметок всех путей, 

начальной вершиной которых является вершина iq , а конечная вершина Fqk  , назовем языком, по-

рожденным вершиной iq . Языком, порождаемым графом G , назовем  отметки всех путей в графе G , 

начальные вершины которых принадлежат множеству I , а конечные – множеству F . Язык, порождае-

мый графом G , обозначим )(GL . 

В работе [3] было  предложено использовать для соединения слов из языков, представимых в гра-
фах с отмеченными вершинами, вместо операции конкатенации, применяемой в алгебре Клини,  опера-

цию  ,  которая  на множестве слов в конечном алфавите X  определяется следующим образом: для 

всех  
 Xww 21, и всех Xyx ,   



 


.,

;,21

21
случаепротивномвопределеноне

yxеслиxww
ywxw   

Рассмотрим алгебру XX ,,,,,2 


  со следующими операциями на языках 


 XRL 2, . 

1)  ;RwилиLwwRL   

2)  RwиLwwwRL  2121  ; 

3) 




 
0i

iLL , где 0,; 10   nLLLXL nn  ; 
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4) ,endbeg LLLL     

          XwXxLwxxLXwXxLxwxL endbeg ,,,,, . 

Назовем множеством регулярных выражений алгебры XX ,,,,,2 


  множество )(XТ  

всех термов сигнатуры ),,,,( X  , порожденных алфавитом 
2XX  , где 

 XyXxxyX  ,2
. 

Пусть 


 X2  – множество всех языков, представимых в конечных графах с отмеченными вер-

шинами с алфавитом отметок X . Назовем стандартной интерпретацией регулярных выражений такой 

гомоморфизм )(: XTL  , что  xxL )(  для всех Xx ,  xyxyL )(  для всех 2Xxy , а для 

всех )(, XTqp   выполняется  )()()( qLpLqpL  , )()()( qLpLqpL   , 

  ))(()( pLpL . 

В работе [5] доказана теорема, аналогичная теореме Клини для конечных автоматов: язык 

 XL представим регулярным выражением алгебры XX ,,,,,2 


  тогда и только тогда, ко-

гда он порождается графом с отмеченными вершинами. 
Рассмотрим систему аксиом для алгебры языков, порождаемых графами с отмеченными вершина-

ми, построенную на основе системы аксиом для алгебры Клини из работы [2] с учетом особенностей рас-
сматриваемой алгебраической системы. 

rqprqp  )()(  (1)  rqrprqp   )(  (9) 

pqqp   (2)   p  (10) 

pp   (3)  p  (11) 

ppp   (4)  XpppXp     (12) 

rqprqp  )()(   (5)  XpppXp     (13) 

ppX   (6)  yqqpyypq     (14) 

pXp   (7)  yqpqypyq    (15) 

rpqprqp   )(  (8)  pppXp    (16) 

 
Отношение   является естественным частичным порядком: qp   тогда и только тогда, когда 

qqp  , и монотонно по отношению к операциям алгебры XX ,,,,,2 


 . 

Для любой алгебры  XAA ,,,,,    из  (1-4) следует, что  ,,A  – идемпотентный 

коммутативный моноид, из  (5-7) следует, что XA ,,  – моноид, тождества  (1-11) говорят о том, что 

XA ,,,,    – идемпотентное полукольцо. 

Основная цель данной работы – доказательство того, что дедуктивная система, состоящая из акси-
ом (1-16) полна для алгебры языков, представимых конечными ориентированными графами с отмечен-

ными вершинами: два регулярных выражения p  и q  над конечным алфавитом X  обозначают один и 

тот же язык, представимый графом, тогда и только тогда, когда формула qp   является логическим 

следствием  аксиом (1-16). 
Доказательство полноты системы аксиом. Система аксиом, используемая в данной работе, яв-

ляется результатом приспособления системы аксиом  алгебры Клини из работы [2] для адекватного пред-
ставления алгебры языков, порождаемых конечными графами с отмеченными вершинами. 

В работе [2]  доказательство полноты построено следующим образом: для двух регулярных выра-
жений, обозначающих один и тот же регулярный язык, строятся минимальные детерминированные авто-
маты. Так как распознаваемые этими автоматами языки равны,  автоматы изоморфны. Показано, что 
поведение любого конечного автомата можно задать с помощью матриц над алгеброй Клини, причем 
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класс таких матриц тоже образует алгебру Клини. Идея доказательства заключается в том, что если ми-
нимальные автоматы изоморфны, то, применяя аксиомы к матрицам, описывающим эти автоматы, мож-
но получить  равенство тех регулярных выражений, по которым эти автоматы строились. 

Доказательство полноты системы аксиом  (1-16), приведенное в данной работе, основано на других 
соображениях, поскольку авторам не хотелось привлекать для доказательства средства, лежащие за пре-
делами алгебры языков – вводить дополнительно алгебру графов и алгебру матриц. 

Вместо этого в данной работе показано, что любому терму p  свободной алгебры квазимногообра-

зия, описываемого тождествами и квазитождествами (1-16) можно поставить в соответствие систему 
уравнений таким образом, что линейная комбинация решений этой системы даст регулярное выражение 

p , представляющее тот же язык, что и исходный терм, причем из аксиом  (1-16) следует, что pp  . 

За счет введения порядка на множестве всех слов 
X можно добиться того, что для всех регулярных вы-

ражений, представляющих один и тот же язык, соответствующие коэффициенты систем уравнений будут 
одинаковыми. Тогда можно показать, что для любых регулярных выражений p и q , представляющих 

один и тот же язык, из  (1-16) следует равенство регулярных выражений, соответствующих решениям 

систем для p  и q , то есть qp  , откуда следует, что qp   также следует из (1-16).   

Теорема 1. Система аксиом (1-16) полна для алгебры языков, представимых ориентированными 
конечными графами с отмеченными вершинами, то есть, если q  и p  – два регулярных выражения над 

алфавитом X , то )()( qLpL  тогда и только тогда, когда из (1-16) следует, что qp  . 

Доказательство.  Докажем первую часть теоремы: если из аксиом  (1-16) логически следует, что 

qp  , то )()( qLpL  . В силу того, что все аксиомы обладают тем свойством, что стандартные интер-

претации регулярных выражений в левых частях тождеств и квазитождеств совпадают со стандартными 

интерпретациями  их правых частей, если  qp   является следствием из аксиом, то  )()( qLpL   для 

любых p  и  q . Что и требовалось доказать. 

Докажем вторую часть теоремы. Пусть )()( qLpL  , покажем, что qp   является следствием 

аксиом (1-16).  Построим для произвольного регулярного выражения p  систему уравнений,  решением 

которой будет набор регулярных выражений, из которых можно будет получить такое регулярное выра-

жение p , что pp   будет следствием из аксиом (1-16). 

Введем понятие производной по слову 
 Xx  для регулярных выражений алгебры 

XX ,,,,,2 


   по аналогии с введенным в [7] понятием производной для регулярных выражений 

алгебры Клини.   

Рекурсивно определим производную )( pDw  регулярного выражения p  по слову w  следующим 

образом. 

Если p , то )( pDw  для любого 
Xw . (17) 

Если Xw ,  то pwpDw )(  для любого  регулярного выражения p . (18) 

Если 
2Xw , то  

           В случае, когда p  состоит из одного слова u , причем Xu , 

)( pDw ; 

(19) 

В случае, когда p  состоит из одного слова u , где 
2Xu ,                              










случаепротивномв

wuеслиXawawa
pDw

,

,,
)(


 

(20) 

Если 21 ppp  , то )()()( 21 pDpDpD www  . (21) 

Если 21 ppp  , то ))(()()( 2121 ppDppDpD www   . (22) 

Если  
 1pp , то 

 ppDpDpD www )()()( . (23) 

Если vuw  , где 
2, Xvu  , то ))(()( PDDpD uvw  . (24) 
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Здесь )( p  – это объединение всех букв алфавита X , которые входят в язык, являющийся стандартной 

интерпретацией  p , как отдельные слова. Рекурсивно определим  )( p  следующим образом: 

 )(;)(;)( abaa   (25) 

)()()( qpqp    (26) 

)()()( qpqp     (27) 

  )()( pp , где     appaXaa ,, ,  (28) 

)())(( pp    (29) 

Покажем, что из аксиом (1-16) следует, что любое регулярное выражение можно представить в виде ком-
бинации его производных. 

Лемма 1. Из аксиом (1-16) следует, что для любого регулярного выражения p  

 
2

)()(
Xw

w ppDwp


   
(29) 

Доказательство. Для доказательства  воспользуемся методом индукции по структуре формулы p .  

Пусть p  построена с использованием n  операций. Если 0n , то по определению регулярных выра-

жений возможны следующие случаи: 

1) p .  В этом случае )( p  по (25), )(wD  для всех w  по (17). 

 Исходя из (11) и (3)  pppDw
Xw

w 


 
2

)()(  . 

2) ., Xxxp    В этом случае xp )(  по (25), )(xDw  для всех w  по (19).  

По аксиомам (11) и (3) pxppDw
Xw

w 


 
2

)()(  . 

3) 
2, Xxyxyp  .  В этом случае )(xy  по (25); zxyDxy )(  ,  

где xyzxyXz  , ; )(xyDab  для всех 
2Xab если xyab  по (20) . Тогда 

pxyzxyppDw
Xw

w 



2

)()(  . 

Если 0n , то по определению регулярных выражений возможны следующие варианты: либо 

21 ppp  , либо 21 ppp  , либо 
 1pp , причем 1p и 2p  – формулы, построенные с использо-

ванием 1n операции. 

Рассмотрим первый вариант. 

Пусть 21 ppp  , причем для 1p  и 2p выполняется утверждение леммы: 

 
2

)()( 111

Xw

w ppDwp


  ;  
2

)()( 222

Xw

w ppDwp


  . 

 Покажем, что   
2

)()(
Xw

w ppDwp


  . 

По определениям (21)  и  (26) можно записать: 

 
22

)()()()( 2121

Xw

w

Xw

w ppppDwppDw


   

)()())()(( 2121
2

pppDpDw
Xw

ww  


  .  

 Полученное выражение с помощью аксиом (8) и (2) можно записать в виде  

pppppDwppDw
Xw

w

Xw

w 


212211
22

)()()()(     
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Рассмотрим второй вариант. Пусть 21 ppp  , и  для 1p  и 2p выполняется утверждение лем-

мы. По определениям (22) и (27) и аксиомам (2) и (8) можно записать: 

 
22

)()()()( 2121

Xw

w

Xw

w ppppDwppDw


   

)()())(()( 212121
22

ppppDwppDw
Xw

w

Xw

w    


. 

По определению (29) )()()())(())(( 212121 pppppp    , поэтому можно за-

писать: 




)()())(()( 212121
22

ppppDwppDw
Xw

w

Xw

w     




))(())(()( 212121
22

ppppDwppDw
Xw

w

Xw

w     

pppppppDw
Xw

w 


212121 )()(
2

   (по аксиоме (8)). 

Наконец, в случае, когда 
 1pp , и  

2

)()( 111

Xw

w ppDwp


  , по определению (23) 

можно записать:  
22

)()()()( 11

Xw

w

Xw

w ppDwppDw






   

pppppDwpDw
Xw Xw

ww  
2 2

11111 )()()(






   (по аксиоме (13)). 

Таким образом, во всех случаях  для регулярного выражения p выполняется 

 
2

)()(
Xw

w ppDwp


  , что и требовалось доказать. ⁭ 

Лемма 2. У любого регулярного выражения  p   количество различных производных конечно. 

Доказательство. Докажем лемму по индукции. Базисом будут следующие три случая:   

1) p ,    2) xp  , где Xx ,   3) xyp  , где 
2Xxy . Во всех этих случаях конечность 

числа производных непосредственно следует из определений (17), (19), (20). 

Предположим, что 21 ppp  , где 1p   и  2p  –  формулы, число различных производных  ко-

торых конечно и равно 1n  и 2n  соответственно. Тогда из определения (21) следует, что для формулы p  

число различных производных 21 nnn  , то есть тоже конечно. 

Аналогичными рассуждениями можно показать, что число производных формулы p  будет конеч-

ным и в тех случаях, когда  21 ppp   и    
 1pp .⁭ 

По лемме 1 для любого регулярного выражения p  каждую из различных производных )( pDi  

(которых по лемме 2  конечное число) можно записать в виде 

))(()()(
2

pDpDwpD
Xw

iji  


  , (30) 

где )( pD j  – это такая из различных производных регулярного выражения p , что, если is  – это любое 

слово, производная по которому совпадает с  )( pDi , то производная по слову  wsi   совпадает с 

)( pD j . 

Лемма 3. Из аксиом  (1-16) следует, что уравнение вида  xqxp   имеет минимальное ре-

шение qqp   . 

Доказательство. Преобразуем аксиому XpppXp    (13) воспользовавшись ак-

сиомами (9) и (6) в qXpppqXp  )()(  
, откуда получим  
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qqpqppqqp     или qqqppqqp   )(  . Таким образом, 

qqp    является решением уравнения xqxp  . Из (14) следует, что, если x является реше-

нием этого уравнения, то qqpx    , то есть qqp    – наименьшее решение уравнения 

xqxp  , что и требовалось доказать. ⁭ 

Из леммы 3 следует, что систему, составленную из всех уравнений (30), можно решить способом, 
аналогичным методу Гаусса для систем линейных уравнений и получить ее наименьшее решение. 

Лемма 4. Из аксиом (1-16) следует, что для любого регулярного выражения 

)( pDwp
Xw

w 


  
(31) 

Доказательство. Для доказательства леммы воспользуемся методом структурной индукции. По 
определению производных 

если p , то ppDw
Xw

w 


)(  ; 

если xp  , Xx , то pxxXpDwpDw
Xw

w

Xw

w 
 

  )()( (по аксиоме (8));  

если xyp  , 
2Xxy , то pxyxyDxyxyXpDw xy

Xw

w 


)()(  (по аксиомам 

(8) и (1) и (3));. 

Предположим, что 21 ppp   и для 1p   и  2p выполняется утверждение леммы:  

)( 11 pDwp
Xw

w 


   и  )( 22 pDwp
Xw

w 


 . Тогда 


 

)()( 21 ppDwpDw
Xw

w

Xw

w   ppppDwpDw
Xw

w

Xw

w 
 

2121 )()(   . 

Пусть 21 ppp   и )( 11 pDwp
Xw

w 


 , )( 22 pDwp
Xw

w 


 . В этом случае 


 

)()( 21 ppDwpDw
Xw

w

Xw

w    


 

21212121 )())(()( ppppppDwppDw
Xw

w

Xw

w     

211 ))(( ppp  .  Так как по определению 11 )( pp  , то pppppp  21211 ))((   

Пусть 
 1pp и  )( 11 pDwp

Xw

w 


 . В этом случае по определениям  (18) и (23) 









 1111 )( ppXpwpDw
XwXw

w   ,  









 1111111 )()()(
222

pppppDwpDwpDw w

Xw

w

XwXw

w   , то есть  

pppppppDwpDw
Xw

w

Xw

w 


 
111111 )()(   (по аксиоме (13) 

Таким образом, во всех случаях )( pDwp
Xw

w 


 , что и требовалось доказать. 

Из лемм 3 и 4 следует, что )(
1

pDwp i

n

i

i 


  для любого регулярного выражения p , где n  – 

число различных производных формулы p ,  )( pDi  – одна из таких производных, iw  – любое слово, 
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производная по которому совпадает с )( pDi . 

Таким образом, с использованием понятия производных регулярных выражений можно построить 
для  произвольного регулярного выражения p   систему уравнений, решение которой существует и дает 

возможность получить такое регулярное выражение p , что  из аксиом (1-16) следует pp  . 

Покажем, что систему уравнений для регулярного выражения можно строить таким образом, что-
бы для двух регулярных выражений с одинаковыми интерпретациями системы уравнений были одинако-
выми, то есть количество неизвестных было одинаковым и соответствующие коэффициенты совпадали. 

Введем понятие производной языка 
 XL ,представимого конечным ориентированным графом с от-

меченными вершинами, по слову 
 Xw :  LywyLDw   . 

Из определения производных  регулярных выражений следует, что все производные также  явля-
ются регулярными выражениями, значит для них тоже можно рассматривать стандартные интерпрета-
ции. 

Лемма 5. Пусть язык )( pL - стандартная интерпретация регулярного выражения p . Тогда для 

любого слова 
 Xw  производная регулярного выражения p  по слову w описывает язык, совпадаю-

щий с производной языка )( pL  по слову w  :    ))(())(( pLDpDL ww  . 

Доказательство. Докажем лемму по индукции. 

Если xp  , Xx , то тогда  xpL )( . По определению производных регулярных выраже-

ний, у формулы  p в этом случае есть только 2 различные производные: xxDw )( , если xw  , и 

)(xDw , если xw  . У языка  xpL )(  также есть только две различные производ-

ные:
 










xwесли

xwеслиx
pLDw

,

,
))(( .  

Таким образом, в обоих случаях ))(())(( pLDpDL ww  . 

Если xyp  , 
2Xxy , то у формулы p  есть три различные производные: xyxyDx  ; 

yxyDxy  ; xDw , если xw   и xyw  . У языка  xypL )(  тоже есть три различные про-

изводные: }{}{ xyxyDx  ;    yxyD xy }{ ; }{xyDw , если xw   и xyw  . Таким обра-

зом, и в этом случае выполняется утверждение леммы ))(())(( pLDpDL ww  . 

Если p , то единственная производная этого регулярного выражения )( pDw  для всех 

 Xw  совпадает с единственной производной языка )( pL . 

Пусть 21 ppp  , причем ))(())(( 11 pLDpDL ww   и ))(())(( 22 pLDpDL ww   для всех 

 Xw .  

По определению производных регулярных выражений (21) )()()( 2121 pDpDppD www  , 

откуда ))(())(())()(())(( 212121 pDLpDLpDpDLppDL wwwww  . 

По определению производных языков  )())(( 11 pLywypLDw   , 

 )())(( 22 pLywypLDw   , поэтому 

    ))(()()()())(())(( 2111 pLDpLywypLpLywypLDpLD www   , значит в 

этом случае ))(())(( pLDpDL ww  . 

Пусть 21 ppp  , ))(())(( 11 pLDpDL ww   и ))(())(( 22 pLDpDL ww   для всех 
 Xw .  

В этом случае  ))(())(()()(())(())(( 212121 pDLpLpLpDLppDLpDL wwww    

))(())(()())(( 2121 pLDpLpLpLD ww   . 

    )(),()()())(( 2121 pLvpLuwvupLpLwyypLDw   
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      )()()(,),( 2121 pLvvpLuwupLvwXupLuvwu   

     ))(())(()())(()(),( 212121 pLDpLpLpLDpLvwvXupLuu ww    

))(( pDL w , то есть в этом случае также ))(())(( pLDpDL ww  . 

Пусть 
 1pp , ))(())(( 11 pLDpDL ww   и ))(())(( 22 pLDpDL ww   для всех 

 Xw .  В 

этом случае )()(())(())(())(( 1111


 pLpDLpDLpDLpDL wwww  . 

       )()()()())(())(( 11111 pLpLuwupLuwupLuwupLDpLD ww  ))(( pDL w
 

Таким образом, во всех случаях ))(())(( pLDpDL ww  , что и требовалось доказать. ⁭ 

Из леммы 5 следует, что для регулярных выражений p  и q , описывающих одинаковые языки  

)()( qLpL    выполняется ))(())(())(())(( qDLqLDpLDpDL wwww    для любого слова 

 Xw . Таким образом, если )()( qLpL  , то каждой из различных производных )( pDi  регулярно-

го выражения p  соответствует одна из различных производных )(qD j  регулярного выражения q : 

))(())(( qDLpDL ji  . 

Пусть число различных производных регулярного выражения p  равно n . Множество 
X  разби-

вается на n   классов эквивалентности iY  так, что слова u  и v  принадлежат одному классу, когда 

))(())(( pDLpDL vu  , то есть каждой из различных производных регулярного выражения p  соот-

ветствует один из классов. Внутри каждого из классов слова можно упорядочить по длине, а слова одной 
длины  – в лексикографическом порядке, и каждому классу сопоставить минимальное слово в этом клас-
се. Эти минимальные слова можно в свою очередь упорядочить таким же образом, одновременно упоря-

дочивая и классы. Пусть  )()( qLpL  . Тогда каждому классу соответствует одна из производных регу-

лярного выражения  q  и одна из производных регулярного выражения  p  (не обязательно одинаковые), 

и различные производные каждого из этих регулярных выражений тоже можно упорядочить так, чтобы 

производным )( pDi  и )(qDi  соответствовал один и тот же класс iY  и соответствующее этому классу 

минимальное слово is . 

Тогда по лемме 1 каждую производную  )(qDi   можно записать в виде 

 
2

))(()()(
Xw

iji qDqDwqD


  , где слово is  – это минимальное слово в классе iY , кото-

рый соответствует производной )(qDi , а )(qD j  – это такая из различных производных, что слово 

wsi   принадлежит классу jY .  

Так как классы iY  для производных )( pDi  и )(qDi совпадают, то и системы уравнений, описы-

вающие все )( pDi  и )(qDi будут совпадать, а следовательно, будут совпадать и их решения. В этом 

случае регулярные выражения p  и q  можно записать в виде:  
n

i

ii pDsp
1

)(


  

 
n

i

ii qDsq
1

)(


 . 

Таким образом, из аксиом (1-16) следует, что qp  . Ранее было показано, что из аксиом следу-

ет pp   и qq  , поэтому qp   также является следствием из аксиом (1-16). Что и требовалось 

доказать. ⁭ 
Выводы. В работе показано, что алгебра языков, представимых в графах с отмеченными верши-

нами, является свободной алгеброй в конечно-базируемом квазимногообразии, задаваемом универсаль-
ной хорновской теорией  (1-16). 
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РЕЗЮМЕ 

Досліджуються властивості алгебри мов, що можуть бути представлені за допомогою скінченних орієнтова-
них графів з поміченими вершинами. Запропонована система аксіом для цієї алгебри та доведена її повнота. 

SUMMARY 

In this paper we study an algebra of languages that can be represented by vertex-labeled graphs, give a finitary axio-
matization of this algebra and prove a completeness theorem. 
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