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ОБ ОДНОМ КЛАССЕ ТРЕХ ИНВАРИАНТНЫХ СООТНОШЕНИЙ
ДЛЯ УРАВНЕНИЙ ДВИЖЕНИЯ ГИРОСТАТА

С ПЕРЕМЕННЫМ ГИРОСТАТИЧЕСКИМ МОМЕНТОМ

Рассматривается движение динамически симметричного гиростата под
действием потенциальных и гироскопических сил с переменным гироста�
тическим моментом, описываемое обобщенными уравнениями класса
Кирхгофа–Пуассона. Получены условия существования трех линейных
инвариантных соотношений специального вида и построены новые реше�
ния уравнений движения, которые выражаются либо в виде элементарных
функций, либо в виде эллиптических функций времени.

Классическая задача о движении тяжелого твердого тела с неподвижной точкой, описывае�
мая уравнениями Эйлера–Пуассона, получила многочисленные обобщения (см., например, об�
зоры [1–4]). Особенность задачи о движении тяжелого гиростата в предположении, что гиро�
статический момент постоянен [1], состоит в том, что уравнения движения допускают три пер�
вых интеграла, и поэтому к ним применима теория Якоби интегрирования уравнений
динамики. На практике, например при управлении ориентацией и стабилизации спутника ро�
торами [5], важным обобщением служит задача о движении гиростата с переменным гиростати�
ческим моментом, которая допускает только два первых интеграла. Эта задача рассматривалась
многими авторами [5–9], исследовались частные случаи движения гиростата [10–13].

1. Постановка задачи. Метод решения. В классических работах [6–8] были заложены
теоретические основы динамики гиростата с переменным гиростатическим момен�
том. Современная ее трактовка дана В.В. Румянцевым [5] и П.В. Харламовым [9]. Они
рассматривали механическую систему, состоящую из тел . Тело�носитель S0

имеет либо неподвижную точку O, либо движение точки O задано (например, В.В. Ру�
мянцев предполагал, что точка O движется по орбите спутника). Тела Si либо геомет�
рически симметричны (роторы [5]), либо динамически симметричны (моменты инер�
ции относительно экваториальных осей равны [9]) и закреплены на теле S0 своими
осями симметрии. Свойства взаимодействия тел S0 и Si определены уравнениями от�
носительного движения.

Будем рассматривать движение гиростата под действием потенциальных и гироско�
пических сил, которые характеризуются влиянием магнитного и электрического по�
лей на намагниченный и наэлектризованный гиростат [14, 15]:

(1.1)

Здесь x – момент количества движения тела�носителя,  – вектор угловой скорости,
связанный с вектором x соотношением  (a – гирационный тензор),  –
функция, характеризующая величину гиростатического момента: ,  – посто�
янный единичный вектор, L – величина, характеризующая действие сил на тела Si со
стороны тела S0 (например, в случае одного ротора [5] L – проекция момента сил на его
ось вращения),  – единичный вектор оси симметрии силовых полей, s – постоянный
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вектор, сонаправленный с вектором обобщенного центра масс,  –
постоянные матрицы третьего порядка; точкой обозначена производная по времени.

Уравнения (1.1) допускают два первых интеграла

(1.2)

где k – произвольная постоянная. Поэтому для применения теории Якоби интегриро�
вания уравнений динамики необходимо найти три дополнительных интеграла. Это
обстоятельство принципиально отличает задачу, описываемую уравнениями (1.1), от
задачи о движении гиростата под действием потенциальных и гироскопических сил в
случае , поскольку в последнем случае есть интеграл энергии, и для инте�
грирования уравнений в квадратурах достаточно найти один дополнительный инте�
грал. Имеется обзор результатов по динамике гиростата с постоянным гиростатиче�
ским моментом [1–4, 16, 17].

Рассмотрим уравнения (1.1) и интегралы (1.2) в скалярной форме, полагая

(1.3)

Тогда, полагая в уравнениях (1.1)  и учитывая равенства (1.3), имеем следующую
систему обыкновенных дифференциальных уравнений:

 (1.4)

 (1.5)

 (1.6)

Интегралы (1.2) в скалярной форме таковы:

(1.7)

Из уравнения (1.4) в силу первого уравнения (1.6) вытекает первый интеграл

(1.8)

Здесь α0 – произвольная постоянная. Этот интеграл – аналог интеграла Кирхгофа–
Харламова [14, 16] задачи о движении тела в идеальной несжимаемой жидкости.

Поставим задачу об исследовании условий существования у уравнений (1.5)–(1.8)
трех инвариантных соотношений

(1.9)

где  – постоянные параметры, подлежащие определению.

Из интеграла (1.8) при учете соотношения (1.9) для  найдем

(1.10)

Внесем выражения (1.9), (1.10) в уравнения (1.5) и учтем в полученных равенствах со�
отношения (1.6). Тогда имеем два уравнения вида 
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Потребуем, чтобы они выполнялись для любых значений  Это приводит к сле�
дующим условиям, налагаемым на параметры уравнений (1.4)–(1.7) и параметры

 инвариантных соотношений (1.9):

(1.11)

(1.12)

(1.13)

(1.14)

Таким образом, условия (1.11)–(1.14) являются необходимыми условиями суще�
ствования решения (1.9) уравнений (1.4)–(1.6).

Поскольку при наличии соотношений (1.10)–(1.14) динамические уравнения (1.4)–(1.5)
становятся тождествами, выпишем уравнения (1.6), (1.7) при учете равенств (1.9), (1.10)

 (1.15)

 (1.16)

Метод исследования условий существования инвариантных соотношений (1.9) со�
стоит в анализе условий (1.11)–(1.14) и последующем интегрировании системы (1.15)
при наличии у нее интегралов  и (1.16).

2. Случай . Из равенств (1.11), (1.13) получаем следующие соотношения:

(2.1)

(2.2)

Если предположить, что в уравнениях (1.14) , то при учете равенства

(2.2) из этих уравнений получим  Тогда из уравнений (1.13) вытекает,

что  т.е. центр масс гиростата неподвижен. Этот вариант исключаем из рассмот�
рения, так как для него необходимо изменять постановку задачи. Следовательно, в
уравнениях (1.12), (1.14) следует положить 

Полагая , из уравнения (2.2) определим

(2.3)

Таким образом, первое соотношение (1.9) при  становится линейной относитель�
но  функцией с известными коэффициентами. 

Воспользовавшись уравнениями (1.11) и (1.13) при , получим

(2.4)

Таким образом, в силу равенств (2.3), (2.4), коэффициенты инвариантных соотно�
шений (1.9) зависят от одной произвольной постоянной .
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Для нахождения решения  обратимся к уравнениям (1.15). Так

как , то из системы (1.15) имеем

(2.5)

Система (2.5) допускает два первых интеграла, вытекающих из соотношений (1.7) и
(1.16):

(2.6)

и поэтому ее решение сводится к квадратурам. Из интегралов (2.6), при учете выраже�
ний (2.1), (2.3) получим

(2.7)

Из первого уравнения системы (2.5) в силу соотношений (2.7) следует, что 

Зависимость  определим путем обращения интеграла

(2.8)

и получим, что  – эллиптическая функция времени. Подставив ее в равен�

ства (2.7), найдем  Это позволяет из соотношений (1.9) получить зависимо�

сти  а из соотношения (1.10) – функцию . Таким образом, ре�
шение уравнений (1.4)–(1.6) в случае (1.9) построено.

3. Случай . Уравнения (1.15) упрощаются:

(3.1)

Из первого уравнения системы (3.1) следует, что при  имеем .
Тогда из соотношения (1.10) вытекает, что величина гиростатического момента посто�
янна. Поэтому в дальнейшем полагаем

Запишем условия (1.11)–(1.14) в исследуемом варианте

(3.2)

Отметим, что параметры  и  произвольны. Решение системы (3.2) можно пред�
ставить в виде

(3.3)
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Из последнего равенства (3.3), полагая, например,  > , найдем

(3.4)

Таким образом, в силу соотношений (3.3), (3.4), величины  принимают
фиксированные значения, зависящие от параметров задачи.

Систему (3.1) при учете условий (3.2) запишем в виде

(3.5)

Эта система имеет два первых интеграла

(3.6)

где  – произвольная постоянная.
В силу структуры второго соотношения (3.6) представляет интерес случай, когда па�

раметр  удовлетворяет условию

(3.7)

Тогда соотношения (3.2) примут вид
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Из формулы (3.12) получим

(3.13)

На основании равенств (3.11), (3.13) из соотношений (1.9) определим  а
из равенства (1.10) найдем 

Таким образом, в случае (3.7), (3.8) переменные задачи – элементарные функции
времени.

Соотношение (3.9) допускает простую геометрическую интерпретацию. Запишем
формулу (3.9) в виде , где n – вектор с компонентами n1 = a1b0.1, n2 = a2b0.2,

. Очевидно, что угол между векторами n и  постоянен во все время движения
(прецессионное движение [17]). Поскольку параметры b0.1 и c0.2 произвольны, то множе�
ство осей, для которых постоянен угол с вертикалью , является частью плоскости.

Рассмотрим общий случай в рамках варианта . Пусть в интегралах (3.6) вве�
дены переменные  согласно формулам (3.11). Тогда из второго интеграла (3.6) по
аналогии с формулой (3.12) можно записать

(3.14)

Используя первое уравнение системы (3.5) и соотношения (3.11), (3.14), получим

 

Тогда функцию  можно найти обращением эллиптического интеграла

(3.15)

Действительности функции ν1(t) можно добиться, например, выбирая произволь�

ные постоянные  согласно неравенству 

так как в этом случае функция (ν1) обладает свойством .

После нахождения из равенства (3.15) функции  переменные  находим на

основании формул (3.11), (3.14). Компоненты  и функцию  определим из
равенств (1.9), (1.10). Следовательно, решение уравнений (1.4)–(1.6) на инвариантных
соотношениях (1.9) выражается в виде эллиптических функций времени.

Автор благодарит Г.В. Горра за внимание к работе.
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