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В работе получены условия существования линейного инвариантного соотношения уравнений движения гиро-
стата под действием потенциальных и гироскопических сил с учетом переменности гиростатического момента. На их 
основе проведена редукция исходных уравнений к системе третьего порядка и указано новое решение этой системы. 
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Введение. Задачи динамики твердого тела и гиростата находят широкое применение в моделиро-
вании движений системы связанных твердых тел не только в случае постоянного гиростатического мо-
мента [1 – 4], но и в случае, когда гиростатический момент зависит от времени [5 – 9]. 

Следует отметить, что задача о движении гиростата с переменным гиростатическим моментом от-
личается от задачи с постоянным гиростатическим моментом, тем, что для уравнений движения первой 
задачи отсутствует интеграл энергии. В силу актуальности задачи о движении гиростата с переменным 
гиростатическим моментом для решения проблем стабилизации и управления движением механических 
систем в настоящее время в ней проводятся интенсивные исследования и получены многочисленные ре-
зультаты. В работах [10-12] изучены маятниковые и равномерные движения гиростата, в [13 – 17] рас-
смотрены условия существования определенных классов прецессионных движений гиростата, в [18 – 21] 
исследованы движения гиростата в случаях, когда уравнения движения допускают два или три инвари-
антных соотношения. 

В данной статье рассмотрены вопросы интегрирования уравнений движения гиростата под дейст-
вием потенциальных и гироскопических сил при условии, что они допускают одно линейное инвариант-
ное соотношение. 

Постановка задачи. Пусть гиростат [9, 22, 23] намагничен, несет на себе электрические заряды и 
находится под действием электрических, магнитных, ньютоновских и лоренцевых сил. Тогда уравнения 
движения гиростата можно записать в виде 

   a a B L C              x x x x s ,                                            (1) 

,a L    x ,                                                                            (2) 

 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , ), ( , , ), , , , ( , , )x x x s s s             x s    

где x  – момент количества движения тела-носителя;   – единичный вектор оси симметрии силовых 
полей; L  – проекция момента сил, действующих на носимое тело, на ось его вращения;   – постоянный 
единичный вектор, характеризующий направление гиростатического момента ( )t  ; ( )t  – ограничен-

ная дифференцируемая функция времени; s  – постоянный вектор, сонаправленный с вектором обоб-

щенного центра масс гиростата; ( )ija a  – гирационный тензор гиростата; ( ),ijB B  ( )ijC C  – по-

стоянные матрицы третьего порядка; точкой обозначена производная по времени. 
Уравнения (1), (2) допускают два первых интеграла 

   1, 2 .B k            x                                                  (3) 

Здесь k  – произвольная постоянная. 
Поставим задачу об исследовании условий существования для уравнений (1), (2) линейного инва-

риантного соотношения (ИС) 

1 0 1 1 2 2 3 3( ) 0.x b b b b                                                           (4) 

Обозначим 1 2 3, ,    – компоненты угловой скорости гиростата. Тогда a x  или  

1 11 1 12 2 13 3 2 12 1 22 2 23 3 3 13 1 23 2 33 3, , ,a x a x a x a x a x a x a x a x a x                    (5) 

где в силу (4) 1 0 1 1 2 2 3 3.x b b b b        

С помощью выражений (5) уравнения Пуассона из (2) запишем так 

1 3 2 2 3 2 1 3 3 1 3 2 1 1 2, , .                                                   (6) 

При исследовании ИС (4) будем применять подход Т. Леви-Чивиты [24]. На его основе вычислим 
производную от ИС (4) в силу первого скалярного уравнения, вытекающего из векторного уравнения (1) 
и уравнений (6) 
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
        

2 3 3 2 2 3 3 2 1 1 1 3 2 2 3 1 2 2 1 3 3 1

1 3 3 2 1 1 2 2 3 2 3 3 2 2 33 2 3 2

( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) 0,

x x t b b

b B B s s C C

                         

                     
     (7) 

где  

   
   

12 1 22 2 23 3 13 1 23 2 33 32 3

12 1 22 2 23 3 13 1 23 2 33 32 3

, ,

, .

B B B B B B B B

C C C C C C C C

           

           

 

 
 

Потребуем, чтобы уравнение (7) становилось тождеством на ИС (4). Поскольку в уравнение (7) входит 
функция ( )t , то необходимо задать ее свойства в зависимости от остальных переменных задачи: 

2 3 1 2 3, , , ,x x    . При этом естественно считать, что ( )t  не зависит от 2x  и 3x , а зависит от перемен-

ных 1 2 3, ,   . В силу этого будем считать, что функция ( )t  является многочленом по 1 2 3, ,   , а 

уравнение (7) выполняется для любых значений величин 2 3,x x  и 1 2 3, ,   . Тогда можно показать, что 

( )t  имеет вид 

0 1 1 2 2 3 3.                                                                                      (8) 

Учитывая указанные выше предположения, а также формулу (8), из уравнения (7) получим систему 

уравнений на параметры задачи, ( 0,3)ib i   инвариантного соотношения (4) и ( 0,3)i i    

23 12 33 220, 0, ,a a a a                                                                            (9) 

2 0 0 3 00, 0,ab                                                                              (10) 

2 23 3 2 2 12 1 2 2 10, 0,ab B b B                                                          (11) 

2 1 2 23 2 3( ) 0,a b B                                                                             (12) 

1 13 3 1 3 3 1 3 33 1 1 1 3 30, 0,ab B b ab B b                                              (13) 

3 1 3 1 22 2 2 1 1( ) 0,a b b B                                                                  (14) 

2 0 2 3 0 3, ,s b s b                                                                                (15) 

23 2 3 23 3 2 12 1 2 13 1 30, 0, 0, 0,C b C b C b C b                                           (16) 

22 33 3 3 2 2 0,C C b b                                                                           (17) 

где 

2 11 2 1 2 13 23 2 3 13 22

3 11 3 1 3 13 1 1 1 22 2 2

( ) ( ), ,

( ) ( ).

a b a B a a a

a b a b B

        

           
                                             (18) 

Условия (9) – (17) – необходимые условия существования ИС (4) уравнений (1),(2) в предположе-
нии (8). Основными задачами данной статьи являются: исследование условий (9) – (17), редукция систе-
мы (1), (2) на ИС (4) при выполнении (8), интегрирование полученной системы дифференциальных урав-
нений, нахождение зависимости исходных переменных ,i ix   от времени. 

Исследование системы (9) – (17). Из равенств (9) вытекает, что ИС (4) имеет место только в слу-
чае, когда первая координатная ось, относительно которой задано соотношение (4), ортогональна круго-
вому сечению гирационного эллипсоида. 

Преобразуем систему (9) – (17), в которой приняты обозначения (18), в общем случае. Из системы 
уравнений (11), (12)имеем 

2 12 1 2 2 1 2 1 3 2 3 2 1 3 12 23, ( ) 0, ( ) ( ) 0.b B a a aB B                            (19) 

Систему (12), (14) используем для определения параметров 1 3,b b  и условия на параметры i  

 1 3 1 3 1 1 2 2 22 33( ) 2 ( ) 2,b a B B                                                        (20) 

 3 3 3 1 2 2 22 33( ) ( ) (2 ),b a B B a                                                        (21) 

2 2 2 2
1 3 3 1 13 2 2 22 33( ) ( 1) 2 2 (1 ) (1 ) (1 ) 0.a a a aB a B a B a                      (22) 

Уравнения (15)–(17) в силу обозначений (18) и системы равенств из (12) и (14) представим виде 

 2
2 0 2 1 2 3 0 3 1 3 0 11 22 13 22( ), ( ), ( ) ;s b s b a a a a                                         (23) 
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23 2 0 3 1 3 23 3 0 2 1 2

12 1 0 2 1 2 13 1 0 3 1 3

( ) 0, ( ) 0,

( ) 0, ( ) 0;

C b b C b b

C b b C b b

           

           
                                           (24) 

 33 22 0 3 3 1 3 2 2 1 2( ) ( ) 0.C C b b b b                                                         (25) 

Разность левых частей первых двух равенств из (24) позволяет определить уравнение, которое не содер-
жит параметра 23C  

1 2 3 3 2( ) 0.b b                                                                                     (26) 

Случай движения гиростата под действием силы тяжести. Положим в системе (19)–(25)  

0, 0, ( , 1,3)ij ijB C i j    

   
2 1 2 2 1 2 1 3 2 3 2 1 3

1 3 1 3 1 1 2 2 3 3 3 1 2 2

, ( ) 0, ( ) 0,

( ) 2 2, ( ) (2 ),

b a a

b a b a a

                

                 
 

2 2
1 3 3 1 2 2( ) ( 1) 2 (1 ) 0,a a a a                                                         (27) 

1 2 1 2 1 3 1 3 2 3 1 3

3 2 1 2 3 3 1 3 2 2 1 2

( ) 0, ( ) 0, ( ) 0,

( ) 0, ( ) ( ) 0.

b b b b b b

b b b b b b

           

           
 

Если в последних пяти уравнениях системы (27) считать 2 1 2 0b      или 3 1 3 0b     , то получим 

0 ( 1,3)ib i   и 

1 2 2 1 2 1 3 2 3 2 1 3

3 1 3 1 1 2 2 3 3 1 2 2

2 2
1 3 3 1 2 2

0, ( ) 0, ( ) 0,

( ) 2 0, ( ) 0,

( ) ( 1) 2 (1 ) 0.

a a

a a

a a a a

                 

                 

             

                               (28) 

Пусть в системе (28) 2 1 30, 0a      . Тогда нетрудно установить, что 0 ( 1,3)i i   . Когда 

2 1 30, 0a       и 2
3 1( 1) 2 0a a     , то из (28) также следует 0 ( 1,3)i i   . 

В случае 2 3 10, a       из системы (28) имеем 1 2 2 1 3 1 3 2 20, ( ) 0,a               

1 1 0.    Поэтому для этого варианта система (27) при 0 ( 1,3)ib i   не имеет решения, для которого 

0 ( 1,3)i i   . 

Положим в системе (27) 2 2 2
1 2 3 0b b b   . Тогда из (10), (23)–(25), (27) найдем решение 

2 1 3 1 2 30, 0, ( 0,3), 0.i ia b i s s                                                         (29) 

Из (29) вытекает, что направление гиростатического момента, определяемое вектором 1 3( ,0, )    

зависит от компонент гирационного тензора 13 22,a a . При этом 1 1x    .  

Случай 2 1 2 3 1 3 1 30, 0, 0b b a            . Из уравнений (23)–(25) получим 

2 3 33 220, 0, 0 ( ), ,ijs s C i j C C                                                             (30) 

Система уравнений (10), (19) – (22) имеет решение 

2 12 23 0 3 0 1 1 1 22 2 3 1 3

1 13 22 1 3 2 3 33 22 1 3

0, 0, 0, , , 0, ,

( ) ( ), 0, ( ) ( ).

B B b a b B b b

B aB a B B a

              

             
                (31) 

В условиях (31) отсутствует второе равенство из (29), параметры 1 3,   выражаются через параметры 

1 3 13 22 33, , , , ,a B B B  , нет линейной зависимости величин 1x  и  . 

Случай 2 1 2 3 1 3 1 30, 0, 0b b a            . Условия (30) в этом случае не изменяются. 

Остальные условия получим из формул (10), (19)–(22) 

2 3 1 12 23 13 22 33 22

0 1 0 1 1 1 22 2 1 2 3 1 3

0, , 0, 0, , ,

, , , .

a B B B aB B B

b b B b b

         

            
                              (32) 

Отличие варианта (32) от варианта (31) состоит в том, что при выполнении равенств (32) значение пара-

метров  ( 0,3)i i   остаются произвольными. 
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Замечание. Приведенные случаи решений системы уравнений (10), (19) – (26) позволяют в общем 
случае охарактеризовать разрешимость указанных условий. Равенство 2 0 0    приводит к рассмотре-

нию двух вариантов: 2 0   и 0 0  . Первый вариант приводит к результату, из которого можно по-

лучить предельный случай постоянства гиростатического момента. Второй вариант – к анализу случая 

0 0b  . Из второго и третьего уравнений системы (19), равенства (22) можно определить значения пара-

метров 1 2 3, ,    через параметры 13 23 22 33, ( 1,3), , , ,ia i B B B B  . При этом найденные значения i  

позволяют определить величины ( 1,3)ib i   из уравнений (19)–(21). Из системы (23)–(25) определяем 

значение параметров 2 3 12 13 23, , , ,s s C C C  и разность 33 22C C . На основании установленных выше 

результатов уравнение (26) может служить для нахождения условий на параметры i . 

Таким образом, получение условий существования ИС (4) уравнений (1), (2) при наличии допол-
нительного соотношения (8) возможно не только в частных случаях, которые представляют определен-
ный интерес, но и в общем случае. 

Редукция системы (1), (2). Пусть уравнения (1), (2) допускают ИС (4) и дополнительное соотно-
шение (8). Выполним редукцию системы (1), (2) к системе относительно переменных 2 3, ,x x  1 2, ,   

3 .При этом вместо переменных 1 2 3, ,    удобно ввести переменные   и    

1 2 3cos , sin cos , sin sin                                                      (33) 

так как при выполнении равенств (33) геометрический интеграл из (3) становится тождеством. 
На основании условий (9) соотношения (5) таковы 

1 11 1 13 3 2 22 2 3 13 1 22 3( , ) , , ( , ) .a x a x a x a x a x                                     (34) 

Здесь в силу (4), (33) введены обозначения 

1 0 1 2 3( , ) cos sin cos sin sinx b b b b                                                 (35) 

Вместо переменных 2 3,x x  введем переменные ,   

2 3cos , sin .x x                                                                              (36) 

На основании соотношений (33)–(36) из интеграла моментов (3) получим 


   
 

 

0 1 0 2 0 3 0

2 2 2
11 1 1 1 22 2 2

2 2
33 3 3 1

2
23 2 3 3 2

( , , ) ( )cos sin cos sin sin

2 cos 2 sin cos

2 sin sin sin cos sin

( )sin sin cos sin cos( ) .

k b

B b B

B ab

B

                 

           

        

          

                              (37) 

С помощью равенств (33) – (36) из уравнений (6) найдем 

22 13 1( , , )sin( ) ( , )cos ,a a x                                                           (38) 




1 13 11

22 13

( , )( cos sin sin )

( , , )( cos cos( ) sin sin sin .

x a a

a a

       

         


                                           (39) 

При нахождении уравнения на   введем следующие обозначения 

0 1 2 3

1 13 1 11 3 2 11

2 2 3 3 2 3

1 1 13 3 11 2 11 13

1 12 22 23

( , ) cos sin cos sin sin

( ) ( )sin cos ,

( ) sin cos , ( ) cos sin ,

( , ) ( )sin cos ( sin sin cos ),

( , , ) cos ( cos s

h a a a

h h s s

g a a a a

H B B B

               

        

           

             

        in )sin cos   

 

 13 23 33cos ( cos sin )sin sin ,B B B                                                       (40) 

2 1 22 13 2 3

3 1 22 2 13

22 3 22 13

( ) ( cos sin )sin ,

( , , ) sin sin( ) ( sin cos

cos )sin ( cos cos sin sin cos ),

H a a

H a a

a a a

         

            

          
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 
 

 

4 22 11 12 13

5 12 22 23

13 23 33

( , , ) cos ( cos sin )sin cos ,

( , , ) cos ( cos sin )sin cos

cos ( cos sin )sin sin .

H a B B B

H C C C

C C C

          

          

       

 

В силу обозначений (35), (40) из уравнения (1) получим 







2
13 1 22 11

13 1 1 2 1 11 1

2 3 13 1 4

2 3 1 5

( , , ) ( , , )sin ( , ) ( , , )( )

( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( , , )

( , , ) ( ) ( , , ) ( , , )sin ( , , )

( ) ( , ) ( )cos sin cos( ) ( , ,

a x a a

a x h h g a H

h H a H H

H h s H

                    

                

                 

              



)cos . 

                              (41) 

Таким образом, система уравнений (1), (2) на ИС (4) и равенстве (8) редуцирована к уравнениям 
(38), (39), (41), которые в силу обозначений (35), (40) представляют собой нелинейную систему трех 
дифференциальных уравнений относительно функций ( ), ( ), ( )t t t   . Отметим, что для одного ИС клас-

са Гесса [25] в задаче о движении тяжелого твердого тела с неподвижной точкой редукция исходных 
уравнений приводила к двум дифференциальным уравнениям [26]. Аналогичное свойство имеет место и 
в задаче об исследовании одного ИС для уравнений класса Кирхгофа–Пуассона [27]. 

Один случай разрешимости уравнений (38), (39), (41). Положим в условиях (19)-(26) 

1 2 3 0 1 11 2 3

22 11 33 11 2 3 22 33

1, 0, 0, 0 ( 0,3), 0, , 0, 0,

, , 0 ( ), 0, 0 ( ), .
i

ij ij

b i B

B B B B B i j s s C i j C C

               

          
             (42) 

Уравнение (27) рассмотрим в предположении 2   , то есть в силу (42) считаем, что оно выполня-

ется для любых значений  . При условиях (42) уравнения для 2 3,x x  из (1) таковы 

 
 

2
2 13 3 13 11 3 3 11 22 1 3 1 3

3 13 2 3 13 11 3 2 22 11 1 2 1 2

,

.

x a x a B x C C s

x a x x a B x C C s

        

         




                                           (43) 

Поскольку мы имеем особый случай, то вместо уравнения (41) удобно исследовать уравнения (43). Для 
этой цели положим 

2 3( )sin sin , ( )sin cos .x t x t                                                                    (44) 

Запишем уравнения (38), (39) при условии  1 0x   с учетом (44) 

22 13( )sin , ( )sin cos .a t a t                                                                      (45) 

Подставив выражения (44) в уравнения (43), найдем 

 2
22 13 11 11 22 1( ) ( )cos ( )sin cos cos .t a t a B t C C s                                      (46) 

Из уравнений (45) вытекает 

0

13
0

22
( ).

cos

ad

a






   

                                                                     (47) 

Интегрируя уравнение (47), имеем 

0 13 0
0 02 2

220

2
cos , ( ), tg .

2 41

w

w

e a
w

ae

            
  

                                       (48) 

Преобразуем уравнение (46), используя замену ( )sinu     , и с учетом (48) получим 

 1 2( ) ( ) ( ) 0,u u F F                                                                    (49) 

где 

 13 11
1 2 1 11 22

13 22
22 0

22

sin 1
( ) , ( ) sin cos .

ch ( )

a B
F F s C C

a aa
a


        

  
                         (50) 
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В формулах (50) для простоты записи положено 0 01 ( 0)    . Уравнение (49) относится к уравнению 

класса Абеля и поэтому не интегрируется в квадратурах. 
Если через ( )u   обозначить решение уравнения (49), то зависимость ( )t    можно определить 

подстановкой ( )u   в уравнение 220 ( )a u  , полученное из системы (45) 

0

22 0( ).
( )

d
a t t

u






 

                                                                               (51) 

Обозначим решение уравнения (51) через  ( )t , тогда ( )t  найдем из (48) 

 13
0

22

1
( ) arccos , ( ) .

ch

a
t w t

w a
                                                       (52) 

Компоненты 2 3,x x  определим на основании (44), замены ( )sinu t    и функции ( )t    

2 3( ) ( )sin ( ), ( ) ( )cos ( ).x t u t t x t u t t                                                        (53) 

Примером решения уравнения (49) в квадратурах может служить случай, когда 1 22 110,s C C  . 

Тогда 

0

1( ) ( ) .u F d




                                                                  (54) 

Функции ( )i t  установим из формул (33), (48). Они позволяют определить из (4) величину 1x . 

Таким образом, приведен пример, когда система (38), (39), (41) интегрируема в квадратурах. Этот 
пример можно охарактеризовать как некоторый аналог решения Гесса [27] для задачи о движении гиро-
стата под действием потенциальных и гироскопических сил. 

В общем случае существования одного линейного инвариантного соотношения система диффе-
ренциальных уравнений (38), (39), (41) как и в классическом случае решения Гесса [26] не интегрируема 
в квадратурах. 

Выводы. Рассмотрены условия существования одного инвариантного соотношения у уравнений 
(1), (2). Выполнена редукция этих уравнений к системе трех дифференциальных уравнений относительно 
новых переменных ( ),t  ( ),t  ( )t . Приведен пример решения редуцированных уравнений.  

РЕЗЮМЕ 

У роботі отримані умови існування лінійного інваріантного співвідношення рівнянь руху гіростата під дією 
потенціальних та гіроскопічних сил з врахуванням змінності гіростатичного моменту. На їх основі проведена редук-
ція вихідних рівнянь до системи третього порядка і вказано новий розв’язок цієї системи. 

Ключові слова: гіростат, гіростатичний момент, інваріантне співвідношення. 

SUMMARY 

The terms of existence of linear invariant correlation of gyrostat motion equalizations under the action of potential 
and gyroscopic forces taking into account changeability of gyrostatic moment are got in this work. On their basis reduction of 
initial equalizations is conducted to the system of third order is conducted and the new decision of this system is indicated. 

Keywords: gyrostat, gyrostatic moment, invariant correlation. 
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