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В данной работе рассматривается взаимодействие стрингера с упругой ортотропной  пластиной конечных 
размеров с цилиндрической анизотропией. Для ее решения используется асимптотический метод, который позволяет 
расщепить напряженно-деформированное состояние пластины на две составляющие, причем каждая из них находит-
ся при последовательном решении краевых задач теории потенциала. 
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Введение.  Поиск подходов к решению контактных задач для тел с криволинейной анизотропией 

является актуальным на протяжении длительного времени, так как подобные задачи имеют обширную 
область применения. Исследования в этом направлении проводятся различными методами [1-7]. При их 
реализации возникают дополнительные трудности, связанные с усложнением геометрии и свойств мате-
риала. В данной работе для решения задачи о контакте упругих тел, одно из которых является одномер-
ным, а второе обладает криволинейной анизотропией ,  используется асимптотический метод  [1, 2]. 

Целью статьи является исследование контактного взаимодействия ортотропного кругового секто-
ра конечных размеров, обладающего цилиндрической анизотропией, с подкрепляющим его упругим эле-
ментом. 

Постановка задачи. Пусть упругая пластина 
0 1,R r R γ θ γ≤ ≤ − ≤ ≤  закреплена по кромкам θ γ= ± . Границы 

0 1,r R r R= =  остаются свободными. В середине между закреп-
ленными кромками (вдоль линии 0θ = ; рис.1) пластина усилена 
стрингером, который в граничной точке 0r R=  нагружен про-
дольным усилием 0P . Материал пластины является ортотропным, 
главные направления анизотропии совпадают с полярными коор-
динатами ,r θ . Пластина работает в условиях обобщенного плос-
кого напряженного состояния, принимается схема контакта по ли-
нии. Требуется определить законы изменения усилия в стрингере, 
контактного усилия взаимодействия между стрингером и пластиной, а также напряжений в пластине. 

Метод решения. Для реализации поставленной цели используется метод, разработанный в [1, 2], 
позволяющий расщепить напряженно-деформированное состояние сектора на две составляющие, обла-
дающие различными свойствами. Краевая задача теории упругости сводится к последовательному реше-
нию задач теории потенциала, и решение исходной задачи определяется как суперпозиция указанных 
составляющих. 

Если вместо полярных координат ,r θ  ввести безразмерные координаты ,ξ η  соотношениями 

0 ,r R eξ θ η= = , то поставленная задача может быть сведена к интегрированию уравнений равновесия 
пластины в перемещениях  

( )1 2 0B u Gu B v u Gmv Gvξξ ηη η ξη η+ − + + − = ; 

( )2 2 0Gv B v B u Gmu G u vξξ ηη η ξη η+ + + + − =  

при следующих граничных условиях: 

( ) ( )1
1 1 0 2 ( ) 0B R e u v uξ

ξ ησ ϑ
−

= + + = ; 

( ) ( )1
0 0 ( 0, )G R e u v v hξ

η ξτ ξ ξ
−

= + − = = = ; 

; 0 ( 0); 0 ( )cu u v u vη η γ= = = = = = ±  . 
Перемещение стрингера cu  удовлетворяет соотношению 

 0 0 0( ) 2 ( ,0).cEFu P R e R eξ ξ
ξξ δ ξ τ ξ= −  (1) 

Рис.1 
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Здесь ,ru u v uθ= =  − компоненты  вектора перемещений пластины; 1 2,B B  − жесткости пласти-
ны на растяжение-сжатие; G  − жесткость на сдвиг; 1,σ τ  − нормальное и касательное усилия в пласти-

не; 2 1 1 21 1m B G B Gϑ ϑ= + = + ; 1 2,ϑ ϑ −коэффициенты Пуассона материала пластины ( )1 2 2 1 ;B Bϑ ϑ=  

EF  − жесткость стрингера на растяжение-сжатие; ( )1 0lnh R R= ; ( )δ ξ  − дельта-функция Дирака; 
( ,0) ( )Tτ ξ ξ=  − контактное усилие взаимодействия между стрингером и пластиной; индексы ,ξ η  обо-

значают дифференцирование по соответствующим координатам. Так как при 0 , 0 ( 0),v vξη = = =  то 
контактное усилие взаимодействия между стрингером и пластиной определяется по формуле 

( ) 1
0 0

( ) ( ,0)T G R e uξ
η η

ξ τ ξ
−

=
= = .                                                    (2) 

В дальнейшем, из условий симметрии относительно оси Ох, рассматриваем лишь область 

0 10 ( ), 0 .h R r Rξ η γ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤  
В соответствии с расщеплением напряженно-деформированного состояния пластины на две со-

ставляющие [1, 2] сформулированная выше краевая задача в первом приближении сводится к последова-
тельному решению следующих двух 

1,0 1,0
1 0B u Guηηξξ + = , 1,0 1,0 0v uη + = ;                                                            (3) 

1,0 1,0 1,00 ( 0, ); ( 0), 0 ( );cu h u u uξ ξ ξ η η γ= = = = = = =                                             (4) 

2,0 2,0 2,0
2 0; 0;Gv B v uηηξξ ξξ+ = =                                                                  (5) 

2,0 1,0 2,0 1,0( 0, ); ( 0, )v u h v vηξ ξ ξ η η γ= − = = = − = = .                                           (6) 

Построение решения задачи.  При определении напряженно-деформированного состояния пер-
вого типа [1, 2] приходится интегрировать уравнение (1) с учетом (2) и нулевыми граничными условия-
ми, а также первое уравнение в системе  (3) с граничными условиями (4). После применения косинус - 
преобразования Фурье с конечными пределами по координате ξ  к уравнению (1) и первому уравнению 
в системе (3), решения полученной задачи, находим 

1,0 0 0 ( , )( , )
( )

P R f n hu n
EF n

η
ϕ∗ = − ,                                                          (7) 

где  

1,0 1,0

0

( , ) ( , )cos( ) ,
h

nu n u dη ξ η α ξ ξ∗ = ∫    
[ ] 2( )

( , ) , ( ) ( ),
( )

n
n n n

n

sh
f n n g cth

sh
ωα γ η

η ϕ α α ωα γ
ωα γ

−
= = +  

2
1 , , 2 ( ).nB G n h g G EFω α π ω= = =                                                 (8) 

        Возвращаясь к оригиналу в равенстве (7), получим  

1,0 0 0 0 0

1

2 ( , )cos( )( )( , ) .
( )

n

n

P R P R f n
u

EF gh EFh n
η α ξω γ ηξ η
ϕ

∞

=

−
= − − ∑                               (9) 

Из второго уравнения системы (3) имеем 
2

1,0 0 0 0 0 1

1

2 ( , )cos( )( )( , )
2 ( )

n

nn

P R P R f n
v

EF gh EFh n
η α ξω γ ηξ η

ω α ϕ

∞

=

−
= − − ∑ ,                        (10) 

где   [ ]1 ( , ) ( ) / ( ).n nf n ch shη ωα γ η ωα γ= −  

Полученные решения не удовлетворяют нулевым граничным условиям по касательным напряже-
ниям  τ  для пластины при 0ξ =  и hξ = , а также нулевым граничным условиям по компоненте вектора 
перемещений v  при 0η =  и .η γ= Устранение соответствующих невязок обеспечивается решением 
краевой задачи (5),(6). 

Применяя к первому уравнению (5) косинус-преобразование Фурье с конечными пределами по 
координате ξ , находим 

                             
2 2,0

2 2 2,0 2*
*2 ( , ) ( , ),m

d v
a v m m

d
λ η λ ψ η

η
− = −                                                     (11) 
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где  

2,0 2,0
*

0

( , ) ( , )cos( ) ,
h

m m
mv m v d
h
πη ξ η α ξ ξ α= =∫ , 

2 1,0 1,0
2 0/ , ( , ) coshG B m u u mη ξ η ξλ ψ η π= == = − =  

= 0 0 0 0 1

1

2 ( ., )(1 cos cos )
(1 cos )

( )
n

n

P R P R f n n m
m

EF gh EF h n
α η π πω ωπ

ϕ

∞

=

−
− + ∑ . 

После применения косинус-преобразования Фурье с конечными пределами по координате ξ  к 
граничным условиям (6) при  0,η η γ= =  получим 

                          2,0 1,0
* *( ,0) ( ,0)v m v m= − ; 2,0 1,0

* *( , ) ( , )v m v mγ γ= − ,                                        (12) 
причем  

1,0 1,0
*

0

( , ) ( , )cos( )
h

mv m v dη ξ η α ξ ξ= ∫ , 

а 1,0 ( , )v ξ η  определяется  по формуле (10). 
Общее решение уравнения (11) может быть записано следующим образом: 

2,0 2 0 0
1 2*

2
( , ) (1 cos )m m m

P R
v m C e C e a m

EF gh
λα η λα η ωη π− −= + + − −  

                         20 0 1
2 2 2 2

1

2 ( ., )(1 cos cos )
,

( )( )
n

n mn

P R f n n m
EF h n a a

α η π πω λ
ϕ ω λ

∞

=

−
−

−
∑                                            (13) 

где величины 1C  и 2C  не зависят от координаты η  и находятся из граничных условий (12). 
 После нахождения 1C , 2C   (из-за громоздкости они здесь не приводятся) и перехода к оригина-

лу, получим 

                     2,0 2,0 2,0
* *

1

1 2( , ) (0, ) ( , )cos( )m
m

v v v m
h h

ξ η η η α ξ
∞

=
= + ∑ .                                        (14) 

Отметим, что решение (13) зависит от комбинации значений m  и n . В частности, при четных m  
и n  (1 cos )mπ− =0, (1 cos cos )n mπ π− =0. Если m  и n  нечетные, то (1 cos )mπ− =2, 
(1 cos cos )n mπ π− =0 и в общем решении (13) сохраняется третье слагаемое. При m -четных и n –
нечетных третье слагаемое в (13) отсутствует, так как (1 cos )mπ− =0,  (1 cos cos )n mπ π− =2, а в ряде 
решения (13) 1,3,...n = . Если m -нечетные, а n –четные, то в решении (13) сохраняются все слагаемые, 
но в ряде n  принимает значение 2,4,...n = . 

Из второго уравнения  системы (5) находим, что 2,0 0u = . 
На этом решение задачи в первом приближении заканчивается. Все граничные условия удовлетво-

ряются. Так как 2,0 0u = , то невязка в граничных условиях по нормальным напряжениям 1σ  при 0ξ = , 
hξ =  отсутствует и, следовательно, решения следующего приближения оказываются нулевыми [1]. По-

этому, если ограничиться первыми двумя приближениями, то компоненты напряженно-
деформированного состояния определяются по формулам 

;u)eR(B),(;vvv;uu ,,,, 011
011

020101
ξ

−ξ=ηξσ+==  

,)(),( 0,21
022 η

ξηξσ veRB −=  

   ( ) ( );vueRG),( ,, 02011
0 ξη

−ξ +=ηξτ                                                       (15) 

усилие в стрингере 

),0()()( 0,11
0 == − ηξ ξ

ξ ueREFN  

а контактное усилие взаимодействия между стрингером и пластиной 
),0()()( 0,11

0 == − ηξ η
ξ ueRGT  
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где 1,0 1,0 2,0, ,u v v  задаются соотношениями (9), (10) и (14). 

Рассмотрим некоторые частные случаи. Функция 1,0 ( , )u ξ η  (9) может быть записана в виде  

1,0 0 0 0 0

1

( , )cos( )( ) 2( , )
( )

n n
n

nn

P R P R f s s
u s

EF gh EF s
η ξω γ ηξ η

π ϕ

∞

=

−
= − − ∆∑ , 

где [ ], , ( , ) ( ) / ( ).n n n n ns n h s h f s sh s sh sπ π η ω γ η ω γ= ∆ = = −  

При 1( )h R→∞ →∞  первый член в правой части последнего равенства стремится к нулю. При 
любом фиксированном h второе слагаемое есть функция от  ns , принимающего значение от hπ  до ∞ . 
Поэтому, при h →∞ получим  

                         1,0 0 0

0

2 ( , )cos( )( , )
( )

P R f s su ds
EF s

η ξξ η
π ϕ

∞

= − ∫ ,                                        (16) 

где [ ] 2( , ) ( ) / ( ), ( ) ( ).f s sh s sh s s s gs cth sη ω γ η ωγ ϕ ωγ= − = +  
Выражение (16) соответствует решению задачи для полубесконечного кругового сектора. 
Аналогично можно показать предельный переход для функции 2,0v (14). 

Если пластина работает только на сдвиг ( 0)ω → , то из равенства (9) производные 1,0 / ;u ξ∂ ∂  
1,0 /u η∂ ∂  могут быть записаны следующим образом: 

                                 
[ ]1,0

*0 0

*

( )
;

( )
sh g hP Ru

EF sh g h
ξγ η

ξ γ
−∂ −

=
∂

                                                  (17) 

                                
[ ]1,0

*0 0

* *

( )1 ,
( )

ch g hP Ru
EF g sh g h

ξ
η γ

−∂
=

∂
                                                    (18) 

где 2
* 2 ( )g G EFγ= , причем здесь использованы формулы из [8]. 

Усилие в стрингере  1 1,0
0 0( ) ( )N EF R e uξ

ξ ηξ −
==  удовлетворяет граничным условиям при 

0ξ =  и hξ = , а контактное усилие взаимодействия между стрингером и пластиной 
1 1,0

0 0( ) ( )T G R e uξ
η ηξ −

== , естественно, не имеет особенности в точке 0ξ = . 

При h →∞  усилие в стрингере и контактное усилие взаимодействия находятся по формулам 
( )*1

0( ) gN P e ξξ − += , *(1 )
0 *( ) /( ) gT P G g EF e ξξ γ − += , которые соответствуют аналогичной задаче для 

полубесконечного кругового сектора. 
Определение характера напряженного состояния в окрестности линии 0ξ =  в исходной поста-

новке задачи сводится к анализу решения (16) при больших значениях параметра s. В этом случае  

[ ] ( )( ) ~ , ~s s ssh s e e sh s eωγ ωη ωγω γ η ωγ−− ; [ ]( ) ~ 1, ( ) ~ s scth s ch s e eωγ ωηωγ ω γ η −− , 

а производные 1,0 / ;u ξ∂ ∂  1,0 /u η∂ ∂  из равенства (16) принимают вид 

                                     
1,0

0 0

0

2 sinsP Ru e s ds
EF s g

ωη ξ
ξ π

∞ −∂
=

∂ +∫ ;                                                           (19) 

                                  
1,0

0 0

0

2 cossP Ru e s ds
EF s g

ωηω ξ
η π

∞ −∂
=

∂ +∫ .                                                         (20) 

В частности,  при 0η =  после вычисления интегралов в (19),(20) [8] получим 

                     [ ]1
0( ) 2 ( ) sin( ) ( ) cos( ) ( )N P e g ci g g si gξξ π ξ ξ ξ ξ−= − ;                                        (21) 

                [ ]1
0( ) 2 ( ) sin( ) ( ) cos( ) ( )T P G EFe g si g g ci gξξ ω π ξ ξ ξ ξ−= − − ,                                  (22) 

где ( )si x  и ( )ci x  – соответственно интегральные синус и косинус, причем выражение в квадратных 

скобках равества (21) при 0ξ =  равно 2π  [8], а контактное усилие ( )T ξ  при 0ξ =  имеет логарифми-
ческую особенность, так как интегральный косинус ci(x) при х=0 имеет эту особенность [9]. 
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Полученная в решении (22) особенность является первым членом разложения точной по парамет-
ру 1/G Bε =  [1, 2]. Поэтому соотношение (22) справедливо лишь вне некоторой окрестности точки 

0ξ = , 0η = . Характер же точной особенности известен [4], неизвестным остается лишь коэффициент 
при этой особенности. Этот  коэффициент может быть найден из условий «сращивания» точного особого 
решения с решением (22). Условия «сращивания» в простейшем случае могут быть сформулированы 
следующим образом: в некоторой точке области контакта должны совпадать как приближенное и особое 
решения, так и их производные. Эти условия дают возможность определить точку сращивания двух ре-
шений и коэффициент особого. Оказывается, что решение (22) несправедливо лишь в очень малой окре-
стности особой точки. 

При η γ=  интеграл в соотношении (20) дает интегральную показательную функцию ( )Ei x  [8], 
которая при х=0 имеет логарифмическую особенность [9]. Поэтому и при η γ=  касательное напряжение 
τ  в окрестности точки 0ξ =  имеет логарифмическую особенность. 

Выводы. С помощью асимптотического метода разложения по малому параметру получено реше-
ние поставленной контактной задачи в первых приближениях, проведен анализ полученных результатов, 
указаны законы распределения усилий в стрингере, контактных усилий взаимодействия между стринге-
ром и пластиной, напряжений в пластине, а также  поведения решений вблизи особых точек. 

 
РЕЗЮМЕ 

У даній роботі розглядається  взаємодія стрингера з пружною ортотропною пластиною кінцевих розмірів з 
циліндричною анізотропією. Для розв´язання  задачі використовується асимптотичний метод, який дозволяє розще-
пити напружено-деформівний стан пластини на дві складові, причому кожна з них знаходиться при послідовному 
розв’язанні крайових  задач теорії потенціалу. 

Ключові слова: асимптотичний метод, анізотропний матеріал, передача навантаження. 
 

SUMMARY 

In the given work interaction of a stringer with an elastic orthotropic plate of final sizes with cylindrical anisotropy is 
considered. For its solution the asymptotic method which allows splitting the intense-deformed condition of a plate on two 
components is used, and each of them is at a sequential solution of boundary value problems of a potential theory. 

Keywords: asymptotic method, anisotropic material, transmission of loading. 
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