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УДК 519.21

ОПТИМАЛЬНОЕ УПРАВЛЕНИЕ ПАКЕТАМИ АКЦИЙ В СЛУЧАЕ
НЕ СКЛОННОГО К РИСКУ ИНВЕСТОРА

c© 2017. Б.В. Бондарев, А.В. Щепетнева

Представлено решение задачи Р. Мертона. В качестве основного процесса в соответствующей
обобщённой модели П. Самуэльсона, описывающей эволюцию во времени цены стоимости всего
рискового набора, будет процесс, описываемый значениями взвешенной суммы винеровских полей,
зависящих от двух параметров- времени и размера пакета акций.

Ключевые слова: задача Р. Мертона, уравнение Р. Беллмана, формула Ито, модель П. Са-
муэльсона, оптимальное управление.

Введение и вспомогательные результаты. Среди современных исследова-
телей портфельного анализа инвестора до сих пор большой популярностью пользует-
ся задача Р. Мертона [1, 2] суть которой состоит в следующем: некий инвестор имеет
возможность вложить имеющиеся у него средства положив долю 0 ≤ 1− u ≤ 1 от
имеющихся у него капитала на банковский счёт под процентную ставку 0 < r < +∞,
образовавшийся остаток в виде доли 0 ≤ u ≤ 1 от имеющихся средств отводит на по-
купку акций (целого числа либо части) одного вида. Предполагается, что S(t), t ≥ 0
– эволюция цены акции, которая описывается моделью П. Самуэльсона [3]

S(t) = S(0) exp

{(
µ− σ2

2

)
t + σW (t)

}
,

где 0 < µ < +∞ – коэффициент локальной доходности, 0 < σ < +∞ – так на-
зываемый коэффициент волантильности, случайный процесс W (t), t ≥ 0 называют
основным процессом. В модели П. Самуэльсона W (t), t ≥ 0 – стандартный вине-
ровский процесс. Предполагается также, что инвестором осуществляется постоянное
потребление капитала компании со скоростью u1(s, x) в момент времени 0 ≤ s ≤ T, x
– значение капитала в момент времени s.

В задаче Р. Мертона инвестор, варьируя долей 0 ≤ u ≤ 1 (долей программного
управления вложением в рисковый актив), пытается обеспечить максимум некото-
рому функционалу потребления

V (t, x) = M

∫ T

t

e−ρs[u1(s,Xx(s, u, u1))]
γds, Xx(t, u, u1) ≡ x > 0,

здесь x – начальный капитал инвестора, Xx(s, u, u1), t ≤ s ≤ T – эволюция капитала
инвестора при конкретном заданном программном управлении 0 ≤ u ≤ 1, потребле-
нии u1, 0 ≤ t – начальный момент времени деятельности инвестора, то есть начало ин-
вестирования, 0 ≤ t < T < +∞ – конец времени инвестирования, 0 < ρ < +∞ – коэф-
фициент непрерывного дисконтирования. Смысл коэффициента 0 < γ < +∞ состоит
в следующем: если u1(s, x) – скорость функции потребления, то случай 0 < γ < 1
характеризует поведение несклонного к риску инвестора; случай γ = 1 характерен
для инвестора, безразличного к риску.

Бондарев Б.В., Щепетнева А.В. 3
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В данной работе поставлена следующая задача: найти программное управле-
ние, то есть (1−u) постоянную долю вложения в безрисковый актив (остаток средств
тратится на покупку m видов пакетов акций, i-й пакет состоит из bi, акций i-го ви-
да, 1 ≤ i ≤ m), и программную скорость потребления u1 такие, чтобы достигался
максимум среднего дисконтированного потребления, причём следует также оптими-
зировать пакеты по их набору, то есть по разнообразию, а также по внутреннему ко-
личественному составу. Основным процессом в соответствующей обобщённой модели
П. Самуэльсона, описывающей эволюцию во времени цены стоимости всего рисково-
го набора, будет процесс, описываемый значениями взвешенной суммы винеровских
полей, зависящих от времени и размера пакета акций.

Безарбитражность предложенной модели рискового актива. В данной
работе будем рассматривать изменённую модель П. Самуэльсона, разработанную для
описании эволюции цены суммы пакетов из bi акций вида i, 1 ≤ i ≤ m, из bi штук,
общее представление которой [4]:

S(t,~b, ~µ, ~σ) = S(0,~b, ~µ, ~σ) exp

{
m∑

i=1

(
µibi − biσ

2
i

2

)
t +

m∑
i=1

σiWi(t, bi)

}
, (1)

где Wi(t, bi), 1 ≤ i ≤ m – значение i-того винеровского поля в (t, bi). Так как

∆Wi(0, 0) = Wi(t, bi)−Wi(t, 0) + Wi(0, 0)−Wi(0, bi) = Wi(t, bi),

то есть приращение поля Wi(x, y) на прямоугольнике [0, t]×[0, bi] совпадает с Wi(t, bi).
Подчиненные потоку неубывающих σ- алгебр =t

0, t ≥ 0(=t
0 < =) поля Wt(t, bi),Wj(t, bj),

i 6= j независимые между собой, σi, 1 ≤ i ≤ m – волатильности i-го пакета из bi акций,
µi, 1 ≤ i ≤ m – локальная доходность, S(0,~b, ~µ, ~σ) — начальная цена акции.

Как известно из [5], классическая модель П. Самуэльсона, описывающая цену
акции, является безарбитражной, т.е. наблюдается невозможность получить безрис-
ковый доход.

Теорема 1. Предложенная измененная модель Самуэльсона обладает свой-
ством безарбитражности.

Доказательство. Для доказательства безарбитражности [6] модели рис-
кового актива достаточно найти плотность перехода от меры P к мере P̃ , по
которой эта эволюция цены уже будет являться мартингалом. Если такая плот-
ность существует, то модель безарбитражна. Плотность естественно должна
удовлетворять следующим условиям:

1) ρ(t) > 0; 2)Mρ(t) = 1; 3)M{ρ(t)/=s
0} = ρ(s).

Рассмотрим процесс

ρ(t,~b, ~µ, ~σ) = exp

{
m∑

i=1

µi

σi

Wi(t, bi)− 1

2

m∑
i=1

(
µi

σi

)2

bit

}
.

Покажем, что ρ(t,~b, ~µ, ~σ) – плотность, то есть проверим условия
1) ρ(t,~b, ~µ, ~σ) ≥ 0, т.к. плотность выражается экспоненциальной функцией;
2) M

{
ρ(t,~b, ~µ, ~σ)/=τ

0

}
= ρ(t,~b, ~µ, ~σ), 0 ≤ τ ≤ t – мартингал;

4 Бондарев Б.В., Щепетнева А.В.
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3) Mρ(t,~b, ~µ, ~σ) ≡ 1, 0 ≤ t < +∞.
Приступим к проверке условия 2). Проверим, что Wi(t, bi), 1 ≤ i ≤ m- ви-

неровский процесс. Действительно Wi(t, bi) имеет нормальное N(0, tbi) распределе-
ние, Wi(t, bi),Wi(t + s, bi) − Wi(t, bi), s ≥ 0, t ≥ 0 – независимые между собой, так
как Wi(t, bi) = ∆Wi(0, 0) = Wi(t, bi) − Wi(t, 0) + Wi(0, 0) − Wi(0, bi) приращение на
[0, t]× [0, bi] и приращение

Wi(t + s, bi)−Wi(t, bi) = Wi(t + s, bi)−Wi(0, bi) + Wi(0, 0)−Wi(t + s, 0)−
−Wi(t, bi) + Wi(t, 0)−Wi(0, bi) + Wi(0, 0) =

Wi(t + s, bi)−Wi(t, bi) + Wi(t, 0)−Wi(t + s, 0) = ∆Wi(t, 0)

есть приращение на [t, t + s] × [0, bi], то есть приращения на непересекающихся
прямоугольниках- независимые величины; Wi(t + s, bi)−Wi(t, bi) распределение нор-
мальное N(0, sbi).

Величины Wi(t, bi),Wj(t, bj), i 6= j независимые между собой по определению.
Далее при 0 < s < t справедливо

M

{
exp

{
m∑

i=1

µi

σi

Wi(t− s, bi)

}
/=s

0

}
= exp

{
−1

2

m∑
i=1

(
µi

σi

)2

bi(t− s)

}
.

Тогда при 0 ≤ τ ≤ t

M{ρ(t,~b, ~µ, ~σ)/=τ
0} = M{ρ(τ + t− τ,~b, ~µ, ~σ)/=τ

0} =

= M{[ρ(τ,~b, ~µ, ~σ)]/=τ
0} ×M{[ρ(t− τ,~b, ~µ, ~σ)]/=τ

0} = ρ(τ,~b, ~µ, ~σ)

Таким образом второе свойство имеет место.
Покажем 3). Так как из 2) следует

M{ρ(t,~b, ~µ, ~σ)/=τ
0} = ρ(τ,~b, ~µ, ~σ) → Mρ(t,~b, ~µ, ~σ) = Mρ(τ,~b, ~µ, ~σ) →

→ Mρ(t,~b, ~µ, ~σ) = Mρ(0,~b, ~µ, ~σ) = 1,

то 3) также имеет место, то есть ρ(t,~b, ~µ, ~σ) – плотность.
Докажем безарбитражность цены. Для этого достаточно показать, что по

эквивалентной мере P̃ процесс S(t,~b, ~µ, ~σ) будет мартингалом, что эквивалентно
тому, что процесс S(t,~b, ~µ, ~σ)ρ(t,~b, ~µ, ~σ) будет мартингалом. Действительно,

S(t,~b, ~µ, ~σ)ρ(t,~b, ~µ, ~σ) = S(0,~b, ~µ, ~σ) exp

{
m∑

i=1

(
µibi − biσ

2
i

2

)
t +

m∑
i=1

σiWi(t, bi)

}
×

× exp

{
m∑

i=1

µi

σi

Wi(t, bi)− 1

2

m∑
i=1

(
µi

σi

)2

bit

}
=

= S(0,~b, ~µ, ~σ) exp

{
m∑

i=1

(
σi − µi

σi

)
Wi(t, bi)−

m∑
i=1

bi

2

(
σi − µi

σi

)2

t

}
.

Можно показать, что при 0 < τ < t < +∞

M exp

{
m∑

i=1

(
σi − µi

σi

)
[Wi(t, bi)−Wi(τ, bi)]−

m∑
i=1

bi

2

(
σi − µi

σi

)2

[t− τ ]

}
= 1,

Бондарев Б.В., Щепетнева А.В. 5
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то арбитраж отсутствует. Теорема 1 доказана. ¤
Дифференциал и формула Ито. Вывод балансового уравнения эволю-

ции капитала инвестора. Задача Р. Мертона. Выше установлено, что процесс
вида W (t, b), t ≥ 0, b > 0, как функция времени t ≥ 0, где параметры t ≥ 0, b > 0 –
неслучайные величины, а W (t, s) – винеровское поле [7], обладает всеми свойствами
винеровского процесса с временным параметром t ≥ 0 и дисперсией b > 0 то есть
W (t, b) ∼ N(0, bt). Сформулируем результаты Ито применительно к нашему случаю.

Пусть (ξt,=t
0)- случайный процесс, имеющий стохастический дифференциал

dξt =
m∑

i=1

(
µibi − biσ

2
i

2

)
dt +

m∑
i=1

σidWi(t, bi), ξ0 = 0, (2)

Пусть функция f(t, x) непрерывна и имеет непрерывные производные f ‘
t(t, x), f ‘

x(t, x),
f “

xx(t, x), тогда процесс f(t, ξt) также имеет стохастический дифференциал

df(t, ξt) = [f ‘
t(t, ξt)dt + f ‘

x(t, ξt)
m∑

i=1

(
µibi − biσ

2
i

2

)
dt +

1

2
f “

xx(t, ξt)
m∑

i=1

biσ
2
i ]dt+

+ f ‘
x(t, ξt)

m∑
i=1

σidWi(t, bi).

Формула (4) будет называться формулой (замены переменных) Ито. Доказательство
аналогично доказательству классической формулы Ито, см. например [8]. Также,
если справедливо утверждение (2) ,то

dS(t,~b, ~µ, ~σ) = S(t,~b, ~µ, ~σ)

[
m∑

i=1

µibidt +
m∑

i=1

σidW (t, bi)

]
, (3)

Из (3) в частности следует, что с точностью до бесконечно малых высшего порядка от
разбиения можно считать, что новая цена всего рискового пакета на момент времени
t + ∆t составит величину

S(t + ∆t,~b, ~µ, ~σ) = S(t,~b, ~µ, ~σ)

[
1 +

m∑
i=1

µibid∆t +
m∑

i=1

σi[W (t + ∆t, bi)−W (t, bi)]

]
(4)

Выведем балансовое уравнение для капитала инвестора, работающего по нашей
схеме. Пусть имеет место (2), цена всего рискового актива описывается формулой (1).
Пусть Xt,x(s) – капитал, который имеет инвестор в момент времени s, 0 ≤ t ≤ s ≤ T,
Xt,x(t) = x; r > 0 – процентная ставка, под которую инвестор вкладывает на бан-
ковский счёт часть капитала (1 − u)Xt,x(s), (0 ≤ u ≤ 1); Xt,x(s) – оставшаяся часть
капитала, на которую инвестор закупает пакет акций цена каждого из которых на
момент времени составляет величину S(s,~b, ~µ, ~σ), µ > r; u1(s, x) – скорость потребле-
ния капитала в каждый момент времени t при наличии капитала x.

На момент времени s + ∆s будем иметь за счёт пакета акций:

uXt,x(s)

S(s,~b, ~µ, ~σ)
S(s + ∆s,~b, ~µ, ~σ) =

= uXt,x(s)

(
1 +

m∑
i=1

µibid∆s +
m∑

i=1

σi[W (s + ∆s, bi)−W (s, bi)]

)
,

6 Бондарев Б.В., Щепетнева А.В.
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где (uXt,x(s))/(S(t,~b, ~µ, ~σ)) – число купленных инвестором в момент времени s, а
uXt,x(s) – отведённая на покупку сумма. В тоже время инвестор будет иметь на
банковском счету:

(1− u)Xt,x(s)(1 + r∆s).

Заметим, что балансовое уравнение Р. Мертона c потреблением (скорость потребле-
ния u1(t, x), если в момент времени t капитал компании x) имеет вид:

dXt,x(s) = (1− u)rXt,x(s)ds + uXt,x(s)
m∑

i=1

µibidt +
m∑

i=1

σidWi(t, bi)−

− u1(s,Xt,x(s))ds, 0 ≤ t ≤ s ≤ T, Xt,x(t) = x.

(5)

Последнее следует из соотношения:

Xt,x(s + ∆s) = uXt,x(s)

(
1 +

m∑
i=1

µibid∆s +
m∑

i=1

σi[W (s + ∆s, bi)−W (s, bi)]

)
+

+ (1− u)Xt,x(s)(1 + r∆s)− u1(s,Xt,x(s))∆s.

Найдем доли вложения ū1(t, x) в рисковый и безрисковый активы, потребление мак-
симизирующих среднее значение суммарного дисконтированного потребления инве-
стора, не склонного к риску

J(u, u1) = M

∫ T

t

e−ρs[u1(s,Xt,x(s))]
γds, 0 < γ < 1, (6)

где J(u, u1) – функционал качества, ρ > 0 – степень дисконтирования, ξt,x(t) = x –
стоимость портфеля в начальный момент времени t.

Запишем уравнение Р. Беллмана [6] для функционала качества (6), найдём оп-
тимальные управления ū, ū1(t, x) и цену управления V (t, x) = V (t, x, ū, ū1).

Платежная функция (функционал качества) в нашем случае имеет вид:

K(t, x, u) = M

([∫ T

t

e−ρs[u1(s,X
u
t,x(s), u)]γds

]
/Xt,x(t) = x

)
, (7)

где Xt,x(s) – марковский процесс, являющийся решением (5), u ∈ U – управление,
U – область допустимых управлений, которая состоит из функций, при которых
уравнение (5) имеет слабое решение.

Необходимо найти управление ū ∈ U , чтобы функционал качества (7) принимал
максимальное значение:

V (t, x) = max
u∈U,u1

K(t, x, u, u1) = K(t, x, ū, ū1)

Необходимо получить уравнение, определяющее связь оптимального управле-
ния ū с платой при оптимальном управлении V (t, x):

V (t, x) = max
u∈U,u1

K(t, x, u, u1).

Бондарев Б.В., Щепетнева А.В. 7
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По свойству марковского процесса имеем

M [F (Xt,x(T ))/Xt,x(s), 0 ≤ s ≤ τ ] = [F (Xt,x(T ))/Xt,x(τ)]; 0 ≤ t ≤ s ≤ τ < T

¯V (t, x) = K(t, x, ū, ū1) =

= M

([∫ T

t+∆t

e−ρs[ū1(s,X
ū
t,x(s))]

γds +

∫ t+∆t

T

e−ρs[ū1(s,X
ū
t,x(s))]

γds

]
/=t

0

)
=

= M

([
M

{∫ T

t+∆t

e−ρs[ū1(s,X
ū
t,x(s))]

γds=t+∆t
0

}
+

∫ t+∆t

T

e−ρs[ū1(s,X
ū
t,x(s))]

γds

]
=t

0

)
=

= M{V̄ (t + ∆t, x + ∆x)/=t
0}+ e−ρt[u1(t, x, ū)]γ∆t + o(∆t).

Используем свойство условного математического ожидания, получим

0 = M{[V̄ (t + ∆t,X ū
t,x(t + ∆t))− V̄ (t, x)]/=t

0}+ e−ρt[ū1(t, x)γ∆t + o(∆t) →
→ M{[V̄ (t + ∆t,X ū

t,x(t + ∆t)−X ū
t,x(t) + x)− V̄ (t, x)]/=t

0}+ e−ρt[ū1(t, x)γ∆t + o(∆t),

X ū
t,x(t + ∆t)−X ū

t,x(t) ≈

≈
([

ūx

m∑
i=1

µibi − (1− u)xr

]
∆t +

m∑
i=1

σi[W (t + ∆t, bi)−W (t, bi)]

)
− ū1(t, x)∆t.

Откуда имеем:

−∂V̄

∂s
=

∂V̄

∂x

[
ūx

m∑
i=1

µibi + (1− ū)xr − ū1(t, x)

]
+ e−ρt[ū1(t, x)γ +

1

2

∂2V̄

∂x2
ū2x2

m∑
i=1

biσ
2
i .

(8)
Анализ случая 0 < γ < 1. Уравнение Р. Беллмана в этом случае примет вид

∂V

∂s
+

1

2

m∑
i=1

(biσ
2
i x

2)ū2∂2V

∂x2
+

[
ūy

m∑
i=1

µibi + (1− ū)ry − ū1(s, x)

]
∂V

∂x
+ e−ρs[ū1(s, x)]γ = 0,

V (T, x) = 0, 0 < γ < 1.

Взяв производные в уравнении Р. Беллмана, имеем:
m∑

i=1

biσ
2
i xū

∂2V

∂x2
+

[
m∑

i=1

µibi − r

]
∂V

∂x
= 0,

∂V

∂x
= e−ρsγ[ū1]

γ−1,

ū = −

[
m∑

i=1

µibi − r

]
∂V

∂x
m∑

i=1

biσ
2
i x

∂2V

∂x2

, ū1 =

[
∂V
∂x

eρs

γ

] 1
γ−1

.

Будем искать цену V (s, x) в виде V (s, x) = g(s)xγ, 0 < γ < 1,

∂V

∂x
= γxγ−1g(s),

∂2V

∂x2
= γ(γ − 1)yγ−2g(s),

∂V

∂s
= yγ dg(s)

ds
,

ū =

[
m∑

i=1

µibi − r

]
∂V

∂x
m∑

i=1

biσ
2
i x

∂2V

∂x2

= −

[
m∑

i=1

µibi − r

]
γxγ−1g(s)

m∑
i=1

biσ
2
i xγ(γ − 1)xγ−2g(s)

=

[
m∑

i=1

µibi − r

]

m∑
i=1

biσ
2
i (1− γ)

,

8 Бондарев Б.В., Щепетнева А.В.
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если ū < 1, то
baru1 = 1,

когда ū ≥ 1, имеем

ū1 =




∂V

∂x
(s, x)eρs

γ




1
γ−1

= [g(s)eρs]
1

γ−1 x.

Рассмотрим случай, когда ū < 1. Подставляя найденные управления в уравне-
ние Р. Беллмана (8), получим:

dg(s)

ds
+

[
r +

1

2
Λ

]
γg(s) + (1− γ)e

ρs
γ−1 [g(s)]

γ
γ−1 = 0, g(T ) = 0,

где

Λ =

(
m∑

i=1

µibi − r

)2

/

m∑
i=1

biσ
2
i (1− γ)

Сделаем замену, положим:

h(s) = [eρsg(s)]
1

1−γ , eρsg(s) = [h(s)]1−γ, g(s) = [h(s)]1−γe−ρs,

dg(s)

ds
= (1− γ)e−ρs[h(s)]−γ dh(s)

ds
− ρ[h(t)]1−γe−ρs.

Тогда получим:

dh(s)

ds
+

[
r +

1

2
Λ− ρ

γ

]
γ

1− γ
h(s) + 1 = 0, h(T ) = 0.

Пусть

A =

[
r +

1

2
Λ− ρ

γ

]
γ

1− γ
,

тогда
dh(s)

ds
+ Ah(s) + 1 = 0, h(T ) = 0.

Решая последнее уравнение, получим

h(s) =
eA(T−s) − 1

A
, g(s) =

[
exp((T − s)A− 1)

A

]1−γ

e−ρs.

Значит цена управления имеет вид

V (t, x) = xγg(t) = xγg(s)

и оптимальными управлениями будут

ū =

[
m∑

i=1

µibi − r

]
/

m∑
i=1

biσ
2
i (1− γ), ū1(t, x) = xg(s)−1

Бондарев Б.В., Щепетнева А.В. 9
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Рассмотрим случай, когда ū ≥ 1. Подставляя найденные ū = 1, ū1(s, x) =

[g(s)eρs]
1

γ−1 x в уравнение Р.Беллмана (8), получим:

− ∂V̄

∂t
=

∂V̄

∂x

[
x

m∑
i=1

µibi − [g(s)eρs]
1

γ−1 x

]
+ e−ρt[g(s)eρs]

γ
γ−1 xγ +

1

2

∂2V̄

∂x2
x2

m∑
i=1

biσ
2
i

V (T, x) = 0, 0 < γ < 1.

(9)

Опять ищем цену в виде V (s, x) = xγg(s). Подставляя в (9), получим:

∂g

∂s
+

1

2

m∑
i=1

biσ
2
i γ(γ − 1)g(s) +

[
m∑

i=1

µibi − [g(s)eρs]
γ

γ−1

]
γg(s) + e−ρs[g(s)eρs]

1
γ−1 = 0

g(T ) = 0, 0 < γ < 1.
(10)

Cделаем замену

h(s) = [g(s)eρs]
γ

γ−1 , g(s)eρs = [h(s)]1−γ, g(s) = [h(s)]1−γe−ρs,

dg(s)

ds
= (1− γ)[h(s)]1−γe−ρs dh(s)

ds
− ρ[h(s)]1−γe−ρs.

Подставляя в (10), получим линейное уравнение

dh(s)

ds
+ h(s)

[
m∑

i=1

µibiγ − ρ

1− γ
− 1

2

m∑
i=1

biσ
2
i γ

]
+ 1− γ,

h(T ) = 0.

Пусть

B =
m∑

i=1

µibiγ − ρ

1− γ
− 1

2

m∑
i=1

biσ
2
i γ, (11)

тогда
dh(s)

ds
+ Bh(s) + 1− γ = 0, h(T ) = 0.

Умножая последнее уравнение на eBs, получим:
[
dh(s)

ds
+ Bh(s)

]
eBt = (γ − 1)eBt,

откуда
d

ds
[h(s)eBs] = (γ − 1)eBs.

Проинтегрировав последнее уравнение на интервале [t, T ], имеем

h(s) = (1− γ)e−Bs

∫ T

s

eBtdt = (1− γ)
eB(T−s) − 1

B
,

g(s) = [h(s)]1−γe−ρs = e−ρs

[
(1− γ)

eB(T−s) − 1

B

]1−γ

,

(12)

10 Бондарев Б.В., Щепетнева А.В.
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Подставив теперь (11) в (12), получим:

h(s) =
(1− γ) [exp (B(T − s))− 1]

B
, g(s) = [h(s)]1−γe−ρs.

Значит, управление будет иметь вид

ū1(s, x) = g(s)−1x.

И цена такого управления составит:

V (t, x) = xγg(t) = xγg(s),

и оптимальные управления

ū = 1, ū1(t, x) = xg(s)−1.

Подводя итоги, результат сформулируем в виде теорем.
Теорема 2.В случае 0 < γ < 1, если ū < 1, то оптимальные управления будут

иметь вид

ū =

[
m∑

i=1

µibi − r

]
/

m∑
i=1

biσ
2
i (1− γ), ū1(t, x) = xg(s)−1,

а цена такого управления составит

V (t, x) = xγ

[
exp((T − s)A− 1)

A

]1−γ

e−ρs

Теорема 3.В случае 0 < γ < 1, если

[
m∑

i=1

µibi − r

]
/

m∑
i=1

biσ
2
i (1− γ) ≥ 1, то

оптимальные управления будут иметь вид

ū = 1, ū1(t, x) = xg(s)−1,

а цена такого управления составит

V (t, x) = xγ[
(1− γ) [exp (B(T − s))− 1]

B
]1−γe−ρs.

Заключение. В отличии от классической задачи Р. Мертона, которая исполь-
зуется для оптимизации портфеля инвестора для случая набора рисковых активов
одного вида, в данной работе описывается оптимизация не только акций, но и пакетов
по их набору и внутреннему количественному составу, что улучшает деятельность
инвестора. Найдено программное управления для измененной обобщенной модели
Самуэльсона.
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OPTIMAL MANAGEMENT OF SHARE HOLDINGS IN CASE OF AN INVESTOR
NOT PRONE TO RISK

B.V. Bondarev, A.V. Shchepetneva

A solution of the Merton’s problem is presented. As the main process in the corresponding
generalized P. Samuelson model describing the evolution in time of the price of the value of the entire risk
set, there will be a process described by the values of the weighted sum of the Wiener fields, depending
on two parameters-the time and size of the share packet.

Keywords: R. Merton’s problem, Bellman’s equation, Ito formula, model P. Samuelson, optimal
control.
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УДК 517.444

ТРАНСМУТАЦИОННЫЕ ОПЕРАТОРЫ В ЕВКЛИДОВЫХ
ПРОСТРАНСТВАХ

c© 2017. В.В. Волчков, Вит.В. Волчков

Изучаются трансмутационные операторы, связанные с разложениями по собственным функ-
циям лапласиана в евклидовых пространствах. Для этих операторов исследуется обобщенное свой-
ство гомоморфизма относительно соответствующих сверточных алгебр, трансмутационное свойство
относительно подходящих дифференциальных операторов, связь между носителями образа и про-
образа, свойство гомеоморфизма между соответствующими пространствами распределений. Кроме
того, установлены явные формулы обращения, неравенства нормативного типа, а также найдены
образы определенных специальных функций и связь с двойственным преобразованием Абеля.

Ключевые слова: сферические средние, функции Бесселя, трансмутационные операторы.

Введение. Пусть Rn – вещественное евклидово пространство размерности n,
M(n) – группа евклидовых движений Rn, K – компактное множество в Rn поло-
жительной лебеговой меры. Рассмотрим следующую задачу [1–2]: описать класс ло-
кально суммируемых функций f : Rn → C таких, что

∫

gK

f(x)dx = 0 (1)

для любого g ∈ M(n). Эта задача допускает различные обобщения и модификации.
Например, вместо одного компакта K можно рассматривать семейство компактов,
а вместо уравнения (1) изучать решения системы уравнений свёртки с заданными
распределениями.

Первые работы по этой теме были выполнены в 1929 году и принадлежат ру-
мынскому математику Д. Помпейю, который изучал существование ненулевых функ-
ций с условием (1) для некоторых K. Как отмечено в [2], он ошибочно предполагал,
что в случае, когда K – шар, уравнение (1) имеет только нулевое решение. Далее
Ф. Джон установил, что функция f ∈ C∞(R3) с нулевыми интегралами по всем ша-
рам фиксированного радиуса r однозначно определяется своими значениями в шаре
Br = {x ∈ R3 : |x| < r}. Позже, в исследованиях Ф. Джона, Д. Дельсарта, Л. Херман-
дера, Л. Зальцмана, К.А. Беренстейна и др., обнаружились глубокие связи указан-
ных вопросов со многими разделам современной математики и приложениями (см.
обзоры [1–5] с обширной библиографией).

В последние годы значительное внимание уделяется локальным вариантам сфор-
мулированной задачи, то есть, когда функция f задана на ограниченной области
D ⊂ Rn и равенство (1) выполнено для g ∈M(n): gK ⊂ D. При переходе от глобаль-
ной ситуации к локальной трудности существенно возрастают. Это связано с нару-
шением групповой структуры, действующей на множестве решений уравнения (1).
Среди первых результатов в этом направлении отметим аппроксимационную теоре-
му Л. Хермандера для решений уравнения свертки на выпуклых областях в Rn, а
также локальную теорему о двух радиусах, полученную К.А. Беренстейном и Р. Гэем
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в 1986 году (см., например, [1]). Мощный аппарат для полного решения многих задач
такого типа, позволивший, в частности, снять абсолютно все лишние ограничения,
имеющиеся в работах предшественников, был создан в работах В.В. Волчкова в конце
прошлого века. Он основан на представлении решений широкого класса уравнений
свёртки в виде рядов по специальным функциям. Результаты этой методики поды-
тожены в монографии [6], где поставлено более пятидесяти новых проблем, рассчи-
танных на продвижение данного направления. В частности, многообещающей про-
граммой исследований представлялось развить технику из [6] для различных классов
однородных пространств с инвариантной мерой. Однако здесь возникли серьёзные
препятствия (например, в случае компактных двухточечно-однородных пространств,
симметрических пространств высоких рангов и группы Гейзенберга).

Ряд этих трудностей был преодолен в результате создания нового метода, раз-
работанного авторами данной работы [7–11]. Он основан на построении и изучении
семейства трансмутационных операторов, устанавливающих гомеоморфизм между
пространством однородных функций заданной степени на том или ином пространстве
и пространством чётных функций на вещественной оси. В некотором обобщенном
смысле эти операторы коммутируют с оператором обобщенной свёртки, что позво-
ляет произвести редукцию ряда задач интегральной геометрии и уравнений свертки
на однородном пространстве к одномерному случаю, который хорошо изучен. Отме-
тим, что реализация указанного подхода требует развития аппарата, связанного с
изучением обобщенных сферических функций и соответствующих сферических пре-
образований.

В данной работе мы продолжаем дальнейшее исследование трансмутацион-
ных операторов, связанных с разложениями по собственным функциям оператора
Лапласа-Бельтрами. Рассматривается случай евклидова пространства и изучаются
следующие свойства трансмутационных операторов: обобщенное свойство гомомор-
физма относительно соответствующих сверточных алгебр, трансмутационное свой-
ство относительно подходящих дифференциальных операторов, связь между носи-
телями образа и прообраза, гомеоморфизм между соответствующими пространства-
ми распределений, явные формулы обращения, образы определенных специальных
функций, неравенства нормативного типа, а также связь с двойственным преобразо-
ванием Абеля. Основные результаты работы уточняют некоторые теоремы, установ-
ленные ранее в [7–10].

Обозначения и вспомогательные сведения.Мы будем использовать следу-
ющие стандартные обозначения: Z, Z+, N – соответственно множества целых, целых
неотрицательных и натуральных чисел; [λ] – целая часть числа λ ∈ R;

(
j
k

)
– би-

номиальные коэффициенты; Γ – гамма функция; Zn
+ – множество мультииндексов

α = (α1, . . . , αn), αj ∈ Z+, 1 ≤ j ≤ n; |α| = α1 + · · · + αn – длина мультииндекса α,

Dαf =
∂|α|f

∂xα1
1 . . . ∂xαn

n

.

Для вектора x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn полагаем |x| = (x2
1 + · · ·+ x2

n)
1/2. Пусть BR =

{x ∈ Rn : |x| < R},
•
BR = {x ∈ Rn : |x| ≤ R},

•
Br,R = {x ∈ Rn : r ≤ |x| ≤ R}.

Пусть O – открытое множество в Rn, D(O) – пространство финитных беско-
нечно дифференцируемых в O функций и D′(O) – соответствующее пространство
распределений в O. Обозначим через E ′(O) множество всех распределений из D′(O)
с компактными носителями.
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Для распределения T ∈ E ′(O) символами supp T и ord T соответственно обозна-
чаются носитель и порядок T . Положим

r0(T ) = inf {r > 0 : supp T ⊂ Br} .

Кроме того, обозначим через r(T ) точную нижнюю грань радиусов открытых шаров,
содержащих носитель T .

Преобразование Фурье T̂ распределения T определяется равенством

T̂ (ζ) = 〈T (x), e−i(x1ζ1+···+xnζn)〉, ζ = (ζ1, . . . , ζn) ∈ Cn.

Символом ∗ обозначается свертка распределений в Rn для тех случаев, когда она
существует.

Пусть n ≥ 2, Sn−1 = {x ∈ Rn : |x| = 1} и ωn−1 = nπn/2/Γ (1 + n/2) – площадь
сферы Sn−1. Пусть также SO(n) – группа вращений Rn, ρ и σ = (σ1, . . . , σn) – поляр-
ные координаты точки x ∈ Rn ( ρ = |x|, а если x ∈ Rn \ {0}, то σ = x/ρ).

Далее нам потребуются некоторые вспомогательные сведения из теории бессе-
левых функций. Символом Jν обозначим функцию Бесселя первого рода с индек-
сом ν. Имеют место равенства

d

dz
(zνJν(z)) = zνJν−1(z),

d

dz

(
z−νJν(z)

)
= −z−νJν+1(z). (2)

Если ν > −1
2
, то выполнена интегральная формула Пуассона

Jν(z) =
(z/2)ν

√
πΓ

(
ν + 1

2

)
∫ 1

−1

eizt
(
1− t2

)ν− 1
2 dt. (3)

Из асимптотических разложений бесселевых функций следует, что при ν ≥ 0 и всех
достаточно больших по модулю z ∈ {ζ ∈ C : Re ζ ≥ 0} имеет место оценка

|Jν(z)| < γ1e
|Imz||z|− 1

2 (4)

с постоянной γ1 > 0, не зависящей от z.
Далее, при ν > −1 функция Jν(z)z−ν имеет бесконечно много нулей. Более то-

го, все эти нули вещественные, простые и расположены симметрично относительно
точки z = 0. Если λ1, λ2, . . . – последовательность всех положительных нулей функ-
ции Jν(z)z−ν , занумерованных в порядке возрастания, то выполнено соотношение
ортогональности

∫ 1

0

tJν(λkt)Jν(λmt)dt =





0, если k 6= m,

1

2
J2

ν+1(λm), если k = m.
(5)

Разложения по сферическим гармоникам. Обозначим через Hn,k множе-
ство всех однородных гармонических многочленов на Rn степени k. Сферической гар-
моникой степени k называется сужение на Sn−1 некоторого многочлена из Hn,k. Мно-
жество всех сферических гармоник степени k далее обозначается символом Hn,k =

Волчков В.В., Волчков Вит.В. 15
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Hn,k(Sn−1). Отметим, что Hn,k и Hn,k являются инвариантными относительно враще-
ний комплексными векторными пространствами. Пусть d(n, k) – размерность Hn,k.
Простые вычисления показывают, что d(n, 0) = 1, d(n, 1) = n и

d(n, k) =

(
n + k − 1

k

)
−

(
n + k − 3

k − 2

)
при k ≥ 2

(см. [12, гл. 4]). Всюду в дальнейшем Hn,k будет рассматриваться как подпростран-
ство L2(Sn−1). Как известно (см. [12, гл. 4]),

∫

Sn−1

h1(σ)h2(σ)dω(σ) = 0

для любых h1 ∈ Hn,k1 , h2 ∈ Hn,k2 , k1 6= k2, где dω – элемент площади на Sn−1. Это
означает, что Hn,k1 ортогонально Hn,k2 при k1 6= k2.

Пусть Y k
j (j ∈ {1, . . . , d(n, k)}) – фиксированный ортонормированный базис в

Hn,k. Для k = 0 имеем Y k
1 (σ) = 1/

√
ωn−1 для всех σ ∈ Sn−1. При n = 2 и k ≥ 1 далее

будет использоваться следующий базис в Hn,k:

Y k
1 (σ) =

1√
2π

(σ1 + iσ2)
k, Y k

2 (σ) =
1√
2π

(σ1 − iσ2)
k. (6)

Положим Y k
j (x) = ρkY k

j (σ) при x = ρσ ∈ Rn\{0} и любых n ≥ 2, k ∈ Z+. Используя
это соотношение, продолжим Y k

j до многочлена на Cn.
Пусть T (τ), τ ∈ SO(n) – квазирегулярное представление группы SO(n) в про-

странстве L2(Sn−1), то есть
(
T (τ)f

)
(σ) = f(τ−1σ) для всех f ∈ L2(Sn−1), σ ∈ Sn−1.

Как известно, T (τ) является прямой суммой попарно неэквивалентных унитарных
представлений T k(τ), действующих в пространствах Hn,k(Sn−1). Кроме того, пред-
ставления T k(τ) неприводимы при n ≥ 3. Пусть {tkl,p(τ)} – матрица представления
T k(τ), то есть

Y k
j (τ−1σ) =

d(n,k)∑
i=1

tki,j(τ)Y k
i (σ), σ ∈ Sn−1. (7)

Если k = 0, имеем tk1,1(τ) = 1 для любого τ ∈ SO(n). При n = 2 и k ≥ 1 из опре-
деления tki,j(τ) получаем, что tk1,1(τ) = e−ikθ, tk2,2(τ) = eikθ, где θ – поворот на угол θ
в R2, соответствующий вращению τ ∈ SO(2). Кроме того, tk1,2(τ) = tk2,1(τ) = 0 для
любого τ ∈ SO(2) (см. (6) и (7)). При n ≥ 3 функции tkl,p удовлетворяют следующим
соотношениям ортогональности





∫

SO(n)

tkl,p(τ)tk
′

l′,p′(τ)dτ = 0, если (k, l, p) 6= (k′, l′, p′),

∫

SO(n)

|tkl,p(τ)|2dτ = 1/d(n, k),

(8)

где dτ – мера Хаара на SO(n), нормированная соотношением (см. [13, гл. 9])
∫

SO(n)

dτ = 1.
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Пусть O – непустое открытое множество в Rn такое, что

τO = O для любого τ ∈ SO(n). (9)

Как обычно, обозначим L1,loc(O) – класс функций, локально суммируемых в O. Ряд
Фурье функции f ∈ L1,loc(O) по сферическим гармоникам имеет вид

f(x) ∼
∞∑

k=0

d(n,k)∑
j=1

fk,j(ρ)Y k
j (σ), x ∈ O, (10)

где

fk,j(ρ) =

∫

Sn−1

f(ρσ)Y k
j (σ)dω(σ). (11)

По теореме Фубини функции fk,j корректно определены для почти всех ρ ∈ {r > 0 :
Sr ⊂ O}, где Sr = {x ∈ Rn : |x| = r}. Для таких ρ имеет место оценка

|fk,j(ρ)| ≤ γ

∫

Sn−1

|f(ρσ)| dω(σ) (12)

с постоянной γ > 0, не зависящей от f . Кроме того, функции fk,j(x) = fk,j(ρ)Y k
j (σ)

принадлежат L1,loc(O). Если n = 2, из (11) получаем, что

fk,j(x) =

∫

SO(2)

f(τ−1x)tkj,j(τ)dτ. (13)

Пусть n ≥ 3. Полагая

fk,l,p(x) = fk,l(ρ)Y k
p (σ), (14)

для f ∈ L2(Sn−1) получаем

f(τ−1x) =
∞∑

k=0

d(n,k)∑

l=1

fk,l(ρ)T k(τ)Y k
l (σ) =

=
∞∑

k=0

d(n,k)∑

l=1

fk,l(ρ)Y k
p (σ)tkl,p(τ).

Отсюда и из (8) следует соотношение

fk,l,p(x) = d(n, k)

∫

SO(n)

f(τ−1x)tkl,p(τ)dτ (15)

для всех k ∈ Z+, l, p ∈ {1, . . . , d(n, k)}. Поскольку для каждого компактного мно-
жества U ⊂ O, удовлетворяющего условию (9) пространство L2(U) плотно в L(U),
из (11) вытекает, что равенство (15) справедливо для любой функции f ∈ L1,loc(O).

Если f ∈ C2(O), то для любых k ∈ Z+, j ∈ {1, . . . , d(n, k)} выполнено соотно-
шение

(∆f)k,j(ρ) = f ′′k,j(ρ) +
n− 1

ρ
fk,j(ρ)− k(n + k − 2)

ρ2
fk,j(ρ), (16)

где ∆ – оператор Лапласа в Rn (см. [6, часть 1, формула (5.20)]).
Далее нам потребуются некоторые свойства коэффициентов Фурье fk,j для

гладких функций f .

Волчков В.В., Волчков Вит.В. 17



ISSN 2415–7058. Вестник ДонНУ. Сер. А: Естественные науки. – 2017. –№ 2

Лемма 1. Пусть k ∈ Z+, j ∈ {1, . . . , d(n, k)}, ν = n
2

+ k − 1 и f ∈ L∞(BR).
Тогда ∣∣∣∣

∫ R

0

ρ
n
2 fk,j(ρ)Jν(zρ)dρ

∣∣∣∣ ≤ γ
eR|Im z|

√
1 + |z|‖f‖L∞(BR), Re z ≥ 0, (17)

где постоянная γ > 0 не зависит от z и f .

Доказательство. Не ограничивая общности, можно считать, что число |z|
является достаточно большим. Полагая

A =

∣∣∣∣
∫ R

0

ρ
n
2 fk,l(ρ)Jν(zρ)dρ

∣∣∣∣ , (18)

имеем

A ≤
∣∣∣∣∣
∫ R/

√
|z|

0

ρ
n
2 fk,l(ρ)Jν(zρ)dρ

∣∣∣∣∣ +

∣∣∣∣∣
∫ R

R/
√
|z|

ρ
n
2 fk,l(ρ)Jν(zρ)dρ

∣∣∣∣∣ . (19)

Используя оценку (12), получаем

|fk,l(ρ)| ≤ γ1‖f‖L∞(BR), ρ ∈ (0, R), (20)

где γ1 > 0 не зависит от f и ρ. Кроме того, при больших |z| и R/
√
|z| ≤ ρ ≤ R из (4)

имеем

|Jν(zρ)| ≤ γ2
eR|Im z|

√
(1 + |z|)ρ. (21)

Из оценок (4), (19), (20) и (21) находим

A ≤ γ3‖f‖L∞(BR) eR|Im z|
∫ R/

√
|z|

0

ρ
n
2 dρ + γ4‖f‖L∞(BR)

eR|Im z|
√

1 + |z|

∫ R

R/
√
|z|

ρ
n−1

2 dρ,

где постоянные γ3, γ4 > 0 не зависят от z и f . Из последнего неравенства следует (17)
и лемма доказана. ¤

Лемма 2. Пусть m ∈ N, k ∈ Z+, j ∈ {1, . . . , d(n, k)}, ν = n
2

+ k − 1 и f ∈
C2m(

•
BR). Тогда

∣∣∣∣
∫ R

0

ρ
n
2 fk,j(ρ)Jν(zρ)dρ

∣∣∣∣ ≤ γ
eR|Im z|

(1 + |z|)2m+ 1
2

‖∆mf‖
C(

•
BR)

, (22)

где Re z ≥ 0 и γ > 0 не зависит от z и f .

Доказательство. Используя (18), с помощью интегрирования по частям и (2),
(16) при z 6= 0 получаем

A =

∣∣∣∣
1

z

∫ R

0

ρ
n
2

(
f ′k,j(ρ)− k

fk,j(ρ)

ρ

)
Jν+1(zρ)dρ

∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣
1

z2

∫ R

0

ρ
n
2

(
f ′′k,j(ρ) + (n− 1)

f ′k,j(ρ)

ρ
− k(n + k − 2)

fk,j(ρ)

ρ2

)
Jν(zρ)dρ

∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣
1

z2

∫ R

0

ρ
n
2 (∆f)k,j(ρ)Jν(zρ)dρ

∣∣∣∣ .
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Повторяя этот процесс m раз, приходим к равенству

A =

∣∣∣∣
1

z2m

∫ R

0

ρ
n
2 (∆mf)k,j(ρ)Jν(zρ)dρ

∣∣∣∣ .

Отсюда и из леммы 1 получаем оценку (22). ¤
Лемма 3. Пусть m ∈ N, k ∈ Z+, j ∈ {1, . . . , d(n, k)}, ν = n

2
+ k − 1 и f ∈

C2m−1(
•
BR). Тогда

∣∣∣∣
∫ R

0

ρ
n
2 fk,j(ρ)Jν(zρ)dρ

∣∣∣∣ ≤ γ
eR|Im z|

(1 + |z|)2m− 1
2

n∑

l=1

∥∥∥∥
∂

∂xl

∆m−1f

∥∥∥∥
C(

•
BR)

, (23)

где Re z ≥ 0 и γ > 0 не зависит от z и f .

Доказательство. Повторяя рассуждения из доказательства леммы 2, при
z 6= 0 имеем равенства

A =

∣∣∣∣
1

z2m−2

∫ R

0

ρ
n
2 (∆m−1f)k,j(ρ)Jν(zρ)dρ

∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣
1

z2m−1

∫ R

0

ρ
n
2

((
∆m−1f

)′
k,j

(ρ)− k

ρ

(
∆m−1f

)
k,j

(ρ)

)
Jν+1(zρ)dρ

∣∣∣∣ . (24)

Далее, для l ∈ {1, . . . , n} имеем

∂

∂xl

((
∆m−1f

)
k,j

(ρ)Y k
j (σ)

)
= ρ−1

(
∆m−1f

)
k,j

(ρ)V (σ)+

+

((
∆m−1f

)′
k,j

(ρ)− k

ρ

(
∆m−1f

)
k,j

(ρ)

)
σlY

k
j (σ),

где V (σ) = 0 при k = 0 и V (σ) = ρ1−k ∂
∂xl

(
Y k

j (x)
)
при k ≥ 1. Если k = 0, то, очевидно,

σlY
k
j (σ) ∈ Hn,1. В случае k ≥ 1 получаем, что σlY

k
j (σ) = V1(σ)+V2(σ), где V1 ∈ Hn,k−1,

V2 ∈ Hn,k+1 (см. [12, гл. 4]). Разлагая V2 по базису в пространстве Hn,k+1, приходим
к выводу, что существует p = p(l) ∈ {1, . . . , d(n, k + 1)} такое, что при ρ ∈ (0, R)

(
∆m−1f

)′
k,j

(ρ)− k

ρ

(
∆m−1f

)
k,j

(ρ) =

=

(
∂

∂xl

((
∆m−1f

)
k,j

(ρ)Y k
j (σ)

))

k+1,p

(ρ). (25)

Используя теперь оценку (20) находим, что при таких ρ
∣∣∣∣

∂

∂xl

((
∆m−1f

)
k,j

(ρ)Y k
j (σ)

)∣∣∣∣ ≤ γ1

∥∥∥∥
∂

∂xl

((
∆m−1f

)
k,j

(ρ)Y k
j (σ)

)∥∥∥∥
C(

•
BR)

,

где γ1 > 0 не зависит от f и ρ. Из этой оценки и равенств (13) и (15) заключаем, что
∥∥∥∥

∂

∂xl

((
∆m−1f

)
k,j

(ρ)Y k
j (σ)

)∥∥∥∥
C(

•
BR)

≤ γ2

n∑

l=1

∥∥∥∥
∂

∂xl

(
∆m−1f

)∥∥∥∥
C(

•
BR)

,

Волчков В.В., Волчков Вит.В. 19



ISSN 2415–7058. Вестник ДонНУ. Сер. А: Естественные науки. – 2017. –№ 2

где γ2 > 0 не зависит от f . Применяя лемму 1, отсюда, из (25) и второго равенства
в (24), получаем требуемое утверждение. ¤

Отображение f → fk,j и разложение (10) можно продолжить на распределения
f ∈ D′(O) следующим образом:

〈
fk,j, ψ

〉
=

〈
f, d(n, k)

∫

SO(n)

ψ(τ−1x)tkj,j(τ)dτ

〉
=

〈
f, (ψ)k,j(ρ) Y k

j (σ)
〉

, ψ ∈ D(O),

(26)
и

f ∼
∞∑

k=0

d(n,k)∑
j=1

fk,j (27)

(см. [6, часть 1, раздел 5.2]). Отметим, что для любого f ∈ D′(O) (соответственно,
f ∈ C∞(O)) ряд в правой части (27) сходится к f в D′(O) (соответственно C∞(O)).

Для всякого множества W(O) ⊂ D′(O) положим

Wk,j(O) =
{
f ∈ W(O) : f = fk,j

}
.

Отметим, что W0,1(O) совпадает с множеством радиальных распределений из W(O).
В дальнейшем мы пишем W\(O) вместо W0,1(O).

Пусть R ∈ (0, +∞]. Для любого класса W(−R, R) распределений на интервале
(−R, R) ⊂ R1 символом W\(−R,R) обозначается множество всех четных распреде-
лений из W(−R, R).

Если T ∈ E ′\(Rn), r(T ) < R ≤ +∞ и f ∈ D′(BR), то из (26) следует, что

(f ∗ T )k,j = fk,j ∗ T в BR−r(T ). (28)

Собственные функции оператора Лапласа. Для λ ∈ C, η ∈ Z+ определим

Φλ,η,k,j(x) = 2
n
2
−1Γ

(n

2

)√
ωn−1Y

k
j (x)

(
∂

∂z

)κ (
Jn

2 +k−1(z|x|)
(z|x|)n/2+k−1

)∣∣∣∣∣
z=λ

, x ∈ Rn, (29)

где
κ = η, если λ 6= 0 и κ = 2η, если λ = 0. (30)

Нетрудно проверить, что
(
∆ + λ2

)η+1
Φλ,η,k,j = 0 в Rn (31)

(см. [6, часть 1, раздел 5.3]).
Далее нас будут в основном интересовать свойства функций Φλ,0,k,j, которые,

согласно (31), являются собственными функциями оператора Лапласа в Rn.
Из (29), (30) и интегрального представления Пуассона для функций Бесселя

(см. (3)) находим

Φλ,0,k,j(x) =
21−kΓ(n/2)

√
ωn−1√

πΓ(n−1
2

+ k)
Y k

j (x)

∫ 1

0

(1− t2)
n−3

2
+k cos(λ|x|t)dt. (32)

Далее, если N ∈ Z+, R ∈ (0, +∞), то

‖Φλ,0,k,j‖
CN (

•
BR)

≤ c(1 + |λ|)N−keR|Imλ|, (33)

где константа c > 0 не зависит от λ,R (см. [6, часть 1, формула (5.30)]).

20 Волчков В.В., Волчков Вит.В.



ISSN 2415–7058. Вестник ДонНУ. Сер. А: Естественные науки. – 2017. –№ 2

Лемма 4. Пусть 0 < r < R, q ∈ Z+, λ ∈ C\{0}, |argλ| ≤ π/2 и |λ| > 2/r. Тогда

‖Φλ,0,k,j‖
Cq(

•
Br,R)

≤ γ|λ|q−n−1
2
−keR|Imλ|, (34)

где постоянная γ > 0 не зависит от λ.

Доказательство. Оценка (34) есть частный случай предложения 9.5 из мо-
нографии [9]. ¤

Лемма 5. Пусть E – бесконечное ограниченное подмножество C и пусть
A(E, k, j) – множество всех конечных линейных комбинаций функций Φλ,0,k,j, где
λ ∈ E. Тогда для любого R > 0 множество A(E, k, j) плотно в пространстве
C∞

k,j(BR) с топологией, индуцированной из C∞(BR).
Доказательство леммы 5 содержится в [9, предложение 9.9].
Обобщенное сферическое преобразование.Пусть k ∈ Z+, j ∈ {1, . . . , d(n, k)}.

Для f ∈ E ′k,j(Rn) введем обобщенное сферическое преобразование Fk
j (f) по формуле

Fk
j (f)(z) =

〈
f, Φz,0,k,j

〉
, z ∈ C.

Если k = 0, то j = 1 и функция f̃(z) = F0
1 (f)(z), z ∈ C называется сферическим

преобразованием распределения f ∈ E ′\(Rn). Из определения следует, что обобщенное
сферическое преобразование является четной целой функцией переменного z ∈ C.

Пусть T ∈ E ′\(Rn). Тогда

Φλ,0,k,j ∗ T = T̃ (λ)Φλ,0,k,j

по теореме о среднем для собственных функций оператора ∆ (см. (31)). Отсюда
получаем

Fk
j (f ∗ T ) = Fk

j (f)T̃ для всех f ∈ E ′k,j(Rn), T ∈ E ′\(Rn). (35)

В частности,
Fk

j (p(∆)f)(z) = p(−z2)Fk
j (f)(z), z ∈ C

для любого многочлена p. Отметим также, что

f̂(ζ) =
2πn/2

ikΓ(n/2)
√

ωn−1

Y k
j (ζ)Fk

j (f)

(√
ζ2
1 + . . . + ζ2

n

)
, ζ ∈ Cn (36)

(см. [6, часть 1, раздел 6.2]).
Следующий результат уточняет теорему 3.1, полученную в работе [8] (см. так-

же [6, гл. 1.6], [9, гл. 9]).
Теорема 1. (i) Если f ∈ E ′k,j(Rn), то

∣∣Fk
j (f)(z)

∣∣ 6 γ1(1 + |z|)γ2er(f)|Im z|, z ∈ C, (37)

где γ2 = ord f − k и γ1 > 0 не зависит от z.

(ii) Если f ∈ E ′k,j(Rn) и 0 6∈ supp f , то оценка (37) выполнена при γ2 = ord f − k −
n−1

2
.
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(iii) Если f ∈ (E ′k,j ∩ L∞
)
(Rn), то

∣∣Fk
j (f)(z)

∣∣ 6 γ2(1 + |z|)−k−n−1
2 er(f)|Im z|‖f‖L∞(Rn), z ∈ C,

где постоянная γ2 > 0 не зависит от z и f .

(iv) Если f ∈ (E ′k,j ∩ C2m
)
(Rn) при некотором m ∈ Z+, то

∣∣Fk
j (f)(z)

∣∣ 6 γ3(1 + |z|)−2m−k−n−1
2 er(f)|Im z|‖∆mf‖C(Rn), z ∈ C,

где постоянная γ3 > 0 не зависит от z и f .

(v) Если f ∈ (E ′k,j∩C2m−1
)
(Rn) при некотором m ∈ N, то для любого l ∈ {1, . . . , n}

имеет место оценка

∣∣Fk
j (f)(z)

∣∣ 6 γ4(1 + |z|)−2m−k−n−3
2 er(f)|Im z|

n∑

l=1

∥∥∥∥
∂

∂xl

∆m−1f

∥∥∥∥
C(Rn)

, z ∈ C,

где постоянная γ4 > 0 не зависит от z и f .

Доказательство. Обозначим K = supp f и q = ord f . Для δ > 0 положим
Kδ = {x+y ∈ Rn : x ∈ K, |y| ≤ δ}. Как известно (см. [14, формула (1.4.2)]), существует
функция χδ ∈ D(Kδ) такая, что χδ = 1 на Kδ/2 и |Dαχδ| < Cδ−|α|, где α ∈ Zn

+ и
постоянная C не зависит от δ. Далее имеем

∣∣Fk
j (f)(z)

∣∣ =
∣∣ 〈

f, χδΦz,0,k,j

〉 ∣∣ ≤ c1

∑

|α|≤q

sup
∣∣Dα

(
χδΦz,0,k,j

)∣∣ . (38)

Используя (33) и формулу Лейбница, получаем, что последнее выражение не превос-
ходит

c2e
(r(f)+δ)|Im z| ∑

|α|≤q

δ−|α|(1 + |z|)q−k−|α|.

Полагая δ = 1/(1 + |z|), отсюда получаем (i).
Утверждение (ii) следует из (38) аналогичным образом, если вместо оценки (33)

использовать (34). Докажем (iii). Согласно (29), имеем

Fk
j (f)(z) = 2

n
2
−1Γ

(n

2

)√
ωn−1

∫

K

f(x)Y k
j (x)

Jν(z|x|)
(z|x|)ν

dx,

где ν = n
2

+ k − 1. Переходя в последнем интеграле к полярным координатам и
используя (11), находим

Fk
j (f)(z) = 2

n
2
−1Γ

(n

2

)√
ωn−1

∫

Sn−1

Y k
j (σ)

∫ r(f)

0

ρ
n
2 f(ρσ)Jν(zρ)dρdω(σ)z1−n

2
−k =

= 2
n
2
−1Γ

(n

2

)√
ωn−1

(∫ r(f)

0

ρ
n
2 fk,j(ρ)Jν(zρ)dρ

)
z1−n

2
−k.

Отсюда и из леммы 1 получаем утверждение (iii).
Утверждения (iv) и (v) доказываются аналогично, только вместо леммы 1 нуж-

но использовать леммы 2 и 3 соответственно. ¤
Следующая теорема уточняет соответствующий результат из работы [8].
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Теорема 2. Пусть w – четная целая функция, удовлетворяющая условию

|w(z)| ≤ γ1(1 + |z|)γ2eR|Im z|, z ∈ C, (39)

где постоянные γ1 > 0, γ2 ∈ R, R ≥ 0 не зависят от z. Тогда существует и
единственно распределение f ∈ E ′k,j(Rn) такое, что Fk

j (f) = w. Кроме того, r(f) ≤
R и

ord f ≤ max {0, γ2 + k + n/2 + 1}. (40)

Если ord f является нечетным числом, то

ord f ≤ 2

[
1

2
(γ2 + k + n/2)

]
+ 1. (41)

Доказательство. Пусть ζ = (ζ1, . . . , ζn) ∈ Cn. По неравенству Шварца
∣∣∣∣Im

√
ζ2
1 + · · ·+ ζ2

n

∣∣∣∣
2

≤
n∑

m=1

(Im ζm)2. (42)

Из условий (39), (42) и [14, теорема 7.3.1] следует, что существует и единственно
распределение f ∈ E ′(Rn) такое, что

f̂(ζ) = w

(√
ζ2
1 + · · ·+ ζ2

n

)
Y k

j (ζ), ζ ∈ Cn.

Кроме того, f ∈ E ′k,j(Rn) и r(f) ≤ R (см. (36), (39) и [8, теорема 3.1(ii)]). Докажем
оценку (40). Сначала рассмотрим случай, когда supp f = {0}. В этом случае

f = p

(
∂

∂x1

, . . . ,
∂

∂xn

)
δ0,

где p – многочлен и δ0 – дельта-функция Дирака, сосредоточенная в нуле (см. [9, след-
ствие 6.2(iii)]). Тогда степень многочлена p равна порядку распределения f и не пре-
восходит величины γ2+k согласно формуле (36). Поэтому оценки (40) и (41) для дан-
ного случая очевидны и далее можно считать, что существует x0 ∈ (suppf)∩(Rn\{0}).
Отметим, что если 2(γ2 + k) + n < 0, то согласно формуле (36) и оценке (39) рас-
пределение f принадлежит L2(Rn) и оценка (40) выполнена. Поэтому далее будем
предполагать, что 2(γ2 + k) + n > 0. Положим d = 1 +

[
1
2
(γ2 + k + n

2
)
]
, тогда d ∈ N.

Докажем, что при сделанных предположениях целая функция w имеет бесконечно
много нулей. Действительно, в противном случае из оценки (39) и теоремы Адамара
о факторизации (см. [6, гл. 1.2]) следует, что w(z) = eαzq(z) для некоторого много-
члена q и некоторого α ∈ C. В силу четности w отсюда заключаем, что w является
четным многочленом, а это противоречит предположению относительно носителя f
(см. [9, следствие 6.2(iii)]). Следовательно, существует многочлен p степени d такой,
что функция w(z)/p(−z2) является целой. Это означает, что уравнение p(∆)F = f
имеет решение F ∈ E ′k,j(Rn) и при этом

Fk
j (f)(z) = Fk

j (F )(z)p(−z2).

Из определения d и условия (39) получаем, что F ∈ L2(Rn) (см. (36)) и тогда
ord f ≤ 2d. Если ord f является нечетным числом, отсюда следует, что ord f ≤ 2d− 1
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и, тем самым, выполнено (41). В противном случае вместо f нужно рассмотреть
распределение f1, у которого

f̂1(ζ) = w

(√
ζ2
1 + · · ·+ ζ2

n

)
ζ1Y

k
j (ζ),

и повторить для него рассуждение с многочленом p. Учитывая, что ord f1 = ord f +1,
отсюда получаем утверждение теоремы 2 в полном объеме. ¤

Теорема 3. Пусть w – четная целая функция, удовлетворяющая (39) и пусть
f ∈ E ′k,j(Rn) такое, что Fk

j (f) = w. Тогда выполнены следующие утверждения.

(i) Если γ2 < −n− k − l для некоторого l ∈ Z+, то f ∈ (E ′k,j ∩ C l)(Rn) и

f(x) =
(ωn−1)

−1

2n−1 Γ2(n/2)

∫ ∞

0

λn+2k−1 Φλ,0,k,j(x)Fk
j (f)(λ) dλ. (43)

(ii) Если γ2 < −n − k и γ2 < −n − k + n−1
2
− l для некоторого l ∈ Z+, то f ∈

C l(Rn\{0}).

Доказательство. Пусть γ2 < −n − k, тогда f̂ ∈ (L1 ∩ L2)(Rn) согласно (37)
и (36). Поэтому f ∈ L2(Rn) и выполнена формула обращения

f(x) =
1

(2π)n

∫

Rn

f̂(ζ) ei(x,ζ) dζ =

=
2n−1

ik πn/2 Γ(n/2) ωn−1

∫

Rn

Fk
j (f)

(√
ζ2
1 + · · ·+ ζ2

n

)
Y k

j (ζ) ei(x,ζ) dζ. (44)

Переходя в последнем интеграле к полярным координатам, получаем, что он равен
∫ ∞

0

λn+2k−1Fk
j (f)(λ)

∫

Sn−1

ei(x,λσ) Y k
j (σ) dω(σ) dλ.

Используя формулу Бохнера (см. [6, формула (1.5.29)]), отсюда и из (65) имеем фор-
мулу (43). Далее, если γ2 < −n− k − l, l ∈ Z+, из (43) и оценки (33) заключаем, что
f ∈ (E ′k,j∩C l)(Rn). Этим доказано утверждение (i). Для доказательства (ii) достаточ-
но воспользоваться утверждением (i) для l = 0 и неравенством (34). Таким образом,
теорема 3 доказана. ¤

Отображение Λk,j. Для k ∈ Z+, j ∈ {1, . . . , d(n, k)} положим

conj
(E ′k,j(Rn)

)
=

{
f ∈ E ′(Rn) : f ∈ E ′k,j(Rn)

}
.

Пусть T ∈ conj
(E ′k,j(Rn)

)
. Согласно теореме Пэли-Винера для одномерного преоб-

разования Фурье и теореме 1(i) существует и единственно распределение Λk,j(T ) ∈
E ′\(R1) такое, что

Λ̂k,j(T )(z) = Fk
j (T )(z) =

〈
T, Φz,0,k,j

〉
, z ∈ C. (45)

Более того, отображение Λk,j : T → Λk,j(T ) является биекцией между пространства-
ми conj

(E ′k,j(Rn)
)
и E ′\(R1). Рассмотрим основные свойства Λk,j.

24 Волчков В.В., Волчков Вит.В.



ISSN 2415–7058. Вестник ДонНУ. Сер. А: Естественные науки. – 2017. –№ 2

Теорема 4. Выполнены следующие утверждения.

(i) ord Λk,j(T ) ≤ max {0, ord T − k + 1} и r
(
Λk,j(T )

)
= r(T ).

(ii) Если ord T < k − 1− l для некоторого l ∈ Z+, то Λk,j(T ) ∈ C l
\(R1).

(iii) Если 0 /∈ supp T и ord T < k + n−3
2
− l для некоторого l ∈ Z+, то Λk,j(T ) ∈

C l
\(R1).

(iv) Если T ∈ (E ′k,j ∩ Cm)(Rn) при некотором m ∈ Z+ и m + k + n−1
2

> 1, то
Λk,j(T ) ∈ C l

\(R1) при l = m + k − 1 +
[

n−1
2

]
.

Доказательство. Утверждение (i) следует из теоремы 1(i) и [9, теорема 6.3].
Далее, из теоремы 1(i) следует, что оценка (37) выполнена при γ2 = ord T−k. Отсюда
и из (45) получаем, что

∣∣Λ̂k,j(T )(z)
∣∣ 6 γ1(1 + |z|)γ2er(T ) |Im z|, z ∈ C. (46)

При условиях утверждения (ii) имеем γ2 = −l − 1 и утверждение (ii) следует из
оценки (46). Утверждения (iii) и (iv) доказываются аналогично, нужно лишь исполь-
зовать второе и третье утверждения теоремы 1. ¤

Всюду в дальнейшем отображение Λ0,1 : E ′\(Rn) → E ′\(R1) будет обозначаться
символом Λ.

В заключение этого параграфа рассмотрим один пример, важный для дальней-
шего. Пусть δ > −1. Определим T ∈ C\(Rn) по формуле

T (x) =





Γ(n
2

+ δ + 1)

π
n
2 Γ(1 + δ)

(1− |x|2)δ, если |x| < 1,

0, если |x| ≥ 1.

(47)

Используя [6, часть 1, раздел 6.1], находим

T̂ (ζ) = 2
n
2
+δΓ

(n

2
+ δ + 1

) Jn
2
+δ

(√
ζ2
1 + · · ·+ ζ2

n

)

(√
ζ2
1 + · · ·+ ζ2

n

)n
2
+δ

, ζ ∈ Cn. (48)

Согласно интегральному представлению Пуассона (см. [6, формула (1.4.49)]), отсюда
имеем

T̂ (ζ) =
Γ

(
n
2

+ δ + 1
)

√
πΓ

(
n
2

+ δ + 1
2

)
∫ 1

−1

(1− t2)
n−1

2
+δeit

√
ζ2
1+···+ζ2

ndt. (49)

С другой стороны, из формулы (36) видно, что

T̂ (ζ) = T̃

(√
ζ2
1 + · · ·+ ζ2

n

)
. (50)

Сопоставляя равенства (50) и (49), получаем, что

Λ(T )(t) =





Γ(n
2

+ δ + 1)√
πΓ

(
n
2

+ δ + 1
)(1− t2)

n−1
2

+δ, если |t| < 1,

0, если |t| ≥ 1.

(51)
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Отметим также, что T (x) ≥ 0 и Λ(t) ≥ 0 для всех x ∈ Rn, t ∈ R1. Кроме того, из (48)
имеем ∫

Rn

T (x)dx = T̂ (0) = 1 = T̃ (0) = Λ̂(T )(0) =

∫

R1

Λ(T )(t)dt. (52)

Используя данные свойства, можно показать, что существует последовательность
функций {Tm} ∈ C\(Rn) с носителями, стягивающимися в точку 0, такие, что f∗Tm →
f при m →∞ локально равномерно для любой f ∈ C(Rn) и при этом g ∗ Λ(Tm) → g
при m →∞ локально равномерно для любой g ∈ C(R1).

Трансмутационные отображения. В этом разделе мы определим и изучим
трансмутационные операторы Ak,j : D′

k,j(BR) → D′
\(−R,R), которые позволяют све-

сти решение ряда проблем, связанных с оператором свертки в Rn, n ≥ 2, к одномер-
ному случаю.

Для f ∈ E ′k,j(Rn) и ψ ∈ D(R1) положим

〈Ak,j(f), ψ〉 =
(ωn−1)

−1

2n−2Γ2(n/2)

∫ ∞

0

λn+2k−1Fk
j (f)(λ)

∫

R1

ψ(t) cos(λt) dt dλ. (53)

Нетрудно убедиться, что Ak,j(f) ∈ D′
\(R1). Рассмотрим основные свойства отображе-

ния f → Ak,j(f).
Пусть T ∈ E ′\(Rn). Учитывая соотношение

Λ̂(T ) = T̃ ,

которое является следствием (45), и используя (35) и (53), получаем обобщенное
трансмутационное свойство

Ak,j(f ∗ T ) = Ak,j(f) ∗ Λ(T ), (54)

выполненное для любых f ∈ E ′k,j(Rn).
Лемма 6. Пусть m = N + k +

[
n+3

2

]
при некотором N ∈ Z. Тогда, если f ∈

(E ′k,j ∩ Cm)(Rn), то Ak,j(f) ∈ CN
\ (R1) и

Ak,j(f)(t) =
(ωn−1)

−1

2n−2Γ2(n/2)

∫ ∞

0

λn+2k−1Fk
j (f)(λ) cos(λt) dλ. (55)

Доказательство. По теореме 1 (ii) имеем

λn+2k−1Fk
j (f)(λ) = O

(
λ

n−1
2

+k−m
)

при λ → +∞. (56)

Далее, из определения m следует, что

n− 1

2
+ k −m = −N − 2 +

n− 1

2
−

[
n− 1

2

]
≤ −N − 3

2
.

Отсюда и из (56) получаем, что Ak,j(f) ∈ CN
\ (R1) и выполнено равенство (55). ¤

Лемма 7. Пусть f ∈ (E ′k,j ∩ C)(Rn) и Ak,j(f) ∈ C\(R1). Тогда

fk,j(%) =
21−kΓ(n/2)

√
ωn−1√

πΓ(n−1
2

+ k)

∫ %

0

Ak,j(f)(t)
(%2 − t2)

n−3
2

+k

%n+k−2
dt. (57)
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Доказательство. Рассмотрим последовательность функций

Tm(x) = mn T (mx), m = 1, 2, . . . ,

где функция T определяется равенством (47). Тогда для любого ζ ∈ Cn

T̂m(ζ) = T̃m

(√
ζ2
1 + · · ·+ ζ2

n

)
= Λ̂(Tm)

(
ζ2
1 + · · ·+ ζ2

n

)
=

= T̂

(
ζ

m

)
= T̃

(
1

m

√
ζ2
1 + · · ·+ ζ2

n

)
= Λ̂(T )

(
1

m

√
ζ2
1 + · · ·+ ζ2

n

)
. (58)

Таким образом, Λ(Tm)(t) = mΛ(T )(mt). При ζ = 0 из равенств (58) и (52) имеем
∫

Rn

Tm(x)dx = 1 =

∫

R1

Λ(Tm)(t)dt.

Учитывая, что Tm ≥ 0 и Λ(Tm) ≥ 0, отсюда получаем, что f ∗ Tm → f при m →
∞ локально равномерно в Rn и Ak,j(f) ∗ Λ(Tm) → Ak,j(f) при m → ∞ локально
равномерно в R1. Кроме того, из равенств (47) и (51) следует, что Tm ∈ Cν

\ (Rn) при
ν = [δ]− 1, δ ≥ 1, а также Λ(Tm) ∈ Cν

\ (R1) при ν =
[

n−1
2

+ δ
]− 1, δ ≥ 3−n

2
. Далее, при

δ ≥ 1 + k +
[

n+3
2

]
из доказательства леммы 6 находим

Ak,j(f ∗ Tm)(t) =
(ωn−1)

−1

2n−2Γ2(n/2)

∫ ∞

0

λn+2k−1Fk
j (f ∗ Tm)(λ) cos(λt) dλ, t ∈ R1.

Отсюда при достаточно больших δ с использованием формулы (32), формулы обра-
щения для преобразования Фурье, теоремы 1(iii) и теоремы 3(i) имеем равенство

(f ∗ Tm)k,j(%) =
21−kΓ(n/2)

√
ωn−1√

πΓ(n−1
2

+ k)

∫ %

0

Ak,j(f ∗ Tm)(t)
(%2 − t2)

n−3
2

+k

%n+k−2
dt =

=
21−kΓ(n/2)

√
ωn−1√

πΓ(n−1
2

+ k)

∫ %

0

(
Ak,j(f) ∗ Λ(Tm)

)
(t)

(%2 − t2)
n−3

2
+k

%n+k−2
dt.

Учитывая доказанные ранее свойства последовательностей {Tm} и {Λ(Tm)}, из по-
следнего соотношения получаем требуемое представление. ¤

Замечание 1. Если f ∈ (E ′k,j ∩ C
)
(Rn) и Ak,j(f) ∈ C\(R1), то равенство (57)

можно переписать в виде

fk,j(x) =
21−k Γ(n/2)

√
ωn−1√

π Γ(n−1
2

+ k)
Y k

j (x)

∫ 1

0

Ak,j(f)(ρu)(1− u2)
n−3

2
+k du.

Лемма 8. Пусть f ∈ E ′k,j(Rn), r ∈ (0, +∞]. Тогда f = 0 на Br в том и только
том случае, когда Ak,j(f) = 0 на (−r, r).

Доказательство. Не ограничивая общности, можно считать, что f принад-
лежит классу

(E ′k,j ∩ Cν
)
(Rn) при достаточно большом ν ∈ N (см. доказательство

леммы 8 и (54)). Но для данного случая требуемое утверждение сразу следует из (57)
и формулы для решения интегральных уравнений абелевского типа (см. [6, часть 1,
лемма 8.1]). ¤

Волчков В.В., Волчков Вит.В. 27



ISSN 2415–7058. Вестник ДонНУ. Сер. А: Естественные науки. – 2017. –№ 2

Замечание 2. Положив в (54) T = ∆νδ0, находим

Ak,j(∆
νf) = (Ak,j(f))(2ν) . (59)

Таким образом, оператор Ak,j обладает трансмутационным свойством (см., например,
[15,формула (2.31)]).

Утверждение леммы 8 позволяет продолжить Ak,j на пространство D′
k,j(BR),

R ∈ (0, +∞], по формуле

〈Ak,j(f), ψ〉 = 〈Ak,j(fη), ψ〉, f ∈ D′
k,j(BR), ψ ∈ D(−R, R), (60)

где η ∈ D\(BR) выбирается так, что η = 1 в Br0(ψ)+ε для некоторого ε ∈ (0, R−r0(ψ)).
Тогда Ak,j(f) ∈ D′

\(−R,R) и Ak,j(f |Br) = Ak,j(f)|(−r,r) для всех r ∈ (0, R].
Теорема 5. При R ∈ (0, +∞] имеют место следующие утверждения.

(i) Если f ∈ D′
k,j(BR), T ∈ E ′\ (Rn) и r(T ) < R, то (54) выполнено на интерва-

ле (r(T ) − R, R − r(T )). В частности, для Ak,j выполнено трансмутационное
свойство (см. замечание 2).

(ii) Пусть f ∈ D′
k,j(BR), r ∈ (0, R]. Тогда f = 0 в Br в том и только том случае,

когда Ak,j(f) = 0 на (−r, r).

(iii) Оператор Ak,j устанавливает гомеоморфизм между пространствами D′
k,j(BR)

и D′
\(−R, R), а также между пространствами C∞

k,j(BR) и C∞
\ (−R, R).

(iv) Если λ ∈ C и µ ∈ Z+, то
Ak,j (Φλ,µ,k,j) = uλ,µ,

где

uλ,µ(t) =





1

2

(
(it)µeiλt + (−it)µe−iλt

)
, если λ 6= 0,

(−1)µt2µ, если λ = 0.

Доказательство. Утверждения (i) и (ii) следуют непосредственно из леммы 8
и определения оператора Ak,j на пространстве D′

k,j(BR). Доказательство утвержде-
ний (iii) и (iv) содержится, например, в [9]. ¤

Теорема 6. При R ∈ (0, +∞] выполнены следующие утверждения.

(i) Если f ∈ (D′
k,j ∩ Cm

)
(BR) при некотором целом m ≥ k +

[
n+3

2

]
, то Ak,j(f) ∈

CN
\ (R1) при N = m− k − [

n+3
2

]
.

(ii) Если f ∈ D′
k,j(BR) и Ak,j(f) ∈ C\ (R1), то f ∈ Ck,j(BR) и выполнено равен-

ство (57) при ρ ∈ (0, R).

Доказательство. Первое утверждение теоремы следует из леммы 6 и опре-
деления Ak,j. Для доказательства (ii) рассмотрим радиальную функцию η ∈ D(BR),
равную единице в BR−ε при некотором ε ∈ (0, R/2). Повторяя для функции fη рас-
суждения из доказательства леммы 8, получим, что равенство (57) выполнено при
ρ ∈ (0, R − 2ε) и что f ∈ Ck,j(BR−2ε). В силу произвольности ε ∈ (0, R/2) отсюда
следует утверждение (ii). ¤

28 Волчков В.В., Волчков Вит.В.



ISSN 2415–7058. Вестник ДонНУ. Сер. А: Естественные науки. – 2017. –№ 2

Теорема 7. Пусть R ∈ (0, +∞], m = N + k +
[

n+3
2

]
, N ∈ Z+. Тогда отображе-

ние Ak,j непрерывно из Cm
k,j(BR) в CN

\ (−R,R).

Доказательство. Рассмотрим последовательность функций fq ∈ Cm
k,j(BR),

q = 1, 2, . . ., такую, что fq → 0 в Cm(BR). Зафиксируем r ∈ (0, R) и выберем η ∈
D\(BR) такую, что η = 1 в Br+ε при некотором ε ∈ (0, R − r). Используя лемму 6,
имеем

Ak,j(fqη)(t) =
ω−1

n−1

2n−2Γ2(n/2)

∫ ∞

0

λn+2k−1Fk
j (fqη)(λ) cos(λt)dλ

при любом t ∈ R1. Отсюда при t ∈ [−r, r] и любом ν ∈ {0, . . . , N} находим

Ak,j(fq)
(ν)(t) = Ak,j(fqη)(ν)(t) =

=
ω−1

n−1

2n−1Γ2(n/2)

∫ ∞

−∞
|λ|n+2k−1Fk

j (fqη)(|λ|)(iλ)νeiλtdλ. (61)

Полагая E = supp η, из (61) получаем

‖Ak,j(ηfq)‖CN ([−r,r]) ≤ c

∫ ∞

−∞
(1 + |λ|)n+2k−1+N

∣∣Fk
j (fqη)(|λ|)

∣∣ dλ,

где c > 0 не зависит от q. Используя оценку (61), отсюда имеем

‖Ak,j(fq)‖CN ([−r,r]) ≤ c1‖ηfq‖Cm(E),

где c1 > 0 не зависит от q. Из последнего неравенства видно, что

lim
q→+∞

‖Ak,j(fq)‖CN ([−r,r]) = 0.

Таким образом, Ak,j(fq) → 0 в CN(−R, R) и теорема 7 доказана. ¤
Следствие 1. Пусть R ∈ (0, +∞], m = N + k +

[
n+3

2

]
, N ∈ Z+ и все про-

изводные функции f ∈ Cm
k,j(BR) порядка не выше m в точке x = 0 равны нулю.

Тогда
Ak,j(f)(s)(0) = 0, s = 0, . . . , N.

Доказательство. Утверждение следует из теоремы 7 и теоремы 5 (ii) с по-
мощью [16, гл. 2, лемма 1.3]. ¤

Теорема 8. Пусть T ∈ conj
(E ′k,j (Rn)

)
, r(T ) < R и f ∈ Cs

k,j(BR), где

s = max

{
k +

[
n + 3

2

]
, ord T + 1 +

[
n + 3

2

]}
.

Тогда
〈T, f〉 =

〈
Λk,j(T ), Ak,j(f)

〉
.

Доказательство. Используя (45) и теорему 5(iv), имеем

〈T, Φλ,0,k,j〉 =
〈
Λk,j(T ), e−iλt

〉
=

=
〈
Λk,j(T ), cos λt

〉
=

〈
Λk,j(T ),Ak,j (Φλ,0,k,j)

〉
(62)

при любом λ ∈ C. Далее, согласно лемме 2, функцию f можно аппроксимировать с
любой точностью в пространстве Cs(BR) линейными комбинациями функций Φλ,0,k,j,
λ ∈ C. Учитывая теорему 7 и теорему 4(i), из равенства (62) получаем требуемое
утверждение. ¤
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Теорема 9. Пусть R ∈ (0, +∞] и f ∈ D′
k,j(BR). Тогда

ord Ak,j(f) ≤ n + k + 1 + ord f. (63)

Если, кроме того, 0 /∈ supp f , то

ord Ak,j(f) ≤ n + 1

2
+ k + 1 + ord f. (64)

Доказательство. Пусть ψ ∈ D(−R, R) и η ∈ D\ (BR), η = 1 в Br0(ψ)+ε для
некоторого ε ∈ (0, R− r0(ψ)). Положим

ηλ(x) = Φλ,0,k,j(x)η(x), λ > 0, x ∈ Rn.

Тогда имеем

〈Ak,j(f), ψ〉 =
ω−1

n−1

2n−2γ(n/2)

∫ ∞

0

λn+2k−1

∫ R

−R

ψ(t) cos(λt) dt 〈f, ηλ〉 dλ. (65)

Используя оценку (33), получаем

|〈f, ηλ〉| ≤ c(1 + λ)ord f−k, (66)

где постоянная c > 0 не зависит от λ. Кроме того,
∫ R

−R

ψ(t) cos(λt) dt ≤ 1

λν

∫ R

−R

∣∣ψ(ν)(t)
∣∣ dt, λ > 0, (67)

при любом ν ∈ Z+. Полагая ν = ord f + n + k + 1, из (65), (66) и (67) имеем

|〈Ak,j(f), ψ〉| ≤ c1

∫ R

−R

∣∣ψ(n+k+1+ord f)(t)
∣∣ dt,

где c1 не зависит от ψ. Из последнего неравенства следует (63). Для получения
неравенства (64) достаточно повторить данные рассуждения с использованием оцен-
ки (34) вместо (33). ¤

Далее, пусть r ∈ (0, +∞), N, k ∈ Z+ и m = N + k +
[

n+3
2

]
. Если f ∈ Cm

k,j(
•
Br), то

существует f1 ∈ Cm
k,j (Rn) такая, что

f1| •
Br

= f. (68)

Более того, если f2 ∈ Cm
k,j (Rn) и равенство (68) выполнено для функции f2 вместо

f1, то отсюда и из (68) следует, что Ak,j(f1) = Ak,j(f2) на [−r, r] (см. теорему 5(ii)).

Это означает, что можно корректно определить Ak,j как отображение из Cm
k,j(

•
Br) в

CN
k,j([−r, r]), полагая

Ak,j(f) = Ak,j(f1)|[−r,r] , f ∈ Cm
k,j(

•
Br). (69)

Отметим, что так определенное отображение будет непрерывным отображением из
пространства Cm

k,j(
•
Br) в пространство CN

k,j([−r, r]). Действительно, если последова-

тельность функций fl ∈ Cm
k,j(

•
Br), l = 1, 2, . . ., сходится к нулю в Cm

k,j(
•
Br), то каждую

из этих функций можно продолжить на Rn так, чтобы для любого R > r соответству-
ющая последовательность продолжений сходилась в Cm

k,j(BR). Для этого достаточно
использовать функции вида pl(ρ)Y k

j (σ) при подходящих многочленах pl. Используя
равенство (69) и теорему 7, получаем, что Ak,j(fl) → 0 в CN

k,j([−r, r]).
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Теорема 10. Пусть r ∈ (0, +∞), k ∈ Z+, j ∈ {1, . . . , d(n, k)}. Тогда существу-
ет постоянная c > 0, такая, что

∫ r

−r

∣∣∣(Ak,j(f))(M) (t)
∣∣∣ dt ≤ c

[n+k
2 ]+1∑
i=0

∫

Br

∣∣∣
(
∆[M+1

2 ]+if
)

(x)
∣∣∣ dx (70)

для всех M ∈ Z+ и f ∈ Cµ
k,j(

•
Br), где µ = 2

[
M+1

2

]
+ 2

[
n+k

2

]
+ 2.

Доказательство. Сначала рассмотрим случай, когда f ∈ C∞
k,j(

•
Br) и M = 2N ,

N ∈ Z+. Положим h = (Ak,j(f))(2N) и определим функцию

g(t) =





e−iarg h(t), если t ∈ [−r, r] и h(t) 6= 0

1, если t ∈ [−r, r] и h(t) = 0

0, если |t| > r.

(71)

Тогда
|ĝ(λ)| ≤ 2rer|Imλ|, λ ∈ C, (72)

а также ∫ r

−r

|h(t)|dt =

∫ r

−r

h(t)g(t)dt. (73)

В соответствии с теоремой 4 заключаем, что существует T ∈ conj
(E ′k,j (Rn)

)
, такое,

что
g = Λk,j(T ) и r(T ) = r. (74)

Кроме того, из (74), (45) и теоремы 2 следует, что ord T ≤ 1 + k + n
2
. Используя

теорему 8, равенство (73) можно переписать в виде
∫ r

−r

|h(t)|dt =

∫ r

−r

(Ak,j(f))(2N) (t)
(
Λk,j(T )

)
(t)dt =

=

∫ r

−r

Ak,j

(
∆Nf

)
(t)Λk,j(T )(t)dt =

〈
T, ∆Nf

〉
.

(см. теорему 5(i)). Далее, пусть

αi =
ωn−1λ

n+2k−2
i ĝ(λi)

2n−1πnr2J2
n
2
+k(λir)

, i = 1, . . . , [(n + k)/2] + 1,

где λ1, λ2, . . . – последовательность всех положительных нулей функции Jn
2
+k−1(λr),

перенумерованных в порядке возрастания. Рассмотрим функцию

w(x) =





[(n+k)/2]+1∑
i=1

αiΦλi,0,k,j(x), если x ∈ Br,

0, если x ∈ Rn\Br.

(75)

Из соотношений ортогональности для функций Бесселя (см. (5)) получаем, что

Fk
j (T )(λi) = Fk

j (w)(λi), i = 1, . . . ,

[
n + k

2

]
+ 1. (76)
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Кроме того, из (75) видно, что выполнено неравенство

|w(x)| ≤ c1, x ∈ Rn, (77)

в котором константа c1 зависит только от n, k и r. Положим

P (−λ2) =

[n+k
2 ]+1∏
i=1

(λ2
i − λ2).

Согласно (76), функция

u(λ) =
Fk

j (T )(λ)−Fk
j (w)(λ)

P (−λ2)

является целой и четной. Пусть R = 2λl, где l =
[

n+k
2

]
+ 1. Тогда при λ ≥ R имеем

|P (−λ2)| > c2(1 + |λ|)2[(n+k)/2]+2,

где постоянная c2 > 0 зависит только от n, k, r. Следовательно, при таких λ

|u(λ)| ≤ c−1
2 (1 + |λ|)−2[n+k

2 ]−2 (∣∣Fk
j (T )(λ)

∣∣ +
∣∣Fk

j (w)(λ)
∣∣) .

Принимая во внимание оценку (72), получаем

∣∣Fk
j (T )(λ)

∣∣ =
∣∣∣Λ̂k,j(T )(λ)

∣∣∣ =
∣∣ĝ(λ)

∣∣ ≤ 2rer|Im λ|, λ ∈ C.

Кроме того, из (33) и (77) следует, что
∣∣Fk

j (w)(λ)
∣∣ =

∣∣〈w, Φλ,0,k,j

〉∣∣ ≤ c3e
r|Im λ|, λ ∈ C,

где c3 > 0 зависит только от n, k, r. Таким образом, выполнено неравенство

|u(λ)| ≤ c4 (1 + |λ|)−2[n+k
2

+1] er|Im λ|, λ ∈ C

с константой c4 > 0, зависящей только от n, k, r. Тогда по теореме 3 существует
функция T1 ∈ Ck,j(Rn) такая, что supp T1 ⊂

•
Br и Fk

j (T1) = u. Из определения u
имеем

T − w = P (∆)T1, (78)

откуда ∫ r

−r

|h(t)|dt = 〈T1, P (∆)∆Nf〉+ 〈w, ∆Nf〉 ≤

≤
∫

Br

∣∣T1(x)
(
P (∆)∆Nf

)
(x)

∣∣ dx +

∫

Br

∣∣ω(x)∆Nf(x)
∣∣ dx.

Замечая, что
|T1(x)| ≤ c5,
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где константа c5 > 0 зависит только от n, k, r, и используя оценку (77), приходим к

неравенству (71) в рассматриваемом случае. Предположим теперь, что f ∈ C∞
k,j(

•
Br)

и M = 2N − 1, N ∈ N. Учитывая, что

(Ak,j(f))(2N−1) (t) =

∫ t

0

(Ak,j(f))(2N) (u)du,

получаем ∫ r

−r

∣∣∣(Ak,j(f))(2N−1) (t)
∣∣∣ dt ≤ r

∫ r

−r

∣∣∣(Ak,j(f))(2N) (t)
∣∣∣ dt.

Повторяя приведенные выше рассуждения, получим неравенство (71) и для нечет-

ных M . Рассмотрим теперь общий случай. Пусть f ∈ Cµ
k,j(

•
Br). Тогда существует

последовательность fl ∈ C∞
k,j(

•
Br), l = 1, 2, . . ., такая, что fl → f в пространстве

Cµ
k,j(

•
Br). Из определения µ видно, что µ ≥ M + k +

[
n+3

2

]
, поэтому последователь-

ность Ak,j(fl) сходится в CM([−r, r]) к Ak,j(f). Кроме того, ∆νfl → ∆νf в C(
•
Br) при

любом ν = 0, 1, . . . , µ/2. Используя неравенство (71), доказанное для fl, l = 1, 2, . . .,
и переходя в нем к пределу при l →∞, получаем требуемое неравенство для f . Тем
самым, теорема 10 полностью доказана. ¤

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Беренстейн К.А. Комплексный анализ и уравнения в свёртках. Итоги науки и техн. Соврем.
пробл. матем. Фундам. направления. / К.А. Беренстейн, Д. Струппа. –ВИНИТИ. – 1989. –
Т. 54. – С. 5-111.

2. Zalcman L. A bibliographic survey of the Pompeiu problem / Approximation by solutions of partial
differential equations / L. Zalcman. – Dordrecht: Kluwer Academic Publishers, 1992. P. 185-194.

3. Zalcman L. Supplementary bibliography to ‘A bibliographic survey of the Pompeiu problem’. In:
Radon Transforms and Tomography / L. Zalcman // Contemp. Math. – 2001. – № 278. – P. 69–74.

4. Netuka I. Mean value property and harmonic functions / I. Netuka, J. Vesely. // Classical and modern
potential theory and applications. – Dordrecht: Kluwer Acad. Publ, 1994. – P. 359–398.

5. Волчков В.В. Экстремальные задачи интегральной геометрии / В.В. Волчков, Вит.В. Волч-
ков // Математика сегодня. – 2001. – Вып. 12., № 1. – С. 51–79.

6. Volchkov V.V. Integral geometry and convolution equations / V.V. Volchkov. – Dordrecht: Kluwer
Academic Publishers, 2003. – 454 p.

7. Волчков В.В. Уравнения свертки на многомерных областях и редуцированной группе Гейзен-
берга / В.В. Волчков, Вит.В. Волчков // Матем. сб. – 2008. – T. 199, № 8. – С. 29 –60.

8. Volchkov V.V. Convolution equations and the local Pompeiu property on symmetric spaces and on
the phase space associated to the Heisenberg group / V.V. Volchkov, Vit. V. Volchkov. // D’Analyse
Math. – 2008. – T. 105. – P. 43 –123.

9. Volchkov V.V. Harmonic Analysis of Mean Periodic Functions on Symmetric Spaces and the Heisenberg
Group / V.V. Volchkov, Vit. V. Volchkov. – London: Springer, 2009. – 671 p.

10. Volchkov V.V. Offbeat Integral Geometry on Symmetric Spaces / V.V. Volchkov, Vit. V. Volchkov. –
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УДК 517.5

ПРИМЕНЕНИЕ ОТОБРАЖЕНИЯ ТИПА ГАУССА К ЗАДАЧЕ
ВНЕШНЕГО ОСВЕЩЕНИЯ

c© 2017. А.Ю. Иванов

В статье автор распространяет технику отображений типа Гаусса разработанную для уточ-
нения класса множеств Борсука на проблему внешнего освещения.

Ключевые слова: Задача внешнего освещения, выпуклое множество, множество постоянной
ширины, cферические отображения типа Гаусса, направление освещения.

Введение Будем говорить, что направление, заданное прямой l = {λy|λ ∈ R},
освещает границу множества F в точке x ∈ ∂F , если существует такое положительное
значение λ, что x + λy является внутренней точкой множества F .

Одной из центральных задач комбинаторной геометрии является, так называе-
мая, задача внешнего освещения при помощи параллельных пучков. Данная задача
была поставлена В. Г. Болтянским в 1960 г. [1] и заключается в нахождении мини-
мального числа направлений необходимых для освещении границы всего множества.
Это наименьшее число обозначим через c(F ).

Следует также отметить родственную задачу — задачу внешнего освещения
при помощи точечных источников. Пусть точка x ∈ Rn лежащая вне множества F
является источником освещения, тогда точка y ∈ ∂F называется освещенной извне
источником x, если луч выпущенный из точки x в направлении точки y проходит
через некоторую внутреннюю точку множества F , не принадлежащую отрезку со-
единяющему точки x и y. Задача состоит в нахождении наименьшего количества
источников освещения необходимых для освещения каждой точки границы множе-
ства F . Это наименьшее число будем обозначать c′(F ) [2].

Нетрудно видеть, что величины c(F ) и c′(F ) могут принимать как конечные так
и бесконечные значения (в некоторых случаях неограниченных множеств), при этом
для замкнутых выпуклых множеств имеет место неравенство c(F ) ≤ c′(F ) [3]. Если
же на множество наложены дополнительные условия ограниченности, то последнее
неравенство становится равенством [1].

Теорема 1. Для любого замкнутого ограниченного выпуклого тела F ⊂ Rn

справедливо равенство c(F ) = c′(F ).
В работе [1] также удалось связать с проблемой внешнего освещения проблему

Борсука о разбиении множества на части меньшего диаметра.
Теорема 2. Для любого ограниченного тела F ⊂ Rn справедливо неравенство

a(F ) ≤ c(F ).
Здесь a(F ) минимальное количество частей множества F , диаметр которых

строго меньше диаметра самого множества F , необходимых для покрытия всего мно-
жества F .

Следует также отметить, что если F является ограниченным выпуклым телом
из Rn которое имеет не более n нерегулярных граничных точек, то c(F ) = n + 1 [2].
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Этот результат в совокупности с неравенством из теоремы 2 позволяет надеяться на
возможность распространения техник применяемых для изучения проблемы Борсука
на случай задачи внешнего освещения.

В данной статье при помощи отображения типа Гаусса построенного в [4] и
связанной с ним техники распространяется результат работы автора [5] на случай
задачи внешнего освещения.

Основной результат Для формулировки основного результата статьи нам по-
требуется ввести конструкцию отображения типа Гаусса и несколько дополнитель-
ных обозначений.

Построим сферическое отображение типа Гаусса ς : Sn−1 → ∂G,где Sn−1 – сфера
в Rn радиуса 1, G – фигура постоянной ширины, следующим образом. Для θ ∈ Sn−1

положим

ς(θ) = x, где x, y ∈ ∂G, |x− y| = diamG и x− y = θdiamG, (1)

т.е. x, y – диаметральные точки G в направлении θ.
Также нам необходимо ввести функцию χ : G → Z+ ∪ {∞}, где Z+ — множе-

ство неотрицательных целых чисел, G — множество постоянной ширины, следую-
щим образом. Для x ∈ G положим χ(x) равной количеству диаметров множества
G, проходящих через точку x. Если множество таких диаметров бесконечно, будем
обозначать χ(x) = ∞.

Будем обозначать множество точек нерегулярности границы множества G через
EP (G), таким образом, EP (G) = {x|x ∈ ∂G : χ(x) = ∞}. Введем также множество
Θ = {θ|ς(θ) ∈ EP (G)}.

Теорема 3. Пусть G ⊂ Rn — множество постоянной ширины. Тогда, если
существует подпространство U размерности n − 1 такое, что Θ

⋂
U = Ø, то

c(G) = n + 1.
Данное утверждение позволяет определить количество направлений освещения

необходимых для множеств постоянной ширины множество нерегулярности которых
отвечает определенным условиям. Следует отметить, что утверждение Теоремы 3 в
виду результата Теоремы 1 можно переформулировать в терминах c′(G) и т.п.

Вспомогательные утверждения Далее нами будут использованы следую-
щие стандартные обозначения. Для a, b ∈ Rn символ (a, b) обозначает скалярное
произведение векторов a и b. Пусть F — множество из Rn, тогда его замыкание,
множество его внутренних точек, множество его относительной внутренности и его
границу будем обозначать cl(F ), int(F ), ri(F ) и ∂F , соответственно.

Рассмотрим некоторые вспомогательные результаты необходимые для доказа-
тельства Теоремы 3.

Для определенности будем полагать, что F является множеством постоянной
ширины 1. Приведем основные свойства функции ς(θ) : Sn−1 → ∂F , введенной в (1),
полученные в работах автора [4-5].

Свойство 1. Для любого θ ∈ Sn−1 существует единственное x ∈ ∂F такое,
что ς(θ) = x.

Свойство 2. Для любого x ∈ ∂F существует θ ∈ Sn−1 такое, что ς(θ) = x.
Свойство 3. ς – непрерывна на Sn−1.
Свойство 4. Пусть M – компакт из Sn−1, тогда ς(M) – компакт из ∂F .
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Также нам понадобятся несколько утверждений характеризующие свойства мно-
жеств постоянной ширины в терминах отображения типа Гаусса, с доказательствами
которых можно ознакомиться в работах автора [4-5].

Введем функцию χ∗ : Sn−1 → Z+ ∪ {∞}, такую, что

χ∗(θ) def
= χ(ς(θ)), (2)

где функция χ : F → Z+ ∪ {∞} определена в начале параграфа.
Лемма 1. Пусть F ⊂ Rn – множество постоянной ширины 1, тогда для всех

x ∈ F выполняется неравенство χ(x) ≥ 1.
Определение 1. Пусть θ1, θ2 ∈ Sn−1, будем называть дугой ˘θ1θ2 – криволи-

нейный отрезок наименьшей длины, соединяющий точки θ1, θ2 по Sn−1.
Лемма 2. Пусть θ1, θ2 ∈ Sn−1 такие, что ς(θ1) = ς(θ2), тогда для любого

θ ∈ ˘θ1θ2 выполняется ς(θ) = ς(θ1).
Следствие 1. Пусть F ⊂ Rn- множество постоянной ширины 1, тогда для

любого x ∈ ∂F , либо χ(x) = 1, либо χ(x) = ∞.
Лемма 3. Пусть F ⊂ Rn — множество постоянной ширины 1, ς : Sn−1 → ∂F

и χ∗ : Sn−1 → Z+∪{∞} — функции, заданные в (1) и (2). Пусть также X ⊂ Sn−1 —
компактное множество, такое, что diamX < 2 и для любого α ∈ ∂X выполняется
χ∗(α) = 1. Тогда существует направление l освещающее каждую точку множества
ς(X) = {x|x = ς(α), α ∈ X} ⊂ ∂F .

Доказательство. Так как diamX < 2, то существует такая гиперплоскость
∆ проходящая через начало координат, что множество X полностью содержится в
одном из порожденных ∆ открытых полупространств.

Положим теперь вектор l ∈ Sn−1, такой что l ⊥ ∆ и (l, α) < 0 для всех α ∈ X.
Рассмотрим точку x ∈ ς(X) и покажем, что она освещается направлением l.
Пусть x = ς(α), где α ∈ ∂X, тогда по условию леммы χ∗(α) = 1, т.е. x является

регулярной точкой границы множества F . Проведем опорную гиперплоскость Γ мно-
жества F через точку x (она единственна, так как x является точкой регулярности
∂F ). Из определения функции ς следует, что гиперплоскость Γ′ параллельная к Γ
является опорной гиперплоскостью к Sn−1 в точке α, при этом α является опорным
вектором к Γ′, а значит и к Γ.

Рассмотрим теперь прямую γ = {x + λl|λ ∈ R}. Положим y1 = x − l, заметим
что y1 ∈ γ, а соответствующее ему значение λ = −1. Так как скалярное произведение
вектора y1−x = −l и опорного вектора α к опорной гиперплоскости Γ положительно

(−l, x) = (l, x) > 0,

то точка y1 лежит по другую сторону от Γ, чем множество F . Значит прямая γ входит
в замкнутое полупространство Π, содержащее множество F , с граничной гиперплос-
костью Γ в точке x (при λ = 0) и находится в нем при λ > 0. Осталось отметить, что
замкнутое полупространство Π является опорным конусом множества F в точке x
(поскольку x регулярная точка ∂F ), а значит прямая γ проходит через внутренние
точки множества F .

Таким образом, существует такое λ > 0, что (x + λl) ∈ int(F ), что и означает,
что точка x освещается направлением l.
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Пусть x = ς(α), где α ∈ int(X). Возьмем произвольную точку y = ς(β), где
β ∈ ∂X, тогда из свойств функции ς имеем, что y ∈ ∂(ς(X)). Построим произвольную
гиперплоскость Υ проходящую через точки x, y и x−l. Заметим, что прямая γ = {x+
λl|λ ∈ R} ⊂ Υ. Ранее было показано, что точка y ∈ ∂ς(X)) освещается направлением
l, значит существует точка z ∈ int(F )∩ µ = {y + λl|λ ∈ R}. Так как µ параллельно γ
и y, x ∈ Υ, то z ∈ Υ. Отсюда следует, что сечение D множества F гиперплоскостью
Υ является плоским выпуклым телом. Так как y, x ∈ ς(X) ∩ Γ, то y, x ∈ ς(X) ∩ D,
значит ς(X) ∩D 6= Ø, тогда существует t ∈ ∂ς(X) ∩D.

Рассмотрим отрезок ω соединяющий точки t и y. ri(w) ⊂ int(D) ⊂ int(F ), таким
образом, так как D — выпуклое множество, то γ ∩ ri(D) 6= Ø. Это и означает, что
точка x освещается направлением l.

Лемма доказана. ¤
Доказательство теоремы 3. В случае, если Θ = Ø, то множество G обладает

гладкой границей, а значит может быть освещено ровно n + 1 направлением света
согласно теоремы Хадвигера для тел с гладкой границей.

Допустим, что Θ 6= Ø.
Не теряя общности, будем считать, что диаметр рассматриваемого множества

G ⊂ Rn равен единице.
Пусть θ1 ∈ Sn−1 будет ортогонально к подпространству U , то есть для всех

α ∈ U выполняется соотношение (α, θ) = 0. Так как по условию теоремы Θ
⋂

U = Ø,
то для всех θ ∈ U

⋂
Sn−1, согласно следствию 1 , верно χ∗(θ) = 1.

Построим систему векторов θi ∈ Sn−1, i = 2, n так, что для всех 1 ≤ i, j ≤ n вы-
плоняется (θi, θj) = 0, тогда, ввиду того, что подпространство U имеет размерность
n − 1, получаем, что θi ∈ U, i = 2, n, а значит χ∗(θi) = 1. Введем декартову систе-
му координат с направляющими ортами θi, i = 1, n. Это возможно, так как данная
система векторов является нормальной ортогональной системой векторов. Положим

ε1 = min{1

2
inf

α∈Θ,θ∈U
⋂ Sn−1

|α− θ|, 1

n + 1
}.

Обозначим множество X(θ1, G, ε1) = {α ∈ Sn−1|(α, θ1) ≥ ε1}. Пусть α = (α1, ..., αn),

β = (β1, β2, ..., βn) ∈ X(θ1, G, ε1), тогда α1 ≥ ε1 β1 ≥ ε1. |α − β|2 =
n∑

i=1

(αi − βi)
2 =

|α|2 + |β|2 − 2
n∑

i=1

αiβi = 2 − 2(α1, β1) − 2
n∑

i=2

αiβi ≤ 2 − 2ε2
1 + 2 = 4 − 2ε2

1, послед-

нее неравенство сразу следует из того, что для произвольных α, β ∈ Sn−1 име-
ет место соотношение −1 ≤ (α, β) ≤ 1. Из полученного неравенства следует, что
diamX(θ1, G, ε1) < 2. Из выбора постоянной ε1 и следствия 1 следует, что для всех
β = (β1, β2, ..., βn) ∈ Sn−1 таких, что −ε1 ≤ β1 ≤ ε1 выполняется χ∗(β) = 1. Так как
для любого β = (β1, β2, ..., βn) ∈ ∂X(θ1, G, ε1) верно β1 = ε1, значит χ∗(β) = 1. Исполь-
зуя по отношению к множеству X(θ1, G, ε1) лемму 3 , получаем, что ς(X(θ1, G, ε1))
можно осветить одним направлением, которое будем обозначать l1.

Пусть, также, X(θi, G, ε1) = {α = (α1, α2, ..., αn) ∈ Sn−1|αi ≥ ε1, α1 ≤ ε1}. Таким
образом, X(θi, G, ε1) ∩X(θ1, G, ε1) ⊆ ∂X(θ1, G, ε1), i = 2, n.

Аналогично множеству X(θ1, G, ε1) диаметр diamX(θi, G, ε1) < 2, i = 2, n. Рас-
смотрим теперь значение функции χ∗ на множестве точек ∂X(θi, G, ε1). Если для
всех α ∈ ∂X(θi, G, ε1) функция χ∗(α) = 1, то, используя лемму 3, получаем, что
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существует направление li при помощи которого можно осветить ς(X(θi, G, ε1)). До-
пустим, теперь, что это не так, то есть что существует такое α = (α1, α2, ..., αn) ∈
∂X(θi, G, ε1) : χ∗(α) = ∞, тогда из определения множества X(θi, G, ε1) и правила вы-
бора постоянной ε1 следует, что α1 < −ε1. Так как χ∗(α) = ∞, то существует такая
компонента связности V множества Θ множества G, что α ∈ V . Пусть x ∈ ∂G такой,
что ς(α) = x, тогда для всех β = (β1, β2, ..., βn) ∈ V получаем ς(β) = x. Рассмотрим
множество Y = {y ∈ ∂G||x − y| = diamG} и покажем, что Y ∩ ς(X(θi, G, ε1)) = Ø.
Прообразом множества Y функции ς является множество {−β|β ∈ V }, а так как
−β = (−β1,−β2, ...,−βn) и β ∈ X(θi, G, ε1), что означает β1 ≤ ε1, к тому же в ви-
ду выбора постоянной ε1 получаем {β| − ε1 ≤ β1 ≤ ε1} ∩ Θ = Ø, то −β1 > ε1.
Таким образом, ς{−β|β ∈ V } ∩ ς(X(θi, G, ε1)) = Ø, что и означает искомое утвер-
ждение. Значит множество X(θi, G, ε1) не содержат в себе пар диаметральных точек
множества Sn−1, более того объединив множество X(θi, G, ε1) с соответствующими
компонентами связности V вмести с их ε0 окрестностью на Sn−1, где постоянная ε0

выбирается так, чтобы полученное множество не имело в границе точек принадле-
жащих Θ, получим множество удовлетворяющее условиям Леммы 3. Таким образом,
каждое множество X(θi, G, ε1), i = 2, n можно осветить одним направлением, которое
мы будем обозначать li.

Наконец рассмотрим множество X0 = Sn−1\
n⋃

i=1

X(θi, G, ε1). Таким образом, X0 =

{α = (α1, α2, ..., αn) ∈ Sn−1|αi ≤ ε1, i = 1, n}.
Покажем, что множество X0 можно осветить одним направлением. Пусть α =

(α1, α2, ..., αn), β = (β1, β2, ..., βn) ∈ X0, такие что |α − β| = 2, тогда, так как α, β ∈
Sn−1, получаем α = −β. Из определения множества X0 следует:





αi = −βi ≤ ε1

βi = −αi ≤ ε1,

i = 1, n

то есть −ε1 ≤ αi, βi ≤ ε1, учитывая, что |α| = 1 и определение ε1:

|α|2 =
n∑

i=1

α2
i ≤

n∑
i=1

ε2
1 = nε2

1 ≤
n

(n + 1)2
< 1.

Получили противоречие, значит действительно diamX0 < 2.
Рассматривая значения функции χ∗ на множестве точек ∂X0 аналогично мно-

жествам X(θi, G, ε1), i = 2, n можно показать, что множество ε(X0) можно осветить
одним направлением, которое мы будем обозначать l0.

Таким образом, построена система множеств X0

n⋃
i=1

X(θi, G, ε1) = Sn−1, тогда

из первого и второго свойств отображения ς следует, что ς(X0)
n⋃

i=1

ς(X(θi, G, ε1)) =

∂G. Значит удалось разбить границу множества на n + 1 часть, каждая из которых
освещается одним направлением. Это означает, что c(G) ≤ n + 1, а учитывая что
c(G) ≥ a(G) = n + 1 согласно теореме 2 и результата статьи автора [5] получаем
искомый результат теоремы c(G) = n + 1.¤
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УДК 517.9

О ПОДЧИНЕННОСТИ ОДНОГО ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО
ОПЕРАТОРА ТЕНЗОРНОМУ ПРОИЗВЕДЕНИЮ ДРУГИХ В

ПРОСТРАНСТВЕ C
(
RN

)

c© 2017. Д.В. Лиманский

В статье получено описание линейного пространства минимальных дифференциальных опе-
раторов Q(D), подчиненных в C(R2)-норме тензорному произведению P (D) = p1(D1)⊗p2(D2) двух
обыкновенных дифференциальных полиномов произвольного порядка, символы p1(ξ1) и p2(ξ2) ко-
торых не содержат кратных вещественных нулей. При доказательстве используются методы гар-
монического анализа, а также техника многоугольника Ньютона.

Ключевые слова: дифференциальный полином, мультипликатор, многоугольник Ньютона,
тензорное произведение.

Введение. Пусть Ω — область в Rn, p ∈ [1,∞]. Рассматривается задача об
описании линейного пространства L 0

p,Ω(P ) минимальных дифференциальных опера-
торов Q(D), подчиненных данному дифференциальному полиному P (D) в Lp(Ω)–
норме, т. е. пространство операторов Q(D), удовлетворяющих априорной оценке

‖Q(D)f‖Lp(Ω) 6 C1‖P (D)f‖Lp(Ω) + C2‖f‖Lp(Ω), f ∈ C∞
0 (Ω), (1)

с некоторыми постоянными C1, C2 > 0, не зависящими от выбора f .
Эта задача была исчерпывающе решена Л. Хёрмандером [1, теорема 2.2] в слу-

чае p = 2 и ограниченной области Ω. Применяя этот критерий, Хёрмандер доказал [1,
теорема 2.5], что для тензорного произведения P (D) = P1(D)⊗ P2(D) двух диффе-
ренциальных операторов P1(D) и P2(D), действующих по различным группам пере-
менных, пространство L 0

2,Ω(P ) совпадает с линейной оболочкой произведений опе-
раторов из L 0

2,Ω(Pk), k = 1, 2, т. е. равно тензорному произведению этих линейных
пространств, L 0

2,Ω(P ) = L 0
2,Ω(P1)⊗L 0

2,Ω(P2).
Далее рассмотрим случай p = ∞ и Ω = Rn. Пространство L 0

∞,Rn(P ) будем
далее обозначать L (P ), а вместо L∞(Ω) будем писать C(Ω), так как нормы этих
пространств одинаковые и в оценках рассматриваются лишь гладкие функции. Из
результатов М.М. Маламуда [2] (см. также [3]) вытекает, что для эллиптического
оператора P (D) порядка l базис пространства L (P ) образуют P (D) и дифференци-
альные мономы {Dα}|α|<l.

Будем называть полином P (ξ) невырожденным, если он не имеет веществен-
ных нулей, т. е. P (ξ) 6= 0 при ξ ∈ Rn. В связи с вышеприведенным результатом
Хёрмандера возникает задача об описании пространства L (P ) для операторов вида
P (D) = P1(D) ⊗ P2(D). В [3, предложение 3.13] автором и М.М. Маламудом полу-
чено утверждение для эллиптических операторов P1(D) и P2(D), полные символы
P1(ξ) и P2(ξ) которых невырождены. В этом случае пространство L (P ) будет таким
же, как и у Хёрмандера, т. е. L (P ) = L (P1) ⊗L (P2). Но в случае, если сомножи-
тели эллиптичны и однородны, размерность пространства L (P ) минимальна, т. е.
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dim L (P ) = 2, хотя размерность каждого из пространств L (P1) и L (P2) максималь-
но возможная (см. [4, теорема 1]).

Рассмотрим случай n = 2, т. е. тензорного произведения двух обыкновенных
дифференциальных полиномов:

P (D1, D2) := p1(D1)⊗ p2(D2). (2)

В работе автора [5, теорема 1] было получено описание пространства L (P ) для слу-
чая, когда символ первого сомножителя p1(ξ1) имеет специальный вид (все его нули
вещественные и простые). Оказалось, что в этом случае размерность пространства
L (P ) тем меньше, чем больше вещественных нулей (с учетом их кратности) име-
ет символ второго сомножителя p2(ξ2). В частности, было доказано, что dim L (P )
максимальна, когда полином p2(ξ2) невырожден, и минимальна, если все нули поли-
нома p2(ξ2) вещественны. Продолжая исследования из [5], в работе [6] пространство
L (P ), где P (D) имеет вид (2), было описано еще для ряда случаев: например, когда
символ p1(ξ1) первого сомножителя — дифференциальный моном, а символ второго
сомножителя p2(ξ2) невырожден.

В настоящей работе мы описываем пространство L (P ) для дифференциальных
полиномов P (D) вида (2), символы которых не имеют кратных вещественных нулей.
Основным результатом статьи является теорема 1. Как и в работе [6], при доказа-
тельстве этого результата используются методы гармонического анализа, а также
техника многоугольника Ньютона (см. [7]).

Вспомогательные понятия и утверждения. В этом параграфе мы приве-
дем ряд обозначений, понятий и утверждений, необходимых в дальнейшем.

Обозначения. Пусть R и C — поля соответственно вещественных и комплексных
чисел; Z+ := {0, 1, 2, . . . }, Zn

+ := Z+ × · · · × Z+ (n сомножителей). Далее, Dk :=
−i∂/∂xk, D = (D1, . . . , Dn); для мультииндекса α = (α1, . . . , αn) ∈ Zn

+ положим |α| :=∑n
k=1 αk, Dα := Dα1

1 . . . Dαn
n и ξα := ξα1

1 . . . ξαn
n , где ξ = (ξ1, . . . , ξn) ∈ Rn. Кроме того,

пусть |x| := (
∑n

1 x2
k)

1/2 и 〈x, y〉 :=
∑n

1 xkyk для x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn) ∈ Rn.
Для дифференциального полинома P (D) =

∑
|α|6l aαDα порядка l обозначим

через P (ξ) =
∑

|α|6l aαξα его символ, через P l(ξ) =
∑

|α|=l aαξα — его главный символ.
Через deg P будет обозначаться степень полинома P (ξ), через degξk

P — его степень
по переменной ξk.

Через Mp = Mp(Rn) будет обозначаться алгебра мультипликаторов в Lp(Rn),
p ∈ [1,∞]; через f̂ (µ̂) — преобразование Фурье (Фурье – Стилтьеса) функции f
(меры µ); через δ — дельта-мера Дирака, а через χ(t) — функция Хевисайда в R.
Через C∞(Ω) обозначается множество функций, бесконечно дифференцируемых в
области Ω ⊂ Rn, а через C∞

0 (Ω) — его подмножество функций, финитных в Ω.
Обозначим через ch(K) выпуклую оболочку плоского множества K ⊂ R2, т. е.

наименьшее выпуклое множество, содержащее множество K в качестве своего под-
множества. Если K — конечное множество, то ch(K) — выпуклый замкнутый много-
угольник. Через N (P ) будет обозначаться многоугольник Ньютона полинома P (ξ).

Определение 1. [8, гл. IV, §3] Пусть F — преобразование Фурье в L2(Rn),
f̂ := Ff . Ограниченную измеримую (по Лебегу) функцию Φ : Rn → C называ-
ют мультипликатором в Lp(Rn), p ∈ [1,∞], если оператор свертки f → TΦf =:
F−1ΦFf отображает Lp(Rn) ∩ L2(Rn) в Lp(Rn) и ограничен в Lp(Rn).
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Мультипликаторы в Lp(Rn) образуют алгебру Mp = Mp(Rn). Очевидно, финит-
ные функции являются мультипликаторами, т. е. C∞

0 (Rn) ⊂ Mp, p ∈ [1,∞]. Извест-
но полное описание алгебры Mp при p = 1, 2,∞. Нас интересует описание алгебры
M1(Rn) = M∞(Rn), обозначаемой далее M (Rn) или просто M .

Утверждение 1. [8, гл. IV, §3] Алгебра M есть множество образов конечных
борелевских мер в Rn относительно преобразования Фурье — Стилтьеса:

Φ ∈ M1 = M∞ ⇐⇒ Φ(ξ) = µ̂(ξ) :=

∫

Rn

ei〈x,ξ〉 dµ(x), µ(Rn) < ∞. (3)

Из утверждения 1 следует, что все функции Φ ∈ M ограничены и равномер-
но непрерывны в Rn. Кроме того, из свойств преобразования Фурье вытекает, что
алгебра мультипликаторов M инвариантна относительно отражений Φ(x) 7→ Φ(−x),
сдвигов Φ(x) 7→ Φ(x − h), h ∈ Rn и растяжений Φ(x) 7→ Φ(rx), r > 0. Наконец,
отметим, что M (Rm) ⊂ M (Rn) при m < n (см. [8]).

Утверждение 1 также дает возможность указать примеры мультипликаторов в

C(R), для которых порождающая их мера µ строится явно. Так, функция
1

ξ1 + i
∈

M (R), поскольку является преобразованием Фурье – Стилтьеса конечной меры µ(t)

с плотностью dµ(t) = −iχ(t)e−t dt, где χ(t) =

{
1, t > 0

0, t < 0
— функция Хевисайда:

µ̂(ξ1) =

+∞∫

−∞

eiξ1t dµ(t) = −i

+∞∫

0

eitξ1e−t dt = − −i

iξ1 − 1
=

1

ξ1 + i
.

Далее, для ω ∈ C \ R функция
1

ξ1 + ω
получается из

1

ξ1 + i
суперпозицией сдвига,

растяжения и отражения и, следовательно,
1

ξ1 + ω
∈ M (R). Наконец,

ξ1

ξ1 + ω
∈ M (R)

как разность мультипликаторов 1 = δ̂ и
ω

ξ1 + ω
(здесь δ — дельта-мера Дирака).

Приведем теперь критерий, характерный для априорных оценок в C(Rn).
Утверждение 2. [3, 9] Пусть Q(D) и P (D) — дифференциальные полиномы.

Тогда включение Q ∈ L (P ) эквивалентно алгебраическому тождеству

Q(ξ) = M(ξ)P (ξ) + N(ξ), ξ ∈ Rn, (4)

где M(·) и N(·) — мультипликаторы в M (Rn).
Определение 2. [3] Дифференциальный полином P (D) порядка l называется

эллиптическим, если его главная часть P l(ξ) не обращается в нуль при ξ ∈ Rn \ {0}.
В частности, все обыкновенные дифференциальные операторы (от одной пере-

менной) можно считать эллиптическими.
В работе [10] были получены достаточные условия принадлежности функции

Φ(·) алгебре мультипликаторов M . Там же, в [10], из этого результата выведено
Утверждение 3. [5, 10] Пусть P (D) — эллиптический дифференциальный по-

лином порядка l от n переменных, n > 1. Тогда функции

Φ(ξ) := χ(ξ)
Q(ξ)

P (ξ)
∈ M (Rn) (5)
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для любого оператора Q(D) порядка < l. Здесь χ(·) ∈ C∞(Rn) — срезающая функция,
0 6 χ(ξ) 6 1, χ(ξ) = 0 при |ξ| 6 r и χ(ξ) = 1 при |ξ| > R, где 0 6 r < R.

Срезающая функция χ(·) в утверждении 3 определена корректно, так как мно-
жество нулей {ξ ∈ Rn : P (ξ) = 0} эллиптического полинома P (ξ) компактно (см. [3]).
Если полином P (ξ) невырожден, можно положить χ(ξ) ≡ 1.

Отметим, что утверждение 3 справедливо при n = 1 для произвольного поли-
нома P (ξ1) степени l.

Ясно также, что из включения Φ ∈ M вида (5) для некоторых операторов Q(D)
и P (D) вытекает включение Q ∈ L (P ). В самом деле, функция Ψ(ξ) := (1−χ(ξ))Q(ξ)
финитна, поэтому Ψ ∈ M и

Q(ξ) = χ(ξ)
Q(ξ)

P (ξ)
· P (ξ) + (1− χ(ξ)) Q(ξ) = Φ(ξ)P (ξ) + Ψ(ξ), где Φ, Ψ ∈ M .

Осталось применить утверждение 2.
Пусть P (ξ) = P (ξ1, ξ2) — полином от двух переменных с комплексными коэф-

фициентами. Его можно представить в виде

P (ξ) =
∑
α∈IP

aαξα,

где IP — конечное множество индексов α = (α1, α2) ∈ Z2
+.

Определение 3. [6, 7]Многоугольником Ньютона N (P ) полинома P (ξ) будем
называть выпуклую оболочку множества индексов IP , соответствующих входящим
в него мономам, и индекса 0 = (0, 0), т. е.

N (P ) := ch{IP ∪ 0}.
Следующий результат из [6] представляет собой необходимое условие включе-

ния Q ∈ L (P ) в случае n = 2 в терминах многоугольника Ньютона (см. также [9]).

Утверждение 4. [6] Пусть Q ∈ L (P ) и Q(ξ) =
∑
α∈IQ

bαξα. Тогда IQ ⊂ N (P ).

Из утверждения 4 следует [6], что если Q ∈ L (P ), то degξk
Q 6 degξk

P , k = 1, 2.
Тензорное произведение дифференциальных полиномов. Рассмотрим

задачу об описании пространства L (P ) дифференциальных полиномов Q(D), под-
чиненных в C(R2) тензорному произведению P (D) = p1(D1) ⊗ p2(D2) двух обык-
новенных дифференциальных операторов, символы которых имеют либо простые
вещественные, либо невещественные нули. Другими словами, символ P (ξ) имеет вид

P (ξ1, ξ2) = p1(ξ1) · p2(ξ2) := p11(ξ1)p12(ξ1) · p21(ξ2)p22(ξ2),

где deg p1 = l, deg p2 = m,

p11(ξ1) := (ξ1 − λ1)(ξ1 − λ2) . . . (ξ1 − λp), p21(ξ2) := (ξ2 − µ1)(ξ2 − µ2) . . . (ξ2 − µq),

причем числа {λi}p
1 и {µj}q

1 вещественны и попарно различны (внутри каждого из
наборов), а полиномы p12(ξ1) и p22(ξ2) степеней l−p и m−q соответственно невырож-
дены, т. е. p12(ξ1) 6= 0 и p22(ξ2) 6= 0 при всех вещественных ξ1, ξ2 (0 6 p 6 l, 0 6 q 6 m).
Если p = 0 или q = 0, полагаем p11(ξ1) ≡ 1 или p21(ξ2) ≡ 1 соответственно.
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Итак, пусть Q ∈ L (P ) для некоторого оператора Q(D), где символ P (ξ) опе-
ратора P (D) имеет описанный выше вид. Нашей задачей является определить воз-
можный вид символа Q(ξ).

В случае p = q = 0 эта задача была решена в статье [6, предложение 4.1]. В
этом случае символы p1(ξ1) и p2(ξ2) невырождены, поэтому

Q(ξ) =
∑

α16l, α26m

aαξα,

где aα ∈ C — произвольные числа.
Пусть теперь p2 + q2 > 0. Не ограничивая общности, считаем, что p > 0. Тогда

символ p1(ξ1) имеет ровно p простых вещественных нулей λ1, . . . , λp. При этом символ
второго сомножителя p2(ξ2) может как иметь вещественные нули (при q > 0), так и
быть невырожденным (при q = 0). Ниже мы рассмотрим эти случаи отдельно.

Лемма 1. Если полином P (ξ) имеет вид P (ξ) = (ξ1 − λ)P̃ (ξ) (λ ∈ R) и Q ∈
L (P ), то Q(ξ) имеет вид Q(ξ) = (ξ1 − λ)Q̃(ξ) + c, c ∈ C. Здесь P̃ (ξ) и Q̃(ξ) —
полиномы, ξ = (ξ1, ξ2).

Доказательство. Не нарушая общности, можно считать, что λ = 0. Действи-
тельно, совершая сдвиг ξ1−λ = ξ′1, ξ2 = ξ′2 в тождестве (4), равносильном включению
Q ∈ L (P ) (утверждение 2), придем к аналогичному тождеству, в котором P (ξ′1, ξ

′
2)

делится на ξ′1, а M(ξ′) и N(ξ′) останутся мультипликаторами, так как алгебра M (R2)
инвариантна относительно сдвигов (см. §2).

Если P (ξ) = ξ1P̃ (ξ), то P (ξ) не содержит мономов ξµ
2 , µ > 0. И, значит, их

не содержит и многоугольник Ньютона N (P ). Так как IQ ⊂ N (P ) в силу утвер-
ждения 4, то таких мономов не содержит и Q(ξ). А это и означает, что все мономы
(кроме константы), входящие в Q(ξ), содержат множитель ξ1. ¤

Из леммы 1 вытекает эквивалентное ей утверждение.
Следствие 1. Если n = 2, P (ξ) делится на ξ1 − λ (λ ∈ R) и Q ∈ L (P ), то

Q|ξ1=λ = Q(λ, ξ2) ≡ const .

Если Q ∈ L (P ), то degξ1 Q 6 l и degξ2 Q 6 m (см. §2). Поскольку P (ξ) делится
на ξ1 − λ1, то, по лемме 1, Q(ξ) имеет вид

Q(ξ) = (ξ1 − λ1)Q1(ξ) + c, где degξ1 Q1 6 l − 1. (6)

Если p = 1, то рассуждение завершено.
Пусть p > 1. Разлагая Q1(ξ) по степеням ξ1 − λ2, получим

Q1(ξ) = (ξ1 − λ2)Q2(ξ) + q1(ξ2), где degξ1 Q2 6 l − 2, deg q1 6 m. (7)

Подставим (7) в (6). Получим

Q(ξ) = (ξ1−λ1)(ξ1−λ2)Q2(ξ)+ (ξ1−λ1)q1(ξ2)+ c, degξ1 Q2 6 l− 2, deg q1 6 m. (8)

По следствию 1, Q(λ2, ξ2) ≡ const. Тогда подставляя ξ1 := λ2 в (8), получим

Q(λ2, ξ2) = (λ2 − λ1)q1(ξ2) + c ≡ const,
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откуда в силу λ2 6= λ1 имеем q1(ξ2) ≡ c1 = const. Тогда представление (8) примет вид

Q(ξ) = (ξ1 − λ1)(ξ1 − λ2)Q2(ξ) + c1(ξ1 − λ1) + c, degξ1 Q2 6 l − 2. (9)

Если p = 2, то рассуждение завершено. Если p > 2, разложим полином Q2(ξ)
по степеням ξ1 − λ3 и подставим в (8). И т. д. Рассуждая далее таким же образом,
на p-м шаге получим представление полинома Q(ξ) в виде

Q(ξ) = (ξ1 − λ1) . . . (ξ1 − λp) Q̃(ξ) + r(ξ1) + c, (10)

где degξ1 Q̃ 6 l − p, degξ2 Q̃ 6 m и

r(ξ1) :=

p−1∑

k=1

ck(ξ1 − λ1) . . . (ξ1 − λk), ck ∈ C (11)

(при p = 1 полагаем r(ξ1) ≡ 0).
Проведем теперь анализ структуры полинома Q(ξ) относительно второй пере-

менной ξ2. Если q = 0, т. е. полином p2(ξ2) невырожден, то рассуждение завершено.
Пусть q > 0. Тогда P (ξ) делится на ξ2−µ1 и, значит, по следствию 1, Q(ξ1, µ1) ≡

c̃ ≡ const. Учитывая это, подставим ξ2 := µ1 в равенство (10). Получим

Q(ξ1, µ1) = (ξ1 − λ1) . . . (ξ1 − λp) Q̃(ξ1, µ1) + r(ξ1) + c ≡ c̃.

Так как r(ξ1) делится на ξ1 − λ1, отсюда получаем c = c̃ и

r(ξ1) ≡ −(ξ1 − λ1) . . . (ξ1 − λp) Q̃(ξ1, µ1).

Подставляя последнее тождество в (10) и группируя, получим

Q(ξ) = (ξ1 − λ1) . . . (ξ1 − λp)
[
Q̃(ξ1, ξ2)− Q̃(ξ1, µ1)

]
+ c. (12)

Очевидно, разность Q̃(ξ1, ξ2)− Q̃(ξ1, µ1) делится без остатка на ξ2 − µ1, т. е.

Q̃(ξ1, ξ2)− Q̃(ξ1, µ1) = (ξ2 − µ1)Q3(ξ1, ξ2), degξ2 Q3 6 m− 1, degξ1 Q3 6 l − p.

Подставляя это равенство в (12), получим

Q(ξ) = (ξ1 − λ1) . . . (ξ1 − λp) · (ξ2 − µ1)Q3(ξ1, ξ2) + c. (13)

Если q = 1, рассуждение завершено. Пусть q > 1. Тогда P (ξ) делится на ξ2−µ2

и, значит, по следствию 1, Q(ξ1, µ2) ≡ ĉ ≡ const. Подставляя ξ2 := µ2 в (13), получим

(µ2 − µ1) · (ξ1 − λ1) . . . (ξ1 − λp) Q3(ξ1, µ2) + c ≡ ĉ.

Так как µ2 6= µ1, отсюда получаем c = ĉ и Q3(ξ1, µ2) ≡ 0, т. е.

Q3(ξ1, µ2) = (ξ2 − µ2) Q4(ξ1, ξ2), degξ2 Q4 6 m− 2, degξ1 Q4 6 l − p. (14)

Подставим (14) в (12), получим представление

Q(ξ) = (ξ1 − λ1) . . . (ξ1 − λp) · (ξ2 − µ1)(ξ2 − µ2) Q4(ξ1, ξ2) + c, (15)
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в котором degξ2 Q4 6 m− 2 и degξ1 Q4 6 l − p.
Если q = 2, то рассуждение завершено. Если q > 2, то рассмотрим нуль ξ2 = µ3

полинома P (ξ). И т. д. Рассуждая далее таким же образом, придем к представлению

Q(ξ) = (ξ1 − λ1) . . . (ξ1 − λp) · (ξ2 − µ1) . . . (ξ2 − µq) Q̂(ξ) + c, (16)

где c — константа, degξ1 Q̂ 6 l − p и degξ2 Q̂ 6 m− q.
Убедимся теперь, что для представлений вида (10) (при q = 0) и (16) (при q > 0)

выполняется включение Q ∈ L (P ). После этого описание пространства L (P ) будет
полностью завершено.

1. Пусть p > 0 и q = 0, тогда полином Q(ξ) имеет представление (10), в котором
c — константа, deg r 6 p− 1, degξ1 Q̃ 6 l − p и degξ2 Q̃ 6 m.

Сумма r(ξ1) + c, где r(·) — полином вида (11), после раскрытия скобок и пере-
обозначения коэффициентов эквивалентна произвольному полиному степени 6 p−1.
Обозначим его также через r(·) и покажем, что r ∈ L (P ). Составим отношение

χ(ξ1)
r(ξ1)

P (ξ)
= χ(ξ1)

r(ξ1)

p1(ξ1)p2(ξ2)
= χ(ξ1)

r(ξ1)

(ξ1 − λ1) . . . (ξ1 − λp)p12(ξ1)
· 1

p2(ξ2)
, (17)

где χ(ξ1) ∈ C∞(R) — срезающая функция, равная нулю на множестве нулей {λk}p
k=1

полинома p1(ξ1), единице в окрестности бесконечности и χ(ξ1) ∈ [0, 1] для всех ξ1 ∈ R.
Эта дробь является мультипликатором в C(R2) как произведение двух мультипли-

каторов. В самом деле, так как deg r 6 p− 1 < l, то χ(ξ1)
r(ξ1)

p1(ξ1)
∈ M (R) ⊂ M (R2) в

силу утверждения 3. Отношение же
1

p2(ξ2)
— произведение мультипликаторов в C(R)

вида
1

ξ2 − ω2

(и константы), где ω2 — невещественные нули невырожденного поли-

нома p2(ξ2) (см. §2). Следовательно, отношение (17) принадлежит M (R2), откуда в
силу утверждения 2 следует, что r ∈ L (P ).

Наконец, покажем, что (ξ1 − λ1) . . . (ξ1 − λp) Q̃(ξ) ∈ L (P ). Пусть

Q̃(ξ) =
∑

γ16l−p, γ26m

cγξ
γ1

1 ξγ2

2 .

В силу линейности пространства L (P ), достаточно показать, что

rγ(ξ) := (ξ1 − λ1) . . . (ξ1 − λp) ξγ1

1 ξγ2

2 ∈ L (P )

для всех указанных γ = (γ1, γ2). Составим отношение

rγ(ξ)

P (ξ)
=

(ξ1 − λ1) . . . (ξ1 − λp) ξγ1

1 ξγ2

2

(ξ1 − λ1) . . . (ξ1 − λp) p12(ξ1) p2(ξ2)
=

ξγ1

1

p12(ξ1)
· ξγ2

2

p2(ξ2)
.

Оно принадлежит M (R2) как произведение двух мультипликаторов. Обоснование
этого совершенно аналогично данному выше для отношения (17). Отсюда rγ ∈ L (P )
для всех указанных выше γ и, следовательно, полином вида (10) принадлежит L (P ).
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2. Пусть теперь p > 0 и q > 0. Тогда полином Q(ξ) имеет представление (16),
в котором c — константа, degξ1 Q̂ 6 l − p и degξ2 Q̂ 6 m − q. Ясно, что c ∈ L (P ).
Покажем, что Q− c ∈ L (P ). Представим Q̂(ξ) в виде

Q̂(ξ) =
∑

γ16l−p, γ26m−q

cγξ
γ1

1 ξγ2

2 .

В силу линейности пространства L (P ), достаточно показать, что

rγ(ξ) := (ξ1 − λ1) . . . (ξ1 − λp) · (ξ2 − µ1) . . . (ξ2 − µq) ξγ1

1 ξγ2

2 ∈ L (P )

для всех указанных γ = (γ1, γ2). Составим отношение

rγ(ξ)

P (ξ)
=

(ξ1 − λ1) . . . (ξ1 − λp) · (ξ2 − µ1) . . . (ξ2 − µq)ξ
γ1

1 ξγ2

2

(ξ1 − λ1) . . . (ξ1 − λp) p12(ξ1) · (ξ2 − µ1) . . . (ξ2 − µq)p22(ξ2)
=

ξγ1

1

p12(ξ1)
· ξγ2

2

p22(ξ2)
.

Две последние дроби имеют невырожденные знаменатели степеней deg p12 = l −
p и deg p22 = m − q, а степени числителей этих дробей не превышают указанные
величины. Следовательно, обе эти дроби принадлежат M (R) ⊂ M (R2) и, значит,
конечная сумма таких произведений также является мультипликатором в C(R2).
Отсюда Q− c ∈ L (P ) в силу утверждения 3.

Резюмируем полученные результаты в виде основной теоремы данной работы.
Теорема 1. Пусть P (D) = P (D1, D2) — дифференциальный оператор с сим-

волом P (ξ) = p1(ξ1)p2(ξ2), сомножители которого имеют степени deg p1 = l и
deg p2 = m и не имеют кратных вещественных нулей, т. е.

p1(ξ1) =

p∏

k=1

(ξ1 − λk) · p12(ξ1), p12(ξ1) 6= 0 ∀ ξ1 ∈ R, (18)

p2(ξ2) =

q∏

k=1

(ξ2 − µk) · p22(ξ2), p22(ξ2) 6= 0 ∀ ξ2 ∈ R, (19)

где числа λ1, . . . , λp и µ1, . . . , µq вещественны и попарно различны внутри каждого
из наборов, 0 6 p 6 l, 0 6 q 6 m (при p = 0 или q = 0 полагаем p12(ξ1) := p1(ξ1) или
p22(ξ2) := p2(ξ2) соответственно).

Тогда включение Q ∈ L (P ) справедливо тогда и только тогда, когда:
1) в случае p = q = 0 Q(ξ) — произвольный полином степени 6 l по переменной

ξ1 и степени 6 m по переменной ξ2;
2) в случае p > 0 и q = 0 имеем

Q(ξ) =

p∏

k=1

(ξ1 − λk) · Q̂(ξ) + r(ξ1),

где r(ξ1) — произвольный полином степени 6 p− 1, Q̂(ξ) — произвольный полином
степени 6 l − p по переменной ξ1 и степени 6 m по переменной ξ2;

3) в случае p > 0 и q > 0 имеем

Q(ξ) =

p∏

k=1

(ξ1 − λk) ·
q∏

j=1

(ξ2 − µj) · Q̂(ξ) + c,

где c — произвольная постоянная, а Q̂(ξ) — произвольный полином степени 6 l− p
по переменной ξ1 и степени 6 m− q по переменной ξ2.
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Интересно подсчитать размерность пространства L (P ) для каждого из трех
случаев, описанных в теореме 1. Она совпадает с максимальным количеством произ-
вольных постоянных, входящих в запись полинома Q(ξ). Примем во внимание, что
количество коэффициентов полинома степени s от одной переменной есть s + 1, а
полинома от двух переменных, степени которого равны s и t по каждой из них, есть
(s + 1)(t + 1). Поэтому в первом случае (при p = q = 0) dim L (P ) = (l + 1)(m + 1),
во втором случае (при p > 0, q = 0) dim L (P ) = (l − p + 1)(m + 1) + p и в третьем
случае (при p > 0, q > 0) dim L (P ) = (l − p + 1)(m− q + 1) + 1.
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ON SUBORDINATION OF ONE DIFFERENTIAL OPERATOR TO THE TENSOR
PRODUCT OF OTHERS IN THE SPACE C

(
RN
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D.V. Limanskii

In the paper we obtain a description of the linear space of minimal differential operators Q(D)
subordinated in the C(R2) norm to the tensor product P (D) = p1(D1)⊗p2(D2) of two ordinary differential
polynomials of arbitrary orders which symbols p1(ξ1) and p2(ξ2) contain no multiple real zeros. The proof
uses methods of harmonic analysis as well as the Newton polygon technique.
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УДК 517.988.28

ЛОКАЛЬНЫЙ ВАРИАНТ ПРОБЛЕМЫ ПОМПЕЙЮ ДЛЯ
КВАДРАТА В ТРЁХМЕРНОМ ПРОСТРАНСТВЕ

c© 2017. П.А. Машаров

Рассматривается задача о нахождении наименьшего радиуса трёхмерного шара, в котором
данное множество является множеством Помпейю. Получено искомое значение радиуса шара для
плоского квадрата.

Ключевые слова: проблема Помпейю, экстремальный радиус Помпейю для квадрата, ло-
кальный вариант проблемы Помпейю.

Введение. В работе исследуются аналоги проблемы Помпейю и их приложения
в различных областях анализа. Проблема Помпейю в евклидовом случае может быть
сформулирована следующим образом.

Пусть Rn — вещественное евклидово пространство размерности n > 2 с евклидо-
вой нормой |·|, M(n) — группа движений Rn. Компактное множество A ⊂ Rn называ-
ется множеством Помпейю, если всякая локально суммируемая функция f : Rn → C,
для которой ∫

λA

f(x) dx = 0 (1)

при всех λ ∈ M(n), равна нулю почти всюду. Классическая проблема Помпейю со-
стоит в описании класса P(Rn) таких множеств A. В этой постановке указанная
проблема была хорошо изучена в первой половине прошлого века. Ряд достаточных
условий принадлежности A ∈ P(Rn) получили румынский математик Помпейю в
1929 году [1, 2] и другие [3–5].

Легко видеть, что даже на плоскости R2 не каждое множество имеет свойство
Помпейю. В самом деле, пусть Bn

R = {x ∈ Rn : ‖x‖ < R}, R > 0 — фиксировано и
f(x1, x2) = ei(α1x2+α2x2). Тогда, поскольку λB2

R является кругом радиуса R с центром в
точке y ∈ R2, координаты которой зависят только от λ ∈ M(2), интеграл (1) сводится
к ∫

|x−y|6R

ei(α1x2+α2x2) dx =
2πR

|α| J1(R|α|)ei(α1y2+α2y2),

где J1 — функция Бесселя первого рода, |α|2 = α2
1 + α2

2. Отсюда делаем вывод, что
круг не является множеством Помпейю в R2, поскольку всякий раз, когда R|α| —
нуль функции Бесселя J1, получаем, что существует ненулевая функция f ∈ C∞(R2),
удовлетворяющая (1) для любого λ ∈ M(n).

Для многих конкретных случаев известен ряд результатов, с помощью которых
можно определить, имеет ли множество A свойство Помпейю или нет [6–9]. Отметим
следующую теорему С.А. Вильямса [10].

Пусть A — открытое ограниченное подмножество Rn с липшицевой границей,
гомеоморфной сфере, и связным дополнением. Тогда если A /∈ P(Rn), то граница A
является вещественно–аналитическим подмногообразием в Rn.
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Этот результат, в частности, показывает, что многие множества A с особенно-
стями на границе (например, многогранники) принадлежат P(Rn). В случае множе-
ства A с вещественно–аналитической границей ситуация сложнее. Примерами мно-
жеств A ∈ P(Rn) для любого n > 2 являются эллипсоид, отличный от шара, замы-
кание внутренности тора и другие [11].

Относительно недавно были получены примеры множеств Помпейю, граница
которых не обязательно липшицева [12]. Одним из таких множеств является «сне-
жинка Кох».

В случае, когда некоторое множество не обладает свойством Помпейю, наличие
ненулевой функции с условием (1) дает возможность получить нетривальные оценки
плотности укладки произвольного компакта в Rn множествами вида λA, λ ∈ M(n).
Такие оценки получил Б.Д. Котляр [13]. Если же A имеет свойство Помпейю, то в
силу теоремы Винера возможна аппроксимация в L1(Rn) линейными комбинациями
индикаторов множеств вида λA, λ ∈ M(n) [14].

Ряд обобщений проблемы Помпейю связан с заменой тройки (Rn, M(n), dx)
тройкой (X, Z, dµ), где X — многообразие, Z — группа Ли, действующая транзи-
тивно на X, dµ — инвариантная относительно Z мера на X. Одним из наиболее
интересных примеров является случай, когда X — единичный круг в комплексной
плоскости C и Z — группа конформных автоморфизмов X [15, 16].

Другие обобщения проблемы Помпейю возникают в связи с интегрировани-
ем по семействам множеств, которые инвариантны только относительно вращений.
Наиболее полная теория в этом направлении соответствует тому, что известно под
названием локальной проблемы Помпейю.

Упоминая о методике решения указанных задач, следует отметить, что наибо-
лее сильные результаты из цитированных выше работ получены с помощью аппа-
рата преобразования Фурье и других элементов гармонического анализа. Несмотря
на достигнутые успехи, в ряде случаев такой подход является либо неприменимым,
либо недостаточно тонким (например, при изучении локальных вариантов проблемы
Помпейю). Приведем одну из возможных постановок локального варианта указанной
проблемы.

Постановка задачи. Пусть функция f локально суммируема в шаре Bn
R и

равенство (1) выполняется при всех λ ∈ M(n) таких, что λA ⊂ Bn
R. Если из этого

условия следует, что f = 0 п.в. в Bn
R, будем говорить, что A является множеством

Помпейю на шаре Bn
R и обозначать A ∈ P(Bn

R). Если A ∈ P(Rn), то для доста-
точно большого по сравнению с размерами множества A радиуса R выполняется
A ∈ P(Bn

R) [17–19].
Рассмотрим величину

R(A) = inf
{
R > 0: A ∈ P(Bn

R)
}
,

которую естественно называть экстремальным радиусом Помпейю (или просто ра-
диусом Помпейю) для множества A.

В [19] поставлена следующая
Проблема 1. Для данного компактного A ⊂ Rn найти значение R(A).
Если точное значение R(A) найти не удаётся, то возникает
Проблема 2. Для данного компактного множества A ⊂ Rn получить оценки

величины R(A), уточняющие известные ранее.
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Ряд результатов, содержащих оценки сверху для величины R(A), получены
К.А. Беренстейном и Р. Гэем [17, 18], а также В.В. Волчковым ([19], Глава 4, §1–2).
Наиболее полный библиографический обзор по проблеме Помпейю и близким к ней
вопросам, включающими локальные варианты этой проблемы, состоит из [19–24].

Выше рассматривались случаи, когда компактное множество A имеет такую
же размерность, что и пространство. Пусть теперь размерность множества A равна
m 6 n, интеграл в (1) понимается как m-кратный, определение множества Помпейю
в Bn

R оставим прежним. Будем рассматривать совокупность Pm,n(Bn
R) всех m-мерных

множеств Помпейю в Bn
R и величину

Rm,n(A) = inf{R > 0: A ∈ Pm,n(Bn
R)}.

Аналогом проблемы 1 является следующая
Проблема 3. Для данного компактного A ⊂ Rm найти значение Rm,n(A).
Локальный вариант проблемы Помпейю для множеств положительной кораз-

мерности напоминает теорему Мореры, в которой из нулевых интегралов по грани-
цам плоских множеств делается вывод о голоморфности функции. В [25] рассмотрена
проблема Помпейю для шаров и сфер положительной коразмерности.

Рассмотрим некоторые примеры множеств A, для которых известно точное зна-
чение Rn,n(A).

1. Пусть A — правильный треугольник со стороной a. Тогда R2,2(A) = a
√

3/2
([26], В. В. Волчков, 1996).

2. Пусть A — правильный s-угольник со стороной длины l. Тогда

Rn,n(A) =

{
l ctg(π/2s)/2, если s — нечетно;
l
√

1 + 4ctg2(π/s)/2 если s — четно

([19], В. В. Волчков, 2000–2003).
3. Пусть A — треугольник Рело ширины 1 в R2. ТогдаR2,2(A) = 1 ([27], П.А. Ма-

шаров, 2001).
4. Пусть A — куб в Rn с ребром длины 1. Тогда Rn,n(A) =

√
n + 3/2 ([28],

В.В. Волчков, 1996).
5. Пусть A — полушар в Rn радиуса 1. Тогда Rn,n(A) =

√
5/2 ([19], В. В. Волч-

ков, 1996).
6. Пусть A(h) — сегмент шара единичного радиуса высоты h в Rn. Тогда

Rn,n(A(h)) =

{√
8h− 3h2 /2, 1 < h 6 8/7;

h, 8/7 < h < 2

([29], П.А. Машаров, 2011).
7. Пусть A(h) — невыпуклый четырёхугольник с вершинами в точках (0; 0),

(
√

3/2;−1/2), (
√

3/2− h; 0), (
√

3/2; 1/2), h ∈ (0;
√

3/2). Тогда

R2,2(A(h)) =

{√
3/2− h, если h ∈ (0;

√
3/6);√

h2 + 1/4, если h ∈ [
√

3/6,
√

3/2)

([30], Н.С. Иванисенко, П.А. Машаров, 2014).
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Известны также значения величины Rn,n(A) для случаев, когда A — круговой
сектор ([31], П.А. Машаров, 2000), параллелепипед в Rn ([28], В. В. Волчков, 1998–
2000), эллипсоид в Rn ([19], В. В. Волчков, 2001), половина кругового конуса в R3

([32], Л.В. Елец, П.А. Машаров, 2009), замыкание разности двух квадратов ([33],
П.А. Машаров, 2016).

Рассмотрим K = {(x, y) ∈ R2 : |x| 6 1, |y| 6 1}— плоский квадрат со стороной 2.
Основным результатом является следующее утверждение.

Теорема 1. Имеет место равенство R2,3(K) =
√

41/4.

Заметим, что R2,2(K) =
√

5 ≈ 2,24, а R2,3(K) ≈ 1,60.
Вспомогательные обозначения и утверждения. Далее будем рассматри-

вать действительное евклидово пространство Rn размерности n > 2 с евклидовой
нормой ‖x‖ =

√
x2

1 + . . . + x2
n. Элементы пространства Rn будем обозначать строч-

ными буквами латинского алфавита (например, x, y, z, t), а их координаты — соот-
ветствующими буквами с нижними индексами (x1, . . . , xn). Если будет рассматри-
ваться пространство R2, то его элементы будем обозначать прописными латинскими
или строчными греческими буквами (A1, B2, ζ) или парами вида (x, y), где x, y —
координаты точки. В некоторых случаях точки (x; y) пространства R2 отождествля-
ются с комплексными числами ζ = x + iy = ρeiϕ, где ρ = |ζ|, ϕ = arg ζ.

Для непустых множеств A,B ⊂ Rn положим Mot(A,B) = {λ ∈ M(n) : λA ⊂ B}.
Для непустого открытого множества B ⊂ Rn под Lloc(B) будем понимать класс

локально интегрируемых на B функций, то есть таких функций f : B → C, для
которых интеграл по любому компактному подмножеству из B конечен. Так как
интегрирование будет вестись по множествам вида λA, а множество A рассматри-
вается m-мерным, то здесь и далее под dx понимается m-мерная мера Лебега. Если
p ∈ [1, +∞), обозначение Lp(B) будем будем использовать для функций, для которых

‖f‖Lp(B) =

(∫
B
|f(x)|p dx

)1/p

< +∞. Для k ∈ N и открытого непустого множества

B под Ck(B) будем понимать класс функций, все частные производные порядка k
которых (включая смешанные) непрерывны в B, C(B) — класс непрерывных на B
функций, C∞(B) =

⋂∞
k=1 Ck(B).

Далее, под P(A, B) будем понимать класс функций из Lloc(B), для которых
равенство (1) верно для всех λ ∈ Mot(A,B). Добавляя гладкость, получим клас-
сы функций Pk(A,B) = P(A,B) ∩ Ck(B), k ∈ N, P∞(A,B) = P(A,B) ∩ C∞(B);
P∞

0 (A,B) — класс радиальных функций из P∞(A,B), то есть таких, что для любых
x, y ∈ B, для которых ‖x‖ = ‖y‖, выполняется f(x) = f(y). Частные производные
по переменным x, y будем обозначать ∂/∂x, ∂/∂y. Символ ∆ обозначает оператор

Лапласа, для функций двух переменных: ∆ =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
.

Заметим, что из линейности пространств гладких и интегрируемых функций
следует линейность пространств Pk(A,B), k ∈ N ∪ {∞}.

Для произвольного непустого B ⊂ Rn, фиксированного числа ε > 0 и вектора
t ∈ Rn положим Bε = {x ∈ Rn : ‖x− y‖ < ε, y ∈ B}, B + t = {x + t ∈ Rn : x ∈ B}.

Лемма 1. Пусть A — компакт, B — область в Rn, числа k ∈ {0, 1, 2, . . . } и
ε > 0 фиксированы, функция ϕε ∈ Ck(Bε) имеет носитель supp ϕε ⊂ Bn

ε , а функция
f ∈ P(A,Bε). Тогда свёртка f ∗ ϕε ∈ Pk(A,B).
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Доказательство. По определению свёртки, имеем ψ(x) =
∫
Rn f(y)ϕε(x−y) dy.

При этом функция ψ(x) определена корректно в области B. Так как ϕε ∈ Ck(B), то
для любого набора {j1, . . . jn}, jν ∈ {0, 1, . . . , k}, j1 + · · ·+ jn 6 k существует

∂j1+···+jnψ(x)

∂xj1
1 . . . ∂xjn

n

=

∫

Rn

f(y)
∂j1+···+jnϕε(x− y)

∂xj1
1 . . . ∂xjn

n

dy.

Таким образом, ψ ∈ Ck(B). Осталось доказать, что эта функция имеет нулевые
интегралы по всем множествам λA ⊂ B.

Зафиксируем произвольное λ ∈ Mot(A,B) и рассмотрим

I =

∫

λA

ψ(x) dx =

∫

λA

dx

∫

Rn

f(y)ϕε(x− y) dy.

Сделав замену t = x − y, имеем I =
∫

λA
dx

∫
Rn f(x − t)ϕε(t) dt =

=
∫
Rn ϕε(t) dt

∫
λA

f(x − t) dx. После замены z = x − t, I =
∫
Rn ϕε(t) dt

∫
λA−t

f(z) dz.
Так как supp ϕε ⊂ Bn

ε , то во внешнем интеграле интегрирование на самом деле ве-
дется по Bn

ε , то есть t ∈ Bn
ε . Отсюда следует, что λA − t ⊂ B, и, значит, внутренний

интеграл по условию леммы равен нулю. Следовательно, и весь интеграл равен нулю,
что завершает доказательство леммы. ¤

Лемма 2. Пусть A — компакт в R2, d — один из следующих дифференциаль-
ных операторов: ∂/∂x, ∂/∂y, для некоторого открытого множества B, для кото-
рого Mot(A,B) 6= ∅, выполнено f ∈ P∞(A,B). Тогда df ∈ P∞(A,B).

Доказательство. Докажем сначала, что если m ∈ N, то в условиях леммы
из f ∈ Pm(A,B) следует df ∈ Pm−1(A, B).

Уменьшение гладкости функции df по сравнению с f на единицу связано с
тем, что d является дифференциальным оператором первого порядка. Докажем те-
перь, что если функция f имеет нулевые интегралы, то и df также имеет нулевые
интегралы по соответствующим множествам.

Так как Mot(A,B) 6= ∅ и f ∈ Pm(A,B), то найдется λ ∈ Mot(A,B), для ко-
торого верно (1). Тогда для ζ = (ξ, η) ∈ R2 с достаточно малой нормой множество
λA + ζ ⊂ B. Поэтому имеет место равенство

0 =

∫

λA+ζ

f(x, y) dx dy =

∫

λA

f(x + ξ, y + η) dx dy.

Дифференцируя его по ξ, η, получаем
∫

λA
f ′1(x + ξ, y + η) dx dy = 0,∫

λA
f ′2(x+ξ, y+η) dx dy = 0, где f ′1, f

′
2 обозначают производные по первой и второй пе-

ременным соответственно, то есть ∂/∂x, ∂/∂y. Полагая в этих равенствах ξ = η = 0,
получаем ∂f/∂x, ∂f/∂y ∈ Pm−1(A,B).

Учитывая определение класса P∞(A,B), получаем утверждение леммы. ¤
Для произвольного непустого компакта или ограниченной области A из Rn

через r∗(A) обозначим радиус наименьшего замкнутого шара, содержащего A. То
есть r∗(A) = inf{R > 0: ∃λ ∈ Mot(A,Bn

R)}. Отметим, что из определений r∗(A) и
Mot(A, B) следует, что для произвольного компакта A множество Mot(A,Bn

R) 6= ∅
тогда и только тогда, когда R > r∗(A), а для открытого ограниченного множества —
когда R > r∗(A).
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Для рассматриваемого в настоящей работе множества K значение r∗(K) равно
радиусу описанной окружности, r∗(K) =

√
2 ≈ 1,41. Отсюда следует тривиальная

оценка снизу радиуса Помпейю: R2,n(K) >
√

2 для любого n > 2.
Обозначим вершины квадрата K буквами: ζ1(1; 1), ζ2(−1; 1), ζ3(−1;−1), ζ4(1;−1).

Когда будет рассматриваться квадрат λK (λ ∈ M(n)), его вершины будем обозначать
соответственно λζj, j = 1, 4.

Лемма 3. Пусть для некоторого ε > 0 функция f ∈ C2(Kε). Тогда имеют
место равенства

∫

K

∂f

∂y
dx dy =

∫ 1

−1

(
f(x; 1)− f(x;−1)

)
dx, (2)

∫

K

∂2f

∂x∂y
dx dy = f(ζ1)− f(ζ2)− f(ζ4) + f(ζ3). (3)

Доказательство. Переходя к повторному интегралу, имеем
∫

K
(∂f/∂y) dx dy =

=
∫ 1

−1
dx

∫ 1

−1
(∂f/∂y) dy =

∫ 1

−1

(
f(x; 1)− f(x;−1)

)
dx. Заменив в полученном равенстве

f на ∂f/∂x, получаем
∫

K

∂2f

∂x∂y
dx dy =

∫ 1

−1

(
∂f(x, 1)

∂x
− ∂f(x,−1)

∂x

)
dx = f(ζ1)−f(ζ2)−

−f(ζ4) + f(ζ3). ¤
Для доказательства основного результата воспользуемся следующим утвержде-

нием, доказательство которого можно найти в [19]. Перед его формулировкой введем
используемые в нём обозначения. Для набора точек {vν}k

ν=1 ⊂ Rn, где vi 6= vj для
1 6 i, j 6 k, i 6= j, числа ε > 0 положим Ων,ε =

{
x ∈ Rn : ‖vν‖ − ε < ‖x‖ < ‖vν‖+ ε

}
,

ν = 1, . . . , k. Для открытого непустого множества U ⊂ Rn под H0(U) понимается
класс радиальных локально суммируемых в U распределений.~∂ =

(
∂/∂x1, . . . , ∂/∂xn

)
.

Утверждение 1 (Теорема 3.2 из [19, Глава 4]). Пусть Fν ∈ H0

(
Ων,ε

)
для

ν = 1, . . . , k и существуют многочлены Pν : Rn → C такие, что для любого x ∈ Bn
ε

выполняется
∑k

ν=1

(
Pν(~∂)Fν

)
(x + vν) = 0, которое понимается в смысле распределе-

ний. Тогда существует нетривиальный многочлен P : R1 → C такой, что
P (∆)Fν = 0 в Ων,ε.

Для R >
√

2 будем рассматривать различные положения квадрата λK внутри
шара B3

R. Обозначим ρ0, ρ1, ρ2 — расстояния от начала координат до вершины λζ1, до
отрезка λ(ζ1ζ2), до плоскости квадрата λK соответственно. Для каждого j = 0, 1, 2
положим minj = inf{ρj : λ ∈ Mot(K,B3

R)} и maxj = sup{ρj : λ ∈ Mot(K,B3
R)}, для

0 < a < b шаровой слой в R3 обозначим B(a; b) = {x ∈ R3 : a < ‖x‖ < b}.
Лемма 4. Имеют место равенства

min0 =

√
4− 4

√
R2 − 1 + R2, min1 = 2−

√
R2 − 1, min2 = 0,

max0 = R, max1 =
√

R2 − 1, max2 =
√

R2 − 2.
(4)

Доказательство. Для удобства будем рассматривать расположения λK, где
λ ∈ Mot(K,B3

R). Так как для вычисления расстояний используется теорема Пифаго-
ра, величина min0 достигается при таком же движении λ, при котором достигаются
min1, а значит и min2, то есть начало координат должно лежать в плоскости λK, а
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две вершины квадрата — на сфере. Учитывая симметрию квадрата, при таком же его
положении достигаются max0 и max1. Отсюда min2 = 0, max0 = R. Далее последова-

тельно вычисляем max1 =
√

R2 − 1, min1 = 2−√R2 − 1, min0 =
√

(2−√R2 − 1)2 + 1.
Осталось заметить, что max2 достигается, когда все вершины квадрата лежат

на сфере. В таком случае max2 — то расстояние от начала координат до центра

квадрата, откуда по теореме Пифагора max2 =
√

R2 − (
√

2)2. ¤
Замечание 1. Решениями неравенств min0 < max1 и min1 < max2 является

R >
√

41/4. Действительно, сделав в первом случае замену t =
√

R2 − 1, получаем
4− 4t + t2 + 1 < t2; t > 5/4, откуда R2 > 41/16; R >

√
41/4. Во втором случае имеем

4− 4
√

R2 − 1 + R2 − 1 < R2 − 2, откуда снова
√

R2 − 1 > 5/4; R >
√

41/4.
Лемма 5. Пусть R >

√
2 и f ∈ P∞

0 (K,B3
R). Тогда существует ненулевой

многочлен q : R→ C такой, что q(∆)f = 0 в B
(√

4− 4
√

R2 − 1 + R2; R
)
.

Доказательство. Применив утверждение 1 к f ∈ P∞
0 (K,B3

R) ⊂ H0(Ων,ε

)
для

набора точек vν = ζν (ν = 1, 4), учитывая равенство (3), левая часть которого в
данном случае по лемме 2 обратится в нуль, получаем, что существует нетриви-
альный многочлен q : R1 → C такой, что q(∆)f = 0 в Ων,ε. Так как функция f
общая для всех точек ζν , то Ων,ε представляет из себя множество точек из B3

R, в
которые можно попасть вершинами квадрата λK, λ ∈ Mot(K,B3

R). Таким образом,
Ων,ε = B(min0; max0), что, с учетом леммы 4, завершает доказательство. ¤

Для формулировки следующего утверждения рассмотрим преобразование Ра-
дона. Пусть n > 2; ξ(ω, d) — гиперплоскость с расстоянием d до начала координат,
нормалью которой является вектор ω ∈ Sn−1. Преобразование Радона вводится для
f ∈ L1(Rn) по формуле

Rf(ω, d) =

∫

ξ(ω,d)

f(x) dx,

где в данном случае dx — (n− 1)-мерная мера.
Утверждение 2 (Следствие 8.4 из [19, Глава 1]). Пусть r > 0, f ∈ L1(Rn)

удовлетворяет Rf(ω, d) = 0 для всех ω ∈ Sn−1 и почти всех d ∈ (r, +∞). Если
существует множество Ω ⊂ (r, +∞) положительной меры такое, что f(x) = 0 в
{x ∈ Rn : |x| ∈ Ω}, тогда f = 0 в B(r; +∞).

Лемма 6. Пусть R >
√

41/4 и f ∈ P∞
0 (K,B3

R). Тогда существует ненулевой
многочлен q : R→ C такой, что q(∆)f = 0 в B3

R.

Доказательство. Рассмотрим многочлен q из леммы 5, для которого выпол-
няется q(∆)f = 0 в B(min0; max0), и функцию F = q(∆)f . По лемме 2, учитывая,
что оператор Лапласа оставляет функцию радиальной, F ∈ P∞

0 (K,B3
R). Применив

лемму 2 к функции F , получаем, что разность интегралов от F по двум противо-
положным сторонам любого квадрата λK ⊂ B3

R равна нулю. Отсюда, расположив
одну из сторон в области нулей F (это возможно, так как для рассматриваемых R
выполняется max1 > min0) и поворачивая квадрат вокруг первой стороны, полу-
чаем нулевые интегралы от F по всем отрезкам, расстояние от которых до начала
координат лежит в пределах от min1 до max1. Доопределив F нулем вне B3

R, имеем
нулевые интегралы от F по всем прямым, расстояние от которых до начала коорди-
нат больше min1. Отсюда интегралы по всем плоскостям, расстояние до которых от
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начала координат больше min1 равны нулю, что по утверждению 2 означает F = 0
в B(min1, R).

По определению класса P∞
0 (K,BR), учитывая max2 > min1 и min2 = 0, имеем

нулевые интегралы от F по всем плоскостям, откуда по утверждению 2 получаем
F = 0 в B3

R. ¤
Приведём одно довольно общее утверждение, доказательство которого можно

найти в [19], предварительно пояснив смысл входящих в него обозначений.
Пусть U — открытое множество в Rn. Под D(U) понимается класс функций

из C∞(U) с компактным носителем в U ; D′(U) — пространство распределений на
U ; SO(n) — группа евклидовых вращений пространства Rn; для распределения ϕ ∈
D′(U) и λ ∈ M(n) распределение λϕ определяется на D′(λ−1U) формулой 〈λϕ, f(x)〉 =
〈ϕ, f(λ−1x)〉, где f ∈ D(λ−1U), 〈ϕ, f〉 обозначает значение ϕ на элементе f ; D′

ϕ(U) ={
f ∈ D′(U) : f ∗ ϕ = 0 в области определения

}
; Cm

ϕ (U) =
(D′

ϕ ∩ Cm
)
(U), где m ∈ Z+

или m = ∞; Am
ϕ (U) =

⋂
τ∈SO(n) Cm

τϕ(U).
Утверждение 3 (Предложение 5.9 из [19, Глава 1]). Пусть U = Bn

R и
A∞

ϕ (U) 6= {0}. Тогда A∞
ϕ (U) содержит радиальную функцию, отличную от нуля.

Взяв ϕ = χK — индикатор множества K, получаем
Следствие 1. Пусть для некоторого R > 0 выполняется P∞

0 (K,B3
R) = {0}.

Тогда P∞(K,B3
R) = {0}.

Лемма 7. Пусть R >
√

2, для некоторой функции f ∈ P∞
0 (K,B3

R) и для неко-
торого многочлена q : R→ C выполняется q(∆)f = 0 в B3

R. Тогда f = 0 в B3
R.

Доказательство. Пусть разложение на линейные множители многочлена q(b)
имеет вид q(b) = b0(b − b1) · . . . · (b − bm). Рассмотрим g = (∆ − b2) · . . . · (∆ − bm)f ,
g ∈ P∞

0 (K,B3
R). Для неё имеем дифференциальное уравнение (∆ − b1)g = 0 в B3

R,
общим решением которого при b1 6= 0 является g(ρ) = C1J0(

√
b1ρ) + C2N0(

√
b1ρ), при

b1 = 0 g(ρ) = C3 + C4 ln ρ, где J0, N0 — функции Бесселя и Неймана соответственно.
Учитывая, что N0(

√
b1ρ) и ln |ρ| имеют особенности в нуле, а g(ρ) непрерывна, то

C2 = C4 = 0. Значит g(ρ) = C1J0(
√

b1ρ) или g(ρ) = C3 в B3
R. Продолжая её в R3

этими же функциями, получаем, что вещественно-аналитическая g ∈ P∞
0 (K,R3). А

так как K является множеством Помпейю в R2, то g = 0. Рассуждая аналогично для
(∆− b3) · . . . · (∆− bm)f , . . . , f , приходим к утверждению леммы. ¤

Приведём ещё одно утверждение, которое необходимо будет для доказательства
основного утверждения.

Утверждение 4 (Следствие 8.2 из [19, Глава 1]). Пусть чётная функция
g ∈ D(R1). Тогда существует f ∈ D0(Rn), что Rf(ω, d) = g(d) для всех ω ∈ Sn−1,
d ∈ R1.

Построение решения задачи.
Доказательство теоремы 1. Рассмотрим сначала случай R ∈ (√

2;
√

41/4
)
.

Исходя из леммы 4 и замечания 1, для указанного R выполняется неравенство
max2 < min1. Рассмотрим функцию

g(d) =





0, 0 6 |d| 6 max2;

e1
/(

(|d|−max2)(min1−|d|)
)
, max2 < |d| < min1;

0, |d| > min1 .
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Эта функция удовлетворяет условиям утверждения 4, поэтому существует та-
кая f ∈ D0(R3), что Rf(ω, d) = g(d) для всех ω ∈ S2, d ∈ R1. Это означает, что
интегралы от f по всем плоскостям, расстояние от которых до начала координат
меньше max2 или больше min1 равны нулю. Исходя из утверждение 2, f(ρ) = 0,
если ρ > min1, причем не верно, что f = 0 п.в., поскольку иначе выполнялось бы
Rf(ω, d) = 0 всюду.

По определению величин max2 и min1, для любого λ ∈ Mot(K,B3
R) плоскость

квадрата λK удалена от начала координат не дальше, чем на max2, при этом пе-
ресечение λK ∩ B3

min1
⊂ λK, поскольку λ(ζ1ζ2) находится на расстоянии большем,

чем min1. Следовательно, ненулевая функция f ∈ P(K,B3
R), что доказывает оценку

R2,3(K) > R, откуда R2,3(K) >
√

41/4.
Пусть теперь R >

√
41/4. Рассмотрим произвольную f ∈ P∞

0

(
K,B3

R

)
. По лем-

ме 6 существует ненулевой многочлен q : R → C такой, что q(∆)f = 0 в B3
R. Отсюда

по лемме 7 f = 0 в B3
R, что означает P∞

0

(
K,B3

R

)
= {0}. Применение следствия 1

завершает доказательство теоремы 1. ¤
Применения Решение локального варианта проблемы Помпейю имеет прило-

жения к различным областям математики. Покажем применение к теории прибли-
жений.

Для произвольного фиксированного λ ∈ Mot(K,B3
R) рассмотрим строго убы-

вающую к нулю последовательность положительных чисел {ελ
j }∞j=1 такую, что для

параллелепипеда K(ε) = K × [−ε/2; ε/2] = {(x, y, z) ∈ R3 : |x| 6 1, |y| 6 1, |z| 6 ε/2}
выполняется условие λK(ελ

1) ⊂ B3
R.

Теорема 2. Для фиксированных p : 1 6 p < ∞, R >
√

41/4 любую функцию
f ∈ Lp(BR) можно аппроксимировать с любой точностью в Lp(BR) линейными
комбинациями индикаторов множеств λK(ελ

j ), j = 1, 2, . . . , λ ∈ Mot(K,BR).
Доказательство. Пусть существует функция f ∈ Lp(BR), которую нельзя

аппроксимировать с произвольной точностью линейными комбинациями указанных
в формулировке теоремы индикаторов множеств. Тогда эта функция ортогональна
всем таким индикаторам. То есть для любых λ ∈ Mot(K,BR) и j = 1, 2, . . . верно
равенство

∫

BR

f(x, y, z) · χλK(ελ
j )(x, y, z) dx dy dz =

∫

λK(ελ
j )

f(x, y, z) dx dy dz = 0.

Сделаем в последнем интеграле замену переменных (x′, y′, z′) = λ−1(x, y, z) и
разделим его на ελ

j . Учитывая, что якобиан перехода равен 1, имеем

1

ελ
j

∫∫

K

dx′ dy′
∫ ελ

j /2

−ελ
j /2

f(x′, y′, z′) dz′ = 0.

Переходя к пределу при j →∞, по теореме о среднем получаем, что для любого
λ ∈ Mot(K,BR) выполняется равенство

∫

λK

f(x, y, z) dµ =

∫∫

K

f(x′, y′, 0) dx′ dy′ = 0,

где dµ — плоская мера на λK.
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Отсюда, применяя теорему 1, получаем f = 0 в BR, а такую функцию можно
приблизить линейными комбинациями каких угодно функций, то есть предположе-
ние не верно, что доказывает теорему. ¤

Выводы. В работе впервые решена задача о нахождении экстремального ра-
диуса Помпейю для множества положительной коразмерности, отмечено отличие
найденной величины от подобной для двумерного случая, показано возможное при-
менение полученного результата. Разработанная здесь методика может быть исполь-
зована для дальнейших исследований в этой области, нахождения экстремального
радиуса Помпейю для других плоских множеств в пространствах размерности 3 и
выше, а также для кубов размерности m в пространствах размерности n < m.
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THE LOCAL POMPEIU PROBLEM FOR THE SQUARE IN THREE-DIMENSIONAL
SPACE

P.A. Masharov

The problem of finding the smallest radius of the ball in which the given set is a Pompeiu set is
considered. The finding radius of the ball for the plain square is obtained.

Keywords: the Pompeiu problem, the extreme Pompeiu radius for the square, the local Pompeiu
problem.
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ЦИКЛИЧЕСКИ СИММЕТРИЧНОЕ УПРУГОПЛАСТИЧЕСКОЕ СОСТОЯНИЕ 
ИЗОТРОПНОЙ  ПЛОСКОСТИ С КРУГОВЫМИ ВЫРЕЗАМИ  В СЛУЧАЕ 

ИДЕАЛЬНОЙ ПЛАСТИЧНОСТИ 

© 2017.   Н.И. Кодак, В.Н. Ложкин 
 
 
 Методом последовательных конформных отображений изучено циклически симметричное 
упругопластическое  равновесие неограниченной изотропной плоскости с круговыми вырезами в случае 
идеальной пластичности. Контуры вырезов свободны от внешних воздействий. Напряжения на 
неизвестных границах раздела упругой и пластических областей являются непрерывными. 
 Найдены неизвестные границы раздела упругой и пластических областей. Определены условия, 
при которых имеет место начальный пластический охват контуров вырезов и при которых возможно 
наибольшее сближение пластических областей. При слиянии пластических областей формируется 
изолированная упругая область. 
 Ключевые слова: циклическая симметрия, неограниченная изотропная плоскость, 
упругопластическое состояние, начальный пластический охват, неизвестная граница раздела, 
конформное отображение, коллокация. 
 
 

В случае плоской деформации или обобщенного плоского состояния многие 
упругопластические задачи для изотропных сред с круговыми вырезами при различных 
условиях возникновения неупругих напряжений были решены с помощью 
аналитических функций.  

Коэффициенты разложений аналитических функций находились методом 
малого параметра из условия непрерывности упругих и неупругих напряжений на 
подлежащих определению границах их раздела. В основном использовался метод 
малого параметра. Этот метод позволил получить приемлемые результаты в случаях, 
когда внешние границы неупругих областей достаточно удалены друг от друга [1, 2]. 

В работах [3–6]  предложен и использован метод последовательных 
конформных отображений для изучения возникновения и развития неупругих областей 
в изотропной плоскости с двумя одинаковыми круговыми (эллиптическими) вырезами 
от начального неупругого охвата их контуров до практического соприкосновения 
неупругих областей для различных условий пластичности.  

В предлагаемой работе методом последовательных конформных отображений 
изучено возникновение и развитие неупругих областей в плоскости с одинаковыми 
круговыми вырезами, равномерно расположенными на окружности, от начального 
неупругого охвата их контуров при равностороннем внешнем сжатии в случае 
идеальной пластичности. 

Постановка задачи. Рассмотрим неограниченную изотропную плоскость с 
3s  одинаковыми круговыми вырезами радиуса R , равномерно расположенными на 

окружности радиуса lR . Плоскость равносторонне сжимается усилиями q , при 
которых сплошная плоскость остается упругой. Контуры вырезов свободны от 
внешних воздействий.  
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Рассматриваются такие расстояния hR  между центрами вырезов и внешние 
усилия q , при которых в плоскости возле вырезов возникают пластические области. 
Они полностью охватывают контуры   вырезов, не соприкасаются и их внешние 
границы находятся на расстоянии  Rh0   друг от друга  (рис. 1). 

Между линейными параметрами hl,  и 

углом периодичности s  существует зависимость 

./2),2/sin(2 shl ss         (1)             

Интенсивность усилий q  увеличивается 

так, что последующие пластические области 
полностью охватывают предыдущие. 
Геометрическая и силовая симметрия 
равновесия плоскости позволяет исследовать 
возникновение и развитие неупругой области 
от начального пластического охвата выреза с 
касанием его контура около одного – правого 
выреза.  

Введем безразмерные координаты 

.)exp(),( 21
1

21   irlzixxRiz                                  (2) 

Напряжения в правой пластической области удовлетворяют уравнениям 
равновесия, соотношению идеальной пластичности и условиям на контуре выреза  [2]  
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Здесь k  – постоянная, имеющая размерность напряжений. 
Упругие напряжения удовлетворяют уравнениям равновесия, соотношению 

совместности и условиям внешнего нагружения [7] 
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На подлежащей определению границе раздела упругой и пластической областей 
напряжения принимаются непрерывными. 

В условиях задачи (3), (4) равносторонне сжимаемая сплошная плоскость остается 
в упругом состоянии при любой интенсивности внешних усилий. 

Аналитическое решение задачи. Решение задачи (3) имеет вид [2] 
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p
r

pp
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Напряженное состояние упругой части плоскости описывается функциями )(z  и 
)(z , являющимися решением задачи (4). С учетом геометрической и силовой 

симметрии задачи их можно представить так [1] 
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Рис. 1 
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Значения  )( lz   и )( k
sk lz   находятся из равенств 
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Здесь функции )(0  rlz  и )(0 k
k
s

k
s rlz   конформно отображают внешности 

единичных окружностей 1||   и 1|| k  на внешности соответствующих пластических 

областей. 
Для упругих напряжений справедливы равенства [1] 
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Возле правой пластической области функции (6) принимают вид 
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где значения )(k  находятся из равенств 
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Соотношения (8) перепишутся так 
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Напряжения (5) на внешней границе правой пластической области )(0  rlz  

принимают вид 
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В равенствах (11), (12) введены обозначения 
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Коэффициенты nnn bacr ,,,0  разложений (7), (8) находятся из условий 

непрерывности упругих (11) и пластических (12) напряжений 
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Численное решение задачи. Решение поставленной задачи строится методом 
последовательных конформных отображений [3–6]. Для фиксированного количества 
вырезов s  и расстояния l  между их центрами подбирается исходное отображение и 
значение параметра n , при котором возможен пластический охват правого выреза, 

когда внешняя граница неупругой области касается его контура. 
Строится упругое решение для полученного отображения. Из условия (14) 

методом коллокации находятся коэффициенты na  и nb  разложений (9). Для этого 

распишем его так 
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Первое отображение (7) представим в виде 
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Тогда условие (15) можно  переписать так 
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Из него методом коллокации найдем постоянные nh .  

Новые коэффициенты 0r  и nc  определяются равенствами 
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11110 nnn hthtchtr                                    (19) 

Точки коллокации  )0(   рекомендуется выбирать на контуре )(0  rlz  

несимметрично относительно прямой .1 l  Значения )(k  вычисляются из 

уравнения (10) методом Вегстейна с начальным приближением 
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Сходимость приближений обеспечивается выбором произвольной постоянной  , 
входящей в условие (18). 

Построение приближений заканчивается при совпадении двух последних 
внешних границ правой пластической области с принятой точностью. Затем параметр 
  увеличивается на заданный шаг. В качестве начального отображения берется 
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отображение, полученное на предыдущем шаге. Определяющим критерием точности 
решения задачи является погрешность выполнения условий непрерывности 
напряжений (11), (12) на границе их раздела 

.,,:)(0
pepeperlz                              (21) 

Итерационный процесс заканчивается максимальным сближением внешних границ 
пластических областей. 

Анализ численных результатов. Результаты вычислений проиллюстрированы 
ниже приведенными графиками (рис. 2–9). На них в безразмерных координатах 21,  

для различных значений knhs  ,,,  изображены внешние границы правых 

пластических областей. Здесь n  – значение параметра qk 1 , при котором имеет 

место начальный пластический охват контура выреза, k  – значение, до которого 

предложенный метод позволил довести вычисления. 
 

Рис. 2. .422.1,300.1,25.3,3  knhs  Рис. 3. .837.1,160.1,0.4,3  knhs  

 

Рис. 4. .422.1,260.1,25.3,4  knhs  Рис. 5. .838.1,150.1,0.4,4  knhs  
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Рис. 6. .422.1,370.13.3,5  knhs  Рис. 7. .810.1,310.1,0.4,5  knhs  

 

Рис. 8. .392.1,370.13.3,6  knhs  Рис. 9. .778.1,210.10.4,6  knhs  

 
Внешние границы пластических областей сближены до пяти сотых радиуса 

вырезов. Относительная погрешность удовлетворения условиям непрерывности 

пластических и упругих напряжений  (21) доведена до 310 . 
Из анализа приведенных результатов следует, что начальный пластический охват 

контуров вырезов возможен, когда параметр h  удовлетворяет неравенству: .25.3h  
Сближение внешних границ пластических областей проходит по линиям, 

соединяющим центры соседних вырезов. При соприкосновении этих границ остается 
упругое ядро внутри нового пластического образования. 

Выводы. Метод последовательных конформных отображений позволил 
исследовать  возникновение и развитие неупругих областей в плоскости с одинаковыми 
круговыми вырезами, равномерно расположенными на окружности, при 
равностороннем сжатии с учетом сдвиговых деформаций.  

Определены наименьшие расстояния между центрами соседних вырезов, при 
которых возможен начальный пластический охват. 

Установлено, что при образовании единой пластической области внутри нее 
сохраняется упругое ядро, выпуклое при 4,3s  и вогнутое при .6,5s  
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CYCLIC SYMMETRICAL ELASTUPLASTIC STATE OF AN  ISOTROPIC PLANE WITH 
CIRCULAR CUT  OUTS IN THE CASE OF AN IDEAL PLASTICITY 

 
N.I. Kodak, V.N. Lozhkin 
 
 By method of successive conformal  mapping and by method of collocation cyclic symmetrical 
elastoplastic state of an infinite isotropic plane is studied. Contours of the cut outs from external force are free. 
Stress is on an unknown border of separating of the elastic end  plastic domains are continuous. 
 An uknown borders of separating of the elastic end plastic domains has bin found. Effors, at which the 
initial plastic enclusien  of contours of the cut outs take plac end at which maximum. convergence of plastic 
domains is possible are determined. By  amalgation of plastic domains inner isolated  plastic domain is formed. 
 Keywords: cyclical symmetry, infinite isotropic plane, circular cut outs, elastoplastic state, initial plastic 
enclusien, elastic end plastic domains, unknown border separating, conformal mapping, collocation. 
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ОБ ОДНОМ ВАРИАНТЕ ПОСТРОЕНИЯ УРАВНЕНИЙ 
УТОЧНЕННОЙ ТЕОРИИ ИЗГИБА ОРТОТРОПНЫХ ПЛИТ 

 
© 2017.   Р.Н. Нескородев 
 
 

Предложена методика построения системы дифференциальных уравнений уточненной теории 
изгиба ортотропных плит, удовлетворяющая однородным условиям на торцах плиты. Даны примеры 
получения коэффициентов обобщенных метагармонических уравнений системы для различных 
материалов. 

Ключевые слова: изгиб, ортотропная плита, уточненная теория. 
 
 

Введение. Вопросам построения различных вариантов уточненных теорий изгиба 
плит посвящен ряд монографий [1–3]. В этих работах развиваются теории изгиба 
пластин, учитывающие влияния поперечных сдвигов и нормального напряжения z . В 

статье [4] предложен один из способов получения уточненных теорий изгиба 
транстропных плит, базирующийся на использовании однородных решений. В работе 
[5] в качестве классической теории изгиба изотропных плит предлагается признать 
теорию, приводящую к дифференциальным уравнениям шестого порядка. В виде 
одного из вариантов в этой работе выводится система уравнений, имеющая шестой 
порядок, и формулируются соответствующие краевые задачи. Предположения, на 
основе которых строится эта теория, основаны на сравнении выражений для 
поперечных усилий, полученных в результате интегрирования напряжений xz  и yz , 

заданных различными соотношениями. В статьях [6, 7] на основе указанных 
предположений получены системы дифференциальных уравнений теории изгиба 
изотропных и транстропных плит, позволяющие удовлетворить всем трем граничным 
условиям на боковой поверхности, имеющим место в теории изгиба плит. 

В настоящей статье предлагается один из способов получения системы 
разрешающих уравнений уточненной теории изгиба ортотропных плит, базирующийся 
на непосредственном сравнении напряжений xz , yz  и z , заданных различными 

соотношениями. Система содержит обобщенные бигармоническое и два 
метагармонических уравнения. 

Основные соотношения уточненной теории ортотропных плит. Рассмотрим 
задачу изгиба ортотропной плиты постоянной толщины h2 , отнесенную к декартовой 
системе координат Oxyz . Оси Ox  и Oy  расположены в срединной плоскости плиты, а 
ось Oz  – нормальна к этой плоскости. К боковой поверхности плиты приложены 
нагрузки, приводящие ее к изгибу. 

В дальнейшем вместо общепринятых обозначений для перемещений и 
напряжений будем использовать следующие: 1u , 2u , 3u  для xu , yu , zu  и 1 , 2 , 3 , 

4 , 5 , 6  для x , y , z , yz , xz , xy  соответственно. 

Краевая задача, решение которой позволит определить напряженно-
деформированное состояние, формулируется следующим образом. Найти функции 
перемещений  zyxuk ,,   3,2,1k , удовлетворяющие уравнениям теории упругости 

ортотропного тела и однородным граничным условиям на плоских гранях плиты 
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3 4 5 0         при   z h  .     (1) 

Исходные представления для перемещений будем искать в виде 

     
0

nN

i in
n

z
u x, y,z z u x, y

n!


      1 2i , ,        3 3

0

nN

n
n

z
u x, y,z u x, y

n!


  . 

Здесь 

 
2 2

2

h z
z

h


  ,      0h   .     (2) 

Производные по переменной z  от перемещений получим такими 

  1
0

2 1
nN

i in i ,n
n

u n u h u
n! 



           1 2i , ,   3 3 1
0

nN

,n
n

z
u u

h n! 


    .    (3) 

При выводе уравнений (3) использовалась формула 2z h   , которая следует 
из представлений (2), а также равенства 

z / h   ,    
     

1 1

2 1
1 1

n n n n n

z z n h
n ! n ! n ! n ! n !

                
     1n . 

Напряжения находим из уравнений закона Гука 

     
0

nM

k kn
n

z
x, y,z z x, y

n!


        1 2 3 6k , , , , 

     
0

nM

k kn
n

z
x, y,z x, y

n!


        5,4k .                                       (4) 

Здесь 

1 1 1 2 2 2 3 3 1kn k n k n k ,nA u A u A u / h          1 2 3k , , ,    6 66 1 2 2 1n n nA u u     , 

 4 44 2 3 2 2 12 1n n n ,nA u n u h u         ,  5 55 1 3 1 1 12 1n n n ,nA u n u h u         ,  (5) 

 0 1n , ,  , kiA  – модули упругости;   x /1 , y /2 . 

Производные по переменной z  от напряжений будут такими 

  1
0

2 1
nM

k kn k ,n
n

n h
n! 



            6,3,2,1k , 1
1

nM

k k ,n
n

z

h n! 


       4 5k , .   (6) 

Из условий (1), с учетом соотношений (5), находим 

 50 55 1 30 10 11 0A u u h u      ,    40 44 2 30 20 21 0A u u h u      , 

30 31 1 10 32 2 20 33 31 0A u A u A u / h       .    (7) 

Подставляя представления (4) и (6) в уравнения равновесия и приравнивая нулю 
выражения при одинаковых функциях переменной z , найдем: 

1 1 2 6 5 1 0n n ,n / h        ,   1 6 2 2 4 1 0n n ,n / h        , 

 1 5 2 4 3 3 12 1 0n n ,n ,nn h                0 1 2n , , ,  .                  (8) 
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Рассмотрим решение системы (8), когда в разложениях (4) оставлены слагаемые 

10 , 20 , 60 , 51 , 41 , 31  и 32 . В этом случае, с учетом соотношений (7), имеем 

1 10 2 60 51 0/ h        ,  1 60 2 20 41 0/ h        ,  1 51 2 41 32 0h        ;  (9) 

31 31 1 11 32 2 21 33 32 0A u A u A u / h       .    (10) 

Разрешая уравнения (9) и учитывая соотношения (5), получим 

   51 1 10 2 60 55 1 31 11 123h A u u h u           , 

   41 1 60 2 20 44 2 31 21 223h A u u h u           , 

 32 1 51 2 41 31 1 12 32 2 22/ h A u A u           .                            (11) 

Из соотношений (7) и (10) находим представления для перемещений 

 11 1 30 10u u u / h   ,   21 2 30 20u u u / h   ,  31 31 1 10 32 2 20u h u u      , 

 32 31 1 11 32 2 21u h u u      ,    3 3 33i iA / A  .                               (12) 

Представления для напряжений через компоненты перемещений 10u , 20u , 30u  и их 

производные найдем из соотношений (5) и (11) с учетом зависимостей (12) 

10 11 1 10 12 2 20B u B u     ,  20 21 1 10 22 2 20B u B u     ,   60 66 2 10 1 20A u u     ; (13) 

     2
51 11 10 12 20 55 31 1 10 32 1 2 20 1 30 10 123h L u L u A h u u u u / h hu                , 

     2
41 21 10 22 20 44 31 1 2 10 32 2 20 2 30 20 223h L u L u A h u u u u / h hu                , 

   32 11 1 12 2 10 21 1 22 2 20 31 1 12 32 2 22L L u L L u A u A u             .  (14) 

Здесь 

2
266

2
11111  ABL ,     2166122112  ABLL ,   2

222
2
16622  BAL , 

11 11 13 31B A A   ,   22 22 23 32B A A   ,   12 21 12 13 32B B A A    . 

Удовлетворяя равенствам в правых частях напряжений (14), находим решение 
задачи изгиба ортотропных плит. Рассмотрим два варианта определения компонент 
перемещений и напряжений, при которых указанные равенства будут выполнены. 

Получение обобщенного бигармонического уравнения. Как и в классической 
теории Кирхгофа полагаем 10 1 30u u  , 20 2 30u u  . Тогда из равенств (12) и первых 

двух соотношений (14) находим 

11 21 32 0u u u   ,    12 11 1 12 2 30 1 2 30
55

1
u L L u D u

A
      , 

31 2 30u hD u  ,    22 21 1 22 2 30 2 2 30
44

1
u L L u D u

A
      ,                       (15) 

где 2 2
2 31 1 32 2D       . 

Уравнение для определения функции 30u  получим, удовлетворяя равенству в 

правой части напряжений 32  соотношений (14) 
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   2 2
33 2 2 31 11 1 12 1 2 32 12 1 2 22 2 30 0A D D r L L r L L u             .  (16) 

Здесь 31 31 551r A / A  ,  32 32 441r A / A  . 

Представления для компонент функций напряжений через функцию 30u  получим 

из соотношений (13)–(14) 

 2 2
10 11 1 12 2 30B B u      ,   2 2

20 12 1 22 2 30B B u      ,  60 66 1 2 302A u     , 

 51 11 1 12 2 30h L L u      ,    41 12 1 22 2 30h L L u      , 

 2 2
32 11 1 12 1 2 22 2 302L L L u         .                                     (17) 

Таким образом, компоненты перемещений и напряжений выражаются через 
функцию 30u  по формулам (15) и (17), а функция 30u  определяется из уравнения 

четвертого порядка (16). Указанное уравнение имеет вид 

 4 2 2 4
2 2 1 1 2 0 1 30 0c c c u       ,    (18) 

где 2
2 32 22 33 32c r B A   ,  2

0 31 11 33 31c r B A   ,     1 31 32 12 66 33 31 322 2c r r B A A      . 

Получение метагармонических уравнений. Полагаем  

10 1 2u     ,  20 2 1u     ,  
2

30 12 1 23

h
u       ,  12 3 22

3
u

h
    ,  22 4 12

3
u

h
    , 

где 12 31 1 32 2       ,  i  – постоянные величины. 

Тогда равенства (14) для напряжений 51  и 41  через функцию   примут вид 

   2 2
51 11 1 11 2 1 66 1 2 2 55 1 3 2

3
h B b A A

h
                   , 

   2 2
41 66 2 1 11 1 22 2 2 1 44 2 4 1

3
h A b B A

h
                   .                (19) 

Здесь 11 12 66b B A  . 

Из равенств (19) получим уравнения для определения функции  . Они будут 
такими 

 2 2 55 1 311 1 11 2
2 1 2 2

66 1 66 1

3
0

AB b

A Ah

     
         

, 

 2 2 44 2 466 2
1 1 2 2

11 1 22 2 11 1 22 2

3
0

AA

b B b Bh

   
             

.                            (20) 

Операторы в квадратных скобках уравнений (20) будут одинаковыми, если 
выполнятся равенства 

2 11 1 11 2 66 2

66 1 11 1 22 2

B b A

A b B

   
  

   
,   

   2 55 1 3 44 2 4
2 2

66 1 11 1 22 2

3 3A A
k

A b Bh h

     
 

   
. (21) 
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Равенство (14) для напряжений 32  через функцию   примет вид 

   2 2 2 2
32 1 2 11 1 11 2 1 66 1 2 66 2 1 11 1 22 2 2B b A A b B                        

 33 31 3 32 4 1 22

3
A

h
         . 

Из последнего равенства, с учетом соотношений (19) получим уравнение 

   55 33 31 3 44 33 32 4 55 1 44 2 0A A A A A A            .   (22) 

Разрешая уравнения (21) и (22) найдем значения величин i . Из первого 

равенства соотношений (21) находим 

 
   22 2 2 2 2

11 22 11 66 11 22 11 66 11 22 111
1 2

2 11 11

4

2

B B b A B B b A B B b
e e ,e

B b

      
  


.   (23) 

После определения величин 1e  и 2e  по формулам (23), получим две пары 

решений для величин 1  и 2  

11 1  ,   21 11 / e  ;      12 2e ,   22 1  . 

Второе соотношение равенств (21) приводит к уравнению 

   11 1 22 2 55 3 66 1 44 4 11 1 22 2 55 1 66 44 1 2b B A A A b B A A A               .  (24) 

Решение уравнений (22) и (24) дает значения величин 31 , 41  и 32 , 42 , 

которые соответствуют величинам 11 , 21  и 12 , 22 . 

Таким образом, задача определения функции   приведена к решению 
обобщенных метагармонических уравнений 

 2 2 2 2
2 1 0i i ik           1 2i , ,     (25) 

относительно функций i . В уравнениях (25) введены обозначения 

2 11 1 11 2 66 2

66 1 11 1 22 2

i i i
i

i i i

B b A

A b B

   
  

   
,   

   2 55 1 3 44 2 4
2 2

66 1 11 1 22 2

3 3i i i i
i

i i i

A A
k

A b Bh h

     
 

   
. 

Представления для компонент функций напряжений через функции 1  и 2  

получим из соотношений (13)–(14) 

10 11 1 2 1 12 1 2 2q q         ,  20 21 1 2 1 22 1 2 2q q         , 

32 31 1 2 1 32 1 2 2q q         ,   41 41 1 1 42 1 2q q       , 

51 51 2 1 52 2 2q q       ,      2 2 2 2
60 66 11 21 1 12 22 22 1 2 1A                  , 

где  

1 11 1 12 2i i iq B B    ,  2 12 1 22 2i i iq B B    ,   3 33 31 3 32 42

3
i i iq A

h
      , 
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 4 44 2 4
3

i i iq A
h

    ,    5 55 1 3
3

i i iq A
h

    . 

Примеры коэффициентов уравнений. В качестве примера рассмотрим 
вычисление значений коэффициентов уравнений (25) для двух ортотропных 
материалов со следующими техническими постоянными [8] 

1)  стеклопластик ТЖС-0,7:  
4

1 3 59 10E . МПа  , 4
2 2 93 10E . МПа  , 4

3 1 83 10E . МПа  , 4
12 0 76 10G . МПа  , 

4
23 0 63 10G . МПа  , 4

31 0 66 10G . МПа  , 12 0 177.  , 23 0 371.  , 31 0 157.  ; 

2)  стеклопластик Т-11:  
4

1 1 90 10E . МПа  , 4
2 1 20 10E . МПа  , 4

3 0 45 10E . МПа  , 4
12 0 30 10G . МПа  , 

4
23 0 23 10G . МПа  , 4

31 0 23 10G . МПа  , 12 0 150.  , 23 0 300.  , 31 0 070.   

и для трансверсально-изотропного полимерного композита [9] 

3) 4
1 2 1 74 10E E . МПа   , 4

3 1 23 10E . МПа  , 12 0 115.  , 23 31 0 099.    , 

  4
12 1 122 1 0 780 10G E / / . МПа     , 4

23 31 0 599 10G G . МПа   . 

В таблице даны коэффициенты обобщенных метагармонических уравнений (25) 
для указанных выше материалов.  

     Таблица 

Материал 
1  2 2

1 3k h /  2  2 2
2 3k h /  

1 0,301 0,110 4,069 0,271 
2 0,275 0,068 5,785 0,208 
3 1 1 0,768 0,768 

 
Как показали исследования, система метагармонических уравнений для 

транстропных и изотропных материалов вырождается в одно уравнение, которое 
полностью совпадает с уравнениями, полученными по другой методике [6, 7]. 

Выводы. В работе предложена методика построения системы дифференциальных 
уравнений уточненной теории изгиба ортотропных плит, удовлетворяющая 
однородным условиям на торцах плиты. Методика базируется на непосредственном 
сравнении напряжений xz , yz  и z , заданных различными соотношениями. 

Полученная система содержит обобщенные бигармоническое и два метагармонических 
уравнения. Даны примеры коэффициентов обобщенных метагармонических уравнений 
системы для различных материалов. 
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A method is proposed for constructing a system of differential equations for the improved theory of 
bending of orthotropic plates, which satisfies homogeneous conditions at the ends of the plate. Examples are 
given of obtaining the coefficients of generalized metaharmonic equations of the system for various materials. 
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ИССЛЕДОВАНИЕ ПРОЦЕССА НАПОРНОЙ ФИЛЬТРАЦИИ ЖИДКОСТИ  
В АНИЗОТРОПНОЙ СРЕДЕ МЕТОДОМ  МАТЕМАТИЧЕСКОГО 

МОДЕЛИРОВАНИЯ (НА ПРИМЕРЕ УВЛАЖНЕНИЯ УГОЛЬНОГО ПЛАСТА) 
 

© 2017.   В.Н. Павлыш, И.В. Тарабаева  
 
 
Исследуется процесс гидравлической обработки угольного пласта как способ снижения 

проявлений его опасных свойств при подземной угледобыче. Угольный пласт рассматривается как 
сильно сцементированная трещиновато-пористая сплошная среда, в которую осуществляется внедрение 
жидкости под давлением в режиме фильтрации. Эффективность воздействия определяется степенью 
равномерного насыщения жидкостью обрабатываемой области. Негативное влияние на эффективность 
обработки оказывает анизотропия структурных и фильтрационных характеристик пласта. Исследование 
процесса методом математического моделирования позволяет определить характер изменения 
параметров потока и обосновать способ преодоления отрицательного влияния анизотропии за счёт 
совершенствования технологии нагнетания. 

Ключевые слова: процесс; параметр; анизотропия; математическая модель; фильтрация; скорость; 
вектор. 

 
 
Введение. Предварительная обработка угольных пластов жидкостями  в 

различных режимах является важным средством решения проблемы борьбы с 
опасными явлениями в шахтах. Одно из основных преимуществ этого способа – 
заблаговременное и необратимое изменение состояния и свойств  угольного массива, 
позволяющее предупредить возникновение опасных явлений при ведении горных работ 
к которым, по определению академика А.А.Скочинского, относятся: пылеобразование, 
газовыделение, внезапные выбросы угля и газа, эндогенные пожары. 

 Исследованиями  в  области создания и совершенствования способов и средств  
нагнетания  жидкостей в угольный пласт занимались многие ученые и научно-
исследовательские организации [1–3]. Результаты научно-исследовательских и 
проектно-конструкторских разработок легли в основу соответствующих разделов 
нормативных документов, регламентирующих необходимость и порядок применения 
предварительного увлажнения для борьбы с пылеобразованием и газодинамическими 
явлениями в угольных шахтах [4]. 

Применяемые и предложенные к настоящему времени способы нагнетания 
жидкостей в угольный пласт дают принципиальную возможность предотвращения 
опасных явлений в шахтах.  

Вместе с тем эффективность применяемых способов во многих случаях не 
удовлетворяет требованиям практики [5–7]. В этой связи актуальной задачей является 
совершенствования способов воздействия на пласт. 

Цель работы – определение способов повышения эффективности применяемых 
схем нагнетания на основе результатов исследования процесса методом 
математического моделирования. 

 Основная часть. Основной схемой гидравлической обработки пласта, наиболее 
широко применяемой на шахтах, является внедрение жидкости через напорную 
скважину при наличии отточной (кнтрольной).      

Анализ существующих способов нагнетания жидкостей в угольный пласт с целью 
борьбы с основными опасностями показывает, что необходимым условием высокой 
эффективности воздействия является равномерность гидравлической обработки 
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угольного массива. К одной из основных причин недостаточно высокой эффективности  
предварительного увлажнения через одиночную скважину относится неравномерность 
распределения влаги в массиве, вызванная преимущественным движением жидкости по 
крупным трещинам и приводящая к недостаточному повышению влажности больших 
блоков угля, тогда как на других участках пласта прирост  влажности  может 
превышать требуемое значение [8, 9].  

Единственной причиной неравномерности распространения жидкости при 
нагнетании является анизотропия фильтрационных и коллекторских свойств пласта, 
выражающаяся в изменчивости значений коэффициента проницаемости и эффективной 
пористости по всем направлениям [10]. Анизотропия определяется как природными 
факторами – наличием систем трещин с различной проницаемостью, сложным 
строением пластов, тектонической нарушенностью, так и горнотехническими - 
возникновением в результате ведения горных работ зон опорного давления, 
повышенного горного давления, разгрузки [11]. 

Значительное влияние на эффективность гидравлического воздействия на угольный 
пласт в режиме фильтрации оказывает глубина пропитки угля жидкостью. Степень 
проникновения жидкости в тонкопористую структуру угля определяется как физико-
химическими свойствами угля и жидкости, так и равномерностью обработки массива в 
целом. Величина насыщения массива, равномерность распределения жидкости и глубина 
пропитки угля совместно определяют качество обработки пласта. Повышение качества 
обработки является важным путем повышения эффективности гидравлического 
воздействия. Основной путь решения этой задачи – совершенствование технологии 
нагнетания, что требует всесторонних исследований процесса. 

Постановка задачи. Физической основой совершенствования схем нагнетания 
жидкости в угольный пласт является создание на границах слабопроницаемых областей 
высокого давления жидкости, близкого по величине к давлению на скважинах. В силу 
невозможности проведения необходимых наблюдений в глубине массива, проверка этого 
предположения и установление возможности насыщения участков с низкой проницае-
мостью могут быть осуществлены только с помощью математического моделирования. 

В основу математической модели положено уравнение нелинейно-упругой 
фильтрации несжимаемой жидкости в сильно сцементированной трещиновато-
пористой среде [9]. 

Поставленная задача сводится к интегрированию уравнения 

 01 ( )
i i

P P
P P

t x x
 

   
      

                                            (1) 

с учетом начальных 0 0( , )i tP x t P   и граничных условий: на скважине давление 

)(),( tPtxP Cxxi C
ii


  или темп нагнетания )(),( tPtxP Cxxi C
ii


 ; на границе области 

фильтрации задается давление ГГi PtxP ),(  или условие непроницаемости 

0
),(





Г

i

n

txP
. Здесь  

)( 00

0

mЭ aan

k





  – коэффициент пьезопроводности;  

 aaak  ,  aaaa nk ,,,  – соответственно коэффициенты изменения 

проницаемости, пористости, вязкости и плотности; ix  – оси координат; 0 0(1 )Эa k n   – 

коэффициент гидравлического сопротивления среды, пропорциональный 
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проницаемости; k  – проницаемость («стационарная, начальная»  проницаемость); Эn  – 

пористость ( 0Эn   – «начальная»  пористость); P  – давление фильтрующейся жидкости; 

0P  – давление газа в пласте; t   – время;   – динамическая вязкость жидкости (μ0 – 

«начальная» вязкость); j  – плотность j-той фазы ( 0  – «начальная» плотность);  

)(tPC – давление на скважине; C
ix  – координаты скважины; CG – контур скважины; с  – 

коэффициент, зависящий от размерности; )(tq  – темп нагнетания; Г  – граница области 

фильтрации; ГP  – давление на границе области. 
Для численного решения применяется метод конечных разностей. Обозначим 

0PPΡ  . Тогда исходное уравнение (1) записывается в виде 

  .
x

Ρ
Ρk

xt

Ρ







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






 

Рассматривая плоское сечение пласта, вводим систему координат ),( yx , где x  – ось 
вдоль напластования, y  – вкрест напластования. Уравнение процесса принимает вид 
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Начальные и граничные условия формулируются так же, как и в предыдущем случае. 
Задача решается методом конечных разностей (методом сеток). Поскольку 

исследуется двумерная фильтрация, применяется схема продольно-поперечных 
направлений (схема Дугласа) [12].  

Уравнение представляется в виде: 
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Область определения функции ),,( tyxP  покрывается сеткой 

,...2,1,0    ,  21,0     ,  ;,...,2,1,0    ,  ktkt,...,m;,jyjynixix kji  

Обозначим ܲ൫ݔ௜, ,௝ݕ ௞൯ݐ ൌ ௜ܲ,௝
௞ . Каждый шаг по времени (переход от ௜ܲ,௝

௞   к  ௜ܲ,௝
௞ାଵ) 

осуществляется в два приема. 
1. Переход на полшага по времени со смещением по х: 
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2.  Переход на следующие полшага по времени со смещением по у: 
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Во избежание превалирования смещения по одной оси над смещением по другой 
следующий шаг начинается с перехода на полшага со смещением по у. 

Результатом численного решения является распределение давления жидкости в 
узлах сетки, представляющей дискретную модель области фильтрации (х, у), в каждый 
дискретный момент времени. Графически результаты изображаются в виде линий 
равного давления.  

Исследования проводились для плоскопараллельного и радиального потоков 
жидкости. С целью исключения влияния случайных изменений давления жидкости на 
скважинах и разброса значений проницаемости были приняты режим постоянного 
давления и постоянная проницаемость угольного массива, за исключением 
слабопроницаемых областей с заданными коэффициентом проницаемости, площадью и 
расположением. 

Анализ результатов. Величинами, оказывающими влияние на характеристики 
фильтрационного потока, согласно уравнению (3) являются: давление жидкости и его 
градиент, коэффициент проницаемости и пористость пласта, вязкость жидкости, 
расстояние и время движения. Равномерность распределения жидкости по пласту 
предполагает равенство скоростей движения ее фронта в каждой точке в один и тот же 
момент времени.  

Очевидно, что для достижения этого равенства в условиях анизотропного пласта 
при неизменном режиме работы скважин необходимо добиться уменьшения объемной 
скорости в направлении высокой проницаемости и соответственно ее увеличения в 
слабопроницаемых областях.  

В качестве способа решения данной задачи предлагается совершенствование 
технологии, заключающееся в нагнетании одновременно через 2 (и более) соседние  
скважины в режиме, обеспечивающем эффективное взаимодействие потоков. 
Предложено назвать такое усовершенствование «каскадной схемой».    

Другими словами, при каскадной обработке количество жидкости, движущееся в 
направлении высокой проницаемости, должно быть существенно ниже, а в 
направлении низкой проницаемости – выше, чем при нагнетании через одиночную 
скважину. Установление этого факта будет свидетельствовать о принципиальной 
возможности повышения равномерности обработки при применении каскадного 
способа. Количественные оценки указанных изменений дадут возможность 
предварительно судить о степени повышения эффективности воздействия. 

При исследовании возможности преодоления фильтрационной анизотропии 
пористость пласта, вязкость жидкости и ее давление на скважинах предполагались 
постоянными, варьировались площадь, коэффициент проницаемости и расположение 
слабопроницаемых областей. 

На рис. 1 и 2 показаны линии равного давления жидкости (в долях давления на 
скважинах) для плоскопараллельного и радиального потоков при нагнетании через 
одиночную скважину и каскад в момент, соответствующий началу взаимодействия 
потоков при каскадной обработке. Пунктиром на рисунках отмечены границы 
слабопроницаемой области. 

Видно, что давление жидкости в плоскопараллельном потоке вблизи границ 
слабопроницаемой области при каскадном нагнетании в 2–3 раза выше и приближается 
по величине к давлению на скважинах; это соответствует предполагаемой физической 
картине движения и взаимодействия потоков при каскадной обработке. Для 
радиального потока разница давлений не так существенна (рис. 2). 
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Рис. 1. Распределение относительного давления жидкости в плоскопараллельном  

потоке в окрестности слабопроницаемой области 
а) одиночная скважина;  б) каскад скважин 

 
Рис. 2. Распределение относительного давления жидкости в радиальном  

потоке в окрестности слабопроницаемой области 
а) одиночная скважина;  б) каскад скважин 

 
Это объясняется тем, что при плоскопараллельном движении жидкости, во-

первых, больше площадь взаимодействия потоков, во-вторых, потоки движутся 
навстречу друг другу, а не под углом, что обуславливает их более эффективное 
взаимодействие. 

Расчет скоростей движения фронта фильтрующейся жидкости в различных точках 
показал изменение направлений их векторов в сторону слабопроницаемой области и 
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увеличение модулей этих векторов, что способствует более быстрому насыщению 
участков с низкой проницаемостью.  

Данные математического моделирования с учетом фильтрационной 
неоднородности пласта (рис. 1, а, 2, а) подтверждают предположение о том, что 
жидкость при нагнетании распространяется преимущественно по путям с повышенной 
проницаемостью и обтекает слабопроницаемые зоны. 

Приведенные результаты позволяют сформулировать первое предположение.  
Процесс увлажнения угольного пласта при гидравлическом воздействии через 
одиночную скважину обуславливает высокий уровень вариации прироста влажности в 
обрабатываемом массиве; повышение равномерности увлажнения обеспечивается 
учетом коэффициента проницаемости пласта как переменной величины 
стохастического характера. 

Для определения физической сущности выдвинутого предположения о 
возможности преодоления фильтрационной анизотропии путем одновременного 
нагнетания через соседние скважины проведено моделирование с определением 
векторов скорости нагнетания жидкости. 

На рис. 3 показаны контуры потока жидкости (соответствующего рис. 1) в 
окрестности слабопроницаемой области и векторы скоростей в различных точках при 
нагнетании через одиночную скважину и каскад. Расчетные значения объемной 
скорости движения жидкости к центру слабопроницаемой области, отнесенной к 
единице ее поверхности, для каскадной обработки в 2 раза превышают 
соответствующие значения для одиночной скважины. Скорость фильтрации в 
направлении высокой проницаемости в окрестности слабопроницаемой области 
практически равна нулю (рис. 3, б). 

 

 

Рис. 3. Векторы скоростей потока жидкости в окрестности слабопроницаемой области 
а) одиночная скважина;  б) каскад скважин 

 
Наблюдаемые изменения позволяют сделать вывод о том, что возникающее при 

взаимодействии потоков жидкости от соседних скважин гидравлическое 
противодействие способствует принудительному насыщению областей с низкой 
проницаемостью за счет хорошо проницаемых участков, лежащих вне зоны 
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обработки. Следствием этого является повышение равномерности распределения 
жидкости по пласту при нагнетании через каскад скважин. Таким образом, можно 
считать установленным, что взаимодействие потоков жидкости, движущихся от 
соседних одновременно работающих скважин, приводит к преодолению 
фильтрационной анизотропии угольного массива. Повышение равномерности 
обработки при каскадном нагнетании происходит только за счет уменьшения 
количества жидкости, уходящей за пределы проектной зоны. 

Полученные результаты, представленные на рис 1б, 2б, 3, позволяют 
сформулировать второе предположение.  При гидравлическом воздействии на 
угольный пласт через каскад скважин за счет взаимодействия встречных потоков 
происходит возрастание локального давления жидкости в окрестности 
слабопроницаемых зон пласта до величины 0,6…0,8 от давления на скважине, что 
обеспечивает изменение направления векторов скорости фильтрующейся жидкости в 
сторону слабопроницаемых зон и более качественное их увлажнение. 

Предварительные количественные оценки степени повышения равномерности 
обработка могут быть сделаны путем сравнения времени, требуемого для насыщения 
слабопроницаемой области при нагнетании через одиночную скважину и каскад. 
Результаты моделирования показывают, что это время при каскадной обработке в 
среднем в 1,5–2 раза меньше, чем при существующем способе. Разница во времени тем 
больше, чем ближе находится слабопроницаемая область к середине межскважинной  
зоны, меньше ее проницаемость и больше площадь. Последнее обстоятельство 
позволяет ожидать значительного эффекта от применения каскадного нагнетания на 
тех пластах, где фильтрационная анизотропия проявляется в наличии участков 
тектонического нарушения и выбросоопасных зон. 

Уменьшение времени насыщения слабопроницаемых областей при каскадном 
нагнетании позволяет ожидать соответствующего повышения равномерности 
обработки, если общее время нагнетания через каскад скважин будет не меньше, чем 
через одиночную скважину. 

Выводы. Исследование динамики распространения жидкости в анизотропном 
угольном массиве подтверждает справедливость положений, определяющих физическую 
сущность каскадной обработки как способа преодоления фильтрационной анизотропии 
пласта. Показано, что взаимодействие потоков от двух, одновременно работающих 
скважин приводит к значительному повышению давления жидкости на границах 
слабопроницаемых областей, достигающего значений, близких к давлению нагнетания, 
изменению направлений векторов скорости фильтрации в сторону низкой проницаемости 
и увеличению их относительных значений в 2 раза. Следствием этого является 
уменьшение времени насыщения слабопроницаемых областей  в 1,5–2 раза по сравнению с 
нагнетанием через одиночную скважину. Полученные результаты позволяют сделать 
вывод о принципиальной возможности преодоления фильтрационной анизотропии и 
повышении равномерности обработки массива при каскадном нагнетании. 
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THE INVESTIGATION OF PRESS LIQUID FILTRATION PROCESS IN ANISOTROPY 

SURROUNDINGS BY MATHEMATIC MODELING (USING COAL STRATUM EXAMPLE) 

V.N. Pavlysh, I.V. Tarabayeva 

The process of coal stratum hydraulic treatment as the way   of its dangerous properties reducing during 
underground coal mining is investigated. The coal stratum is considered as strongly condensed crack-pore solid 
surrounding, in which the liquid entering by press with filtration regime is carried out. The effectiveness of 
treatment is defined by uniform degree of treated zone liquid satiation. The structure and filtration properties 
anisotropy has negative influence on treatment effectiveness. The investigation of process by mathematical 
modeling permits to find the mode of stream parameters variation and base the way of anisotropy negative 
influence overcoming due to entering technology perfection. 

Keywords: process; parameter; anisotropy; mathematical model; filtration; speed; vector.             
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Устройства распределенного фокусированного лазерного излучения, рассмотрен-
ные в данной работе, обозначены как аналоги своих предшественников, так как тако-
выми подразумеваются линзы, фокусирующие свет в точку, а устройства распределен-
ного фокусированного лазерного излучения таковыми не являются и, следовательно, не 
могут так называться. 

Общий подход. В устройствах, использующих линзы с распределенным фокуси-
рованием, фокусное расстояние каждого радиального сегмента зависит от радиуса это-
го сегмента.  Пусть 0x  и 1x  – концы отрезка, на котором фокусируется лазерный луч 

(«лезвие»), 1 0L x x   – длина «лезвия», 0P  – мощность падающего на линзу луча, 

dP  – мощность излучения, падающего на участок «лезвия» dx , R  – радиус линзы и 
падающего на нее луча, d  – толщина линзы (рис. 2). Пусть ( )f x  – функция распреде-

ления мощности на «лезвии» )()( / xPxf   (используются  линзы с одной плоской сто-
роной). Луч лазера падает нормально на плоскую сторону. Выберем систему координат 
с осью ОХ, направленной нормально к плоской поверхности линзы и по главной опти-
ческой оси, а ось ОУ пусть лежит в плоскости плоской поверхности линзы. Выделим на 
этой линзе кольцевой элемент поверхности с радиусом y  и шириной dy . Тогда, поток 
энергии, проходящий через этот кольцевой сегмент линзы фокусируется на расстоянии 
x  на отрезке  ,x x dx . Следовательно, имеем:  

   ( ) 2 'f x W y yy x  ,                                                (1) 

где  W y  – функция распределения плотности потока энергии, падающего на линзу, в 

предположении, что профиль интенсивности падающего перпендикулярно на линзу луча,  
радиально симметричный.  
 

 
Рис. 2 

 
Как говорилось ранее, фокусное расстояние линз, фокусирующих свет в «лезвие», 

не одинаково для различных участков этих линз. Рассматриваемые линзы обладают 
цилиндрической симметрией и разные элементарные кольца имеют разные фокусные 
расстояния. Знак в уравнении (1) характеризует увеличение или уменьшение фокусного 
расстояния элементарного кольца линзы при увеличении его радиуса. При увеличении 
фокусного расстояния элементарного кольца с увеличением его радиуса знак положи-
тельный (рис. 2), иначе отрицательный, так как функции ( )W y  и ( )f x  не могут прини-
мать отрицательных значений. 

 Результатом решения уравнения (1) является функция ( ) ( )x y y . Эта функция 
описывает зависимость фокусного расстояния элементарного кольца от его радиуса. 
Следовательно, при падении луча на линзу с плоским профилем интенсивности урав-
нение (1) примет вид: 
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 2
0( ) 2 'f x P R yy x 

.                                                 
(2) 

При равномерном распределении мощности на лезвии, функция ( )y  в случае 

знака «+» и в случае знака «–» примет вид показанных ниже ( )y   и ( )y   соответ-
ственно: 

 2 0( ) /y L y R x    ,     2
0( ) 1 /y L y R x     . 

Далее в рассмотрении частных случаев, распределение мощности излучения на 
«лезвии» равномерное, профиль интенсивности падающего на линзу луча плоский, 
длина «лезвия» порядка 30 см (как у металлического скальпеля, увеличенного в 10 раз), 
радиус линзы R =0,5 см. Значения 0x  и 1x  уточняются в каждом случае отдельно. Рас-

пределенное фокусирование с нулевой длиной «лезвия» – точечное фокусирование. Его 
можно описать, записав функцию распределения мощности на лезвии как 

0( ) ( )f x P x a  , где   – дельта-функция Дирака, а а  – фокусное расстояние.  

Аналог линзы Френеля. Чтобы исключить необходимость рассматривать ди-
фракцию света, проходящего через линзу Френеля, необходимо, чтобы ширина её ко-
лец на выходе линзы была намного больше, чем длина волны света, проходящего 
сквозь линзу. Аналог линзы Френеля, фокусирующий свет в «лезвие», тоже подчиняет-
ся приведенному условию. Выбор соответствующей системы координат, осуществлен 
как указанный выше (рис.3). Рассмотрим один выходной сегмент линзы (рис. 4).  

 

 

Рис. 3 Рис. 4 
 
Как видно из рис. 4: 

sin( )

sin( )
n

 



 .                                                     (3) 

Используя функцию )(y , имеем: 

   2
( ) arcctg 1 ( ) / ( ) /y n y y y y       

 
.                                (4) 

Это уравнение описывает зависимость угла между нормалью к поверхности коль-
цевого сегмента аналога линзы Френеля и осью ОХ. Для реальной линзы функция 

( )y  будет не гладкой, а кусочно-гладкой. 

Существуют ограничения для значений 0x  и 1x , так как для любого материала 

существует максимальный угол, на который может быть отклонен луч. 
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Из рис. 3 видно, что фокусное расстояние кольцевого сегмента линзы с радиусом 
y  можно рассчитать, используя угол  . При этом 0 / 2     . 

Углы   и   связаны уравнением (3), поэтому минимальное фокусное расстояние 

кольцевого сегмента с радиусом y  можно определить через max( ) , где 
0 / 2     . Тогда для знака «+» в уравнении (1) и конечном радиусе линзы суще-

ствует минимально возможное значение 1x , а для знака «–» существует минимально 

возможное значение величины 0x . 

Рассмотрим частный случай такой линзы. Материалом линзы пусть будет флинт, 
для которого 1,6128n  . Тогда, в случае знака «+» пусть 0 0x   см, 1 30x   см. Тогда, 

используя поученную ранее функцию ( )y   имеем: 

   22 2( ) arcctg 1 / /y n Ly R Ly R   
    

 
.                                  (5) 

Угол между оптической осью и падающим на неё лучом в точке 1x  приблизитель-

но равен 0,016 радиан, а максимально возможный угол отклонения луча при данных 
параметрах равен 0,94 радиан, т.е. ограничение по углам соблюдено. 

Теперь рассмотрим случай знака «–» в уравнении (2).  
Необходимо удостовериться, что угол между оптической осью и падающим на 

неё лучом в точке 0x  больше минимально возможного. Пусть 0 32x   см, тогда огра-

ничение точно соблюдено. Пусть 0 32x   см, а 1 62x   см. Тогда, используя поученную 

ранее функцию ( )y   имеем 

 
2

2 2
0 0arcctg 1 1 1

x xL y L y
у n

y R y y R y
 

                                     

.                (6) 

Графики зависимостей угла 
между нормалью к поверхности 
линзы и главной оптической осью 
от координаты у  в случае знака 
«+» и знака «–» в уравнении (2) 

изображены на рис. 5    и    со-
ответственно. Углы обозначены в 
радианах, а длина в сантиметрах. 

Аналог градиентной линзы 
(оптически неоднородная пла-
стинка). Система координат анало-
гична представленной на рис. 3. 
Сначала, несколько упростим задачу. 
Пусть лазерный луч падает нор-
мально на пластинку и выходит из 
неё под углом   к нормали (рис. 6). Рис.  5 
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Фазы световой волны 1  и 2  в точках ка-

сания соответствующих фазовых поверхностей с 
поверхностью пластинки в координатах 1y  и 2y  

соответственно,   – длина волны падающего и 
выходящего света. Согласно рис. 6 видно, что: 

1 1 0
2

( )
d

n y
 


  , 
  

2 2 0
2

( )
d

n y
 


 
,
 

где 0  – фаза на левой стороне поверхности 

линзы (не обозначена на рисунке), ( )n y  – зави-
симость коэффициента преломления от коорди-
наты y .  

Необходимо, чтобы толщина пластинки d  была достаточно большой. В этом слу-
чае достаточно небольшой разности коэффициента преломления, которую можно осу-
ществить на практике, чтобы обеспечить достаточную оптическую разность хода. Со-
единяя это утверждение с тем, что оно выполнено для отрезка  1 2,y y , можно искать 

функцию ( )n y  как непрерывную монотонную функцию. Следовательно, можно запи-

сать,   sin( )
'n y

d




. 
Получив это уравнение, вернемся к описанию устройства рас-

пределенного фокусированного лазерного излучения, на основе градиентной линзы. 
Используя функцию ( )y , имеем соответственно: 

 
2 2

'
( )

y
n y

d y y




 
,                                                     (7) 

1

2
0 22 2

2 2

( )
( )

y

y

y
n y n dy

d y y


 

 
 .                                            (8) 

Уравнения (7) и (8) имеют некоторые ограничения. Во время численного расчета 
можно получить значения показателя преломления, которые невозможно достичь на 
практике в данный момент. Например, может получиться значение показателя прелом-
ления, которое невозможно осуществить изменением концентраций примесей в мате-
риале линзы или даже величина, которую невозможно произвести при нынешних тех-
нологиях. В этом случае необходимо создать линзу такой, чтобы функция ( )n y  имела 

разрывы первого рода, которые расположены там, где функция ( )n y  достигает крити-

ческого значения. Например, если ( )n y  с ростом y  приближается к минимальной ве-
личине, которую мы можем изготовить. Перед этим критическим значением необходи-
мо расположить разрыв 1-го рода, а за этим разрывом значение показателя преломле-
ния должно принимать максимальное значение, от которого можно снова начинать его 
уменьшение. Это можно осуществить лишь в идеальной модели. В реальности линзы 
можно изготовить с очень высоким градиентом показателя преломления в области, со-
держащей этот «разрыв». В этих областях, которые тоже имеют форму колец, свет бу-
дет отклоняться в сторону от «лезвия». Чем шире эти области, тем меньше мощность 
излучения, фокусирующегося в «лезвие». 

Рис.  6 
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Рассмотрим частный случай такой линзы. Пусть 0 0x   см, 1 30x   см, 1d   см. 

Тогда, в случае знака «+» в уравнении (2) имеем: 

2 22

0 ln
R L y R y

n n
Ld R R L R

                    

.                                       (9) 

В случае знака «–» в уравнении (2): 

2 22 2 2
4 2 2 2

0 2 4 4

2
ln 1 2 2 1 2

2

R L L L L L
n n y y L y

Ld R RR R R

                         

.    (10) 

Графики зависимостей показа-
теля преломления от координаты у  
в случае знака «+» и «–» в уравне-
нии (2) изображены на рис. 7 sign 
“+” и sign “–” соответственно. В 
качестве константы интегрирования 
выбран показатель преломления 
(флинт) 0 1,6128n  .  

Аналог асферической линзы. 
Схематическое изображение этой 
линзы нельзя сделать аналогичным 
предыдущим двум случаям, так как 
теперь «пластинка» имеет различ-
ную толщину при разных радиусах 
y  (рис. 8). 

Из рис. 8 видно, что, как и для 
аналога линзы Френеля, выполняется уравне-
ние (3). 

 Для асферической линзы необходимо 
найти функцию, описывающую форму её по-

верхности – функцию ( )Ly x . Для обоих типов 

распределенного фокусирования при заданной 
функции ( )f x  существует по одной такой 
функции, так как в этой работе аналоги асфери-
ческих линз рассматриваются только как плос-
ко-выпуклые, а луч лазера падает нормально на 
плоскую поверхность  этих линз. Следователь-
но, можно записать:  

2
( ) ( )

'( ) 1L L
L

y x y x
y x n

y y

   
   

 
 .                                    (11) 

Вычислив интеграл, найдем форму линзы. Рассмотрим частный случай такой лин-
зы. Пусть 0 32x   см,  1 62x   см, а 1,6128n  . Тогда в случае знака «+» в уравнении 

Рис. 7 

Рис. 8 
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(2) имеем:  
2

0 0
2 2

' 1L L
L

x x x xLy Ly
y x n

y yR R

  
     

 
. В случае знака «–» в уравне-

нии (2):  
2

2 2
0 0' 1 1 1L L

L
x x x xL y L y

y x n
y R y y R y

                                  .

 

Графики функций, описыва-
ющих форму асферической линзы в 
случае знака «+» и «–» в уравнении 
(2) изображены на рис. 9, sign “+” и 
sign “–” соответственно.  

Выводы. В работе изложены 
физические основы проектирования 
устройств распределенного фоку-
сированного лазерного излучения, 
где основным элементом может 
выступать одна из разновидностей 
линз, в частности, аналог линзы 
Френеля, асферической или гради-
ентной линзы. 

Оригинальными являются 
впервые полученные уравнение (1) 
и для произвольного профиля ин-
тенсивности падающего на линзу 
луча и любого распределения мощности на «лезвии», соответственно выражения (4), 
(7), (8), (11). При этом уравнения для частных случаев (5), (6), (9) и (10) получены в 
явном виде. 

Результаты настоящей работы, как физические основы проектирования устройств 
распределённого фокусирования лазерного излучения, например, аналоги линз Френе-
ля, асферических и градиентных линз, могут найти применение не только в хирургии, 
при создании лазерного хирургического инструмента, но и в лазерной резке материа-
лов, гравировке, информационных технологиях и при создании лазерно-
индуцированных плазменных каналов [2–5]. 
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Экспериментально изучены особенности равновесной и неравновесной доменных структур фер-
рит-гранатовой пленки со слабой одноосной анизотропией в температурном интервале 90-450 К. Обна-
ружено два вида спин-переориентационых фазовых переходов, происходящих по разные стороны от 
температуры магнитной компенсации. Исследовано изменение структуры доменных границ при спин-
переориетационном фазовом переходе второго рода. Предложены соответствующие эксперименту моде-
ли доменной структуры. 

Ключевые слова: доменная структура, спин-переориентационный фазовый переход, доменная 
граница. 
 
 
 Введение. Феррит-гранатовые пленки обладают смешанной анизотропией: 
наряду с кристаллографической кубической ( 1K ) существует одноосная ростовая ани-

зотропия ( uK ). Ось ростовой одноосной анизотропии 111  ориентирована перпенди-

кулярно плоскости пленки. Три оси кристаллографической анизотропии типа 111  
ориентированы под углом к плоскости пленки. Отношение констант одноосной и куби-
ческой анизотропии и намагниченность насыщения зависят от температуры:  TKKu 1  

и  TM S . При температуре магнитной компенсации KT  и температуре Нееля NT  намаг-

ниченность насыщения равна нулю. Влияние смешанной анизотропии на поведение 
доменной структуры (ДС) изучено еще недостаточно. ДС очень чувствительна к изме-
нению магнитных характеристик пленок и отражает все изменения анизотропии и 
намагниченности. Поэтому поведение ДС вблизи критической температуры, где равны 
магнитные моменты подрешеток ( KT ) или изменяется анизотропия (T  спиновой пере-
ориентации), вызывает особый интерес исследователей. Благодаря оптической про-
зрачности эпитаксиальных пленок ДС можно визуально наблюдать с помощью эффекта 
Фарадея, а при спиновой переориентации применять метод цветовой регистрации. По-
этому пленки ферритов-гранатов могут служить модельным объектом для изучения фа-
зовых переходов (ФП) и спин-переориентационных фазовых переходов (СПФП).  

Как для фундаментальной науки, так и для прикладной очень важно знать, что 
происходит с ДС при изменении анизотропии, как изменяется доменная граница (ДГ). 
Это актуальные исследования. Во-первых, СПФП можно использовать при термомаг-
нитной записи в точке спиновой переориентации [1]. Во-вторых, вблизи СПФП многие 
физические величины (теплоемкость, магнитная восприимчивость, модуль Юнга, ко-
эффициент затухания и т.д.) испытывают аномалии [2]. Поэтому такой магнитный ма-
териал может ограничивать диапазон работы технического устройства. Цель данной 
работы – изучить механизм спин-переориентационного фазового перехода.  

Описание результатов исследования. Исследования проведены на пленке со-
става     1253 OFeGaYBi . Пленка выращена методом жидкофазной эпитаксии на гадоли-

ний-галлиевой подложке; развитая поверхность 111 , KTN 421 , KTK 223 , намаг-

ниченность насыщения при комнатной температуре TлM S
310114  . ДС наблюда-
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лась благодаря эффекту Фарадея на магнитооптической установке, методом цветовой 
регистрации определялась спи-
новая переориентация. На 
рис. 1 представлены темпера-
турные зависимости поля кол-
лапса и периода ДС пленки. 
 Если ДС сформировать 
импульсным магнитным по-
лем, перпендикулярным 
плоскости пленки, т.е. парал-
лельным кристаллографиче-
ской оси 111 , а затем вы-
ключить поле, то такая ДС 
является равновесной при T  
формирования [3]. Ей соот-
ветствует минимум энергии. 
Она сохраняется неограничен-
ное время при сохранении условий формирования. Если же изменить температуру пленки, 
то в исследуемом температурном интервале эта ДС является неравновесной [4, 5]. В дан-
ной работе СПФП наблюдали как на равновесной, так и на неравновесной ДС, т.е. без дей-
ствия магнитного поля. Исследование неравновесной ДС позволяет непосредственно 
«увидеть» механизм СПФП, т.к. спиновая переориентация вызвана одним лишь темпера-
турным изменением 1KKu , без дополнительной энергии магнитного поля. 

Равновесная доменная структура. В интервале температур 21 TT   (см. рис. 1) 
импульсным полем формируется решетка ЦМД (рис. 2, А), затем магнитное поле вы-
ключается. На оранжевом поле наблюдаются темно-зеленые ЦМД. Формирование 
ЦМД свидетельствует о наличии в этой области температур осевой фазы. При 2T  изме-
няется цвет решетки ЦМД: формируются зеленые домены на желтом фоне. Доменная 
граница узкая, темная. Изменение цвета указывает на изменение ориентации  вектора 
намагниченности, т.е. появляется угловая фаза.  

 

 

Рис. 2. Виды ДС пленки при изменении Т: А – решетка ЦМД при 370 К; Б – 300 К; В – 260 К;  
Г, Д, Е – стрелками показана проекция намагниченности внутри домена на плоскость пленки  

при 173 К (Г), 176 К (Д), 178 К (Е) 

Рис. 1. Температурные зависимости характеристик пленки 

    1253 OFeGaYBi : 1– поле коллапса KH ; 2– период ДС P  
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Таким образом, происходит спин-переориентационный фазовый переход из осе-
вой фазы в угловую фазу. При дальнейшем понижении температуры ЦМД не форми-
руются. Сформированная ранее решетка при понижении температуры деформируется. 

В интервале температур 32 TT   импульсным полем создаются желтые и зеленые 

домены с отростками, направленными вдоль трех проекций оси 111  на плоскость 
пленки (рис. 2, Б). С понижением температуры форма доменов изменяется, отростки 
исчезают. Вблизи 4T  наблюдается два вида доменных границ: узкая и широкая (рис. 2, В). 
Рельеф этой ДС четко виден на рис. 3, получен-
ном после компьютерной обработки. При 4T  
исчезают желтые домены, и появляется моно-
доменность зеленого цвета, которая сохраняется 
в интервале температур KTT 4 . Цвет монодо-
мености скачком изменяется с зеленого на жел-
тый при KT . Это можно объяснить тем, что до-
стигнута температура магнитной компенсации 

KT , вследствие чего при KТТ   знак магнитно-
го момента изменился. Монодоменность желто-
го цвета наблюдается до 5T , а затем на желтом 

фоне появляются зеленые домены с четкой ко-
ричневой ДГ. С понижением температуры период зеленых доменов уменьшается, а ве-
личина поля коллапса растет (рис. 1). При 6T  резко изменяется ширина коричневой ДГ, 

а вместо зеленых доменов наблюдаются желтые домены (скачком произошло измене-
ние цвета доменов), т.е. произошел СПФП из одной угловой фазы в другую угловую 
фазу. Теперь с понижением температуры уменьшается период желтых доменов. 

Обобщим экспериментальные результаты, полученные при охлаждении пленки. В 
области высоких температур имеется осевая фаза. При 2T  происходит спин-
переориентационный фазовый переход из осевой фазы в угловую фазу. В узком интерва-
ле температур, близком к точке магнитной  компенсации, наблюдается два вида границ. 
Вблизи KT  пленка находится в монодоменном состоянии. При удалении от точки ком-

пенсации (охлаждение пленки, температура 6T ) наблюдается спин-переориентационный 

фазовый переход из одной угловой фазы в другую угловую фазу. 
Модели доменной структуры.  Для объяснения экспериментальных результа-

тов нами предложены модели доменных структур. 
 При охлаждении пленки в интервале 21 TT   (см. рис. 1) наблюдались две осевые 

фазы осьФ1  (оранжевая) и 
ось

Ф1  (темно-зеленая), разделенные тонкой 180-градусной ДГ, 
плоскость которой параллельна оси 111  (рис. 4, А). В этом интервале температур 
импульсным полем формируется решетка ЦМД (рис. 2, А). При 2T  под влиянием куби-

ческой анизотропии вектор намагниченности SM  отклоняется от 111  в одно из 

трех равновесных положений, соответствующих кубической симметрии, т.е. происхо-
дит СПФП от осевых фаз к угловым фазам 1Ф  (желтой) и 1Ф  (зеленой). При этом про-
исходит изменение структуры и вида ДГ, т.е. в доменной границе происходит фазовый 
переход (рис. 4, Б). 

Доменная граница в этом случае остается 180-градусной, но плоскость ее направ-
лена под углом к оси 111 . Ширина такой ДГ 180  значительно больше ширины 

Рис. 3. Доменная структура при 260 К  
(компьютерная обработка). 
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180-градусной границы ось

180 , плоскость которой параллельна ОЛН. Особенностью в 

этом случае является то, что 180-градусный поворот вектора намагниченности совер-
шается в необычно широкой границе (рис.4Б). Объяснить это можно следующим обра-
зом. Равновесному состоянию ферримагнетика соответствует минимум энергии. Со-
гласно [6], энергия ферримагнетика в магнитном поле H  может быть представлена в 
виде суммы: 

wKMHA WWWWWW  ,     (1) 

где AW  – энергия обменного взаимодействия между магнитными моментами соседних 

атомов, HW  – энергия магнетика во внешнем поле, MW  – магнитостатическая энергия по-

лей рассеяния, KW  – энергия магнитной анизотропии и wW  – энергия доменных стенок. 

 При высокой температуре образец имеет слабую осевую анизотропию, которая 
уменьшается при понижении температуры. Обменная энергия границ обратно пропор-
циональна ее толщине [7]. Толщина переходного слоя и его энергия для 180-градусной 
ДГ определяются равновесием между силами обмена и силами анизотропии: первые 
стремятся увеличить толщину слоя, а вторые – уменьшить ее. Следовательно, ушире-
ние 180-градусной ДГ связано с ростом влияния сил обменного взаимодействия. 
 Блоховские границы выгоднее при малой магнитостатической энергии. В тонких 
пленках величина отношения VS /  ( S  – площадь поверхности, V  – объем) для доме-
нов перестает быть пренебрежимо малой, поэтому вклад магнитостатической энергии в 
блоховской границе возрастает [8]. Согласно [8] поверхностная плотность энергии до-
менных стенок: 

 
2

2

0 S
Блох M

h



 ,     

2
0 S
Неель M

h

h





 ,     (2) 

Рис. 4. Модели ДС и распределение намагниченности в доменной стенке: А – 180° осевая,  
Б – 180° угловая, В – 120°; ∆– ширина ДГ
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где   – ширина ДГ, h  – толщина пленки и SM  – намагниченность насыщения. Видно, 

что при h  плотность энергии неелевской границы меньше блоховской. При темпе-
ратуре 2T  h , поэтому неелевская граница не может реализоваться. Плоскость ДГ 
поворачивается под углом к 111 , но ДГ остается 180-градусной. 
 В интервале 32 TT   пленка имеет псевдоодноосную доменную структуру: на зе-

леном фоне наблюдаются желтые полосовые домены неправильной формы (фазы 1Ф  и 

1Ф  соответственно), с отростками, направленными вдоль трех проекций 111  на 
плоскость пленки (рис. 1, рис. 2, Б). Доменная граница остается 180-градусной. 
 По мере приближения к точке компенсации   растет, но не достигает величины 
h , и поэтому неелевские ДГ не реализуются. В [9] было показано, что тонкая 180-
градусная ДГ обладает наибольшей энергией во всем интервале значений параметра 

1KKu , характеризующего относительное влияние одноосной ( uK ) и кристалло-

графической кубической ( 1K ) анизотропии и являющегося функцией температуры. По-

этому существование такой ДГ в интервале температур 32 TT   обусловлено воздей-

ствием на пленку внешних магнитных полей, как импульсного, так и поля смещения, 
которое происходит при формировании равновесной ДС. Поля вносили в энергию ДС 
слагаемое HW . В роли подмагничивающего поля они обеспечивали образец необходи-
мой энергией для поддержания высокоэнергетичной границы.  

В интервале 43 TT   (рис. 1) наиболее вероятно существование доменной грани-

цы скрученного типа [8]. На рис. 5 представлена структура такой ДГ. Начало координат 
совпадает с серединой толщины пленки. 
Тогда вблизи поверхностей пленки будут 
находиться участки ДГ неелевского типа. 
По мере приближения к началу координат 
ДГ преобразуется в границу блоховского 
типа. Такое строение границ возможно, 
если учесть, что в окрестности линии пе-
ресечения ДГ с поверхностью пленки воз-
никают большие тангенциальные состав-
ляющие магнитных полей. Вектор намаг-
ниченности в центре ДГ под действием 
размагничивающего поля, создаваемого магнитными “зарядами”, разворачивается на 
180 градусов вдоль оси z  (рис. 5). Влияние внешнего поля на структуру ДГ зависит от 
его направления. Если компонента размагничивающего поля yH  направлена парал-

лельно SM  в центре пластины, то при увеличении yH  структура ДГ стремится к бло-

ховской. При антипараллельной ориентации поле yH  еще более закручивает спины на 

поверхности пластинки. Согласно [10], намагниченность в ДГ стремится ориентиро-
ваться вблизи поверхности пленки перпендикулярно плоскости границы, т.е. вдоль 
большого тангенциального поля. При этом возникают два участка неелевских границ с 

противоположным направлением вращения SM  в них. В глубине пленки тангенциаль-

ная составляющая магнитного поля ослабевает, поэтому границе энергетически невы-
годно иметь неелевскую структуру. В середине пленки размагничивающее поле равно 
нулю, и граница приобретает блоховскую структуру. На остальных участках граница 
имеет промежуточную структуру между неелевской и блоховской.  

Рис. 5. Схематическое изображение модели скру-
ченной ДГ, реализующейся в магнитоодносных пла-
стинах [10]



ISSN 2415-7058.  Вестник ДонНУ. Сер. А: Естественные науки. – 2017. – № 2 

Сирюк Ю.А., Безус А.В., Бондарь Е.Д., Смирнов В.В. 96

Наше предположение о существовании скрученной ДГ в интервале температур 

43 TT   согласуется с экспериментальным наблюдением. Было обнаружено, что при 

действии на ДС небольшого внешнего поля между фазами 1Ф  и 1Ф  через период доме-
на исчезает широкая ДГ, а вместо нее появляется узкая темная 180-градусная ДГ 
(рис. 2, В, рис. 3). Как было сказано, структура ДГ зависит от направления внешнего 

поля. В нашем случае направления поля смещения и вектора намагниченности фазы 1Ф  
(зеленая) близки по направлению, поэтому под влиянием поля граница становится уз-
кой блоховской, а не скрученной. Узкая 180-градусная ДГ наблюдается в очень малом 
температурном интервале. 
 С понижением температуры площадь доменов желтого цвета уменьшается (фаза 

1Ф  невыгодна), ширина ДГ увеличивается. Увеличение ширины ДГ объясняется тем, 

что с понижением температуры уменьшается энергия анизотропии KW  (1), а, следова-
тельно, возрастает влияние сил обменного взаимодействия, стремящихся расширить 
границу. Вблизи 4T  ДГ становятся широкими, практически неелевского типа (ширина 
границы уже близка к толщине пленки: h ).  

При температуре 4T  исчезает фаза 1Ф  (желтая), и появляется монодоменность 

зеленого цвета – фаза 1Ф , которая наблюдается до точки магнитной компенсации. При 

KT  цвет монодоменности скачком изменяется с зеленого на желтый, т.е. происходит 

смена фазы 1Ф  на фазу 2Ф . Фаза 2Ф  существует до температуры 5T , при которой появ-

ляются домены фазы 2Ф  (зеленые) с широкими 180-градусными ДГ. Появление доме-
нов обратной намагниченности свидетельствует о том, что происходит рост магнито-
статической энергии пленки MW , основной вклад в которую дает намагниченность од-
ной из железных подрешеток. Чтобы уменьшить эту энергию, образец вновь разбивает-
ся на домены, разделенные 180-градусной скрученной ДГ. При дальнейшем понижении 
температуры наблюдается уменьшение периода доменной структуры (рис. 1), в резуль-
тате чего увеличивается энергия и число доменных границ. Ширина ДГ уменьшается, 
что и наблюдается экспериментально. При температуре 6T  происходит спин-

переориентационный фазовый переход, сопровождающийся сменой фаз и изменением 

доменных границ. Фаза 2Ф  переходит в фазу 2Ф , затем 2Ф  переходит в фазу 1Ф . Та-

ким образом, после СПФП наблюдаются две доменные фазы: 2Ф  (зеленая) и 1Ф  (жел-

тая), разделенные широкой темно-коричневой ДГ. Под действием смH  теперь коллап-

сируют желтые домены. В доменной границе происходит фазовый переход, 180-
градусная скрученная доменная граница превращается в 120-градусную ДГ, ширина 
которой 120  больше ширины 180-градусной ДГ – 180 . Как было показано в [9], такое 

преобразование структуры доменной границы энергетически выгодно.  
Неравновесная доменная структура. Для неравновесной доменной структуры 

с понижением температуры, по мере приближения к KT , доменная структура оказыва-
ется неустойчивой. Некоторые ЦМД уменьшаются в размере, и затем, как ртутные кап-
ли, сливаются с большими ЦМД. Большие ЦМД тоже перемещаются, при этом нерав-
номерно изменяется ширина ДГ. Движение происходит вдоль проекций ОЛН на плос-
кость пленки. В этих направлениях ДГ оказывается более широкой. Вблизи 4T  ЦМД 
теряют свою форму и превращаются в полосовые домены. 
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В области температуры магнитной компенсации, в отличие от равновесной ДС, 
т.е. при действии магнитных полей, монодоменность не наблюдается, т.к. образец мно-
годоменный.  

Вблизи температуры 7T  ( K178173 ) (рис. 1) наблюдается интересный цветовой 

обмен. Изменился цвет доменной границы, резко увеличилась ее ширина. Зеленые до-
мены приобрели желтый цвет окружающего поля, и на сплошном желтом поле видна 
только широкая коричневая ДГ. Потом те домены, что раньше были желтыми, приоб-
рели зеленый цвет (рис. 2, Г, Д, Е). Таким образом, произошел спин-
переориентационный фазовый переход. Без действия магнитного поля СПФП происхо-
дит медленно, в интервале температур K178173 . При нагревании пленки он повторя-
ется при тех же температурах в обратном порядке, т.е. СПФП является безгистерезис-
ным и обратимым. 

Подведем итоги эксперимента. В результате изучения поведения неравновесной 
ДС при изменении температуры пленки обнаружено два спин-переориентационных фа-
зовых перехода, происходящие по обе стороны от KT . В области высоких температур 

( 21 TT  , рис. 1) существует одноосная фаза, СПФП наблюдается на решетке ЦМД. 

Вблизи 2T  происходит спин-переориентационный фазовый переход из осевой фазы в 
угловую фазу.  

В области низких температур ( 7T , K178173 ) происходит СПФП из одной уг-

ловой фазы в другую угловую фазу. Он происходит без зародышеобразования, путем 

поворота вектора намагниченности SM  всего домена в энергетически более выгодное 

состояние. Этот СПФП является обратимым и безгистерезисным. Одновременно про-
исходит фазовый переход в доменной границе. 

Изучение поведения ДС при изменении T  пленки позволяет сделать вывод: фа-
зовый переход в доменной границе вызывает спин-переориентационный фазовый пере-
ход как в области низких температур, так и в области высоких температур. 

Модели неравновесной доменной структуры. Предложены модели доменной 
структуры, объясняющие экспериментально изученные особенности неравновесной ДС 
в температурном интервале K120400 . 

В области высоких температур 21 TT   (рис. 1) наблюдаются осевые фазы осьФ1  

111  и 
ось

Ф1   111 . Доменная граница 180-градусная блоховская (рис. 6, А). При по-
нижении температуры до 2T  уменьшается величина одноосной анизотропии. Под влия-
нием кубической анизотропии на некоторых участках круглых границ ЦМД изменяется 
ориентация спинов. Это приводит к изменению ориентации спинов в прилежащих к 
доменной границе областях, т.е. наблюдается изменение цвета поля (от оранжевого к 

желтому) и ЦМД (от темно-зеленого к зеленому). Появляются угловые фазы  1111Ф  

(желтая) и  1111Ф  (зеленая). Таким образом, под влиянием кубической анизотропии 
происходит фазовый переход в доменной границе, который в свою очередь вызывает 
спин-переориентационный фазовый переход из осевой фазы в угловую фазу. 

В этом случае доменная граница исходной осевой фазы выступает зародышем 
новой, угловой фазы, т.е. СПФП из осевой фазы в угловую фазу происходит путем за-
родышеобразования. Поскольку поворот спинов вызван только температурным изме-
нением 1KKu , без действия магнитного поля, то переход происходит медленно. Име-

ется температурный интервал сосуществования осевой и угловой фазы в 15  градусов. 
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Как показано в работах [11, 12], спин-переориентационный фазовый переход, 
происходящий путем зародышеобразования из осевой фазы в угловую фазу, является 
фазовым переходом первого рода. 

После фазового перехода доменная граница осталась 180-градусной, но ее плос-
кость ориентирована под углом к оси 111 . В этом случае разворот спинов на 180 
градусов происходит в более широкой доменной границе (рис. 6, Б). Такой переход в 
доменной границе соответствует минимуму ее энергии. 

В температурном интервале 72 TT   (рис. 1) сохраняются угловые фазы  1111Ф  и  

 1111Ф  и разделяющая их 180-градусная доменная граница. 

При наблюдении неравновесной ДС в области KT  пленка находится в многодо-
менном состоянии. Для образца с малой осевой анизотропией монодоменное состояние 
невыгодно, т.к. это приводит к увеличению размагничивающего поля. Чтобы перевести 
образец в монодоменное состояние, необходима добавочная энергия подмагничиваю-
щего поля (как в равновесной ДС).  

В процессе понижения температуры изменяется величина 1KKu , что приводит 

к изменению энергии доменной границы, и, как следствие, к изменению ориентации 
спинов внутри границы. При 7T  спины разворачиваются на 60 градусов внутри более 

широкой ДГ (рис. 6, В). Это приводит к изменению ориентации намагниченности всего 
домена: угловая фаза  1111Ф  переходит в угловую фазу  1112Ф . Теперь имеются 

две угловые фазы  1111Ф  и  1112Ф , разделенные широкой 60-градусной домен-
ной границей. Визуально наблюдается широкая коричневая ДГ на желтом поле. 

Образование 60-градусной доменной границы схематически изображено на 

рис. 4 поворотом вектора намагниченности от одного домена фазы  1111Ф  (зеленая) 

к другому домену фазы  1112Ф  (желтая).  

Рис. 6. Модели доменных структур и распределение намагниченности в доменной стенке:  
А – 180° осевая; Б – 180° угловая; В – 60°; Г – 120° (∆ – ширина ДГ) 
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При дальнейшем понижении T  изменение ориентации спинов внутри доменной 
границы продолжается, и при 7TT   спины теперь разворачиваются на 120 градусов внут-

ри более узкой ДГ (рис. 6, Г). Это приводит к изменению ориентации вектора намагничен-
ности в другом домене: фаза  1111Ф  заменяется фазой  1111Ф . В результате цветово-

го обмена снова наблюдаются домены желтого (фаза  1112Ф ) и зеленого (фаза 

 1111Ф ) цвета, разделенные 120-градусной ДГ. Таким образом, в результате темпера-
турного изменения анизотропии в интервале температур K178173  происходит поэтапно 
фазовый переход в доменной границе из 180-градусной в 60-градусную, а затем в 120-
градусную границу. Визуально граница как бы «дышит». Фазовый переход  в доменной 
границе вызывает спин-переориентационный фазовый переход из одной угловой фазы в 
другую угловую фазу. Как было показано в работах [9, 13, 14], СПФП из одной угловой 
фазы в другую угловую фазу, наблюдаемый вблизи 7T  на неравновесной ДС (и вблизи 6T  

на равновесной) является фазовым переходом второго рода. 
Выводы. Существуют отличия в поведении равновесной и неравновесной ДС 

при изменении T , которые обусловлены наличием дополнительной энергии магнитно-
го поля, полученной равновесной ДС при ее формировании. Во-первых, при изучении 
особенностей равновесной ДС вблизи температуры компенсации наблюдается монодо-
менное состояние. Во-вторых, СПФП происходит при более низкой температуре ( 6T ) и 

является необратимым [13]. 
Особенности неравновесной ДС, наблюдаемые при изменении температуры образ-

ца, обусловлены только температурным изменением констант анизотропии, поэтому они 
позволяют определить механизм спин-переориентационного фазового перехода и его связь 
с фазовым переходом в доменной границе. Стало очевидным, что доменная граница более 
чувствительна к изменению  TfKKu 1 , т.к. в доменной границе существует большой 

набор спинов разной ориентации. При определенной температуре (т.е. при определенной 
величине 1KKu ) соответствующая ориентация спинов в ДГ оказывается энергетически 

наиболее выгодной, что и вызывает процесс перестройки в доменной границе, т.е. фазовый 
переход. Изменение ориентации спинов в доменной границе вызывает изменение фаз в 
доменах, т.е. спин-переориентационный фазовый переход. 
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THE PECULIARITIES OF DOMAIN BOUNDARIES AT SECOND ORDER SPIN-REORIENTATION 

PHASE TRANSITION IN EQUILIBRIUM AND NONEQUILIBRIUM DOMAIN STRUCTURES OF 
FERRITE-GARNET FILM 

 
Ju.A. Siryuk, A.V. Bezus, E.D. Bondar, V.V. Smirnov 

 
 The peculiarities of an equilibrium and nonequlibrium domain structures in ferrite-garnet film with low 
uniaxial anisotropy have been experimentally studied in the 90-450K temperature range. Two types of spin-
reorientation phase transition are founded from the both sides of magnetic compensation point. The structural 
changes of domain boundaries at second order spin-reorientation phase transitions have been investigated. The 
domain structure models which corresponded to the experimental data are offered. 
 Keywords: domain structure, spin-reorientation phase transition, domain boundary. 
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ФУНКЦИИ СЛОЖНОСТИ ДЛЯ ВЫДЕЛЕНИЯ И РАСПОЗНАВАНИЯ 
ХАРАКТЕРНЫХ УЧАСТКОВ ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫХ КРИВЫХ 
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В настоящей работе описан этап идентификация участков, которые содержат информацию на 

кривой, рассмотрена методика сегментации для обработки экспериментальных кривых, предложены 
несколько видов функции сложности. 

Ключевые слова: функция сложности; сегментация; экспериментальные кривые; лингвистический 
подход. 

 
 
Введение. При проведении исследований различных физических явлений, 

например, в информационных технологиях, возникает необходимость анализа 
экспериментальных кривых, имеющая своей целью косвенное изучение 
последовательностей событий, локализованных во времени и недоступных для 
непосредственного наблюдения физических явлений. 

Формой представления информации, содержащейся в таких кривых, является 
последовательность символов, каждый из которых соответствует определенному типу 
характерных участков кривой. Сокращенное описание такой кривой в виде 
последовательности символов, восстанавливающей последовательность элементарных 
событий в исходном процессе, фактически представляет собой фразу некоторого языка. 
Такая методика обработки экспериментальной кривой с целью извлечения информации 
о структуре изучаемого процесса получила название лингвистического подхода к 
анализу экспериментальных кривых [1]. Такой подход к анализу кривых в настоящее 
время широко распространен и успешно применялся для анализа кривых вариации 
интенсивности космических лучей [2], изучения связи кривой скорости выгорания 
углерода с ходом конверторной плавки [3], исследования кривой шума дизеля с целью 
акустической диагностики его состояния [4], изучения кривых алгоритмов 
распознавания речи [5, 6]. 

В лингвистическом подходе к анализу экспериментальных кривых выделяется 
последовательность реализации трех основных этапов обработки кривой: 

- выделения и распознавания характерных участков; 
- присвоения выделенным участкам символов некоторого алфавита, 

соответствующих определенным типам поведения кривой; 
- анализа полученных последовательностей символов. 

Из этих трех основных этапов наиболее специфичен этап выделения и распознавания 
участков, которые можно интерпретировать как «элементарные события». Такой этап 
получил название сегментация. В [7] этот этап рассматривался для случаев, в которых 
каждое событие принадлежит к одному из конечного множества классов, и участки кривой 
представляются как отрезки реализаций стационарных случайных процессов. В [8] дается 
краткое изложение таких исследований для применения в распознавании изображений. 
Данная статья будет продолжением этих исследований, целью которых является 
разработка алгоритмов для анализа экспериментальных кривых. 

Постановка задачи. Экспериментальные кривые – один из способов 
представления результатов  научной работы. Таким образом изображают, например, 
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результаты каротажа в геофизике, электрокардиограммы в медицине, спектры 
колебаний молекул в спектроскопии. 

Анализ экспериментальных кривых требует идентификации относительно малых 
участков, в которых содержится информация, изучения их свойств и нахождения 
закономерностей. В работе [9] вводится специальная функция, которая оценивает 
степень «изменчивости и сложности» участков кривой. В настоящей работе 
предлагается несколько видов функции, оценивающей «сложность» участков 
экспериментальных кривых.  

Этап сегментации. Сегментация экспериментальных кривых или идентификация 
участков, которые содержат информацию на кривой, является первым этапом в 
создании языка для описания массива кривых. Выделяется два типа кривых, которые 
требуют лингвистического подхода к их анализу. 

К первому типу относятся кривые, описывающие несколько процессов, данные о 
которых содержатся на участках кривой. Стыки участков кривых интерпретируются 
как изменение процесса. Целью сегментации является нахождение точек, которые и 
представляют эти изменения. Для этого следует разделять кривую на ряд смежных 
участков, отличающихся формой кривой. 

Для кривых второго типа предполагается, что исследуемый процесс находится, в 
основном, в неизменном состоянии, из которого он иногда выходит в результате 
кратковременных возмущений. Такие возмущения, на фоне в целом равномерного 
процесса, рассматриваются как участки кривой, содержащие единицы данных. Для 
таких кривых сегментацией следует выделить только отдельные участки, которые 
считаются информативными, а остальные (неизменные) не учитываются. 

Кривые обоих типов являются дискретно упорядоченными последовательностями 
событий, а их анализ является описанием этих событий. Таким образом, сегментация, 
которая делит кривую на участки – не только первый, но и самый важный этап 
лингвистического анализа.  

В методике сегментации, предложенной в данной статье, переходы от одного 
события к другому в процессе, который представляет структурную форму сигнала, 
рассматриваются как быстрые изменения его формы. Благодаря этому, приведенное 
описание таких экспериментальных кривых сохраняет данные о структуре и может быть 
получено путем идентификации участков, в которых форма существенно отличается от 
граничащих участков и рассматривается как пики, рывки, резкие изменения и т.д. Эти 
участки называются переходными или сложными, в отличие от однородных простых, у 
которых форма не изменяется и которые разделены сложными участками. 

Введение понятия «сложности» участков при сегментации кривых двух 
указанных выше типов и не требует предварительной информации о том, к какому типу 
относится кривая. Таким образом, сложные участки могут быть интерпретированы как 
изменения состояния процесса, как фоновые возмущения некоторого постоянного 
состояния, или, наконец, как кратковременные возмущения, которые переводят процесс 
из одного состояния в другое.  

Методика для сегментации экспериментальных кривых, состоящих из 
регулярных участков. Пусть ),( 21 tt  некоторый участок  области определения 
экспериментальной кривой )(tf  и задана реальная функция ),(  f , которая зависит 
от формы кривой на участке   и является представлением о ее изменчивости в течение 
этого интервала. Таким образом, величина ),(  f  постоянна, если кривая )(tf  
однородна, и изменяется, если ее форма быстро изменяется в течение этого интервала. 
Значение этой функции может быть интерпретировано как степень изменчивости 
формы кривой. Назовем ее, для определенности, функцией сложности.  
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Пусть в интервале *  находится точка соединения двух однородных участков 
экспериментальной кривой, которые отличаются по форме или отображают аномалию 
на однородном фоне, тогда, с небольшими сдвигами интервала   фиксированной 
длины справа и слева от * , значение функции сложности уменьшается или 
увеличивается в зависимости от ее конкретной формы. То есть функция ),(  f  имеет 

локальный экстремум при *  . Таким образом, в зависимости от выбора функции 
сложности (ФС), сложные участки могут быть локальными экстремумами или 
участками, которые являются "более сложными", чем граничащие с ними. Учитывая 
сказанное,  методика сегментации для обработки экспериментальной кривой, должна 
содержать следующее: 

- делим экспериментальную кривую )(tf  на ряд элементарных участков 

Njj ,,1,   одинаковой длины l, которые следуют с определенным шагом   вдоль 

оси изменения аргумента (рис. 1) (шаг l  );  
- выбираем определенную функцию 

сложности ),(  f , при этом каждый 

элементарный участок j  связан с 

реальной величиной в виде )( jj   ; 
- выделяем участки с локально 

экстремальными значениями j .  

Практическое вычисление локального 
экстремума нуждается в дополнительном 
уточнении, поскольку условия 1 jj   (для 

случая определения максимумов функции 
сложности) не являются надежными и 
продуцируют слишком много ложных 
экстремумов. Поэтому в данной работе используем следующие дополнительные 
условия: 

- hj   – малые значения функции сложности интерпретируем как индексы, 

обозначающие, что состояние процесса "поддерживается" и что связанный с ним 
локальный экстремум является "незначительным"; 

- для идентификации огибающей функции сложности последовательно выбираем 

экстремумы kjijiji   ,,, 1  , для которых максимально    kisijj ss ),( 1 , 

и один локальный экстремум выбирается в точке ij ; 

- используя kjjj    1  выбираем участки кривой, в которых процесс 

изменяет свое состояние плавно (используем отдельно от предыдущего). 
Таким образом, предложен ряд наборов функций сложности, каждая из которых 

использует некоторый определенный набор признаков формы кривой. Все они необходимы 
для сегментации экспериментальных кривых, состоящих из регулярных участков.  

Функции сложности для идентификации участков кривой, наиболее 
отличающиеся от граничащих. Пусть экспериментальная кривая будет определена 
как последовательность значений ее ординат ,, 21 ff  в виде дискретного ряда, и пусть 

каждый элементарный участок j  содержит l точек. Тогда, ),,( 1
j

l
jj fff   будет 

Рис. 1 
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вектором значения ординат экспериментальной кривой  на участке j . Введем для 

оценки формы кривой функцию сложности (ФС) )( j , оценивающую степень 

изменчивости поведения кривой на данном участке. Построим вектор k, 

характеристики ),,( 1
j

k
jj ggg   которого будут рассматриваться как описание 

формы кривой на участке j  (k не обязательно равна l). Тогда ФС )( j  будет 

простейшей функцией подобия между вектором jg  и граничащими векторами 1jg ,
1jg , и представляет собой среднее значение произведения с граничащей величиной:

   1 1( ) , , 2j j j j
j g g g g       , где  1, jj gg  и  1, jj gg  – скалярные 

произведения центрированного и нормированного вектора отсчетов кривой на данном 
участке j и соответствующего вектора на граничащих участках слева и справа от него. 

Обозначаем среднее значение произведения граничащих участков через величину 
1 1( , ) 2j j jx g g  , которая характеризует степень постоянства формы кривой на 

данном участке. Тогда ФС для идентификации участков, наиболее отличающихся от 
граничащих, принимает вид: 

),()( jj
j gx            (1)           или  jj

j fy ,)(  ,                   (2) 

где 1 1( ) 2j j jy f f    соответственно. В этом случае необходимо сначала 

центрировать и нормализовать вектор jf  или выбрать в качестве его характеристик 

величины ( )j j j j
s sg f f f  , где ls ,,1  является порядковым номером точки на 

данном участке, а jf  и jf  равны:  



l

s

jj
s

l

s

jj
s

j ffff
l

f
1

2

1

,
1

. 

Другими характеристиками, используемыми при описании участков кривой j , 

могут быть статистические моменты, вычисленные из компонент вектора jf : 

   



l

s

kjj
s

j
k

l

s

jj
s

jjj ff
l

gff
l

gfg
11

2

21

1
,,

1
,  . 

Данный набор ФС применим в сегментации как детерминированных, так и 
случайных кривых, и позволяет сравнивать участки кривой различной длины. 

Вне зависимости от способов, используемых для определения вектора jg , в 
качестве сложных участков будут выделяться участки с локально минимальными 
значениями )( j . Величина )( j  уменьшается с увеличением изменчивости формы 

кривой на участке j  и его усредненной формы на участках 1j  и 1j . Таким 

образом, данная функция сложности идентифицирует участки, наиболее отличающиеся 
от граничащих. 

Функции сложности для определения качества аппроксимации кривой.  Как 

и ранее, пусть ),,( 1
j

l
jj fff   вектор значений ординат экспериментальной кривой 

на элементарном участке j . Задаем множество l-мерных ортонормированных 

векторов nii
e

ii ,,1),,,( 1    , зависящих от дискретных значений ординат 
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некоторых элементарных функций. Для каждого элементарного участка j , или для 

каждого вектора jf , коэффициенты многочлена его наилучшей среднеквадратичной 

аппроксимации в системе векторов nii ,,1,   вычисляются как скалярные 

произведения: 



l

s

j
s

j
sij fc

1

 . 

Функция сложности каждого элементарного участка j  имеет вид: 

   
 











l

s

n

i

j
sij

j
sj cf

1

2

1

 .                                          (3) 

Сложными участками будут являться те участки, на которых  j  будет иметь 

локально максимальное значение. 
Если кривая изменяется случайным образом, то стоит предположить, что участки, 

где ее поведение изменяется не значительно, являются реализацией определенного 
случайного стационарного процесса. Такие процессы должны быть смоделированы как 
совокупность стохастических уравнений авторегрессии 




 
n

i
titit byccy

1
0  .                                                 (4) 

Здесь nici ,,0,   – коэффициенты авторегрессии; n является порядком 

авторегрессии; t  представляет собой последовательность независимых нормальных 

случайных величин с нулевой средней и унитарной дисперсией, а коэффициент b 
определяет среднеквадратичное отклонение возмущающего белого шума tb . 

Пусть экспериментальная кривая определяется на конечном интервале или на 
конечном множестве точек  NT ,,1 . Разделим это множество на M 

непересекающихся элементарных участков Mjj ,,0,  , каждый из которых 

содержит l точек (в отличие от предыдущего случая, важно, что элементарные участки 

не перекрываются): 
M

j
j MlNT

1

,


 . 

Предположим также, что число точек l в каждом участке превышает порядок 
авторегрессии n. Тогда, на множестве элементарных участков j , стохастическая 

функция сложности может быть представлена в виде:  

 
2

1 1
0min  

 
 









l

ns

n

i

j
isj

j
s

c
j fccf ,                               (5) 

где минимум берется по всевозможным )1( n -мерным векторам ),,( 0 nccc  . Значение 

этой ФС характеризует качество аппроксимации экспериментальной  кривой по участкам с 
помощью авторегрессионной модели n-го порядка (4). Чем ниже это значение, тем 
вероятнее, что кривая на этом участке является реализацией случайного стационарного 
процесса. Поэтому сложными участками будут участки с локальными максимумами  j . 

Аналогичные процедуры используются в телеметрии для сжатия данных [10]. 
Функции сложности для определения экстраполяционных свойств кривой. 

Пусть экспериментальная кривая на элементарном участке j  аппроксимируется как 
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отрезок степенного ряда 


n

i

i
i sc

0

, где s является порядковым номером точки на данном 

участке. Тогда полученный полином распространяется вправо за границы участка 
(правая экстраполяция), а число точек (длина правого интервала) k  находится таким 

образом, что ошибка экстраполяции не должна превышать заданное значение  :  












 

 

2

1 0

k

ls

n

i

i
is scf . 

Длина левого интервала lk  определяется таким же образом. Значение ФС 

считается равным наименьшему из интервалов экстраполяции:  

   lj kk ,min   .                                                  (6) 

 Сложные участки являются элементарными участками с локальными минимумами 
 j . Эта функция сложности формализует представление об изменчивости формы 

кривой, проверяя, сохраняет ли она свое основное направление в некоторой области 
текущего элементарного участка. Данная функция может быть использована и для 
анализа экстраполяционных свойств случайной кривой.  

Пусть, как и в функции (5), участок j  описывается моделью с n-ым порядком 

авторегрессии (4) с коэффициентами (c, b). Параметры его вектора получим методом 
наименьших квадратов на участке j . Определим для jlt   величины:  

)(
1

)(
1

2

1
0 jltfccf

b
s

k

ls

n

i
isisjt 




















  

 




 . 

В постоянной части значения 
2

1
0

1
)( 








 




n

i
isisjs fccf

b
g  совпадают с квадратом 

стандартного белого шума 2
s  и в среднем их значения близки к единице, а значение 

суммы )( jts   приблизительно равно нулю. После изменения параметров (c, b), 

возникают систематические различия 1)( jsg  , что приводит к монотонному дрейфу 

)( jts   от нуля. 

Введем пороговое значение   и найдем минимальное значение  j , при 

котором величина )( jts   превышает пороговое значение  )( jts . В этом случае 

значение функции сложности будет равно: 
   jj t  0                                                      (7) 

и сложными участками будут являться участки с локальными минимумами  j . 

Данная функция (7) отличается от (6) тем, что она оценивает экстраполяционные 
свойства участка j  только в одном направлении. 

Выводы. В данной работе рассмотрена методика для выделения и распознавания 
характерных участков экспериментальных кривых, предложены дополнительные 
условия для уменьшения ложных экстремумов при вычислениях. Представлены 
несколько видов функции сложности, в частности: 

- идентифицирующие участки, наиболее отличающиеся от граничащих (1, 2); 
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- характеризующие качество аппроксимации экспериментальной  кривой (3, 5); 
- анализирующие экстраполяционные свойства экспериментальной кривой (6, 7). 
Разработка алгоритмов для сегментации экспериментальных кривых – цель 

авторов в дальнейшем. 
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FUNCTIONS OF COMPLEXITY FOR ALLOCATION AND RECOGNITION  
OF CHARACTERISTIC SITES OF EXPERIMENTAL CURVES 

I. Tretyakov, V. Danilov 

In the paper the stage of identification of sites which contain information on a curve is described, the 
segmentation technique for processing of experimental curves is considered, several types of function of 
complexity are offered.  
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