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М Е Х А Н И К А  

 
УДК 539.3 
 
ИССЛЕДОВАНИЕ ВЛИЯНИЯ ДЛИНЫ ТЕПЛОИЗОЛИРОВАННОГО РАЗРЕЗА 

ПРИ ТЕРМОУПРУГОМ ИЗГИБЕ ИЗОТРОПНЫХ ПЛАСТИН 
 
© 2018.   Н.С. Бондаренко,  А.С. Гольцев 
 
 

Решена задача термоупругого изгиба для изотропной пластины с теплоизолированным разрезом в 
случае симметричного теплообмена с внешней средой. Использована обобщённая теория в варианте 
{1,0}–аппроксимации, в рамках которой искомые функции представляются в виде рядов Фурье по 
полиномам Лежандра от толщинной координаты. Исходная задача сведена к системам сингулярных 
интегральных уравнений. Исследовано влияние длины разреза и значений коэффициента теплообмена на 
коэффициенты интенсивности напряжений. 

Ключевые слова: изотропная пластина, теплоизолированный разрез, обобщённая теория, 
сингулярные интегральные уравнения, коэффициенты интенсивности напряжений. 
 
 

 
Введение. Во многих областях современной техники используются тонкостенные 

элементы конструкций. В результате эксплуатации в них могут появляться дефекты 
типа трещин. Наличие этих дефектов вызывает опасную концентрацию напряжений, 
что может привести к разрушению конструкций. Поэтому исследование термоупругого 
состояния пластин с трещинами по-прежнему остаётся теоретически и практически 
актуальной задачей. 

До недавнего времени в прочностных расчётах тонкостенных элементов 
конструкций в основном использовалась классическая теория Г. Кирхгофа – А.Е. Лява, 
основанная на гипотезе недеформируемых нормальных элементов. В последние годы в 
технике интенсивно внедряются новые композитные материалы, обладающие низкой 
сдвиговой жёсткостью, для которых гипотезы классической теории не соблюдаются. 
При оценке прочности конструкций, изготовленных из современных композитных 
материалов, в местах концентрации напряжений необходимо использовать уточнённые 
теории. Поэтому построение обобщённой теорий пластин и оболочек, учитывающей 
явления, связанные с поперечными сдвигами и обжатием, является актуальным. 

Методика сведения трёхмерных уравнений теории упругости к двумерным, 
основанная на использовании полиномов А.М. Лежандра, предложена, в частности, в 
монографиях [1, 2]. Разработанный метод построения разных вариантов теории тонких 
анизотропных упругих пластин и оболочек известен под названием метода {m,n}-
аппроксимации, где m – порядок приближения тангенциальных перемещений, n – 
порядок приближения поперечного перемещения. В его основе лежит аппроксимация 
перемещений и напряжений рядами Ж. Фурье по полиномам А.М. Лежандра с 
удовлетворением граничных условий для напряжений на лицевых поверхностях 
пластины или оболочки. На этих идеях основаны исследования последних лет [3, 4]. 

Решение задач термомеханики разрушения для пластин и оболочек является 
актуальным. Вычислению коэффициентов интенсивности термических напряжений 
посвящено достаточно много работ [5, 6]. Использование метода {m,n}-аппроксимации 
позволяет решать указанные задачи с наперёд заданной точностью. Но при задании 
больших m и n приходится иметь дело со значительными математическим трудностями, 
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обусловленными сложностью структуры уравнений метода {m,n}-аппроксимации. 
Поэтому в данной статье рассматриваются уравнения термоупругости обобщённой 
теории в варианте {1,0}-аппроксимации. 

Целью настоящей работы является определение коэффициентов интенсивности 
напряжений (КИН) в изотропной пластине с теплоизолированным разрезом при 
температурной нагрузке, приводящей к изгибу. 

Постановка задачи. Рассмотрим изотропную пластину толщины 2h  с 
теплоизолированным разрезом L . Отнесём пластину к прямоугольной декартовой 
системе координат x , y , z . Предположим, что разрез L  удалён от края пластины на 
расстояние, значительно превышающее длину разреза. На лицевых поверхностях 
пластины осуществляется конвективный теплообмен по закону Ньютона с внешней 
средой нулевой температуры. Рассмотрим случай, когда теплообмен является 
симметричным, т. е. параметры теплообмена на лицевых поверхностях пластины 

одинаковы ( Bi Bi Bi   , где Bi  – критерий Био при z h  ). 
Для обобщённой теории в варианте {1,0}-аппроксимации имеют место такие 

представления [1, 2]: 
  компоненты вектора перемещений 

 0 1x xu uP hP  ;    0 1y yu vP hP  ;    0 0zu w P , (1) 

  компоненты тензора напряжений 

0 12

3
σ

2 2
x x

x
N M

P P
h h

       x y ;    0 12

3

2 2
xy

S H
P P

h h
   ; 

  0
0 22

x
xz

Q
P P

h
        x y ;    σ 0z  , (2) 

  температура 

 0 0 1 1T T P T P  . (3) 

В формулах (1)–(3) u , v , 0w , x , y  – обобщённые перемещения, причём u , v  

являются аналогами перемещений точек срединной плоскости пластины; 0w  – аналог 

прогиба пластины; x , y  – аналоги углов поворота нормали; xN , yN , S , xM , yM , H , 

0xQ , 0yQ  – обобщённые усилия и моменты, причём xN , yN , S  являются аналогами 

мембранных усилий; xM , yM  – аналоги изгибающих моментов; H  – аналог крутящего 

момента; 0xQ , 0yQ  – аналоги перерезывающих сил; 0T  – аналог средней температуры; 1T  

– аналог температурного момента; kP   2,0k  – полиномы А.М. Лежандра. 

Для определения термоупругого состояния пластины с разрезом используем 
представление [7] 

 * oG G G  , (4) 

где *G  – компоненты температурных усилий и моментов в пластине с разрезом; oG  – 
компоненты температурных усилий и моментов основного термоупругого состояния, т. е. 
термоупругого состояния в сплошной пластине; G  – компоненты температурных усилий 
и моментов возмущённого термоупругого состояния, вызванного наличием разреза. 
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Ввиду принятых предположений о размере и положении разреза возмущённое 
термоупругое состояние пластины локализовано в непосредственной окрестности 
рассматриваемого разреза. 

Система уравнений термоупругости {1,0}-аппроксимации, записанная в 
безразмерной системе координат 1x , 2x , определённой с точностью до полутолщины 

пластины h , включает в себя [1, 2]: 
  уравнения теплопроводности 

 2
0 0 0 0T T   ;    2

1 1 1 0T T   , (5) 

  уравнения Д. Дюамеля – Ф. Неймана в перемещениях 

  1 0 1 2 01N B u v T        ;      2 0 2 1 01N B v u T        ; 

 0 2 1
1

2
S B u v


    ;      1 0 1 1 2 2 11M D T          ; 

  2 0 2 2 1 1 11M D T          ;     0 2 1 1 2
1

2
H D

  
    ; 

  10 0 1 1 0Q w    ;     20 0 2 2 0Q w    , (6) 

  уравнения равновесия 

1 1 2 0N S    ;    1 2 2 0S N    ; 

 1 1 2 10 0M H Q     ;    1 2 2 20 0H M Q     ;    1 10 2 20 0Q Q    . (7) 

Здесь 

2 2

2 2
1 2

Δ
x x

 
 
 

;    2
0

3
ρ

3

Bi

Bi



;     2

1
1

ρ 15
6

Bi

Bi





; 

j
jx


 


     1, 2j  ;    0 0 2

2
3

1
B D


 


;    

 0
5

6 1 
 


, 

 ,   – коэффициент С.Д. Пуассона и температурный коэффициент линейного 
расширения соответственно; 

Мембранные усилия и перерезывающие силы в соотношениях (6), (7) определены 
с точностью до значения Eh (E – модуль Т.Юнга), а моменты – с точностью до 2Eh . 

Заметим, что в случае симметричного теплообмена система уравнений 
термоупругости (5)–(7) распадается на две независимые системы, описывающие 
безмоментное термоупругое состояние и изгиб. В случае несимметричного 
теплообмена эти системы не являются независимыми. 

Основное термоупругое состояние oG  будем считать известным. Компоненты 
усилий и моментов возмущённого термоупругого состояния G  определяются из 
системы уравнений (5)–(7). Граничные условия для этих компонент на линии разреза L  
следуют из представлений (4) и граничных условий, приведённых в монографии [8] для 
теплоизолированного разреза L  с нормалью  1 2,n n n


, сформулированных в 

предположении свободных берегов разреза и отсутствия контакта между ними. 
Граничные условия на краю пластины не рассматриваем, т. к. предполагаем, что 
возмущённое термоупругое состояние не распространяется до края пластины. 
Достоверность данного предположения проверяем после решения задачи. 
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Граничные условия на линии разреза L  имеют вид: 
  для задачи теплопроводности (5) 

 0 0
o

L L

T T

n n

 
 

 
;    1 1

o

L L

T T

n n

 
 

 
, (8) 

  для задачи термоупругости (6), (7) 

o
n nL L

N N  ;    o
nt ntL L

S S  ; 

 o
n nL L

M M  ;    o
nt ntL L

H H  ;    o
n nL L

Q Q  , (9) 

где 

2 2
1 1 1 2 2 22nN n N n n S n N   ;          2 2

1 2 1 2 2 1ntS n n N N n n S    ; 

2 2
1 1 1 2 2 22nM n M n n H n M   ;      2 2

1 2 1 2 2 1ntH n n M M n n H    ;   1 10 2 20nQ n Q n Q  . 

Построение аналитического решения задачи. Решение задачи 
теплопроводности (5) с граничными условиями (8) приведено в статье [9]. В данной 
статье решена задачи термоупругости (6), (7) с граничными условиями (9). Решение 
получено с использованием двумерного интегрального преобразования Ж. Фурье с 
учётом разрывного характера искомых функций на линии разреза L [7]. Методика 
обращения трансформант компонент усилий и моментов возмущённого термоупругого 
состояния подробно описана в публикации [10]. Она основана на применении формулы 
обращения для двумерного интегрального преобразования Ж.Фурье и интегральном 
представлении специальной G-функции [11] 

     1

, 2 2
0

J
G 1

2

n n
n n

n

rr
rz d

z

 



 




   
            ( 0r  , Re 0z  , 

3
1 Re

2
n    ), 

где  J z  – функция Ф.В. Бесселя первого рода порядка  . 

Рассмотрим прямолинейный теплоизолированный разрез длины 2l . Разрез 
расположен вдоль оси абсцисс симметрично относительно начала координат 

   2
1 2 1 2, : , 0L x x x l x    . (10) 

Для разреза (10) интегральные представления внутренних силовых факторов 
примут вид 

      
1

1 2 1 2
1 1

, ,
2

q q q
j jk k

k

l
P x x K x ls x s ds




  

          5,1;1,0  jq , (11) 

где 

0
j jP N ;    1

j jP M ;    0
3 0j jP Q       1, 2j  ;    0

3P S ;    1
3P H ; 

4   для 0
1P  – 0

3P ; 7   для 1
1P  – 1

3P ; 5   для 0
4P , 0

5P ; 
q
jkK  – ядра интегральных представлений, представляющие собой линейные 

комбинации специальных G-функций, например, 
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    1 0
11 1,0 2,1sin G 2,5 sin 3 G 2,5

4
K r r r 


  , 

где 

 2 2
1 2r x ls x   ;    2sin .

x

r
   

В соотношениях (11) q
k  представляют собой неизвестные функции, зависящие от 

s  – длины дуги кривой L : 

 0
1

d u

ds
  ;    

 0
2

d v

ds
  ;    

 11
1

d

ds


  ;     

 21
2

d

ds


  ;     

 01
3

d w

ds
  ; 

 1
4 1   ;     1

5 2   ;     0 1
3 6 0T    ;     0 1

4 7 1T    . 

Здесь     FFF  – скачок функции F  при переходе через линию разреза L  ( F  – 
граничные значения функции F  в соответствии с выбранным направлением нормали n


). 

Функции 0
3 , 0

4 , 1
6 , 1

7  определяем при решении задачи теплопроводности (5), (8). 

Подставляя интегральные представления (11) в граничные условия (9), получим 
системы сингулярных интегральных уравнений (СИУ) для определения неизвестных 

функций q
j : 

  для безмоментного термоупругого состояния 

 
   

01
0

1

1 j
j

s
ds F

s




 


      1, 2; 1j   ; (12) 

  для изгиба 

 
       

11 13
1 1 1

11 1

1 1

2 2
j

jk k j
k

s
ds E s s ds F

s


  

    

  
        1, 3; 1j   . (13) 

Здесь разностные ядра  1
jkE s   являются линейными комбинациями 

специальных G-функций и их первообразных, например, 

       1 2
11 0 2,0 01,5 G 2,5 0,3 2,5 signE s l s l s s              

    0,0 2,25 IG 2,5 IG 2,5l s l s      ;       , ,
0

IG G
s

n ns t dt   . 

Правые части систем СИУ (12), (13) представляют собой сумму значений 

компонент усилий и моментов основного термоупругого состояния oG  на линии 

разреза и интегралов от функций 0
3 , 0

4 , 1
6 , 1

7  с разностными ядрами, 

представляющими собой линейные комбинации специальных G-функций, зависящих 
от параметров теплообмена Bi . 

Из требования непрерывности обобщённых перемещений в вершинах разреза L  
следуют дополнительные условия на искомые функции 
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1

1

0q
j s ds



       0,1; 1,3q j  . (14) 

Решения СИУ (12) при ограничениях (14) могут быть получены аналитически [12] 
в классе функций, неограниченных на обоих концах отрезка  1;1 : 

   
1 2

0 0

2
1

1 1

1
j j

s
F s ds

s
 

  


 


      1, 2j  . 

Система (13) представляет собой систему СИУ типа А.Л. Коши первого рода, 
которая при ограничениях (14) может быть решена методом механических квадратур 
[13]. После решения системы (13) остальные искомые функции находим по формулам 

   1 1
3

1

s

j js t dt 


       1, 2j  , 

а внутренние силовые факторы возмущённого термоупругого состояния – из 
интегральных представлений (11). 

Особый интерес представляет термоупругое состояние в окрестностях концов 

разреза. Оно имеет сингулярный характер с особенностью вида 1 2r  [13] вследствие 
наличия ядер А.Л. Коши в представлениях (11). Из вида правых частей систем СИУ 
(12), (13) следует, что КИН представимы в виде двух слагаемых, первое из которых 
определяется компонентами усилий и моментов основного термоупругого состояния, а 
второе – возмущённым температурным полем. Поскольку при решении задач 
термомеханики разрушения предметом исследования являются вторые слагаемые, то 
необходимо принять 

 
2 2 2 2 2

0
2 2 20

0 0 0 0 0
0o o o o

x x x x x
N S M H Q

    
     . (15) 

Выражения КИН для поперечного ( IIK ) и продольного ( IIIK ) сдвига получим, 

сравнивая коэффициенты при особенности 1 2r  в ненулевых компонентах тензора 
напряжений с известными асимптотическими представлениями напряжений [14]: 

    0 2 1 2
0 1 1 1

1 1
0, 25 lim 1 lim 1II

s s
K lhE P s s P s s  

 
            

 ; 

     1 2
0 0 2 3

1
0,25 lim 1III

s
K lhE P P s s 


    . (16) 

Максимальные по абсолютной величине значения КИН (16) найдём с учётом 
свойств полиномов А.М. Лежандра. Так, КИН для поперечного сдвига достигает 
наибольшего по модулю значения на одной из лицевых поверхностей пластины, а КИН 
для продольного сдвига – в срединной плоскости пластины. 

 max 2
1

1 0,1

0,25 lim 1q
II

s q

K lhE s s 
 

    
  
 ; 

   max 1 2
0 3

1
0,375 lim 1III

s
K lhE s s 


   . (17) 
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Анализ результатов численных. Численные исследования позволили оценить 
влияние длины разреза на максимальные по модулю значения КИН (17). Также 
исследована зависимость КИН от параметра Bi  в широком диапазоне его изменения 
при симметричном теплообмене. Предполагались следующие градиенты основного 
температурного поля на линии разреза, приводящие к изгибу: 

 

2

0

2 0

0
o

x

T

x






;    

2

1
1

2 0

const 0
o

x

T
q

x



  


. (18) 

При проведении расчётов коэффициент С.Д. Пуассона принимался равным 
0,3  . Для анализа поведения температурных КИН предполагалось отсутствие 

внутренних силовых факторов основного термоупругого состояния, т. е. выполнение 
условий (15). 

Результаты численных исследований представлены на рис. 1 и рис. 2 в виде 
графиков зависимостей относительных максимальных значений КИН от длины разреза 
при различных уровнях теплообмена. Рис. 1 соответствует КИН для поперечного 

сдвига max
IIK , а рис. 2 – КИН для продольного сдвига max

IIIK . Значения КИН даны с 

точностью до величины *
10, 25K q E lh . Кривые 1, 2, 3 на рис. 1 и рис. 2 отвечают 

значениям критерия Био 1; 0,1; 0,001 соответственно. 
 

       
 Рис. 1 Рис. 2 
 

Из графиков на рис. 1, 2 следует, что относительные максимальные значения КИН 
поперечного сдвига возрастают с увеличением длины разреза. При этом для малых 
длин этот рост существенный и замедляется с увеличением длины разреза. 
Относительные максимальные значения КИН продольного сдвига вначале растут, а 
затем убывают. Это объясняется следующим. 

Величина *K  характеризует зависимость КИН поперечного сдвига в пластине с 
теплоизолированными лицевыми поверхностями при действии градиента средней 

температуры (величиной 1q ) от длины разреза l . Это зависимость x . Этот КИН 
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обусловлен разными касательными напряжениями вдоль линии разреза на 
противоположных берегах разреза на лицевых поверхностях. В этом направлении 
смещения малы из-за большой жёсткости среды. 

КИН продольного сдвига обусловлен разными касательными напряжениями 
вдоль линии трещины (по толщине пластины) на противоположных плоскостях 
разреза. В этом направлении смещения, обусловленные изгибом пластины, а не 
растяжением-сжатием, будут больше. Касательные напряжения продольного сдвига, 

соответственно, будут меньше. Поэтому отношение *
max / KK III  будет уменьшаться. При 

этом абсолютные значения IIKmax  и IIIKmax  всегда увеличиваются с ростом длины 

разреза. 
Из графиков также следует, что увеличение коэффициента теплообмена при его 

симметричном характере приводит к уменьшению максимальных по модулю значений 
КИН для поперечного и продольного сдвига. 

Выводы. Таким образом, можно заключить, что при оценке надёжности работы 
тонкостенных элементов конструкций при температурных нагрузках приводящих к 
изгибу необходимо учитывать длину возможных дефектов и значения коэффициента 
теплообмена с окружающей средой. 
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INVESTIGATION OF THE INFLUENCE OF THE LENGTH OF HEAT-INSULATED CUT 
AT THE THERMOELASTIC BENDING OF ISOTROPIC PLATES 

 
N.S. Bondarenko, A.S. Goltsev 
 

The thermoelastic bending problem for an isotropic plate with a heat-insulated cut in the case of 
symmetric heat exchange with the external environment is solved. The generalized theory is used in the version 
of the {1,0} -approximation, in the framework of which the required functions are represented in the form of 
Fourier series in terms of the Legendre polynomials of the thickness coordinate. The initial problem is reduced to 
systems of singular integral equations. The influence of the cut length and values of heat transfer coefficient on 
stress intensity factors is investigated. 

Keywords: isotropic plate, heat-insulated cut, generalized theory, singular integral equations, stress 
intensity factors. 
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УДК 539.3 
 

ПЕРИОДИЧЕСКАЯ ЗАДАЧА ТЕРМОЭЛЕКТРОМАГНИТОУПРУГОСТИ  
ДЛЯ ПЬЕЗОПЛАСТИНКИ С ЭЛЛИПТИЧЕСКИМИ ОТВЕРСТИЯМИ  

ИЛИ ТРЕЩИНАМИ 
 

© 2018.   Е.С. Глушанков 
 
 
Решена задача определения термоэлектромагнитоупругого состояния пьезопластинки с 

периодическим рядом эллиптических отверстий или трещин при действии линейного потока тепла. С 
использованием комплексных потенциалов и обобщенного метода наименьших квадратов задача сведена к 
решению переопределенных систем линейных алгебраических уравнений относительно неизвестных 
коэффициентов разложений функций в ряды Лорана. Численными исследованиями установлено влияние 
геометрических характеристик пластинки, а также физико-механических и электромагнитных свойств 
материала пластинки на значения основных характеристик термоэлектромагнитоупругого состояния. 

Ключевые слова: линейный поток тепла, пьезопластинка, температурные напряжения, 
коэффициенты интенсивности напряжений, напряженностей и индукций, обобщенный метод наименьших 
квадратов. 

 
 
Введение. В современной науке и технике широко применяются конструкции с 

использованием пластинок с отверстиями и трещинами из пьезоматериалов [1]. Под 
действием различных температурных полей в таких элементах могут возникать высокие 
концентрации напряжений, что необходимо учитывать при разработке и эксплуатации 
конструкций. В связи с этим актуальны вопросы разработки методов определения 
термоэлектромагнитоупругого состояния (ТЭМУС) упругих тел из пьезоматериалов. В 
этом направлении к настоящему времени разработаны многие вопросы теории [2–6], 
решен ряд задач о действии на многосвязные пластинки температурных, механических и 
электромагнитных полей. В работе [7] для случая действия линейного потока тепла в 
многосвязной пьезопластинке предложен метод суперпозиции, заключающийся в 
нахождении общего решения задачи как суммы решений задачи для сплошной 
пластинки и возбужденного поля за счет наличия в пластинке отверстий или трещин. В 
статье [8] таким подходом получено точное решение задачи для пластинки с одним 
эллиптическим отверстием или трещиной, а в статье [9] - приближенное решение задачи 
для пластинки с конечным числом отверстий или трещин. В последнем случае был 
использован обобщенный метод наименьших квадратов (ОМНК).  

В данной статье с применением ОМНК решена периодическая задача для пластинки 
с эллиптическими отверстиями или трещинами. Проведены численные исследования, с 
помощью которых установлены закономерности изменения ТЭМУС в зависимости от 
геометрических параметров пластинки и теплофизических свойств ее материала. 

1. Постановка задачи и основные соотношения. 
Рассмотрим находящуюся в условиях плоской задачи 
бесконечную пьезопластинку, занимающую многосвязную 
область S  с бесконечным числом одинаковых и одинаково 
ориентированных эллиптических отверстий с контурами 

lL   0, 1, 2, ...l     с центрами вдоль одной прямой (рис. 1), 

принимаемой за ось Ox  прямоугольной системы координат Oxy  

с началом в центре отверстия с контуром 0L , называемого Рис. 1 

xh

a
b

y



x

0L1L 1L

q
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основным. Обозначим полуоси эллипсов через a , b , угол наклона полуоси a  к оси Ox  
– через  , расстояние между центрами соседних отверстий – через xh . На контурах 

отверстий заданы значения температуры или плотности потока тепла (в частности, 
температура равна нулю или они теплоизолированы). На бесконечности напряжения, 
компоненты векторов индукции электрического и магнитного полей равны нулю 

( 0x y xy x y x yD D B B                ), действует линейный поток тепла плотности 

q , направленный под углом 2  к оси Ox  так, что в сплошной пластинке потоки тепла 
на основных площадках равны  

* 0xq  ,   *
yq q  ,                                                    (1.1) 

а на произвольной площадке с нормалью n


  

* * cosn yq q ny .                                                       (1.2) 

Если несвязанную задачу о термоэлектромагнитоупругом состоянии пластинки 
решать методом суперпозиции с использованием комплексных потенциалов, то она 
сводится к определению комплексного потенциала теплопроводности 5 5( )F z  и 

комплексных потенциалов термоэлектромагнитоупругости  k kz   1, 4k   из 

соответствующих граничных условий. При этом функции 5 5( )F z  и  k kz  определены 

в многосвязных областях 5S  и kS , получаемых из заданной области S  аффинными 

преобразованиями [10–13] 

k kz x y  ,                                                          (1.3) 

где k  – корни характеристических уравнений теплопроводности (при 5)k   и 

термоэлектромагнитоупругости (при 1, 2, 3, 4k  ). 

В общем случае многосвязной области функция 5 5( )F z  имеет вид [11, 14] 

     5 5 5 5 50 5lnl x
l

F z c D z lh F z



    ,                                    (1.4) 

где 5c  – вещественная константа, определяемая из условий на контурах 

отверстий; 4 æl l TD q   ; lq  – суммарный поток тепла через контур lL  в область S ; 

50 5( )F z   функция, голоморфная в многосвязной области 5S . При этом из условий 

ограниченности 5 5( )F z  на бесконечности следует, что  

1

0l
l

D





.                                                                (1.5) 

Комплексные потенциалы  k kz   1, 5k   в общем случае имеют вид [6]

 

       0lnk k k k kl k kl k x k k
l

z z A z B z lh z



       ,                       (1.6) 
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где k , klA , klB   1, 4k   – постоянные, определяемые из систем уравнений 

   
5

2

1

2 Re 1, , , , , , , 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0k k k k k k k k k k k k
k

q p


           ;  (1.7) 

   
5

0 0

1

2 Re 1, , , , , , , 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0k k k k k k k kl
k

p q r h i A


    ;              (1.8) 

   
5

0 0

1

2 Re 1, , , , , , , 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0k k k k k k k kl
k

p q r h i B


    ;              (1.9) 

5 5 5r c  ,   5 5l lA r D ,    5 5 5 5l l l lB r b z D  ;                           (1.10) 

5lb  – вычет функции 50 5( )F z  в точках 5 xz lh ;  0k kz  – функции, голоморфные в 

многосвязных областях kS . 

2. Построение функций и решения краевых задач. В локальных системах 
координат l l lO x y  с началами в центрах эллипсов lL  и направлениями осей вдоль осей 

эллипсов их параметрические уравнения будут такими: 

coslx a  ,   sinly b  ,                                               (2.1) 

а в основной системе Oxy  они имеют вид 

cos sinx l lx lh x y    ,   sin cosl ly x y   ,                       (2.2) 

где    параметр параметрического задания эллипса, изменяющийся от 0  до 2 .  
Отобразим конформно внешности единичных кругов 1kl   на внешности 

эллипсов klL , соответствующих эллипсам lL  при аффинных преобразованиях (1.3): 

k
k x k kl

kl

m
z lh R

 
     

,                                                (2.3) 

где 

kl k xz lh  ,   
   cos sin sin cos

2
k k

k
a ib

R
    

 , 

   cos sin sin cos

2
k k

k
k

a ib
m

R

    
 . 

Тогда функции  50 5F z  и  0k kz , голоморфные вне контуров отверстий 5lL  и 

klL  областей 5S  и kS  в областях переменных 5l  и kl  будут голоморфными вне 

единичных кругов соответственно 5 1l   1kl  , включая бесконечно удаленную 

точку, потому их можно разложить в ряды Лорана по отрицательным степеням 
соответственно 5l  и kl . Следовательно, для функций (1.4) и (1.6) получаем [6] 

 5 5 5 5 5 5 5
1

ln ( )l l ln ln
l l n

F z c D c z
  

  
      


,                              (2.4) 



ISSN 2415-7058.  Вестник ДонНУ. Сер. А: Естественные науки. – 2018. – № 2 
 

Глушанков Е.С.  15 

   
1

ln ( )k k k k kl k kl kl kln kln k
l l n

z z A z B a z
  

  
          ,              (2.5) 

где  

( ) n
kln k klz    .                                                          (2.6) 

В силу периодичности температурного поля потоки тепла в область S  через все 
контуры будут одинаковыми, следовательно, на основании (1.5), (1.10) получим, что  

0lD  ,   5 0lA  ,   0klA  .                                                    (2.7) 

Из периодичности температурного поля также следует, что периодическими будут 
функции температуры, напряжения, индукции и напряженности электрического и 
магнитного поле, т. е. в точках z  и xz h  будут одинаковыми значения функции 

 5 5F z  и производных  k kz :  

   5 5 5 5 xF z F z h  ,      k k k k xz z h     .                            (2.8) 

Подставив в равенства (2.8) функции (2.4) и (2.5) с учетом равенств (2.7), находим  

   5 5 5 5
1 1

ln ln ln ln x
l n l n

c z c z h
   

   
       , 

   
1 1

kln kln kln kln x
l n l n

a z a z h
   

   

        .                               (2.9) 

Из равенств (2.3) следует, что    , 1kl k x k l kz h z    . Учитывая это, из 

зависимостей (2.6) получаем 

   5 5 5, 1, 5ln x l nz h z    ,      , 1,kln k x k l n kz h z     .                 (2.10) 

Подставляя выражения (2.10) в (2.9) и переобозначая индексы суммирования, 
находим 

     5 5 5 5 5, 1, 5 5, 1, 5 5
1 1 1

ln ln ln l n l n ln
l n l n l n

c z c z c z
     

 
     

          , 

     , 1, , 1,
1 1 1

kln kln k kln k l n k k l n kln k
l n l n l n

a z a z a z
     

 
     

            , 

Сравнивая в этих равенствах коэффициенты при одинаковых функциях  5 5ln z  и 

 kln kz , будем иметь 5 5, 1, 5ln l n nc c c  , , 1,kln k l n kna a a  ., а также , 1kl k l kB B B  . 

Тогда для комплексных потенциалов и их производных окончательно получим 

   5 5 5 5 5 5
1

n ln
n l

F z c c z
 

 
    , 

   
1

lnk k k k k kl kn kln k
l n l

z z B a z
  

  
         , 
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1

kl
k k k k kn kln k

kll n l

z B a z
  

  

      
   , 

или 

   5 5 5 5 5 5
1

n n
n

F z c c z



   ,                                          (2.11) 

     
1

k k k k k k k kn kn k
n

z z B z a z



       , 

     
1

k k k k k k kn kn k
n

z B z a z




         ,                               (2.12) 

где  

  lnk k kl
l

z



   ,      kn k kln k

l

z z



   .                          (2.13) 

Теперь в силу учтенной периодичности температурного поля и напряженно-
деформированного состояния пластинки достаточно удовлетворить граничным 
условиям только на одном из контуров, например, на контуре 0L . Тогда граничные 

условия на остальных контурах будут удовлетворены автоматически.  
В задаче теплопроводности, на контуре 0L  функция  5 5F z  должна 

удовлетворять граничному условию [15] 

   50 5 5 02 Re d F t f t ,                                               (2.14) 

в котором 

50 1d  ,      *
0 0 ,f t T T x y   

в случае заданных значений температуры 0T , и 

50 æTd i ,       *
0 0 0

0

s

n nf t q q t ds c    

в случае задания на 0L  плотности потока тепла  0nq t .  

Подставляя функцию (2.11) в граничное условие (2.14), для определения 
неизвестных постоянных 5c , 5lnc  получим систему линейных алгебраических 

уравнений 

   50 5 50 5 50 5 0 0
1

2 Re 2 Ren m n m
n

d t c d c f t



      01,m M .               (2.15) 

где 50 0 5 0m m mt x y  ,  0 0 0 0,m m m mt t x y . Систему (2.15) будем решать методом 

сингулярного разложения [16, 17]. После решения этой системы постоянные 5c , 5nc , а 

следовательно, комплексный потенциал теплопроводности (2.11) будут известны. По 
известной функции можно в любой точке найти температуру  
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*
5 5( , ) ( , ) 2Re ( )T x y T x y F z  ,                                        (2.16) 

а также плотность потока тепла 

 *
5 5 52 Re æn n Tq q i F t      

на площадке с нормалью n , где 5 5dz dn  . 

В задаче термоэлектромагнитоупругости, на контуре 0L  функции ( )k kz   

 1, 4k   должны удовлетворять граничным условиям [15] 

   
5

0 0
1

2 Re k i k k i
k

d t f t


    1, 4i  ,                                  (2.17) 

в которых для свободных от усилий контуров 

   01 02 03 04, , , 1, , ,k k k k k k kd d d d     ,      01 02 03 04 01 02 03 04, , , , , ,f f f f c c c c , 

для жестко подкрепленных контуров  

   01 02 03 04, , , , , ,k k k k k k k kd d d d p q   ,      * *
01 02 03 04 03 04, , , , , ,f f f f u v c c   , 

причем для жестко подкрепленных контуров должны выполняться также условия 

 
5

01 01
1

0k k
k

   ,                                                     (2.18) 

01k  – вычеты функций  0k kz  в точках 0kz , соответствующих при аффинных 

преобразованиях (1.3) произвольным точкам внутри контуров 0L . Этим граничным 

условиям удобнее удовлетворить в дифференциальной форме, чтобы не заниматься 
определением функции 5 5( )z  (коэффициентов 5na ) и неизвестных постоянных 0ic , 

входящих в граничные условия. Дифференцируя равенство (2.17) по дуге контура s  и 
учитывая, что    5 5 5 5 5t r F t  , получим 

   
4

0
0 , 50 5, 5 5 5

1

2 Re 2 Rei
k i k s k k i s

k

df
d t d r F t

ds

       1, 4i  ,               (2.19) 

где ,k s kdz ds  . 

Подставляя в условия (2.19) функции (2.11), (2.12), для определения неизвестных 
постоянных kna  найдем следующую систему линейных алгебраических уравнений  

      
4 4

0 0
0 , 0 0 , 0

1 1 1

2 Re 2 Rei m
k i k s kn k m kn k i k s k k k k m

k n k

df t
d t a d B t

ds



  

            

 50 5, 5 5 502 Re i s md r F t     01, ; 1, 4m M i  ,                   (2.20) 

где 0 0 0k m m k mt x y  . 

После решения с использованием сингулярных разложений системы (2.20), 
дополненной (в случае жесткого подкрепления контуров отверстий) уравнением (2.18), 
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станут известными постоянные kna , а следовательно, комплексные потенциалы (2.12) и 

по ним можно находить напряжения и электромагнитные индукции [6, 7]:  

     
5

1 2 6
1

, , 2 Re , ,x y xy k k k k k
k

z


        , 

     
5

7 8 9 10
1

, , , 2 Re , , ,x y x y k k k k k k
k

D D B B z


      ,                 (2.21) 

Если эллипс 0L  является прямолинейным разрезом ( 0b  ), то можно вычислить и 

КИНИН по формулам [18] 

 
4

2 2
1 1 2 6

1

2 Re sin cos 2 sin cosk k k k
k

k M 


        ,  

 

    
4

2 2
2 2 1 6

1

2 Re sin cos cos sink k k k
k

k M 


        ,  

 

 
4

8 7
1

2 Re cos sinD k k k
k

k M 


    ,   

4
0 0

1

2 Re cos sinE k k k k
k

k r r M 


    ,  

 
4

10 9
1

2 Re cos sinB k k k
k

k M 


    ,   

4
0 0

1

2 Re cos sinH k k k k
k

k r r M 


    , (2.22) 

где 

 
1

1
1

n
k k kn

n

M B n a
a






 
     

 
 .                                      (2.23) 

3. Описание результатов численных исследований. Численные исследования 
были проведены для пластинки с различными отверстиями или трещинами. При 
проведении расчетов количество членов в рядах Лорана (2.4) и (2.5) и 
«коллокационных точек» 0mM  на контуре 0L , для которых составлялись линейные 

алгебраические уравнения (2.15), (2.20), увеличивались до тех пор, пока граничные 
условия на контурах не удовлетворялись с достаточно высокой степенью точности. Для 
такого удовлетворения граничным условиям, как показали численные исследования, в 
решаемых задачах, в зависимости от геометрических и упругих характеристик 
пластинок необходимо было в указанных рядах оставлять от 10 до 40 членов, на 
каждом из контуров брать от 120 до 400 «коллокационных точек». Численные 
исследования были проведены для пластинки из материалов: 1) композит на основе 
титаната бария-феррита (II) кобальта 3 2 4BaTiO CoFe O  (материал М1) [19]; 

2) композит, упругие, пьезоэлектрические и электрические постоянные которого 
соответствуют селениду кадмия CdSe , а пьезомагнитные и магнитные – 3BaTiO  (М2) 

[20]; 3) композит, упругие, пьезоэлектрические и электрические постоянные которого 
соответствуют 4PZT  , а пьезомагнитные и магнитные – 2 4CoFe O  (М3) [20]. 

В табл. 1 для пластинки с круговыми отверстиями радиуса a , на контурах 
которых поддерживается нулевая температура ( 0 0T  ) либо теплоизолированных 

( 0 0nq  ), с точностью до плотности потока q , в зависимости от отношения c a  
расстояния c  между контурами отверстий к радиусу отверстий, приведены значения 
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нормальных напряжений s  в точках контура отверстий на площадках, 

перпендикулярных к контуру для задач теории термоупругости (ТУ), когда не 
учитываются электрические и магнитные свойства материала, и 
термоэлектромагнитоупругости (ТЭМУ), когда учитываются все свойства. Значения, 
соответствующие c a   , относятся к случаю пластинки с одним отверстием [8, 9]. 

На рис. 2 изображены графики распределения указанных напряжений в пластинке 
из материала М1 при некоторых значениях c a  в зависимости от центрального угла  , 
отсчитываемого от положительного направления оси Ox  против часовой стрелки. 

Из данных табл. 1, рис. 2 и других полученных результатов следует, что при 
уменьшении расстояния между отверстиями (отношения c a ) значения напряжений около 
контуров и в зонах между ними значительно возрастают. Этот рост особенно велик в 
случае теплоизолированных контуров отверстий. При 10c a   влияние каждого отверстия 
на напряженное состояние около других незначительно и им можно пренебречь. 
Пренебрежение электромагнитными свойствами материала существенно искажает 
истинные значения напряжений. Поэтому при расчетах нельзя не учитывать эти свойства. 

Как показывают расчеты, при уменьшении отношения полуосей b a  значения 
напряжений в окрестности концов большой оси эллипса возрастают, стремясь к 

бесконечности. При 310b a   эллиптическое отверстие можно считать трещиной и 
для него считать КИНИН. В табл. 2 для ряда вертикальных трещин одинаковой длины 
2a , когда на берегах температура 0 0T  , в зависимости от отношения c a , где c  –

Таблица 1 

Мате- 
риал 

Тип 
задачи 

c a  

 , рад. 
6  3  2  6  3  2  

0 0T   0 0nq   

М1 ТУ   0,102 0,327 0,476 –0,102 –0,327 –0,476 
  10,0 0,076 0,332 0,512 –0,079 –0,348 –0,535 
  2,0 –0,049 0,365 0,676 0,076 –0,555 –1,024 
  1,0 –0,071 0,360 0,715 0,156 –0,783 –1,536 
  0,5 –0,065 0,338 0,721 0,217 –1,130 –2,349 
  0,1 –0,038 0,302 0,716 0,328 –2,798 –6,288 
 ТЭМУ   –0,357 –0,330 0,476 0,357 0,330 –0,476 
  10,0 –0,371 –0,267 0,550 0,388 0,279 –0,575 
  2,0 –0,327 0,031 0,775 0,502 –0,059 –1,165 
  1,0 –0,224 0,119 0,795 0,503 –0,314 –1,681 
  0,5 –0,140 0,148 0,788 0,494 –0,657 –2,497 
  0,1 –0,055 0,152 0,770 0,510 –2,227 –6,474 

М3 ТУ   –0,046 –0,103 –0,094 0,051 0,116 0,105 
  10,0 –0,038 –0,104 –0,098 0,045 0,121 0,114 
  2,0 0,005 –0,108 –0,120 0,008 0,177 0,197 
  1,0 0,019 –0,110 –0,129 –0,045 0,252 0,294 
  0,5 0,020 –0,107 –0,132 –0,070 0,370 0,447 
  0,1 0,016 –0,099 –0,132 –0,144 0,932 1,182 
 ТЭМУ   –0,073 –0,116 –0,091 0,081 0,129 0,101 
  10,0 –0,066 –0,113 –0,096 0,077 0,132 0,112 
  2,0 –0,023 –0,100 –0,128 0,039 0,163 0,210 
  1,0 –0,005 –0,091 –0,139 0,013 0,205 0,320 
  0,5 0,003 –0,082 –0,143 –0,007 0,270 0,493 
  0,1 0,004 –0,072 –0,144 –0,033 0,592 1,324 
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расстояние между трещинами, приведены значения КИН 1k q  для нижнего конца 

центральной трещины (для верхнего конца трещины 1 1k k   ). Как видно, 

закономерности изменения КИН в зависимости от расстояния между трещинами такие 
же, как и описанные выше закономерности для напряжений в случае отверстий. 
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The problem of evaluation of the thermoelectromagnetoelastic state of a piezoplate with the periodic row of 

elliptic holes or cracks under the linear heat flow action is solved. With applying the complex potentials and 
generalized least squares the problem is reduced to solving the overdetermined systems of linear algebraic 
equations for the Laurent series expansions unknown coefficients. The influence of plate’s geometric characteristics 
and material’s physico-mechanical and electromagnetic properties is investigated with the numerical studies. 
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УДК 539.3  
 

ОБЩИЕ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ ДЛЯ МНОГОСВЯЗНЫХ 
АНИЗОТРОПНЫХ ПОЛУПЛОСКОСТИ И ПОЛОСЫ 

 
© 2018.   С.А. Калоеров 

 
 
Приведены решения задач для полуплоскости и полосы с отверстиями и трещинами при любом их 

сочетании и расположении, в том числе с контурами, пересекающимися друг с другом и с прямолиней-
ными границами. На основе конформных отображений, разложений голоморфных функций в ряды Ло-
рана и использования метода интегралов типа Коши получены общие представления обобщенных ком-
плексных потенциалов для полуплоскости и полосы с произвольными эллиптическими отверстиями. 
Обобщенным методом наименьших квадратов решения задач сведены к переопределенным системам 
линейных алгебраических уравнений относительно неизвестных коэффициентов рядов.  

Ключевые слова: полуплоскость, полоса, отверстия и трещины, комплексные потенциалы, инте-
гралы типа Коши, сингулярные разложения. 

 
 
В различных областях современной науки и техники широкое распространение в 

качестве элементов конструкций получили тонкие пластинки из композиционных ма-
териалов с отверстиями. В процессе эксплуатации таких конструкций около отверстий, 
которые в частном случае могут переходить в трещины, возникают большие концен-
трации напряжений. Особенно высокие концентрации напряжений возникают в случа-
ях, когда эти отверстия и трещины находятся вблизи внешнего края пластинки из мате-
риалов, обладающих сильно выраженными анизотропными свойствами. Поэтому до 
сих пор остаются актуальными вопросы разработки эффективных методов определения 
напряженного состояния анизотропных полуплоскости и полосы с отверстиями и тре-
щинами вблизи их прямолинейных границ или даже выходящими на эти границы. 
Наиболее важные результаты в этом направлении получены с помощью обобщенных ком-
плексных потенциалов, разработанных и впервые использованных для решения задач 
С. Г. Лехницким [1]. Для решения различных задач в случае многосвязных областей ком-
плексные потенциалы широко использовались в работах А. С. Космодамианского [2] и его 
учеников.  

Для анизотропной многосвязной полуплоскости эти функции впервые были ис-
пользованы и нашли широкое применение при решении разнообразных задач в наших 
работах [см., например, 3–5]. В этих работах из граничных условий на незагруженной 
прямолинейной границе методами интегралов типа Коши получены общие представле-
ния комплексных потенциалов, точно удовлетворяющие граничным условиям на этой 
границе, а затем для определения неизвестных коэффициентов рядов Лорана из гра-
ничных условий на контурах отверстий методом рядов найдены квазирегулярные си-
стемы линейных алгебраических уравнений. Но использование метода рядов не позво-
лял получать результаты достаточной степени точности при весьма близких расстояни-
ях между прямолинейной границей и контурами отверстий, между контурами отвер-
стий, а для случаев, когда в полуплоскости имеются трещины и когда отверстия или 
трещины выходят на прямолинейную границу или пересекаются между собой, решение 
задач удовлетворением граничным условиям на контурах отверстий методом рядов не-
возможно. Для решения задач в этих случаях в работах [6–8] предложен и использован 
дискретный метод наименьших квадратов, когда составлялся функционал невязок гра-
ничных значений комбинаций комплексных потенциалов и известных значений правых 
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частей граничных условий и находился минимум этого функционала. Это приводило к 
системам линейных алгебраических уравнений относительно неизвестных коэффици-
ентов разложений комплексных потенциалов в ряды Лорана. Такой подход позволял 
рассматривать случаи любых конфигураций и расположений контуров отверстий в пла-
стинке и полуплоскости и давал возможность решать задачи для многосвязной полу-
плоскости с отверстиями и трещинами при любом их расположении, в том числе выхо-
дящими на прямолинейную границу отверстиями и трещинами [9, 10]. В частности, 
дискретный метод наименьших квадратов был использован в статье [11] при решении 
задачи о полуплоскости с отверстиями, выходящими на прямолинейную границу. В ра-
ботах [12, 13] при решении задач по определению напряженного состояния анизотроп-
ной пластинки впервые был применен обобщенный метод наименьших квадратом 
(ОМНК), что приводит рассматриваемые задачи к переопределенным системам линей-
ных алгебраических уравнений, решаемых методами сингулярных разложений. Ис-
пользование ОМНК значительно упрощает организацию вычислительных работ с со-
хранением перимуществ дискретнего метода наименьших квадратов и улучшением то-
чности получаемых результатов.  

Из-за наличия значительных математических трудностей гораздо меньше иссле-
дований выполнено для полосы с отверстиями. В работе [14] при решении задачи для 
полосы с эллиптическим отверстием были использованы методы коллокаций (при удо-
влетворении граничным условиям на прямолинейных границах) и рядов (при удовле-
творении граничным условиям на контуре отверстия). В работе [15] решение этой же 
задачи получено методом последовательных приближений, а в [16] при решении для 
многосвязной полосы задачи электроупругости использован дискретный метод 
наименьших квадратов, распространенный в [17] на задачу теории упругости для ани-
зотропной полосы. Как и в задачах для полуплоскости, прямолинейные границы поло-
сы считались незагруженными, главные векторы внешних усилий на контурах отвер-
стий и трещин считались равными нулю, сосредоточенные силы отсутствовали. 

В данной статье построены решения задач для общего загружения многосвязных 
полуплоскости и полосы, включая общие случаи загружения контуров отверстий и 
прямолинейных границ, а также действие сосредоточенных сил. Методом интегралов 
типа Коши получены общие представления комплексных с неизвестными коэффициен-
тами рядов разложений функций, голоморфных вне исходных эллиптических отвер-
стий и воображаемых отверстий вне полуплоскости (полосы). Для нахождения неиз-
вестных коэффициентов используется обобщенный метод наименьших квадратов. По-
лучены и точные аналитические решения задач для сплошной полуплоскости под дей-
ствием усилий на прямолинейной границе и сосредоточенных сил, внутренних или на 
границе полуплоскости.  

1. Решение задачи для многосвязной полуплоскости с точным удовлетворе-
нием граничным условиям на прямолинейной границе. Рассмотрим вначале нахо-
дящуюся в обобщенном плоском напряженном состоянии нижнюю полуплоскость с 
эллиптическими отверстиями с контурами 

lL  и полуосями la , lb   1,l    (рис. 1). 

Выберем основную систему координат 
Oxy  с началом в произвольной точке внут-
ри полуплоскости и осью Ox , параллель-
ной прямолинейной границе. Имея в виду 
дальнейшее использование получаемых Рис.1 
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результатов в задачах для полосы, обозначим рассматриваемую многосвязную полу-
плоскость через S , ее прямолинейную границу – через L , расстояние от начала основ-

ной системы координат до прямолинейней границы – через h . На конечной части 

[ , ]c d   границы L  действуют распределенные внешние усилия. Контуры отверстий 

lL  загружены распределенными усилиями или жестко подкреплены. На бесконечности 
полуплоскость не загружена или находится под действием растягивающих усилий 

x p  , и в силу незагруженности прямолинейной границы 0y xy
     , а также 

3 0  . Кроме того, во внутренних точках  0 0 0,r r rz x y   1,r R  полуплоскости дей-

ствуют сосредоточенные силы  0 0 0,r r rP X Y .   

Отнесем эллипсы lL  к локальным системам координат l l lO x y  с началами в их цен-
трах и направлениями осей lOx  вдоль полуосей la  так, что в системе l l lO x y  параметриче-
ское уравнение эллипса lL  будет таким: 

cosl lx a  ,   sinl ly b  ,                                                 (1.1) 

а в основной системе координат Oxy  оно имеет вид 

0 cos sinl l l l lx x x y     , 

0 sin cosl l l l ly y x y     ,                                              (1.2) 

где    параметр параметрического задания эллипса, изменяющийся от 0  до 2 ; 0lx , 

0ly  – координаты начала локальной системы координат l l lO x y  в основной системе ко-

ординат Oxy ; l   угол между направлениями осей Ox  и l lO x , отсчитываемый от оси 
Ox  против часовой стрелки. Некоторые из эллипсов могут быть прямолинейными раз-
резами. При наличии отверстий с криволинейными контурами эти контуры можно ап-
проксимировать совокупностями дуг эллипсов или берегов разрезов. 

Решение рассматриваемой задачи при использовании комплексных потенциалов 
сводится к нахождения функций ( )k kz  обобщенных комплексных переменных [1] 

k kz x y   ;                                                                 (1.3) 

где k  – корни известного характеристического уравнения 

 11 16 12 66 26 22
4 3 22 2 0a a a a a a         ,                                  (1.4) 

ija  – коэффициенты деформаций, из граничных условий  

2

1

2Re ( ) ( )kpi k k pi
k

g t f t


   ( 1, 2)i  ,                                              (1.5) 

в которых  

1 1kpg  ,   2kp kg   ,   1
0

( )
s

p pnf t Y ds  ,   2
0

( )
s

p pnf t X ds   

в случае первой основной задачи для загруженного внешними усилиями pnX , pnY  кон-

тура pL ,  
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1kp kg p ,   2kp kg q , 1( ) 0pf t  ,   2 ( ) 0pf t  , 

если контур жестко подкреплен. В приведенных формулах верхние знаки относятся к 
случаю положительного обхода области, нижние – к случаю отрицательного ее обхода.  

Исходя из общих представлений комплексных потенциалов для многосвязной 
пластинки [8], эти функции в данном случае запишем в виде  

     0
1

( )k k k k k k k k kl k
l

z z N z z z


      


,                                (1.6) 

в котором  

   0 0

1 1

( ) ln ln
R

k k kl k kl kr k kr
r r

N z A z z A z z
 

    


;                                 (1.7) 

k , klA  и 0
kr

A  – постоянные, определяемые решениями систем  

2
2 16

221

1
2Re 1, , , 0, 0, ,

2k k k
kk

a p
p

a

   
         

 ;                                           (1.8) 

2
2 16 2612 12

11 11 22 221

1
2Re 1, , , , , ,

2 2 2 2 2 2
l l l l l l

k k kl
kk

Y X Y a X X a Ya a
iA

a a a a

   
                 

 ,        (1.9) 

2 0 0 0 0 0 0
2 0 16 2612 12

11 11 22 221

1
2Re 1, , , , , ,

2 2 2 2 2 2
r r r r r r

k k kr
kk

a aY X X a Y a X Y
iA

a a a a

  
                   

 ;    (1.10) 

 0k kz  – функции, голоморфные в нижних полуплоскостях kS , получаемых из 

заданной области S  аффинными преобразованиями (1.3);  kl kz  – функции, 

голоморфные вне эллиптических контуров klL  областей kS , соответствующих 
контурам lL  области S  при аффинных преобразованиях (1.3), для которых после 

конформных отображений внешностей единичных кругов 1kl   на внешности 

эллипсов klL  и разложения функций в ряды Лорана получаем 

  ln

1

k
kl k n

kln

a
z




 


 ;                                                        (1.11) 

lnka  – неизвестные коэффициенты; kl  – переменные, определяемые из конформных 
отображений  [7] 

kl
k kl kl kl

kl

m
z z R

 
     

                                                (1.12) 

внешности единичных кругов 1kl   на внешности эллипсов klL ;  

0 0kl l k lz x y   , 

   cos sin sin cos

2
l l k l l l k l

kl
a ib

R
       

 , 

   cos sin sin cos

2
l l k l l l k l

kl
kl

a ib
m

R

       
 .                          (1.13) 
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В случае прямолинейных границ условия (1.5) удобнее использовать в другом ви-

де. Учитывая, что нижнюю полуплоскость S  по границе L  будем обходить по направ-
лению оси Ox  и такой обход для S  является отрицательным, граничные условия (1.5) 

на L  запишем так 

       1 1 1 1 1
0

s

k k k k k k k k nt t t t Y ds c
         , 

       1 1 1 1 1 1 2
0

s

k k k k k k k k k k k k nt t t t X ds c
                 

или  

     1 1 1 ( )k k k k k k k k kt r t s t f t c         ,                                       (1.14) 

где 

1

1

kk
k

k k
r 



 

 

,   11
1

1

kk
k

k k
s 




 


 
,    1

1 0

1
( )

t

k n k n
k k

f t X Y dt c 



    

   ;   (1.15) 

k  – индекс, принимающий значения 1, 2, причем значение индекса 1k   при 2k   фор-
мально полагается равным 1. 

Для точек прямолинейной границы L  имеем 

x t ,   y h ,   z x iy t i h     ,   k k k kz t x y t h       , 

( ) ( )k k k k k k k k kt x y t h t h h t h                 , 

1 1 1 1 1( ) ( )k k k k k k k k kt x y t h t h h t h   
                    . 

Последние два соотношения запишем в виде 

( )k j k k j kt t h       0, 1j  .                                                    (1.16) 

Подставив функции (1.6) в граничные условия (1.14) на прямолинейной границе 

L , получим равенства 

     0 1 10 1,0( ) ( ) ( )k k k k k k k k kk kk kt r t h s t h f t  
               

           1 1 1 1
1

k k k k k k k k kl k k kl k k k l k
l

N t r N t s N t t r t s t   
   



          


, (1.17) 

в которых 

 1
1

,

1
( )k n k n

k k
c d

f t X Y dt c
 

  


  
  

    
   , 

,c d  
   – отрезок линии L , на котором заданы все внешние усилия. При этом учтены ра-

венства 11k kk k kr s      , легко доказываемые подстановкой в них значений x p  , 

3 0y xy
         и группированием слагаемых в соответствии с уравнениями (1.8). 

Для граничных значений сопряженных величин имеем 
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 0 0( ) ( )k j k j k j k k j kt t h         , 

 ( ) ( )k j k j k j k k j kN t N t h         

   0 0

1 1

( ) ln ( ) ln ( )
R

k j k k jl k k j k kl kr k k j k kr
r r

N t A t h z A t h z  
   

 
           


, 

   ( )k jl k j k jl k kk jt t h           

 
 

ln

1 ( )

k j
k jl k n

n k jl k kk j

a
t

t h





   

  
      

 .              (1.18) 

При этом переменные k jl

  получаются на основе перехода в конформных отображе-

ниях (1.12) к сопряженным величинам и замены граничных значений по формулам 
(1.16). На этой основе из равенств (1.12), переходя в них к сопряженным величинам, 
для граничных значений переменных найдем 

,( )
k jl

k j k j l k jlk k k jlk j
k jl

m
z t h z R

 
    



 
        
  

  0,1j  .             (1.19) 

Заменяя в этих соотношениях граничные значения kt  переменными kz  областей kS , 
получаем 

,( )
k jl

k j l k jlk k k jlk j
k jl

m
z h z R

 
   



 
        
  

  0, 1j  ,               (1.20) 

где переменная   для лучшего восприятия заменена на  , что подчеркивает ее проис-

хождение от условий на границе L .  
Можно показать, что равенства (1.20) представляет из себя конформные отобра-

жения внешности единичных кругов 1k jl

   на внешности эллипсов k jlL  верхней 

(относительно L ) полуплоскости kS  переменной kz . Например, в случае ортотропной 

полуплоскости, когда комплексные параметры являются чисто мнимыми  k ki   , 

эллипсы k jlL  симметричны эллипсам k jlL   полуплоскостей kS , где заданы исходные 

комплексные потенциалы  k kz . Следовательно, функции  k jl kz
  являются функ-

циями, голоморфными вне эллипсов k jlL  верхних полуплоскостей kS , а следователь-

но, голоморфными и в нижних полуплоскостях kS .  

На основе вышесказанного заключаем, что функции  0k kt ,  k kN t ,  1k kN t
 , 

 kl kt
 ,  1k l kt


  являются граничными значениями соответствующих функций (1.18), 

голоморфных в нижних полуплоскостях kS . Поэтому при умножении обеих частей ра-
венств (1.17) на ядро Коши и вычислении интегралов типа Коши от этих граничных значе-
ний, получаем значения этих функций в нижних полуплоскостях kS , с противоположным 

знаком. В то же время функции  0 ( )k k kkt h    ,  1,0 1( )k k kkt h     ,  k kN t , 
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 kl kt  являются граничными значениями функций, голоморфных в верхней полу-

плоскости kS , а в нижней полуплоскости kS  имеют особенности, поэтому интегралы 
типа Коши от них равны нулю. Учитывая указанное и применяя к граничным условиям 
(1.17) метод интегралов типа Коши, получаем   

         0 1 1 1 1
1

( )k k k k k k k k k k k kl k k k l k
l

z F z r N z s N z r z s z    
   



         


, 

с учетом чего из (1.6) найдем окончательные выражения комплексных потенциалов 

     1 1( ) ( )k k k k k k k k k k k k k kz F z z N z r N z s N z  
          

 ln ln ln ln 1 1ln 1ln
1 1

( ) ( ) ( )k k k k k k k k k k k
l n

z a r z a s z a


 
  

 
     


,                (1.21) 

в котором 

( )1
( )

2
k

k k
k

L

f t dt
F z

i t z


  

  ,    

   0 0

1 1

( ) ln ( ) ln ( )
R

k j k k jl k k j k kl kr k k j k kr
r r

N z A z h z A z h z  
   

 
          


 

ln
1

k n
kl

 


,   

 
1

k jl n
k jl







 


  0, 1j  .                                           (1.22) 

Функции (1.21) точно удовлетворяют граничным условиям на прямолинейной 
границе L . Граничные же условия (1.5) на контурах отверстий lL   1,l    будем ис-

пользовать для определения неизвестных постоянных lnka   1, 2; 1, , 1,2,...k l n   . 

Для многосвязных областей эти условия удобнее использовать в дифференциальной 
форме, которые не будут содержать постоянных слагаемых, входящих в граничные 
условия. Следовательно, нужно найти производные комплексных потенциалов. Имеем 

   0 ln ln ln ln 1 1ln 1ln
1 1

( ) ( ) ( )k k k k k k k k k k k k k k k
l n

z f z z a r z a s z a


  
  

 

             


,  (1.23) 

где 

     0 1 1( ) ( )k k k k k k k k k k k k kf z F z N z r N z s N z   
          ;                               (1.24) 

( )1
( )

2
k

k k
k

L

f t dt
F z

i t z


  

  ; 
0

0
1 1

( )
R

kl kr
k k

k kl k krr r

A A
N z

z z z z 

  
 

 


 

0

0
1 1

( )
( ) ( )

R
k jl kr

k j k
k k j k klr r k k j k kr

A A
N z

z h z z h z


  

  

  
       

 


, 

   1 2kln k n
kl kl klkl

n
z

R m
  

  
,    

   
ln 1 2k k n

kl klk jl k jl

n
z

R m


 

 

  
 

   
 

, 
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ln 1 2k j k n
kl klk jl k jl

n
z

R m


  

 

  
 

   
 

  0, 1j  .                          (1.25) 

Граничным условиям (1.5) на контурах отверстий будем удовлетворять обобщен-
ным методом наименьших квадратов. Для этого выберем на каждом из контуров pL  об-

ласти S  систему точек  ,pm pm pmM x y   1, , 1, pp m M  , в которых удовлетворим 

соответствующим граничным условиям, подставив в них функции (1.23). Тогда для 
определения неизвестных постоянных klna  получим следующую систему линейных ал-
гебраических уравнений:  

     
2

, ln ln ln ln 1 1ln 1ln
1 1

2Re kpi k s k kpm k k k kpm k k k kpm k
k l g n

g t a r t a s t a


 
  

  

          


 

 
2

0
1

2Re k kpm
k

f t



     1, ; 1, ; 1, 2pp m M i   .     (1.26) 

Систему (1.26) можно решать с использованием сингулярных разложений [12, 13, 
18, 19]. После нахождения псевдорешений этой системы постоянные klna , а следова-
тельно и функции ( )k kz , будут известными и по ним можно вычислять в любой точке 
пластинки основные напряжения  

     
2

2

1

, , 2Re ,1,
kx y xy k k k

k

z


                                              (1.27) 

и напряжения  
2 2cos ( ) cos ( ) 2 cos( )cos( )n x y xynx ny nx ny       , 
2 2cos ( ) cos ( ) 2 cos( )cos( )s x y xyny nx nx ny       , 

   2 2cos( )cos( ) cos ( ) cos ( )ns y x xynx ny nx ny                           (1.28) 

на произвольных площадках с нормалью n  и касательной  . При этом, если некоторый 
эллипс lL  переходит в прямолинейный разрез (трещину или жесткое линейное включе-
ние), то для его концов можно вычислять и коэффициенты интенсивности напряжений 
(КИН) [20] 

2
2 2 2

1
1

2Re sin cos 2 sin cosk l l k l l kl
k

k M



           , 

   
2

2 2 2
2

1

2Re 1 cos sin cos sink l l k l l kl
k

k M



           ,                (1.29) 

где  

  1
ln

1

1
2

nl
kl k

kl n

a
M na

R





   ,                                                          (1.30) 

верхний знак соответствует правому концу трещины в локальной системе координат 

l l lO x y , нижний – к его левому концу.  
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В качестве примера приведем решения некоторых частных задач для полу-
плоскости. 

Действие равномерного давления на отрезке границы полуплоскости. Пусть на 
отрезке [ , ]c d   границы полуплоскости L  действует нормальное давление интенсив-
ности p  (рис. 2). В этом случае 

0nX  ,   nY p   на ,c d  
  ,   ( ) 0k kN z  .                                           (1.31) 

Тогда функции (1.23) примут вид 

   
1

1
[ , ]

2
k

k k
k k k

c d

p dt
z

i t z 





 
    . 

Вычислив последний интеграл, получим 

   
1

1
ln

2
k k

k k
k k k

p z d
z

i z c







  
   

.                                          (1.32) 

Действие сосредоточенной силы. Пусть в точке 0
1z  нижней полуплоскости дей-

ствует сосредоточенная сила с компонентами 0
1X , 0

1Y  (рис. 3). В этом случае 

       0 0 0 0 0 0
1 1 1 1 1 1,1 1,1ln ln lnk k k k k k k k k k k k kz A z z r A z z s A z z         .        (1.33) 

Если 0
1 0z   (сила приложена в начале координат, рис. 4), то получим решение за-

дачи Фламана для анизотропной полуплоскости: 

   0 0 0
1 1 1 1,1 lnk k k k k k k kz A r A s A z     .                            (1.34) 

Из первых 2 уравнений системы (1.10) имеем 
0

0 0 0 0 1
1 1 1,1 1,1 2k k k k

Y
A A A A

i    


,     
0

0 0 0 0 1
1 1 1 1,1 1 1,1 2k k k k k k k k

X
A A A A

i         


 

Умножая первое из этих равенств на 1k  и отнимая от второго, получаем  

0 0
0 0 0 1 1 1
1 1 1 1,1

1

1

2
k

k k k k k
k k

X Y
A r A s A

i


 


 
   

  
. 

Следовательно,  

   
0 0
1 1 1

1
ln

2
k

k k k
k k

X Y
z z

i




 
  

  
.                                                  (1.35) 

Зная функции (1.35), по формулам (1.27) найдем напряжения  

x

y

Oc d

p

O
x

y

0 0
1 1( , )X Y0

1z

    Рис. 2                               Рис. 3                           Рис. 4 

O
x

y
0 0
1 1( , )X Y
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2 0 0

2 1 1 1
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1
, , 2Re , 1, ,

2
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x y xy k k
k k kk

X Y

x y




 
      

     .                       (1.36) 

Для нормальной сосредоточенной силы 0
1Y iP   в точке 0

1 0z   имеем 

     
2

2 1

11

1
, , 2Re , 1, ,

2
k

x y xy k k
k k kk

P

x y





      

     .                       (1.37) 

При k i   получим известные формулы Фламана.   
2. Решение задачи для многосвязной полуплоскости с удовлетворением гра-

ничным условиям на прямолинейной границе обобщенным методом наименьших 
квадратов. Как уже подчеркивалось, приведенное выше решение задачи точно удовле-
творяет граничным условиям на прямоли-
нейной границе L . Оно справедливо, если 
контуры отверстий lL  не пересекают и не 

касаются границы полуплоскости L . Но, 
если хотя бы один из контуров lL  пересе-
кает границу полуплоскости или касается 
ее (рис. 5), то воспользоваться методом ин-
тегралов типа Коши, а следовательно и 
приведенным выше решением, невозможно, т.к. интегрируемые функции будут иметь 
особые точки на линии интегрирования. Но, тем не менее, можно сохранить вид ком-

плексных потенциалов (1.23), разлагая функции 1( )k j kz
  в соответствующие ряды с 

коэффициентами, не зависимыми от коэффициентов разложений функций  1k kz . 

Обозначая коэффициенты разложения 1( )k j kz
  через новые постоянные klnb  (а не че-

рез klna , где klna  – коэффициенты разложения функций  1k kz , комплексные потен-

циалы (1.23) запишем в виде  

       1 1, 1,
1 1
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k k k k kln kln k k kln k kln k k ln k k ln
l n

z F z a z r z b s z b


 
  

 

              .   (2.1) 

Но в отличие от (1.23) функции (2.1) не удовлетворяют граничным условиям на пря-
молинейной границе автоматически. Этим условиям теперь нужно удовлетворять. Это 
можно сделать приближенно, обобщенным методом наименьших квадратов. Последнее 
означает, что коллокационные точки будем выбирать не только на контурах отверстий lL , 

но и на прямолинейной границе L . Таким образом, из системы (1.26) получаем  
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     1, , ; 1, ; 1, 2pp L m M i   ,                (2.2) 

где к коллокационным точкам добавились точки на прямолинейной границе L . 
Заметим, что при удовлетворении граничным условиям (2.2) в правых частях 

0 ( )k kf t  в точках границы L  будет давать тождественно нуль. 

Рис.5 

lL

l

lb la

lO

ly
lx

L

O x

y
1L

L

S

h



ISSN 2415-7058.  Вестник ДонНУ. Сер. А: Естественные науки. – 2018. – № 2 

Калоеров С.А. 32 

3. Решение задачи для многосвязной полосы. Рассмотрим находящуюся в 
обобщенном плоском напряженном состоянии анизотропную полосу, ограниченную 
двумя прямолинейными границами и 
ослабленную эллиптическими отверстия-
ми с контурами lL  и полуосями la , lb  

 1,l    (рис. 6). Выберем основную си-

стему координат Oxy  с началом в произ-
вольной точке внутри полосы и осью Ox , 
параллельной прямолинейным границам. 
Обозначим область, занимаемую много-
связной полосой через S , ограничиваю-

щие ее прямые – через L  и L , расстояния от начала координат до прямолинейных 

границ – через h  и h . Распределенные внешние усилия действуют на участках 

[ , ]c d   и [ , ]c d   конечных частей границ L  и L , а также на контурах отверстий lL . 
На бесконечности полуплоскость не загружена или находится под действием растяги-

вающих усилий x p  , и в силу незагруженности прямолинейной границы 

0y xy
     , а также 3 0  . Кроме того, во внутренних точках  0 0 0,r r rz x y   1,r R  по-

луплоскости действуют сосредоточенные силы  0 0 0,r r rP X Y .    

Комплексные потенциалы  в данном случае имеют вид  

       0 0
1

( )k k k k k k k k k k kl k
l

z z N z z z z 


       


,                    (3.1) 

где  0k kz  – функции, голоморфные в нижних полуплоскостях kS  с границей L  и 

имеющие особенности в верхних полуплоскостях kS ;  0k kz  – функции, голоморф-

ные в верхних полуплоскостях kS  с границей L  и имеющие особенности в нижних 

полуплоскостях kS . Поступая таким же образом, как это сделано для полуплоскости, 

из граничных условий на линиях L  и L  найдем общий вид комплексных потенциа-
лов. Для производных этих функций получаются формулы  
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Рис.6
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  0, 1j  ;                     (3.3) 

k  – постоянные, определяемые из системы (1.8);  kr , 1ks   – величины, вычисляемые 

по формулам (1.15); в индексах остальных величин знак «+» соответствует границе L , 

знак «–» – границе L ; ,k j l

 , ,k j l


  – переменные, вычисляемые из конформных отоб-

ражений внешности единичного круга на внешности эллипсов klL  и klL , «симметрич-

ных относительно прямых» L , L  и удовлетворяющих равенствам 
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k jl

k j l k jlk k k jlk j
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  0, 1j  ,                     (3.4) 

klna , klnb , klnc  – неизвестные постоянные, определяемые из граничных условий (2.13) 
на контурах отверстий и на прямолинейных границах обобщенным методом наимень-
ших квадратов. Выберем на каждом контуре области pL   1,p    и на прямолинейных 

границах L , L  систему точек  ,pm pm pmM x y , в которых удовлетворим соответству-

ющим граничным условиям, подставив в них функции (1.23). Тогда для определения 
неизвестных постоянных klna  получим следующую систему линейных алгебраических 
уравнений:  
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  1, , , ; 1, ; 1, 2pp L L m M i    .                                 (3.5) 

Систему (3.5) можно решать с использованием сингулярных разложений [12, 13, 
18, 19]. После нахождения псевдорешений этой системы постоянные klna , klnb , klnc , а 
следовательно и функции (3.2), будут известными и по ним можно вычислять в любой 
точке пластинки основные напряжения (1.27) и напряжения (1.28) на произвольных 
площадках с нормалью n  и касательной  . При этом, если некоторый эллипс lL  пере-
ходит в прямолинейный разрез (трещину или жесткое линейное включение), то для его 
концов можно вычислять и КИН (1.29).    

Заметим, что при удовлетворении граничным условиям (2.2) в правых частях 

0 ( )k kf t  в точках границы L  будет давать тождественно нуль. 
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THE GENERAL SOLUTIONS FOR THE PROBLEMS FOR MULTIPLY CONNECTED 
ANISOTROPIC SEMI-INFINITE PLATE AND STRIP 

 
S.A. Kaloerov 

 
The solutions of the problem are given for the cases semi-infinite plate and strip with holes and cracks of 

arbitrary disposition, including the ones which intersect each other and rectilinear bounds. The general represen-
tations of the generalized complex potentials for the semi-infinite plate and strip with arbitrary elliptical holes 
are obtained based on conformal mapping, holomorphic functions' Laurent series expansions and Cauchy-type 
integrals. The solutions are reduced to overdetermined systems of linear algebraic equations for the series expan-
sions' unknown coefficients with applying generalized least squares. 
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УДК 539.3:534.1 
 

РАСПРОСТРАНЕНИЕ ВОЛН В АНИЗОТРОПНЫХ НЕОДНОРОДНЫХ 
ЦИЛИНДРАХ СЕКТОРНОГО СЕЧЕНИЯ СО СВОБОДНОЙ ИЛИ ЖЕСТКО 

ЗАКРЕПЛЕННОЙ ГРАНИЧНОЙ ПОВЕРХНОСТЬЮ 
 
© 2018.   И.А. Моисеенко, Е.С. Кисель 
 
 

Процесс распространения волн описывается полной системой уравнений линейной динамической 
теории упругости. Модули упругости и плотность материала задаются экспоненциально-степенной 
функцией от радиальной координаты. Базисные решения системы дифференциальных уравнений 
строятся в аналитическом виде и матричной форме. Для кратных корней строится дополнительное 
базисное решение, содержащее логарифмическую функцию радиальной координаты. Ставятся и 
решаются вспомогательные спектральные задачи для клиновидной области. Ставятся дисперсионные 
задачи. Полученные дисперсионные соотношения описывают спектры гармоник двух типов симметрии 
нормальных волн относительно биссекторной полуплоскости для случаев жестко закрепленной и 
свободной граничной поверхности. Изучены эффекты влияния параметров радиальной неоднородности 
на топологию дисперсионных спектров и кинематические характеристики бегущих нормальных волн. 

Ключевые слова: функционально-градиентные материалы; трансверсально изотропный; 
нормальные волны; секторное сечение; аналитические решения; спектральная задача; дисперсионные 
соотношения. 
 

 
Введение. Обзор результатов различных исследований, проведенных в последние 

годы с конструкциями в виде плит и цилиндров из функционально градиентных 
материалов, представлен в [1–3]. Всесторонний обзор результатов по качественным и 
количественным оценкам сингулярности в статическом поле напряжений, 
возникающей в линейных упругих элементах с негладкой границей представлен в 
[4, 5]. Анализ состояния проблемы учета факторов сложных физико-механических 
свойств материала и наличия негладких участков граничной поверхности в задачах 
статики, вибрационного деформирования и распространения волн дается в [6]. 

Решение задачи о распространении нормальных упругих волн в трансверсально-
изотропных цилиндрах секторного поперечного сечения сводится к решению системы 
обыкновенных дифференциальных уравнений с переменными коэффициентами. В 
случае однородного цилиндра эти уравнения разрешимы через цилиндрические 
функции, что становится невозможным при переходе к рассмотрению функционально-
градиентных материалов. Для построения общих аналитических решений системы 
дифференциальных уравнений в этом случае плодотворным оказался подход, 
основанный на задании специального вида функционального закона радиального 
изменения физико-механических характеристик материала волновода. Таким способом 
построены в аналитическом виде общие решения, с помощью которых в случае 
экспоненциально степенного закона радиальной неоднородности для трансверсально-
изотропных [7] и цилиндрически ортотропных [8] волноводов с абсолютно гибкими 
микропанцирными покрытиями на радиальных участках граничной поверхности 
исследованы эффекты влияния угловой меры секторного сечения и параметров 
неоднородности материала на топологию дисперсионных спектров, фазовых и 
групповых скоростей бегущих нормальных волн. 

В данной статье указанная методика построения общих аналитических решений 
внутреннего типа системы дифференциальных уравнений в клиновидной области 
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применена для построения решений вспомогательных спектральных задач, линейная 
комбинация которых обеспечивает постановку и решение дисперсионной задачи. 

Постановка задачи. Рассматривается изготовленный из трансверсально 
изотропного материала протяженный волновод, поперечное сечение которого имеет 
форму сектора радиуса R  и угловой меры 2   0    . Ось анизотропии материала 

совпадает с ребром волновода в вершине сектора. Волновод в отнесенных к параметру 

*R R  безразмерных цилиндрических координатах занимает область V  с границей G  

      0,1 , , , ,V r z         ,    ( ) (1)G G G  , 

    ( ) 0,1 , , ,rG z        ,        (1) 1, , , ,rG z        . 

Математическая модель динамического напряженно-деформированного 
состояния упругих тел включает систему дифференциальных уравнений движения, 
соотношения обобщенного линейного закона Гука и уравнения связи деформаций с 
перемещениями. В цилиндрической системе координат эти уравнения имеют вид 

   1 1 2 2
* * 0r rr r z rz rr t rr r R c u                  , 

 1 1 2 2
* *2 0r r z z r tr r R c u                   , 

 1 1 2 2
* * 0r rz z z zz rz t zr r R c u               ;                           (1) 

11 12 13rr rr zzc c c      ,     12 11 13rr zzc c c       , 

13 13 33zz rr zzc c c      ,    44z zc   ,    44rz rzc  ,    66r rc   ;         (2) 

rr r ru   ,    1 1
rr u r u       ,    zz z zu   , 

1
z z zu r u       ,   rz z r r zu u     ,    1 1

r r rr u r u         .          (3) 

Во введенных представлениях напряжения и модули упругости   66 11 12 2c c c   

отнесены к нормирующему параметру *c . Здесь   – плотность материала волновода; 

t  – время; j j      , , ,j r z t . Представленная модель включает также граничные 

условия свободной 

  (1), ,
0rj r z G




 ,      
  ( ), ,

0j r z G 
 

      , ,j r z ,                           (4) 

либо жестко закрепленной 

  (1), ,
0j r z G

u
 

 ,      
  ( ), ,

0j r z G
u

 
      , ,j r z ,                             (5) 

поверхности. В поставленной задаче полагается, что материал волновода в радиальном 
направлении является функционально-неоднородным 

  ,exp qf r   ,      ,expjp jp qc c f r  ,     ,
q

qf r r  .                    (6) 

Здесь       и q      \0 1q   – параметры, характеризующие неоднородность 

материала;   и jpc  соответственно плотность и нормированные модули упругости 

однородного материала. Случай 1q   в представлениях (6) исключается, поскольку, в 
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рамках рассматриваемой модели построение решения для 1q   возможно только при 
одном фиксированном значении параметра разделения переменных 1   [9]. 

Постановка и решение вспомогательных спектральных задач. В работе [9] в 
аналитическом виде построен набор из трех линейно независимых частных решений 
уравнений (1) - (3). Каждое частное решение записано в матричной форме в виде 
абсолютно сходящихся обобщенно-степенных рядов с определяемыми из явных 
рекуррентных соотношений векторными коэффициентами и зависит от четырех 
параметров. Двух параметров, связанных соотношениями 

1 1 2   ,     2 2  ,     3 3  ,                                          (7) 

где j   j   – азимутальные волновые числа; j   j   – показатели степени 

переменной r  в первом члене разложения компоненты zu . Параметра    0, 2  , 

задающего независимый тип волновых движений, а именно, условно симметричные 
относительно биссекторной полуплоскости     0, , 0, ,r z       при 0   

   , , , , , ,r ru r z t u r z t   ,      , , , , , ,u r z t u r z t     ,      , , , , , ,z zu r z t u r z t    

и условно антисимметричные относительно указанной полуплоскости при 2   

   , , , , , ,r ru r z t u r z t    ,      , , , , , ,u r z t u r z t    ,      , , , , , ,z zu r z t u r z t    . 

Параметра      , влияющего на скорость сходимости матричных рядов в 

представлениях для частных решений [9]. 
Ставятся четыре спектральные задачи – построить отдельно для каждого типа 

симметрии волновых движений  0, 2   множества решений уравнений (1)–(3), 

удовлетворяющие однородным условиям на радиальных участках ( )G   граничной 
поверхности (4) (спектральные задачи ( , )  ) либо (5) (спектральные задачи ( , )u ). 

На первом этапе с использованием построенных в [9] трех линейно независимых 
векторных частных решений определяются матричные базисные решения, на основе 
которых далее строятся искомые векторные решения поставленных спектральных 

задач. С этой целью соотношения связи (7) между j  и j   1,3j   записываются в 

параметрическом виде 

 j      1,3j  ,      1 2    ,      2   ,      3   ,                  (8) 

а указанные частные решения переписываются в таком виде 

      ( , )
,

( , ) , , , exp ,j j
pr z t f r i t ikz r


      U U  , 

        ( , )
,

( , ) , , , exp 1 ,j
p

j r z t f r i t ikz r


      S S       1,3j  .          (9) 

Здесь используются амплитудные составляющие частных решений 

      ( ( ), )( , )
1

( ( ))
1

0

, j jj m
m

m

r r r
     





 U A XT , 

       ( ( ), ,2) (( ( )) ( ), )( , )

0
2 2, j jjj m

m m
m

r r r r
        





 TS A H X     1,3j  .         (10) 
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В приведенных соотношениях сохранены обозначения и определения, сделанные в 
работе [9]:   – круговая частота; k  – нормированное параметром *R  волновое число; 

 ( , ) , , ,j r z t U ,  ( , ) , , ,j r z t S  – вектора с компонентами соответственно вектора 

перемещений и тензора напряжений;  ( ( ))j
p
  T  и  p rA   1,2p   – квадратные 

матричные функции соответственно третьего  1p   и шестого  2p   порядка; 

 ( ( ), ,2)j
m r
  

H  матричные функции порядка 6 3 ; O  – в зависимости от контекста 

нулевая квадратная матрица либо нулевой вектор третьего порядка; 
( ( ), )j
m
  

X  – 

векторные коэффициенты третьего порядка, которые вычисляются из явных 
рекуррентных соотношений с начальными значениями 

1( ( ), )
0

1

1

0

  
 
   
  

X ,    
 
 2

66 11
( ( ), )

11 660

2

2

0

c c

c c  
 
 
  

    
  

X

 
  ,    

 
 
 

3

13 44
( ( ), )

13 440

11 662

k c c

k c c

c c

  

 
 

   
   

X

  
  
 

.    (11) 

На основании частных решений (9), (10) определяются базисные матричные решения 

      ( , )
,

( , ) , , , exp ,B B
pr z t f r i t ikz r


      U U  , 

        ( , )
,

( , ) , , , exp 1 ,B
p

B r z t f r i t ikz r


      S S  , 

     ( , )
1

( )

0

,0,B m
m

m

r r r   





 U A Z ,        ( , )

2
0

( ,2), ,B m

m
mr r r r   





  ZS A .   (12) 

Здесь  ( , )j
m
 Z  – матричные функции порядка 3 3   0j   и 6 3   2j   такого вида 

       1 321 2 3( ( ))( ( )) ( ( )) ( )( ) ( ) ( , )( , ) ( , )( ,0)
1 1 1, ,m mm m

               
 Z T X XT TX , 

         1 2 21 21( ( )) ( ( ))( ) ( ) ( ) ( )( ,2) ( , ,2) ( , ) ( , ,2) (
2 2

, ), , ,m m m mm r r r                  H X T H XZ T  

   3 3 3( , ,2)( ( )) ( ) ( ), )
2

(
m mr       

H XT     1,2j  .                              (13) 

Искомые решения поставленных спектральных задач строятся в виде линейных 
комбинаций базисных решений (12) с произвольными векторными коэффициентами. 
Вводятся следующие представления 

      ( , )
,

( , ) , , , exp ,S S
pr z t f r i t ikz r


      U U  , 

        ( , ) ( , )
,, , , exp 1 ,S B
pr z t f r i t ikz r 

     S S  , 

   ( , ) ( , ) ( )

0

, ,S n B
n

n

r r   





 U U B  ,       ( , ) ( , ) ( )

0

, ,B n B
n

n

r r   





 S S B  .         (14) 

В приведенных соотношениях       и  ( )

0
n

n

 


B  – подлежащие определению из 

соответствующих спектральной задаче однородных граничных условий собственное 
значение и отвечающий ему набор векторных коэффициентов в разложениях (14) 
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амплитудных составляющих векторных собственных функций. Ограничения на 
собственные значения   с учетом (8), (10)–(14) принимают такой вид 

 

 

( )
0 3

( )
0 3

01 1

0 0

 

,  0

,или если

или если





 

 

       

  



  

B

B
.                              (15) 

Далее полагается, что ряды в соотношениях(14) сходятся абсолютно и равномерно на 
любом отрезке  1,1r r   10 1r  . 

Первыми рассматриваются две спектральные задачи ( , )     0, 2  . Из 

однородных условий на радиальных участках ( )G   граничной поверхности (4) на 
основании соотношений (14) получается функциональное уравнение 

 ( , ) ( )
*

1

,n B
n

n

r 





S B O         0,1r ,                               (16) 

где    ( , ) ( , )
* (6,2,4),(1,2,3)

, ,B Br r     S S  . С учетом представлений для матричных 

функций  ( , ,2)
m r H  [9] получается 

 ( , ,2) ( , ,2,0) ( , ,2,1) ( , ,2,2)2

(6,2,4),

( ) ( )

(1,2,3

( ( )

)

)ˆ ˆ ˆj j j jq
m m m mr r r
             

 
H H H H   1,3; 0,j m   . 

Здесь 
( )( , ,2, )ˆ j s

m
 

H   0,2s   – квадратные матрицы размерности 3 . Тогда с учетом 

соотношений (12), (13) уравнение (16) переписывается так 

      ( ,2,0) ( ,2 (,1) ( ,2,2) )

0 0
2

ˆ ˆ ˆ
p

p
n

n n n
p n

n
qn

p
p npr        

   



 

    BZ Z Z O      0,1r ,      (17) 

где  ( ,2, )ˆ s
m
 Z   0,2s   – квадратные матрицы размерности 3 . В (17) полагается, что 

 ( ,2, )ˆ s
m
  Z O      0,2; 0s m  . 

Требование выполнения (17) на ребре 0r   порождает однородное уравнение 

 ( ,2,0) ( )
00

ˆ   Z B O ,                                                 (18) 

определяющее, во-первых, уравнение для искомого множества собственных значений   

  ( ,2,0)
0

ˆdet 0  Z ,                                                  (19) 

во-вторых, с точностью до произвольного скалярного множителя соответствующий 

каждому собственному значению   векторный коэффициент ( )
0
B . 

В начале рассматривается случай 2  . При 1    и 0   ранг матрицы в 
однородном уравнении (18) равен 1. Следовательно, уравнение (18) имеет два линейно 
независимых нетривиальных решения. Установлено, что собственные векторные 
функции, соответствующие этим решениям являются нетривиальными и в случаях 
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 0, 2   при 1   , а также 2   при 0   линейно зависимыми. 

Окончательно представления для коэффициентов ( )
0
B  записываются в таком виде 

        
   

11 66

( )
0

sin 2 2 cos 2

si

0

n 2 cos 2

c c


     

   

  
 

  
 


  

 

  B

 

    ( 2, )
1
   , 

     
     

( )
13 44 66 11 440

66 11 66 13 44

2 1

1 2

0

k c c c c c

c c c c c

  

 

 
 

     
 

     

B      

    

    ( 2, )
2
   . 

Здесь 

 ( 2, ) (sin) (cos)
1 1      , 

( 2,0) (sin)
2
      при    0    и   ( 2, 2) (cos)

2
       при   2  , 

  (sin)
1

2 1
j

j



   ,       (cos)

1
1 2

j
j

    . 

Следующим рассматривается случай 2  . Уравнение (19) распадается на два 
независимых уравнения следующего вида 

         2
1 1 sin 2 sin 1 2 2 0               1 1или            (20) 

 sin 0         0  .                                              (21) 

Для корня 1      0, 2   уравнения (20), а также для общего корня 0   

 2   уравнений (20), (21) ранг матрицы в уравнении (18) равен 1. Установлено, 

что собственные векторные функции, соответствующие нетривиальным попарно 
линейно независимым решениям уравнения (18) в этих случаях являются 
нетривиальными и попарно линейно зависимыми. Окончательно для спектральных 
задач ( , )     0, 2   множество собственных значений определяется так: 

( , , ) ( , ) ( , )
1 2

          . Здесь ( , )
1
  множества корней уравнения 

      1 sin 2 sin 1 2 2 0             1 1или      ,              (22) 

а   ( , )
2 1

( 1 )
j

j     


     – множество решений уравнения  sin 0   . 

Установлено, что ( , ) ( , )
1 2
          2, 0, 2     . Соответствующие 

собственным значениям ( , , )     решения уравнения (18) с точностью до 
произвольного скалярного множителя записываются так 

   
  

11 66
( )
0

sin

sin 2

0

c c


 
  

  
 

  
 


 



B

 
    ( , )

1
   ,                            (23) 
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( )
13 44 66 11 440

66 11 66 13 44

2 1

1 2

0

k c c c c c

c c c c c

  

 

 
 

     
 

     

B      

    

    ( , )
2
   .                 (24) 

Установлена справедливость трех утверждений. Во-первых, уравнение (22) 
совпадает с уравнением для определения собственных значений в задаче статики при 
плоской деформации свободного на радиальных полуплоскостях изотропного клина 
[5]. Во-вторых, корень 1    уравнения (22), в отличие от задач статики для 
аналогичной модели представления частных решений в виде линейных комбинаций 
произведений тригонометрических и обобщенно степенных функций, определяет 
нетривиальные собственные векторные функции, порождающие отличные от нуля 
значения компонент вектора перемещений ru  и u  на ребре. В-третьих, для множества 

собственных значений ( , 2)
2
   и определяемого им множество собственных векторных 

функций в условно антисимметричном случае  2   соответствующий аналог в 

статическом случае не обнаруживается. 
Уравнение (22) подробно исследовалось при решении задач статики для 

клиновидных областей [5]. Это уравнение в области   1    имеет конечное число 

вещественных и счетное множество пар комплексно сопряженных корней. При этом 
для рассматриваемого диапазона изменения угловой меры клина  0,   в области 

 1 1 2     уравнение (22) вообще не имеет корней, а в области  1 2 0     

может иметь не более одного вещественного корня. Условия наличия такого корня 
выглядят так [5] 

2    ,  если  0  ;   *    ,  если  2  .                   (25) 

Здесь * 2.2467   – первый положительный корень уравнения  tan 2 2  . 

Следует отметить, что при *  , 2   корень 0   уравнения (22) имеет 

кратность 2. Однако в рамках рассматриваемой модели представления амплитудных 
составляющих частных решений в виде линейных комбинаций произведений 
тригонометрических и обобщенно-степенных функций, как и в задачах статики, 
второго линейно независимого решения построить невозможно. Согласно [4] для 
построения указанного решения необходимо привлекать дополнительно модель 
представления амплитудных составляющих частных решений в виде линейных 
комбинаций произведений тригонометрических, обобщенно-степенных и 
логарифмических функций. В основу указанной модели положен тот факт, что 
уравнения (1)–(3) не зависят от параметра  , следовательно, частная производная по 
этому параметру от любого частного решения также является решением указанных 
уравнений [4]. На основании соотношений (9), (10) получается вторая группа частных 
решений в следующем виде 

      ( , ,ln)
,

( , ,ln) , , , exp ,j j
pr z t f r i t ikz r


        UU   , 

        ( , ,ln)
,

( , ,ln) , , , exp 1 ,j j
pr z t f r i t ikz r


      S S     1,3j  .        (26) 

В соотношениях (26) используются амплитудные составляющие частных решений 
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   ( , ,ln) ( , ), ,j jr r     U U  ,       ( , ,ln) ( , ), ,j jr r     S S  .                (27) 

Здесь и далее полагается что применение скалярного оператора к матрице или вектору 
эквивалентно его применению к каждому элементу матрицы или вектора. В 

соотношения (27) наряду с 
( ( ), )j
m
  

X  входят также 
( ( ), ) ( ( ), )j j

m m
        X X . Поскольку 

вычисление 
( ( ), )j
m
  

X  в аналитическом виде на основании полученных в [9] явных 

рекуррентных соотношений даже для небольших значений m  является чрезвычайно 
трудоемким, ставится задача построения методики непосредственного вычисления 

( ( ), )j
m
  X  для любого m . С этой целью система дифференциальных уравнений 

движения (1) с учетом соотношений (26), (27) преобразуется в матричное 
функциональное уравнение, которое в свою очередь преобразуется в рекуррентную 
последовательность матричных алгебраических уравнений для независимого 

определения векторных коэффициентов 
( ( ), )j
m
  

X  и 
( ( ), )j

m
  X   1,3; 0,j m   . 

Указанные уравнения имеют следующий вид 

( ( ), ,ln)( ( ), ,1,ln) ( ( ), ,ln) ( ( ), ,2,ln) ( ( ), ,3,ln) ( ( ), ,ln)
2

jj j j j j
m m m m m qm

                
  Q X Q X Q X  

( ( ), ,ln) ( ( ), ,ln)( ( ), ,4,ln) ( ( ), ,5,ln)
2 2

j jj j
m mm q m q

          
    Q X Q X O    0,1...; 1,3m j  .       (28) 

Здесь 
( ( ), ,ln)j
n
   X O     0n  , 

( ( ), , ) ( ( ), , )

( ( ), , ,ln)

( ( ), , )

j j

j

j

p p
n np

n
p

n

     
  

  


 

   
  

Q Q
Q

O Q

   1,5; 0p n  ,     1,3j  .         (29) 

В соотношениях (29) 
( ( ), , )j p
n
  

Q  – определенные в [9] квадратные матрицы третьего 

порядка. Из уравнений (28) при 0m   получается условие разрешимости 

 ( ( ), ,1,ln)
0det 0j   Q , которое определяет уже известное множество корней (8), при 

этом каждый корень из указанного множества имеет кратность 2. С учетом этого 

вводится расширенное множество допустимых значений параметров j  и j   1,6j   

 j      1,6j  ,      1 4 2       ,      3j j         2,3j  ,     (30) 

а уравнения (28) и соотношения (29) распространяются на шесть векторных 
коэффициентов, соответствующих расширенному множеству параметров (30). Тогда из 

(28) при 0m   получается уравнение 
( ( ), ,1,ln) ( ( ), ,ln)
0 0

j j      Q X O , с точностью до 

произвольного скалярного множителя определяющее шесть линейно независимых 
начальных векторных коэффициентов 

( ( ), )
( ( ), ,ln) 0
0

j
j

  
    

  
  

XX
O

,    3

( ( ), )
( ( ), ,,ln) 0
0 ( ( ), )

0

j
j

j

  
  

  


 
 
  

X
X

X
    1,3j  .            (31) 
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Здесь вектора 
( ( ), )
0

j  
X  и 

( ( ), )
0

j  X  определяется непосредственно соотношениями 

(11). Не трудно проверить, что первые три начальных векторных коэффициента в 
соотношениях (31) определяют уже известные частные решения, не содержащие 
логарифмического сомножителя. В случае  j     2,3,5,6j   рекуррентные 

уравнения (28) с учетом того, что 

        2( ( ), ,1,ln) 22
11 44 66det 2 2 2 1 0j

m m m m m c c c
         Q        1m   

совместно с (29), (30) и дополнительным условием 
( ( ), ,ln)j
n
   X O   0n   

преобразуются в явные рекуррентные представления для определения последующих 

векторных коэффициентов 
( ( ), , ,ln)j j
m
  

X  

( ( ), ,ln)( ( ), ,ln) ( ( ), ,1,ln) ( ( ), ,2,ln) ( ( ), ,ln)
2

jj j j j
m m m m qm

             
  X W X W X  

( ( ), ,ln) ( ( ), ,ln)( ( ), ,3,ln) ( , ,4,ln)
2 2

j jj j
m mm q m q

         
   W X W X    1,2,...m  , 

  1( ( ), , ,ln) ( ( ), ,1,ln) ( ( ), , 1,ln)j j jp p
m m m
          W Q Q    1,4; 1,p m   .              (32) 

В случае 2j     1,4j   

          22( ( ), ,1,ln) 2
11 44 66det 2 2 2 2 1j

m m m m m c c c
         Q    . 

Значит, при 2m   определитель неоднородной системы линейных уравнений, 
порождаемой рекуррентными уравнениями (28), обращается в нуль. Следовательно, 
требуется отдельное рассмотрение случаев 1m  , 2m   и 3m  . Поскольку 

полагается, что 1q  , при 1m   сразу получается 
( ( ), ,ln)
1

j   X O   1,4j  . При 2m   

ранги матрицы 
( ( ), ,1,ln)
2

j  
Q   1,4j   и расширенной матрицы 

( ( ), ,1,ln) ( ( ), ,2,ln) ( ( ), ,ln) ( ( ), ,3,ln) ( ( ), ,ln)
2 2 0 2 2,j j j j j

q
              


   
Q Q X Q X    1,4j   

совпадают. Следовательно, указанная система имеет нетривиальное решение, которое 
может быть записано так 

1
1

( ( ), )
( ( ), ,ln) 2
2

  
    

  
 

X
X

O
,    

1
4

1

( ( ), )
2( ( ), ,ln)

2 ( ( ), )
2

  
  

  

 
  
  

X
X

X
.                        (33) 

Здесь вектора 1 1( , )
2
 X  определены в явном виде в [9]. При 3m   для вычисления 

( ( ), ,ln)j
m
  

X   1,4j   используются явные рекуррентные соотношения (32). 

Справедливость следующих асимптотических оценок при m     1,3j   для норм 

матричных коэффициентов в соотношениях (32) 

 ( ( ), ,1,ln) 1
13 442 1j

m m k c c
    W    ,     ( ( ), ,2,ln) 1 6 1 2j

m m q
     W , 
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  ( ( ), ,3,ln) 2
13 442 1 1j

m m q k c c
      W    ,     ( ( ), ,4,ln) 2 2 2 6 1j

m m q
      W  

обеспечивает абсолютную и равномерную сходимость разложений в (27) на любом 
конечном отрезке  0 1,r r r   0 10 r r     [10]. 

Таким образом, соотношения (26), (27) с учетом (31)–(33) определяют шесть 
линейно независимых частных решений уравнений (1)–(3) для интегрированной 
модели, включающей частные решения, как не содержащие логарифмического 

сомножителя  1,3j  , так и содержащие логарифмический сомножитель  4,6j  . На 

основе этих решений по аналогии с (12)–(14) определяются сначала базисные решения, 
а потом – искомые решения спектральных задач. При этом векторные коэффициенты 

( ,ln)
n
B  имеют размерность шесть. В рассматриваемом случае 0    *, 2      

ранг матрицы однородной системы линейных уравнений для определения начального 

векторного коэффициента (0,ln)
0B  в разложении собственной векторной функции равен 

3 . Два нетривиальных решения указанной системы определяют линейно зависимые 
собственные векторные функции, совпадающие с точностью до произвольного 
скалярного множителя с уже известной, соответствующей начальному векторному 
коэффициенту в соотношениях (23). Третье решение имеет вид 

 ( )
0(0,ln) 0

0
(0)
0




 
 
 
 
  

B
B

B
 

и определяет второе линейно независимое решение спектральной задачи для кратного 

корня 0  . Здесь ( )
0
B  определяется соотношением (23). 

Утверждение 1. Для ( , )
1
     2   решение уравнения (17) можно 

построить в области  0,r  . 

Установлено, что   ( ,2,0)
0

ˆdet 0n  Z   1,n   . Следовательно, уравнение (17) 

для заданных соотношением (23) значенияx коэффициента ( )
0
B  преобразуется в 

рекуррентную последовательность неоднородных алгебраических уравнений 

      ( ,2,0) ( ,2,1) ( )

0

( ,2,2)
2

ˆ ˆ ˆp p p
n

p
p

n p n p qn p
      

  


   Z Z Z B O     1,2,...n            (34) 

из которой получаются явные рекуррентные соотношения для определения искомых 

коэффициентов ( )
n
B  в виде 

         1( ,2,0) ( ,2,0) ( ,2,1) ( ,2,2
1

( ) ( )

0

)
0 2

ˆ ˆ ˆ ˆn p p p
n p n p qn p

n

n p
p

      
   

   




  Z Z BZ ZB    1,2,...n  . 

Утверждение 2. Для ( , )
2
     2   построить решение уравнения (17) в 

области  0,r   не представляется возможным. 
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Справедливость сделанного утверждения доказывается отдельно для случаев    
рациональное и иррациональное число. В первом случае показывается, что в 
последовательности рекуррентных уравнений (34) существует период s  такой, что 

  ( ,2,0)
0

ˆdet 0n  Z      ; 1,n s j j   . 

Во втором случае на основании теоремы Гурвица [11] показывается, что в 
последовательности рекуррентных уравнений (34) выделяется подпоследовательность 

j jn s   1,j    для членов которой справедливо   ( ,2,0)
0

ˆdet 0jn

j

 


Z . 

В случае ( , )
2
    для построения решения неоднородного функционального 

уравнения (16) при заданных соотношением (24) значениях коэффициента ( )
0
B  

применяется интегральный метод наименьших квадратов. В разложениях (14) и, 
соответственно, (16) ограничивается числом N  верхний предел суммирования. Тогда 
из уравнения (16) с учетом (24) получается неоднородная система линейных 
алгебраических уравнений для определения элементов искомых векторных 

коэффициентов ( )
n
B   1,n N  следующего вида 

( ) ( ) ( )  J Y K .                                                    (35) 

Здесь ( )J  и ( )Y , ( )K  – соответственно матрица и вектор-столбцы клеточной 
структуры 

         

         

( 1, ) ( 1, ) ( 1,

( )

) ( , )
* * * *

( , ) ( 1, ) ( , ) ( , )
* * * *

, , , ,

, , , ,

T TB B B N B

T TN B B N B N B

r r r r

r r r r

   

  





   

   

   

   

 
 
 

  
 
 
  

J

S S S S

S S S S



  

   

   

, 

( )
1

( )

( )

N







 
 

  
 
 

B

B

Y  ,    

    

    

( 1, ) ( , ) ( )
0* *

( , ) ( , ) ( )
0*

)

*

(

, ,

, ,

TB B

TN B B

r r

r r

  





 

 

 





 
 
 

   
 
 
  

S S B

S S B

K

 

 

 .           (36) 

В приведенных соотношениях    
1

0

f r f r dr  . 

Следующими рассматриваются две спектральные задачи ( , )u    0, 2  . Из 

однородных условий на радиальных участках ( )G   граничной поверхности (5) на 
основании соотношений (14) получается функциональное уравнение 

 ( , ) ( )

0

,n B
n

n

r 





U B O         0,1r ,                                   (37) 

которое с учетом соотношений (13) переписывается в таком виде 
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  ( )

0

)

0

( ,0
p

p
np n

p n

nr  




 
 Z B O       0,1r .                          (38) 

Как в случае спектральных задач ( , )   из условия выполнения (38) на ребре 0r   
получается однородное уравнение 

 ( ,0
00
() )  BZ O ,                                              (39) 

определяющее, во-первых, уравнение для нахождения множества собственных 
значений   

  ( ,0)
0det 0  Z ,                                              (40) 

во-вторых, с точностью до произвольного скалярного множителя соответствующий 

каждому собственному значению   начальный векторный коэффициент ( )
0
B . 

В случае 2   при 1    ранг матрицы в уравнении (39) равен 1. 
Установлено, что с учетом ограничений (15) уравнение (39) имеет в этом случае только 
одно допустимое нетривиальное решение, которому соответствует тривиальная 
собственная векторная функция. При 0   и 2   ранг указанной матрицы также 
равен 1. Уравнение (39) имеет два допустимых линейно независимых решения, которые 
с точностью до произвольного скалярного множителя записываются так 

 1 ( )( )
110 2 , 1,0

T
c  B  ,   2

( )( )
0 ,0,1

T
k    B      1 2 0   . 

Установлено, что соответствующая второму начальному коэффициенту собственная 
векторная функция является тривиальной. Окончательно, с точностью до 
произвольного скалярного множителя решения уравнения (39) в случае 2   
определяются так 

         
   

66 11 11 66

( )
0

cos 2 sin 2

cos 2 sin 2

2 2

0

c c c c


   

   

        

 

 
 

  
 
 





B

   

  ( 2, )
1
   , 

  
( )
0

11 66

0

2

k

c c



 

 
 

  
   

B 

 
      ( 2, )

2
   . 

Здесь  ( 2, ) (sin) (cos)
1 0     , ( 2,0) (cos)

2
    при 0   и ( 2, 2,) (sin)

2
     при 

2  ,  (sin)
1

2
j

j

  ,  (cos)

1
1 2

j
j

    . 

В случае 2   уравнение (40) распадается на два независимых уравнения 

      1 sin 2 sin 1 2 2 0          , 

   11 66 11 66c c c c               1   ;                                  (41) 

 cos 0         0  .                                          (42) 
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В уравнениях (41) и (42) исключены корни соответственно 1    и 0  , поскольку 
установлено, что соответствующие им собственные векторные функции тривиальны. 
Здесь также учтены ограничения (15) и полученные значения для начальных векторных 

коэффициентов ( )
0
B  

    
  

66 11

( )
0

cos

os

2

c

0

2

c c


 











  
 

  
 
 

 



B

 

     ( , )
1
   ,                   (43) 

  
( )
0

11 66

0

2

k

c c



 

 
 

  
   

B 

 
      ( , )

2
   .                           (44) 

Представления для ( )
0
B  приведены с точностью до произвольного скалярного 

множителя. В соотношениях (43), (44) используются два, определяемые из уравнений 

(41) и (42) множества собственных значений соответственно ( , )
1
   и 

  ( , )
2 1

2
j

j      


    . Таким образом, для спектральных задач ( , )u  

  0, 2   множество собственных значений окончательно определяется так 
( , , ) ( , ) ( , )

1 2
u         . Установлено, что ( , ) ( , )

1 2
          2, 0, 2     . 

Установлено, что уравнение (41) совпадает с уравнением для определения 
собственных значений в задаче статики при плоской деформации жестко закрепленного 

на радиальных полуплоскостях клина   1 3,1   [5], а для множества собственных 

значений ( ,0)
2
  и соответствующего ему набора собственных векторных функций в 

случае условно симметричных волновых движений  0   соответствующий аналог в 

статическом случае не обнаруживается. 
Уравнение (41) для  0,1   также подробно исследовалось при решении задач 

статики для клиновидных областей. Это уравнение для указанного диапазона 
изменения параметра   в области   1    имеет конечное число вещественных и 

счетное множество пар комплексно сопряженных корней. При этом в рассматриваемом 
диапазоне угловой меры клина  0,   в области  1 1 2     уравнение (41) 

корней вообще не имеет, а в области  1 2 0     может иметь не более одного 

вещественного корня. Условия наличия указанного корня выглядят так [5] 

2    ,   если   0     и    0,1  ,   либо   2     и    0,1  , 

*    ,   если   0     и   1  .                                   (45) 

Параметр *  определяется ассоциировано с соотношениями (25). Следует отметить, 

что при *  , 0   и 1   корень 0   уравнения (41) имеет кратность 2 . Для 

построения второго линейно независимого решения спектральной задачи в этом случае, 
как и для спектральной задачи ( 2, )    *  , также необходимо привлекать 
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определяемую соотношениями (26)–(33) интегрированную модель представления 
амплитудных составляющих частных решений в виде линейных комбинаций 
произведений тригонометрических, обобщенно-степенных и логарифмических 
функций. 

Для спектральных задач ( , )u    0, 2   также установлена справедливость 

сделанных выше утверждений 1 и 2. В рамках утверждения 1 аналогичным образом 
строятся явные рекуррентные соотношения для определения искомых векторных 

коэффициентов ( )
n
B , а в рамках утверждения 2 – на основании (37) неоднородная 

система линейных алгебраических уравнений структурного вида (35), (36). 
Постановка дисперсионных задач и получение дисперсионных соотношений. 

Рассмотренные математические модели волновых процессов, наряду с выполненными 
для построенных решений четырех спектральных задач соответствующих однородных 
граничных условий на радиальных участках граничной поверхности, включают также 
однородные условия на цилиндрическом участке граничной поверхности. Поскольку 
множества решений каждой спектральной задачи ( , )   и ( , )u    0, 2   

построены независимо для двух типов симметрии волновых движений относительно 
биссекторной полуплоскости, следовательно, и постановка дисперсионных задач 
реализуется независимо для указанных типов симметрии. 

Известно [12], что определяемые бесконечными множествами собственных 
значений ( , , )    либо ( , , )u     0, 2   наборы решений спектральных задач 

эллиптического типа соответственно ( , )   либо ( , )u    0, 2   обладают 

трехкратной полнотой, обеспечивающей возможность удовлетворить любым трем 
граничным условиям на цилиндрическом участке граничной поверхности волновода. 
Исходя из этого, ставятся четыре независимые дисперсионные задачи ( , )D    и ( , )uD   

  0, 2  : на множестве решений соответствующей спектральной задачи ( , )   

либо ( , )u    0, 2   в виде их линейной комбинации с произвольными 

скалярными коэффициентами построить решения, удовлетворяющие однородным 

граничным условиям на цилиндрическом участке (1)G  граничной поверхности 
соответственно (4) либо (5) (далее дисперсионные решения). На основании 
соотношений (25) и (45) можно сделать вывод об отсутствии сингулярности в поле 
напряжений в окрестности ребер волновода  1,r     . Этот факт позволяет 

утверждать, что любую заданную точность удовлетворения дисперсионными 

решениями граничных условий на цилиндрическом участке (1)G  граничной 
поверхности можно обеспечить конечным подмножеством входящих в них решений 
соответствующей спектральной задачи. Исходя из этого и ограничиваясь случаем 

бегущих нормальных волн  k    при решении четырех поставленных 

дисперсионных задач     0, 2 ; ,l u     для амплитудных составляющих 

искомых дисперсионных решений вводится следующее представление  

   ( ) ( )

1

, ,
M

D S
m m

m

r b r 


Φ F  , 

где 
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1
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F Φ     21,m p ,      
(2)( , )( ) , ,m SS

P m r r  F Φ     31,m p . 

В приведенных соотношениях ,Φ U S   – унифицированное имя соответствующей 

амплитудной составляющей; mb    1,m M  – искомые коэффициенты; (1)
m   

 11,m p  и 
1

(1)
p m     21,m p  – лежащие в первой четверти корни из множества 

( , , )
1

l  ; (2)
m    31,m p  – корни из множества ( , , )

2
l  ; 1p  и 2p  – количество 

соответственно вещественных и используемых комплексных (из первой четверти) 

корней множества ( , , )
1

l  ; 3p  – количество используемых корней множества ( , , )
2

l  ; 

3M P p    1 22P p p   – общее количество решений соответствующей 

спектральной задачи, используемых в искомом дисперсионном решении. Здесь также 
учитывается, что при k    для любых    справедливым является соотношение 

   ( , ) ( , ), ,S Sr r  Φ Φ  . 

Для решения поставленных дисперсионных задач применяется интегральный 
метод наименьших квадратов. Получается однородная система линейных 
алгебраических уравнений 

J B O .                                                             (46) 

Здесь B  – вектор-столбец c элементами   mm
bB   1,m M ; J  квадратная матрица, 

элементы которой определяются так 

     
3

( ) ( )
,

10

1, 1,S S
m nm n j j

j

d


  


 
         

 
J Ψ Ψ        , 1,m n M , 

     
(1) (1)( , ) ( , )( )

(1,6,5)
1, , , ,m mS SS

m r r   
      

Ψ U S        1,m M . 

Условие нетривиальной разрешимости однородного алгебраического уравнения (46) 
определяет искомое дисперсионное соотношение 

 
    (min) (max)

,

, ,min
k

k k 
 

 


  ,                                        (47) 

где     0, , 0,k      . В соотношениях (47) 2 2 2
* *R c   ; (min)  и (max)  – 

соответственно наименьшее и наибольшее сингулярное значение матрицы J . 
Анализ результатов численных экспериментов. При численных экспериментах 

значение параметра   бралось фиксированным 1 2  , а в качестве однородного 

   , 0,0q   материала волновода был выбран Zn  [9]. Расчет фрагментов спектров 

бегущих нормальных волн проводился при 97 113   для дисперсионной задачи 
(0, )D   в диапазонах изменения нормализованной частоты  1 0;9tac    и 
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нормализованного волнового числа  0;2,5ka , а также для дисперсионной задачи 
(0, )uD  соответственно  1 0;12tac    и  0;3ka . Нормирующие параметры a  и tc  с 

размерностью соответственно длины и скорости для всех рисунков имеют 

фиксированное значение *a R  и *tc c   . 

Ниже представлены спектры бегущих нормальных волн в свободных  (0, )D   

однородном    , 0,0q   рис. 1 и неоднородном     , ln 3 2 ,2q   рис. 2 волноводах. 

Рис. 1. Рис. 2. 

В качестве общих закономерностей, выявленных в представленных 
дисперсионных спектрах, отмечаются такие. В низкочастотном длинноволновом 
пределе первая мода ведет себя как первая изгибная волна, а вторая мода – как первая 
продольно-сдвиговая волна (бездисперсионная с одинаковыми значениями фазовой и 
групповой скоростей) в волноводе кругового сечения. Отмечается также общность 
качественной топологической картины мод в однородном и неоднородном волноводе. 
Для анализа локальных количественных различий в поведении отдельных мод 
полученных спектров используется функция сравнения парных по номеру в 

соответствующих спектрах мод       , 0,0q tka ka ka a c     . Результаты для 

участвующих в сравнении пар волноводов "неоднородный – однородный цилиндр" 
представлены рис. 3 и рис. 4. Порядковый номер сопоставляемых мод 
визуализировался уникальным в рамках рисунка типом линии. 

Рис. 3 Рис. 4 
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В качестве общей тенденции отмечается системное смещение первой моды 
неоднородного волновода в область более высоких частот, а для мод начиная со 
второй – в область более низких частот. Характерным также является влияние участков 
сближения мод в спектре на сравнительное поведение этих мод в случае однородного и 
неоднородного материала, например, первая и вторая моды на участке  2,4;2,5ka , 

вторая и третья моды на участке  1,7;1,8ka . 

Ниже представлены графики амплитудных составляющих вектора перемещений 
(рис. 5–7) для первой бегущих нормальной волны в жестко закрепленном  (0, )uD  

неоднородном     , ln 3 2 ,2q   волноводе. Расчет проводился при значениях 

волновых параметров 0.2k  , 6.59678366  . Графики компонент вектора 
перемещений масштабировались значением  ( )

1
0.7,1D  U . 

 

Рис. 5 Рис. 6 Рис. 7 

Выводы. В аналитическом виде в матричной форме построены два типа 
внутренних базисных решений полной системы уравнений линейной динамической 
теории упругости для нормальных волн, распространяющихся вдоль ребра радиально 
неоднородного трансверсально изотропного клина – содержащих и не содержащих 
логарифмическую функцию радиальной координаты. Поставлены и решены четыре 
вспомогательные спектральные задачи, построены их решения, удовлетворяющие 
однородным условиям свободных либо жестко закрепленных примыкающих к ребру 
конечных участков граней клина. Установлено наличие решений указанных задач, не 
имеющих предельного аналога в соответствующих задачах статики. Поставлены и 
решены дисперсионные задачи для двух типов симметрии волн в случаях свободной и 
жестко закрепленной граничной поверхности. Изучены эффекты влияния параметров 
неоднородности на топологию дисперсионных спектров и кинематические 
характеристики бегущих нормальных волн в свободном и жестко закрепленном 
волноводе. Для свободного волновода установлены тенденции системного характера в 
общей топологии спектров, а также в поведении первой и второй моды. 

Полученные результаты могут быть использованы в прикладных исследованиях, 
связанных с расчетами характеристик волноводных компонентов акустоэлектронных 
устройств, анализа моделей ультраакустической диагностики. 
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PROPAGATION OF WAVES IN ANISOTROPIC INHOMOGENEOUS CYLINDERS OF SECTOR 
CROSS SECTION WITH A FREE OR RIGIDLY FIXED BOUNDARY SURFACE 

I.A. Moiseyenko, K.S. Kisel 

The process of wave propagation is described by the complete system of equations of the linear dynamic 
theory of elasticity. The elastic moduli and the density of the material are given by a exponentially-power 
function of the radial coordinate. The basic solutions of the system of differential equations are constructed in 
analytical view and matrix form. For multiple roots, an additional basic solution is constructed. This solution 
contains the logarithmic function of the radial coordinate. Auxiliary spectral problems for the wedge-shaped 
region are posed and solved. Dispersion problems are formulated. The dispersion relations obtained describe the 
harmonic spectra of the two types of symmetry of normal waves with respect to the bisector half-plane for cases 
of a rigidly fixed and free boundary surface. The effects of the influence of the radial inhomogeneity parameters 
on the topology of the dispersion spectra and the kinematic characteristics of traveling normal waves are studied. 

Keywords: FGMs; transversally isotropic; normal waves; sectoral section; analytical solutions; spectral 
problem; dispersion relations. 
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ДИНАМИКА ИЗГИБНЫХ КОЛЕБАНИЙ ПРЕДВАРИТЕЛЬНО 
НАГРУЖЕННЫХ СТЕРЖНЕЙ С КВАДРАТИЧНОЙ НЕОДНОРОДНОСТЬЮ 

ИЗГИБНОЙ ЖЕСТКОСТИ 
 

© 2018.   С.Н. Царенко 
 
 
Рассматривается задача поперечных колебаний стержневых конструкций с осевой 

неоднородностью геометрических характеристик при динамических воздействиях. Математическая 
модель динамического деформирования представлена дифференциальным уравнением четвертого 
порядка в частных производных. Решение уравнения изгиба получено методом Фурье. Рассмотрена 
ортогональность собственных функций соответствующих граничных задач. Для произвольного вида 
граничных условий получено выражение квадрата нормы собственных функций. В качестве примера 
рассмотрены изгибные колебания и динамические нагрузки в упругом стержне, моделирующего 
конструкцию решетчатой башни. Исследовано влияние продольной нагрузки на значения первых 
собственных частот и выполнено сравнение с результатами, найденными альтернативным методом. 
Получены выражения для динамических коэффициентов для случая вынужденных колебаний от 
внезапного приложения поперечной силы. 

Ключевые слова: упругий стержень; стержень переменной жесткости; изгибные колебания; метод 
Фурье; динамический коэффициент. 

 
 
Введение. В ряде технических задач является актуальной проблема учета влияния 

продольных нагрузок на характеристики изгибных колебаний. Решение такой задачи в 
замкнутой форме известно для балок однородной структуры [1]. В статье [2] 
рассматривается упругий неоднородный стержень, нагруженнный продольной 
нагрузкой, исследования проведены для случаев следящей и мертвой нагрузки на 
концах, получено аналитическое выражение для фундаментального решения задачи о 
свободных поперечных колебаниях однородного стержня и сформулирован метод 
последовательных приближений для стержня переменного поперечного сечения. 
Результаты численного исследования методом конечных элементов задачи о 
поперечных колебаниях прямого стержня при нагружении его продольной силой, 
которая гармонически изменяется со временем, представлены в работе [3]. В работе [4] 
для движущегося стержня под воздействием продольной нагрузки определены и 
проанализированы собственные частоты возможных мод колебаний, установлены 
свойства спектра в зависимости от скорости, продольной силы и номера моды. 
Продольно-поперечные колебания тонкостенных стержней рассмотрены в работе [5]. 
Исследованию возбуждения поперечных колебаний при кратковременном продольном 
ударе по стержню посвящена статья [6]. Методика интегрирования уравнения 
динамического изгиба сжатой балки с квадратичной неоднородностью изгибной 
жесткости рассмотрена в статье [7], но результаты исследования ограничиваются 
только спектральным анализом консольной конструкции. 

Аналитическое решение задачи колебаний стержня с переменной структурой с 
учетом действия продольных нагрузок позволяет исследовать динамические 
характеристики целого ряда технических объектов, включая проблему динамической 
неустойчивости. На основе такой модели можно проводить верификацию результатов 
исследований, выполненных с использованием программных комплексов объектного и 
имитационного моделирования. 
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Постановка задачи. Рассматривается упругий стержень, у которого линейная 
плотность и изгибная жесткость определяются следующими зависимостями: 

Fm  , 2
2zEJEJ  ;   k

l

x
kz  1 ,  

2

1

h

h
k    10  k , 

здесь   – плотность материала, E  – модуль упругости, F  – площадь поперечного 

сечения, 2J – момент инерции основания стержня, 1h  и 2h  – радиусы инерции верхнего 
и нижнего сечений, l – длина стержня (рис. 1). Стержень с 
такими параметрами может моделировать конструкции буровых 
вышек, копров, решетчатых башен и пр. 

Из условий равновесия элемента такого стержня следует 
уравнение для прогибов  txy ,  [7] 
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  – безразмерная продольная нагрузка,  tzp ,  

– интенсивность поперечной нагрузки. 
Неоднородному уравнению (1) соответствует однородное 

уравнение 
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Следуя методу Фурье решение уравнения (2) ищем в виде ряда собственных 
функций 
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Подставляя решение (3) в уравнение (2) и разделив переменные, получаем два 
дифференциальных уравнения 
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где ωn – собственная частота n-й формы колебаний. 
Уравнение (4) представляет собой уравнение гармонических колебаний, решение 

которого известно [1] 

  )sin( nnnn tAtw  , 

где An, μn – амплитуда и фаза n-й формы колебаний, определяются из начальных 
условий. 

Решение уравнения (5) для собственных функций получено в работе [7] 

         zUCzUCzUCzUCzZ nnnnn   24131201 ,          (6) 
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Рис. 1. Расчетная схема 
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 z  – гамма функция, 41C  – произвольные постоянные. 
Исследование ортогональности собственных функций. При учете 

динамических воздействий по методу Фурье используется свойство ортогональности 
собственных функций. Непосредственное определение квадрата нормы собственных 
функций для стержней с рассматриваемыми параметрами весьма затруднительно, 
поэтому поступим аналогично, как в работе [8]. Рассмотрим уравнение (5) для двух 
разных гармоник n и m  
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Умножим левое и правое выражение соответственно на функции mZ  и nZ , 

вычитаем из первого уравнения второе и полученную разность интегрируем по 
переменной z  
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Взяв интегралы по частям, получаем зависимость 
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      (7) 

Зависимость (7) позволяет установить ортогональность собственных функций (6) 
при решении соответствующей граничной задачи (1). 

В выражении (7) перейдем к пределу nm  , т.е.  nm , а 
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ZZ , пренебрегая величинами второго порядка малости, получим 

выражение для определения квадрата номы собственных функций 
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        (8) 

Определив частные производные в выражении (9), получим квадрат нормы 
собственных функций в виде 
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Для случая вынужденных колебаний требуется найти решение неоднородного 
уравнения (1) 
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Решение уравнения (10) представим в виде ряда по собственным функциям (3), 
подставив этот ряд в уравнение (10) и принимая во внимание соотношение 

4 21

16 n n  , получаем 
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Применив метод Фурье к уравнению (11), при учете свойства ортогональности 
собственных функций, получим уравнение относительно коэффициентов nw  
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Пример расчета конструкции на внезапное приложение нагрузки. Для оценки 
влияния продольных нагрузок на характеристики изгибных колебаний и параметры 
напряженно-деформированного состояния рассмотрим задачу динамического изгиба 
консольного стержня длиной l растянутого (сжатого) продольной силой N при 
внезапном приложении поперечной нагрузки P (рис. 1). Для этого решим граничную 
задачу (1) с условиями: 

  0, tly ;     0,  tly ;     0,0 tM ;                                       (13) 

    0,0,0  tyNtQ .                                                 (14) 

Исходя из удовлетворения условий (13) введем следующие обозначения 
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С учетом принятых обозначений, выражение собственных функций (6) для 
консольного стержня получим в виде 

         zUDzUCzUBzUAzZ nnnnnnnnn   2110 .         (15) 

Определив производные от собственных функций (15), из условия (14) получаем 
уравнение для нахождения собственных значений 
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Оценим влияние продольной нагрузки N
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аналогичным образом определяются частоты стержней постоянной жесткости [1]. 
На рис. 2 представлены графики зависимостей трех первых собственных значений 

частотного уравнения (16) от величины безразмерной продольной нагрузки N
~

 для 
стержня с отношением радиусов инерции торцевых сечений 1,0k  и соответствующие 
им формы колебаний при величине продольной нагрузки 1

~ N . Штрихпунктирными 
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Рис. 2. Зависимости собственных значений от величины безразмерной продольной нагрузки N
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и графики соответствующих им форм колебаний 
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линиями показаны собственные значения для аналогичного типа конструкции без учета 
продольной нагрузки, полученные из решения задачи в функциях Бесселя [9]. 

Собственные функции рассматриваемой граничной задачи ортогональны. Из 
выражения (9) квадрат нормы собственных функций для рассматриваемой задачи будет 
иметь вид 
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Теперь рассмотрим случай вынужденных колебаний, для этого требуется найти 
решение  неоднородного уравнения (10) с однородными начальными условиями 
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Для случая внезапного приложения силы P  уравнение (12) примет вид 

 
2

2

2 1

n
nnnn

Fl

k
kPZww




 , 

а его решением будет 

     tkZ
ytw n

nn

n
n 


 cos1

16~
420 ;   

  2
3

3

0
1

~
EJk

Pl
y


 . 

В окончательном виде уравнения прогибов и изгибающих моментов будут 
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В случае статического приложения силы P, поперечные перемещения изогнутой 
оси стержня будут определяться зависимостью 

       kzzkzyzf  11ln~
0 . 

Введем обозначение для безразмерного времени 

2

2
2 F

EJ

l

t


 . 

Тогда выражения для динамических коэффициентов по максимальному прогибу и 
изгибающему моменту в заделке получим в виде 
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На рис. 3 показаны зависимости от   значений коэффициентов (19) и (20) для 
конструкции с отношением радиусов инерции торцевых сечений 01,0k  при действии 
растягивающей нагрузки 2,0

~ N . Максимальные значения коэффициентов в случае 
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растяжения составляют: по прогибам – 4,1yK ; по изгибающим моментам – 

77,2MK .  
 

 
На рис. 4 показаны зависимости от   значений коэффициентов (19), (20) для 

сжатой конструкции ( 2,0
~ N ). В этом случае максимальные значения коэффициентов 

будут: 89,2yK ; 47,3MK . Следует отметить, что при отсутствии продольных сил 

соответствующие динамические коэффициенты составят: 82,1yK ; 01,3MK .  

 

 
Если учесть, что для рассматриваемых параметров конструкции критическая сила 

составляет 51,0
~ крN  [10], то необходимо отметить существенное влияние продольной 

нагрузки на параметры напряженно-деформированного состояния неоднородного стержня 
в случае динамического изгиба, даже при значениях значительно меньших критических. 

Заключение. Полученные расчетные зависимости могут быть непосредственно 
использованы для моделирования напряженно-деформированного состояния при 
динамических воздействиях нагрузок в таких объектах, как: элементы бурильного 
оборудования, конструкции опор линий электропередач и пр. Найденное аналитическое 
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решение также можно использовать для построения эталонных моделей и верификации 
расчетных данных при работе с программными комплексами объектного и 
имитационного моделирования. Стоит отметить, что ряд, в котором взято решение 
уравнения (5), имеет плохую сходимость для больших значений аргумента, это во 
многом ограничивает практическое использование этого решения и требует 
дальнейших исследований в направлении данной задачи. 
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DYNAMICS OF FLEXURAL VIBRATIONS OF PRELOADED RODS WITH QUADRATIC 
INHOMOGENEITY OF BENDING STIFFNESS 

S.N. Tsarenko 

The problem of transverse vibrations of rod construction with axial inhomogeneity of geometric 
properties under dynamic influences is considered. The mathematical model of dynamic deformation is 
represented by a fourth-order partial differential equation. The solution of the bending equation by the Fourier 
method is obtained. The orthogonality of the eigenfunctions of boundary-value problems is considered. For any 
type of boundary conditions, the expression of the squared norm of the eigenfunctions obtained. For example, 
flexural vibrations and dynamic loads in an elastic rod that simulates the design of a lattice tower are considered. 
The effect of the longitudinal load on the values of the first eigenfrequencies is investigated and a comparison 
with the results found by the alternative method is fulfilled. The expressions for the dynamic coefficients for the 
case of forced vibrations from the sudden application of the transverse force obtained. 
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ОСОБЕННОСТИ СТРОЕНИЯ ОКСИМОВ ИМИДАЗОЛИЕВОГО РЯДА  
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Методами ЯМР 1Н, 13С, HSQC, HMBC изучено строение дихлорида 1,3-бис(3`-метилимидазолий-

1`-ил)-2-оксиминопропана и его состояние в D2О. Показаны сходство и различия в строении и состоянии 
дикатиона по сравнению с раствором в уксусной кислоте. 

Ключевые слова: оксим; имидазолий; строение дикатиона; состояние в водном растворе; 1Н, 13С, 
2D ЯМР. 

 

 
Введение. Интерес к димерным поверхностно-активным веществам (бис-ПАВ, 

геминальные ПАВ) связан с необычными физико-химическими свойствами, полностью 
отличными от свойств их мономерных аналогов по таким характеристикам, как 
критическая концентрация мицеллообразования в растворах (ККМ), точка Крафта, 
способность к образованию переменных агрегатных образований и др. [1–4]. Эти 
свойства определяются как типом гидрофильных групп и длиной углеводородных 
цепей, так и, в значительной степени, размерами и структурой мостиковых фрагментов 
(спейсеры) [5].  

Необычные свойства димерных ПАВ определяют широкие возможности их 
практического применения. Так, например, они могут использоваться для разработки 
новых материалов с высокой пористостью и с желаемой плотностью поверхностного 
заряда [1], материалов с высокой солюбилизирующей способностью [6], ингибиторов 
коррозии [7], стабилизаторов микроэмульсий [8] и наночастиц [1, 9]. Особое место 
занимает возможность использования димерных ПАВ и их мономерных аналогов в 
качестве ионных жидкостей [10–13] и мицеллярных сред для проведения химических 
реакций (мицеллярный катализ) [14–17].  

Функционализация мостикового фрагмента димерных ПАВ является важным 
направлением в мицеллярном катализе. Так, введение в структуру мостикового 
фрагмента дикатионного диалкилимидазолия ковалентно связанной оксимной группы 
способствует резкому увеличению реакционной способности мицеллярной среды в 
реакциях нуклеофильного замещения, например, процессов переноса ацильной группы 
при расщеплении токсичных эфиров кислот фосфора и серы [16, 17]. Такое сочетание 
свойств создает предпосылки для создания высокоэффективных композиций, 
предназначенных для разрушения синтетических экотоксикантов в мягких условиях.  

Многие физико-химические свойства димерных ПАВ проявляются в водных 
растворах, что и определяет возможности их практического применения. Так, 
преимущества оксимов имидазолиевых солей как детоксикантов в наибольшей степени 
реализуемы в воде. Поэтому необходимо иметь  исчерпывающую информацию о 
строении и состоянии этих компонентов в водных растворах.  



ISSN 2415-7058.  Вестник ДонНУ. Сер. А: Естественные науки. – 2018. – № 2 

Гребенюк С.А., Хилько С.Л., Прокопьева Т.М., Михайлов В.А.  63 

В настоящей работе представлены результаты изучения состояния дихлорида 
1,3-бис(3`-метилимидазол-1`-ил)-2-оксиминопропана, взятого в качестве модельного 
соединения мостикового фрагмента дикатионных ПАВ, в водных растворах методом 
динамической ЯМР спектроскопии, который является весьма информативным при 
исследовании подобных явлений [18, 19].  

Экспериментальная часть. Метод синтеза дихлорида 1,3-бис(3`-
метилимидазолий-1`-ил)-2-оксиминопропана (оксим 1) и его основные характеристики 
описаны в работе [17].  

Тяжелая вода D2O нескольких партий (Sigma-Aldrich; Tesla) использовалась без 
дополнительной очистки. Рутинные спектры ЯМР 1Н и 13С записаны на спектрометре 
Bruker Avance II (9.4Тл) с использованием стандартного набора параметров, при 
температуре 24оС (если не указано иначе). Результаты приведены в шкале , в 
миллионных долях, внутренний стандарт – DSS (4,4-диметил-4-силапентан-1-
сульфокислота) или остаточные протоны растворителя (HOD).  

Образцы для изучения концентрационных зависимостей приготовлены 
растворением навески вещества во взвешенном количестве растворителя. Молярность 
таких растворов примерно соответствует их моляльности. Для получения 
температурных зависимостей 1Н ЯМР спектров нагревание образца проводили 
непосредственно в датчике прибора потоком воздуха, поддерживающего спиннер; 
контроль температуры осуществлялся внутренними сенсорами датчика. Двумерные 
эксперименты HSQC и HMBC проведены с использованием процедур hsqcgpph и 
hmbcgplpndqf из библиотеки программ TopSpin 2.1, обработка сигналов спада 
свободной индукции - в TopSpin 3.5pl7. 

Результаты и обсуждение. В предыдущей публикации было показано [20], что 
катион 1,3-бис(3`-метилимидазол-1`-ил)-2-оксиминопропана в уксусной кислоте 
существует в виде набора конформаций. Одна из наиболее вероятных конформаций 
оксима 1 в растворе уксусной кислоты представлена на рис. 1.  
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Рис. 1.  Граф молекулы дихлорида 1,3-бис(3`-метилимидазолий-1`-ил)-2-оксиминопропана и нумерация 
атомов (а); вероятная конформация дикатиона 1,3-бис(3`-метилимидазолий-1`-ил)-2-оксиминопропана в 
растворе и обозначения субъединиц (б). 
 

Рутинные спектры ЯМР были записаны для растворов в тяжелой воде, 
содержащих в качестве стандарта DSS. Имеющийся образец этого стандарта дает 
несколько пиков в непосредственной близости от сигналов изучаемого вещества, что 
может создавать трудности при интерпретации двумерных экспериментов. В то же 
время положение сигнала остаточных протонов растворителя очень мало зависит от 
концентрации оксима 1 (в изучаемой области концентраций) и незначительно меняется 
от партии к партии D2O. В дальнейшем положение этого сигнала (4.77 м.д. для этого 
образца растворителя) использовалось для калибровки спектров при проведении 
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двумерных экспериментов при комнатной температуре. Протонный спектр оксима 1 
чувствителен к влиянию концентрации. Все сигналы при повышении концентрации 
смещаются в слабое поле на несколько сотых миллионной доли (рис. 2).  

Как следует из рисунка 3, сигнал воды смещается в сильное поле с повышением 
температуры весьма значительно. Такое поведение сигнала HOD хорошо известно [21]. 
Наблюдаемые в эксперименте величины химсдвигов остаточных протонов воды 
отличаются от расчетных значений [21] не более чем на 0.15 м.д. 
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Рис. 2. Спектры ЯМР 1Н оксима 1 при концентрациях а) 0.0099 М; б) 0.22 М; в) 0.34М; г) 0.35 М. 
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Рис. 3. Влияние температуры на положение сигналов в спектре ЯМР 1Н оксима 1 в D2O (внутренний 
стандарт DSS, [оксим 1] = 0.33 М): (а) 24оС; (б) 40оС; (в) 60оС; (г) 70оС; (д) 24оС после охлаждения 

 
Изменения в спектре ЯМР 1Н оксима 1 обратимы: после охлаждения вид спектра 

и положение сигналов восстанавливаются. Для родственного соединения – бромида 
1-децил-3-метилимидазолия – в водном растворе была обнаружена другая тенденция: 
сигналы имидазолиевых протонов смещались в слабое поле при повышении 
температуры, хотя так же незначительно [22]. 
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По сравнению с растворами оксима в уксусной кислоте, его спектр 1Н ЯМР в воде 
выглядит менее разрешенным (рис. 4). Все сигналы смещены в сильное поле, сигнал 
гидроксильного протона отсутствует (вследствие обмена на дейтерий). 

 
 
 
 
б
 
 
 
 
 
а

 
Рис. 4. Спектры ЯМР 1Н оксима 1 в воде (а), С = 0.35 М и в уксусной кислоте (б), С = 0.37М 
 
Как следует из рис. 5, различия в спектрах ЯМР 13С оксима 1 в воде и в уксусной 

кислоте гораздо меньше. 
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Рис. 5. Спектры ЯМР 13С оксима 1 в воде (а), С = 0.35 М и в уксусной кислоте (б), С = 0.37 М 
 
Отнесение сигналов в спектрах произведено с помощью двумерной 

спектроскопии ЯМР HSQC и HMBC. Из-за большого диапазона изменения химических 
сдвигов и большой разницы в интенсивности кросс-пиков регистрация разрешенных 
двумерных спектров возможна только в относительно малых окнах (иногда менее 1 
миллионной доли по оси F2). Как и в предыдущей нашей работе [20], субъединице с 
меньшим химическим сдвигом метиленового атома углерода присвоено обозначение А; 
субъединице с большим химическим сдвигом метиленового углерода – обозначение В. 

Результаты отнесения приведены в таблице и на рис. 6, 7. Атомы водорода в 
положениях 4 имидазолиевых циклов субъединиц А и В дают единый мультиплет 
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(уширенный синглет на рис. 3), и точно так же ведут себя атомы водорода в 
положениях 5. Вследствие этой неразличимости сигналов водородных заместителей не 
удается однозначно отнести хорошо разрешенные сигналы атомов углерода в 
положениях 4 субъединиц А и В (а также атомов в положениях 5). 

 
Таблица  

Отнесение сигналов в спектрах ЯМР 1Н и 13С дихлорида  
1,3-бис(3`-метилимидазол-1`-ил)-2-оксиминопропана (D2O, 24оС, [оксим 1] = 0.35 М) 

ЯМР 1Н ЯМР 13С 
Химсдвиг, м.д. Отнесение Химсдвиг, м.д. Отнесение 

8.8618 A-C(2)H 148.3945 С=NOH 
8.8402 B-C(2)H 138.7277 A-C(2)H 
7.4760 (A+В)-C(4)H 138.4399 B-C(2)H 
7.4474 (A+В)-C(5)H 125.5469, 125.5152 (A+В)-C(4) 
5.2069 B-CH2 124.3299, 124.1768 (A+В)-C(5) 
5.1371 А-CH2 51.2920 B-CH2 
4.7697 вода 44.6760 A-CH2 
3.8987 3-СН3 37.5440 3-СН3 

 
ЯМР 1Н метиленовых групп HMBC для метиленовых групп  

 
 

б 

 

а 

 
Рис. 6. Сопоставление спектров ЯМР 1Н и HMBC метиленовых групп оксима 1 в воде (а) и в уксусной 
кислоте (б)  
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Анализ данных таблицы показывает, что различия в протонных спектрах оксима 1 
в воде и в уксусной кислоте гораздо глубже, чем может показаться при беглом взгляде 
на рис. 2. Наибольшие различия связаны с положением сигналов метиленовых 
протонов (рис. 6). 

Как видно из сопоставления спектров оксима 1 (рис. 6 а, б), в уксусной кислоте 
метиленовому углероду с наименьшим химическим сдвигом (субъединица А) 
соответствуют атомы водорода также с наименьшим химсдвигом. В воде такому же 
углероду соответствуют атомы водорода с наибольшим химическим сдвигом. Спектры 
HMBC (рис. 6) однозначно подтверждают такое отнесение.  

Анализ возможных конформаций дикатиона оксима 1 в водном растворе 
основывается на тех же постулатах, что и в уксусной кислоте. Две субъединицы А и В 
неодинаковы вследствие различного расположения относительно двойной связи C=N и 
достаточно высокого барьера вращения (или инверсии) относительно этой связи. 
Повышение температуры до 70 оС не позволяет преодолеть этот барьер. Существенные 
различия в химических сдвигах метиленовых атомов углерода субъединиц А и В 
предопределяются также разной ориентацией относительно двойной связи C=N и 
гидроксильной группы: атом углерода в син-положении относительно гидроксила 
резонирует в более сильном поле [23, 24] (в данном случае это атом С(1) субъединицы 
А). Энантиотопные атомы водорода метиленовых групп дают синглетные сигналы, что 
позволяет предположить свободное (в масштабе времени ЯМР) вращение вокруг 
ординарных связей.  

Кросс-пики в спектре HMBC метиленовых протонов резко отличаются по 
интенсивности (рис. 7). Это обстоятельство указывает на разные условия спин-спинового 
взаимодействия протон-углерод через три связи в центральном фрагменте оксима 1: 
максимально выгодные для взаимодействия метиленовых протонов В-субъединицы 

 

   а       б 

Рис. 7. Квазидвумерное представление кросс-пиков в спектре HMBC метиленовых групп в воде (а) и 
уксусной кислоте (б). Для воды: слева кросс-пик протонов субъединицы В с углеродом субъединицы А, 
справа – к  росс-пик протонов субъединицы А с углеродом субъединицы В. Для уксусной кислоты: слева 
кросс-пик протонов субъединицы А с углеродом субъединицы В, справа - кросс-пик протонов 
субъединицы В с углеродом субъединицы А.  



ISSN 2415-7058.  Вестник ДонНУ. Сер. А: Естественные науки. – 2018. – № 2 

68 Гребенюк С.А., Хилько С.Л., Прокопьева Т.М., Михайлов В.А. 

с атомом углерода С(1) субъединицы А, и существенно менее выгодные – для 
взаимодействия метиленовых протонов субъединицы А с атомом углерода С(3) 
субъединицы В. Для обеспечения этих условий [25] метиленовые протоны 
субъединицы В должны принять преимущественно пери-конформацию относительно 
атома углерода С(1), а метиленовые протоны субъединицы А – преимущественно гош-
конформацию относительно относительно атома углерода С(3). Один из возможных 
вариантов структуры оксима 1 представлен на рис. 1, б. На этом рисунке атомы 
водорода метиленовой группы субъединицы В в среднем син-перипланарны атому 
углерода С(1). Соответственно, атом азота N(1`) антиперипланарен атому С(1), при 
этом он оказывается в плоскости C=N-связи (фрагмент выделен жирным). Гош-
конформация атомов водорода метиленовой группы субъединицы А автоматически 
означает, что вся эта субъединица оказывается вне плоскости C=N-связи. 

Из этих рассуждений следует, что дикатион оксима 1 принимает в воде такую же 
усредненную во времени конформацию, как и в уксусной кислоте (рис. 1, б). В этом 
случае различия в спектрах ЯМР могут быть обусловлены только различным строением 
ионного агрегата. 

В отсутствие растворителя имидазолиевые дикатионы весьма сильно 
взаимодействуют с противоионами [26], а в растворах – с донорами и акцепторами 
водородной связи [27]. Взаимодействие с сорастворенными кислотами может 
оказывать разнонаправленное влияние на химические сдвиги протонов в положениях 2 
и 4(5) имидазолиевого цикла [28]. При использованных концентрациях солеобразный 
дихлорид оксима не может существовать в водном растворе (как и в уксусной кислоте) 
в виде свободных ионов. Вероятно, в растворе уксусной кислоты противоанионом в 
агрегате выступает ацетат-анион (ввиду его большого избытка). Косвенно эта версия 
подтверждается отсутствием изменений в спектре при замене хлорид-иона на ацетат-
ион [20].  

Можно обоснованно предполагать, что в этих двух средах (вода и уксусная 
кислота) дикатион оксима 1 сольватирован молекулами растворителя, в первую 
очередь за счет водородных связей. Склонность имидазолиевых катионов к 
образованию водородных связей типа C-H…An- хорошо известна [27–30]. Вода по 
сравнению с уксусной кислотой характеризуется более высокой основностью и 
меньшей кислотностью (pKBH = -2.3 и -6.8; pKa = 7.0 и 4.76 [31]), а также меньшим 
размером частиц. В совокупности это обеспечивает большую эффективность сольватации 
катиона. Как показывают детальные исследования смесей воды с различными 
производными имидазолия, все водородные заместители в кольце имидазола и в мезо-
положениях вовлечены в водородные связи с молекулами воды [30].  

В водном растворе ионный агрегат образован, вероятно, гидратированным 
катионом и гидратированными анионами хлора. В этой рыхлой структуре вклад 
внутримолекулярных водородных связей становится несущественным (поскольку все 
потенциальные доноры и акцепторы водородной связи вовлечены во взаимодействие с 
молекулами воды), и различия между дистальными фрагментами субъединиц А и В 
сглаживаются.  

Для проверки этой гипотезы интересно было бы рассмотреть поведение оксима 1 
в апротонных растворителях, слабо сольватирующих анион. 

Выводы. 
1. В водном растворе сохраняется неэквивалентность двух имидазол-содержащих 

фрагментов оксима 1, как и в уксусной кислоте. 
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2.  В водном растворе, вероятно, реализуется та же преимущественная 
конформация оксима 1, что и в уксусной кислоте – субъединица А принимает гош-
конфигурацию, субъединица В – пери-конформацию (син- или анти-). 

3.  Разница в спектрах ЯМР оксима 1 в воде и в уксусной кислоте обусловлена 
отличиями в строении сольватной оболочки. 

4. Выявленные структурные особенности строения молекулы оксима 1, взятого в 
качестве модельного соединения мостикового фрагмента имидазолиевых дикатионных 
ПАВ, позволят обоснованно судить о поверхностной активности водных растворов 
таких димерных ПАВ на границах раздела фаз и каталитической активности их 
мицеллярных сред в нуклеофильных реакциях. 
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STRUCTURE PECULIARITIES OF IMIDAZOLIUM OXIMES IN SOLUTIONS. 
II. 1,3-BIS(3`-METHYLIMIDAZOLIUM-1`-YL)-2-HYDROXIMINOPROPANE DICHLORIDE  

IN AQUEUS SOLUTION 
 
S.A. Grebeniuk, S.L. Khil’ko, T.M. Prokop’eva, V.A. Mikhailov 
 

Possible conformations of 1,3-bis(3-methylimidazolium-1-yl)-2-hydroximinopropane dichloride in an 
aqueous solution have been evaluated by NMR 1H, 13C, HSQC, and HMBC methods. Discrepancies and 
resemblances with acetic acid solutions were revealed and discussed. 

Keywords: oxime; imidazolium; dication conformations and coordination sphere; 1H, 13C, 2D NMR. 
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МИЦЕЛЛЯРНЫЕ ЭФФЕКТЫ ДИМЕРНЫХ КАТИОННЫХ ПАВ  
В РЕАКЦИЯХ ЩЕЛОЧНОГО ГИДРОЛИЗА 4-НИТРОФЕНИЛОВЫХ  

ЭФИРОВ ДИЭТИЛФОСФОНОВОЙ, ДИЭТИЛФОСФОРНОЙ  
И ТОЛУОЛСУЛЬФОНОВОЙ КИСЛОТ 

 
© 2018.   Т.М. Зубарева, Т.С. Гайдаш, Н.Г. Разумова, Б.В. Панченко, Т.М. Прокопьева, 

В.А. Михайлов 
 
 
Изучен щелочной гидролиз ацилсодержащих субстратов (4-нитрофениловые эфиры 

диэтилфосфоновой, диэтилфосфорной и толуолсульфоновой кислот) в присутствии димерного 
катионного поверхностно-активныго вещества (ПАВ). Необычный характер изменения мицеллярных 
эффектов ПАВ в реакциях расщепления эфиров (kнабл., с

-1: сульфонат > фосфонат  фосфат) 
проанализирован с точки зрения взаимосвязи «структура субстрата / ПАВ – мицеллярный катализ». 
Увеличение скорости щелочного гидролиза в мицеллах контролируется как нуклеофильностью ОН– -
иона, так и с эффективностью солюбилизации субстратов. 

Ключевые слова: димерные катионные ПАВ; ацилсодержащие субстраты; мицеллярные эффекты; 
концентрирование реагентов. 

 
 
Введение. Огромный интерес, проявляемый в последние десятилетия к синтезу и 

изучению свойств димерных ПАВ (в англоязычной литературе используется термин 
Gemini surfactants) и организованных наноразмерных системах (ОНС) на их основе, 
вызван уникальностью физико-химических характеристик таких соединений. Это, 
прежде всего, аномально низкие критические концентрации мицеллообразования, на 
один-два порядка меньше, чем для соответствующих мономерных ПАВ, снижение 
поверхностного натяжения водных растворов и более эффективная солюбилизация 
труднорастворимых в воде соединений, мицеллярный полиморфизм в относительно 
узком интервале концентраций и т. д. [1, 2]. Кроме того, согласно требованиям 
«зеленой» химии [3], химические процессы, в том числе, и процессы разложения 
субстратов-экотоксикантов следует проводить в «мягких» условиях с использованием 
недорогих и малотоксичных растворителей. С этой точки зрения наиболее 
предпочтительным растворителем является вода, однако большинство субстратов-
экотоксикантов (например, ФОС) в ней плохо растворимы. Эта проблема может быть 
решена с помощью добавок мицеллообразующих ПАВ. Использование димерных ПАВ 
не только позволяет решить проблему солюбилизации субстратов, но и дает 
возможность повысить наблюдаемые скорости реакций при крайне низких 
концентрациях ПАВ. Конструирование новых ОНС напрямую связано с контролем 
реакционной способности участников реакции, морфологии наноагрегата и свойствами 
микроокружения [4, 5]. Однако, если для мономерных ПАВ характер их влияния на 
скорость реакций переноса ацильной группы изучен достаточно хорошо, то 
реакционная способность нуклеофильных реагентов в присутствии мицелл димерных 
ПАВ исследована менее детально [6–8]. 

Щелочной гидролиз ацилсодержащих субстратов в ОНС на основе димерных 
катионных ПАВ – один из наиболее простых путей регулирования скорости реакции: 
только варьируя рН среды можно существенно изменить концентрацию гидроксид-
аниона и величину kнабл., с

-1. Анализ мицеллярных эффектов ПАВ проведен в процессах 
расщепления эфиров I – III (рис. 1).  
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Рис. 1. Структурные формулы  эфиров диэтилфосфоновой (I), диэтилфосфорной  (II) и  
толуолсульфоновой (III ) кислот 

 

Такой выбор субстратов дает возможность установить закономерности 
взаимосвязи «структура эфира – мицеллярные эффекты» и оценить роль факторов, 
ответственных за изменение наблюдаемой скорости при переносе процесса из воды в 
мицеллярную псевдофазу. При этом следует иметь в виду: мицеллярные эффекты 
зависят не только от природы субстрата, но и от физико-химических свойств ПАВ. 
Мицеллярные эффекты ряда димерных ПАВ IV–VI (рис. 2) и мономерного ЦТАБ в 
реакциях щелочного гидролиза субстрата I детально исследовано в работе [9]. При 
этом было продемонстрировано, что увеличение наблюдаемых скоростей максимально 
в случае ОНС на основе ПАВ IV (рис. 3). 

Именно по этой причине изучение щелочного гидролиза эфиров II и III проведено в 
присутствии димерного ПАВ IV. 
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Рис. 2. Структурные формулы димерных катионных детергентов (IV–VI) 
 

 

 
IV – , V – , VІ – , ЦТАБ – ; рH = 10; 25 oC. 

Рис. 3. Зависимость наблюдаемых констант скорости (kнабл., c
-1) от концентрации ПАВ  

           (с0, моль/л) для щелочного гидролиза эфира I  в ОНС на основе димерных ПАВ 
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Экспериментальная часть. Получение и очистка субстратов описаны в [10]. 
Синтез детергента IV осуществляли следующим образом: смесь аминоспирта, 
полученного взаимодействием диглицидного производного D,L-камфорной кислоты с 
5-кратным избытком диметиламина в метаноле с последующим высушиванием под 
вакуумом, нагревали с 1-бромгексадеканом (7 % избыток) в ацетонитриле (10–20 %) в 
ампуле в течение 10 ч при 120 оС. Осадок отфильтровывали, кристаллизовали из 
безводного ацетонитрила и высушивали под вакуумом. Выход продукта I – 81%. Т пл. 
52–55 оС. Структура соединения подтверждена данными спектроскопии ЯМР1Н и 
элементного анализа. 0,84 т (6H, 2щ-CH3, J 6,6 Гц), 1,13–1,34 м (65H, средняя часть цепи 
и 3CH3, цикл в спейсере), 1,52–1,78 м (4H, 2б-CH2), 2,89 т (1Н, J 9,2 Гц), 3,09 с (12H, 4CH3-
N), 3,21–3,39 м (10H, 2CH2–N, 2CH–OH и 2CH2–O), 4,85–4,08 м (4H). Найдено, %: 
C 61,78; H 10,32; Br 15,88; N 2,73. C52H104Br2N2O6. Вычислено, %: C 61,64; H 10,35; 
Br 15,77; N 2,76. 

Для приготовления растворов использовали бидистиллированную воду. Все растворы 
готовили непосредственно перед проведением кинетических измерений. Необходимые 
значения рН устанавливали при 25 оС с использованием боратного буфера. Для измерения 
рН использовали рН-метр «Metrohm 744» (Швейцария). Контроль за ходом реакции 
осуществляли спектрофотометрически по накоплению  4-нитрофенолят-иона (вода, 25 оС, 
400–410 нм; спектрофотометр Genesys 10 S UV-VIS, Thermo Electron Corp). Метод расчета 
наблюдаемых констант скорости псевдопервого порядка (kнабл., с

–1), детальное описание 
методики проведения кинетического эксперимента, а также метод спектрофото-
метрического определения величин рКа приведены в работах [10–14]. 

Результаты и их обсуждение. Ранее было показано [9]: мицеллы ПАВ IV слабо 
связывают противоионы, что позволяет молекулам воды эффективно проникать в глубь 
мицеллы и таким образом способствовать протеканию реакции солюбилизированных 
мицеллой гидрофобных субстратов с малыми гидрофильными ионами (гидроксид-ион, 
неорганические -нуклеофилы), хорошо растворимыми в воде. Несомненным 
достоинством детергента IV является его химическая разлагаемость (щелочной гидролиз в 
течение нескольких дней), то есть данное ПАВ, вероятно, можно отнести к 
биоразлагаемым соединениям. Такие физико-химические свойства ПАВ IV еще раз 
свидетельствуют о перспективности изучения влияния мицеллообразования на реакционную 
способность различных нуклеофильных реагентов в процессах разложения субстратов, в том 
числе, и экотоксикантов. 

На рис. 4 и 5 представлены зависимости kнабл. – рН при с0 = const и kнабл. – с0 при 
постоянном рН для расщепления субстратов I–III в присутствии мицелл димерного ПАВ IV. 
Наблюдаемые константы скорости в присутствии мицелл IV возрастают как с увеличением 
рН среды, так и концентрации детергента. В условиях эксперимента щелочной гидролиз 
протекает по двум параллельным маршрутам в мицеллярной (м.) и водной (в.) фазах с 
константами скорости второго порядка ì.

2k и â.
HOk , л/(мольс), характеризующими 

нуклеофильную реакционную способность гидроксид-иона в воде и мицеллах ПАВ, 
соответственно (см. схему 1).  

 

(S)в.     +     (HO-)в.

(S)м.     +     (HO-)м.

PS PHO- Продукты
 реакции

k2
в.

м.
k2

 

      (1)  
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При этом распределение субстрата и реагента между водной и мицеллярной псевдофазой, 
описываются соответствующими коэффициентами распределения (уравнение 2): 

 

PS = [S]м. / [S]в          (2)   

PНО- = [НО-]м. / [НО
-]в. 
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Рис. 4. Зависимость наблюдаемых констант скорости 
(kнабл., c

-1) от кислотности среды для  щелочного 
гидролиза субстратов I и III в ОНС на основе 
димерного ПАВ IV 

                 Боратный буфер, 25 oС. 
Рис. 5. Зависимость наблюдаемых констант 
скорости (kнабл., с

-1) от концентрации ПАВ 
(с0, моль/л) для щелочного гидролиза эфира III в 
ОНС на основе ПАВ IV при различных 
значениях рН 

 

Для обработки результатов кинетических измерений была использована 
псевдофазная распределительная модель (ПРМ). С учетом схемы (1) и уравнения (2) 
наблюдаемая скорость реакции (kнабл., с

-1) в рамках ПРМ подчиняется следующему 
выражению: 
 

0
-HOS

â.
2-HOSì.

0
-HOS

â.
2-HOSì.

ì.
2

íàáë. ][HO
))(1(1

][HO
))(1(1

)/(
 











cKcK

kcKKk

cKcK

kcKKVk
k ,    (3)

 

где с =с0  – ККМ, моль/л (ККМ – критическая концентрация мицеллообразования); с0  –
 аналитическая концентрация ПАВ; Vм., л/моль – парциальный мольный объем ПАВ; 
KS  РS ·Vм. и KHO-  РНО- ·Vм., л/моль – константы связывания субстрата и нуклеофила;  

â.
2k  и ì.

2k , л/(мольс) – константы скорости второго порядка, характеризующие 

нуклеофильность НО--иона в воде и мицеллярной псевдофазе; kм = ( ì.
2k /Vм.), с

–1 – 
приведенная константа скорости реакции в мицеллярной псевдофазе.  

Во всем изученном интервале концентраций полученные кинетические данные 
хорошо описываются уравнением (3). 
 Величина парциального мольного объема в случае ПАВ IV полагалась равной 
0,5 моль/л, как предложено ранее [15]. Для ЦТАБ использовано общепринятое значение 
Vм. = 0,37 моль/л. Константа связывания гидроксид-иона КHO- принималась постоянной и 
равной 30 моль/л [16]. Столь низкое значение (KHO-) обусловлено, прежде всего, тем 
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обстоятельством, что концентрирование гидрофильного гидроксид-иона определяется, в 
первую очередь, кулоновскими взаимодействиями, в то время как солюбилизация 
электронейтральных субстратов типа I–III – гидрофобными свойствами. 

В таблице приведены физико-химические характеристики и мицеллярные 
эффекты в реакциях щелочного гидролиза эфиров I–III в ОНС на основе ПАВ IV.  
 

Таблица   
Мицеллярные каталитические эффекты ОНС на основе ПАВ IV в реакциях 

щелочного гидролиза эфиров I–III 

 
Субстрат 

 
рН 

м.
2k 1, 

л /(мольс) 
KS,1 

л/моль 

â.
2k 2, 

л /(мольс) 

â.
2

ì.
2 kk  .â

.íàáë
.ì

.íàáë kk 3 

I 10,7 0,13 100  10 0,15 1,2 64 
II 11,0 0,13 100  30 0,01 13 870 
 

III 
10,5 0,006 2200  150  

0,01 
0,6  

3000 11,0 0,013 1950  150 1,3 
11,5 0,017 1400  80 1,7 

           Примечания: 
           1.  Рассчитаны по уравнению 3. 
           2. Приведены в работе [17]. 

           3. Наблюдаемые константы скорости ì.
.íàáëk определены при с0 = 0,01 моль/л.  

 
Рассчитанные в рамках выбранной модели константы связывания субстратов 

составляют 100–150 л/моль (эфиры I, II) и  1500–2000 (эфир III), что меньше, чем в 
случае ЦТАБ в тех же экспериментальных условиях ( 300, 250 и 3000, для эфиров I, II 
и III соответственно [9, 18]). Такой характер изменения KS может быть связан с рядом 
причин. Во-первых, как обсуждалось выше, мицеллы IV характеризуются насыщенной 
водой «рыхлой» мицеллярной поверхностью, что может снижать солюбилизирующую 
способность мицелл данного ПАВ по отношению к гидрофобным субстратам. С другой 
стороны, такая структура мицелл может способствовать лучшему сближению малых 
гидрофильных ионов с солюбилизатом, что находит свое отражение в больших 
величинах наблюдаемых эффектов. Во-вторых, соединение IV хорошо растворимо в 
воде, вплоть до величин, на 2 порядка превышающих ККМ. Как известно [2, 5], 
большинство катионных димерных ПАВ образуют агрегаты более высокого порядка 
при достаточно низких концентрациях. Нельзя исключить того, что рост концентрации 
ПАВ IV сопровождается морфологической перестройкой агрегатов, и в таком случае 
величины констант связывания (как и значения Vм.) следует принимать с определенной 
долей осторожности. Эффективность солюбилизации субстратов, характеризуемая 
константами связывания КS, л/моль уменьшается в ряду КS (III) >> КS (I)  КS

 (II). 
Такой порядок изменения значений КS традиционен и для ОНС не только на основе 
димерных, но и мономерных ПАВ, исследованных в работах [10–14, 17]. При анализе 
кинетических данных константа связывания гидроксид-иона (KHO-) принималась 
постоянной (30–50 л/моль) [9, 10].  

Нуклеофильность гидроксид-иона охарактеризована константами скорости 
второго порядка ì.

2k  = kм.  Vм.. Порядок изменения реакционной способности в 

мицеллярной псевдофазе несколько отличается от такового в воде: ì.
2k  (I)  ì.

2k (II)  

10 ì.
2k (III) и â.

2k (I)  10 â.
2k  (II или III) (см. табл.). Обычно, например, в мицеллах 

функционализированных ПАВ для фосфоната I наблюдаются максимальные значения 
ì.
2k  в отличие от щелочного гидролиза эфиров I–III в присутствии детергента IV. При 
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этом остается не ясным, почему нуклеофильность НО– -иона по отношению к 
фосфонату I и фосфату II в мицеллярной псевдофазе ì.

2k  близки. Вряд ли наблюдаемый 
эффект связан с кардинальными изменениями 
структуры переходного состояния. 
Мицеллярные эффекты ПАВ IV в принципе 
согласуются с характером изменения 
констант связывания субстратов I–III и 
нуклеофильностью гидроксид-аниона в 
процессах щелочного гидролиза. Таковые 
достигают максимума для эфира III и 
уменьшаются при переходе к фосфонату I и 
фосфату II (см. рис. 6). Следует подчеркнуть, 
что рост наблюдаемых скоростей реакций 
щелочного гидролиза эфиров I–III при 
переносе процесса в мицеллы ПАВ IV 
обеспечивается преимущественно за счет 
эффектов концентрирования реагентов. 
Исключение составляет взаимодействие 
гидроксид-иона с эфиром II. Действительно, 
если сравнить значения â.

2
ì.
2 kk и .â

.íàáë
.ì

.íàáë kk , 

можно прийти к выводу, что в этом случае концентрирование реагентов – не  
единственный фактор, ответственный за увеличение скорости (см. табл.). Неординарный 
характер изменения мицеллярных эффектов для щелочного гидролиза субстратов I–III 
требует учета дополнительных факторов, влияющих на величину .â

.íàáë
.ì

.íàáë kk , и прежде 

всего различия в локализации субстратов в мицеллярной псевдофазе. 
 Выводы. Установлено, что щелочной гидролиз 4-нитрофениловых эфиров 
диэтилфосфоновой (I), диэтилфосфорной  (II) и толуолсульфоновой (III) кислот 
протекает в присутствии димерного ПАВ (IV) по двум параллельным маршрутам – в 
воде (в.) и мицеллярной псквдофазе (м.). 
 Показано, что эффективность солюбилизации субстратов возрастает в ряду: 
КS (I)  КS (II)  КS (III) и напрямую зависит от гидрофобных свойств эфира. 
Нуклеофильность гидроксид-иона изменяется в следующем порядке: ì.

2k (I)  ì.
2k (II) > 

> ì.
2k (III). 

 Продемонстрировано, что мицеллярные эффекты уменьшаются  при переходе от 
тозилата (III) к фосфату (фосфонату) и в случае щелочного гидролиза эфира (III) 
достигают  103 раз. Основным фактором, ответственным за увеличение наблюдаемых 
скоростей реакции выступают эффекты концентрирования реагентов. 
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MICELLAR EFFECTS OF DIMERIC CATIONIC SURFACE ACTIVE COMPOUNDS  
IN ALKALINE HYDROLYSIS OF 4-NITROPHENYL ESTERS OF DIETHYL  

PHOSPHONIC, DIETHYL PHOSPHORIC AND TOLUENESUOLFONIC ACIDS 
 

T.M. Zubareva, T.C. Gaidash, N.G. Razumova, B.V. Panchenko, T.M. Prokop’eva, V.A. Mikhailov 
 

Alkaline hydrolysis of acyl substrates (4-nitrophenyl esters of diethylphosphonic, diethyl phosphoric and 
toluenesulfonic acids) in the presence of dimeric cationic surface-active compound (surfactant) was studied. 
Nonconventional behavior of micellar effects in ester decomposition (kobs, s-1: sulfonate > phosphonate  
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 phosphate) was examined in terms of «substrate/surfactant structure – micellar catalysis» relationship. An 
increase in the rate of alkaline hydrolysis in micelles is controlled both by ОН– -ion nucleophilicity and 
efficiency of substrate solubilization. 

Keywords: dimeric cationic surface active compounds; acyl substrates; micellar effects; reagent 
concentrating. 
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Целью данной работы являлся расчет логарифмов термодинамических констант 
процессов образования гетерополивольфрамоиттербиатов (ГПВИ) на основании 
полученных ранее данных рН-потенциометрического титрования [7] и дальнейшее 
определение величин стандартной энергии Гиббса образования пента- и 
декавольфрамоиттербиат-анионов. 

Методика эксперимента. Для расчета термодинамических характеристик 
образования ГПВИ использовали результаты компьютерного моделирования ионных 
равновесий гетерополивольфрамоиттербиат-анионов в растворах с общей 
концентрацией 9-

10 36

-3

YbW O
C =1×10 M  (фоновый электролит NaNO3, I=0,1÷1,2) на основании 

полученных данных рН-потенциометрического титрования [7]. 
В качестве термодинамической модели процессов, протекающих в водных 

растворах, использовали разработанную Pitzer [8] модель, позволяющую учитывать 
характерные ионные взаимодействия в исследуемой системе. Данный метод 
рекомендован IUPAC для расчета термодинамических характеристик по данным рН-
потенциометрии и позволяет учесть влияние природы фонового электролита, а 
рассчитанные величины хорошо сопоставимы с экспериментальными данными [9]. К 
преимуществам данного метода относится возможность описания свойств 
многокомпонентных систем небольшим числом параметров и в широком диапазоне 
концентраций. Воздействие ионов солевого фона описывается при помощи 
стехиометрических коэффициентов активности, которые определяют константы в 
выражении закона действия масс для исследуемых реакций [10]. 

Для реакции общего вида: 

1

0
s

i i
i

n A


    i=1, 2, 3, …, s, 

где s – число реагентов, νi – стехиометрические коэффициенты, Аi – реагенты. 
Уравнение Дебая-Хюккеля было расширено введением в расчет коэффициентов 
активности и параметров, учитывающих взаимные влияния ионов: 

1
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В приведенных уравнениях Аφ – коэффициент Дебая-Хюккеля для осмотической 
функции (Аφ = 0,3921 при Т = 298 К); b – параметр модели Питцера; I – ионная сила 
раствора; mj, mk – моляльности ионов солевого фона (индекс j относится к катионам; k 
– к анионам); NK, NA – числа катионов и анионов фона соответственно, N – суммарное 
количество ионов; zl – заряд l-ионов. Величины λil и λ/

jk определяются выражениями: 
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где параметры (1)
il

(0)
il β ;β  – характеристики, учитывающие взаимодействия ионов 

различных сортов между собой, значения данных величин приведены в работе [11]. 
С учетом всех описанных параметром уравнение для расчета lgK имеет вид: 

 
2

1 22
1 1

1 2 4
lg lg (1 )exp( ) 1

ln10 2 ln10 ln10

NK NA
m T

j k jk
j k

z
K f m m K B I B I I   

 

            
 , 

где В1 и В2 подгоночные параметры, являющиеся мерой электростатического и 
короткодействующего взаимодействия, соответственно: 
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1 1
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m
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Логарифм термодинамической константы равновесия и параметры В1 и В2 
определяли линейным методом наименьших квадратов по экспериментальным lgKm 
для разных ионных сил. Качество аппроксимации оценивали остаточной дисперсией: 

 22

1

1
(lg ) (lg )

3

P
m эксп m расч
p p

p

S K K
Р 

 
  , 

где р – количество измерений. 
Анализ результатов. В ходе моделирования процессов, протекающих в 

растворах ГПВИ, было определено, что в кислой области ( +H
Z <5,68) происходит 

образование анионов HnYbW10O36
(9-n)– (n = 1÷4), а в щелочной ( -OH

Z <3,97) – 

НmYbW5O18
(3-m)– (m = 0; 2) [7]. Используя полученные ранее величины 

концентрационных констант для данных процессов, по методу предложенному Pitzer 
рассчитали величины логарифмов термодинамических констант и остаточных 
дисперсий (табл. 1). 
 

Таблица 1 
Значения логарифмов термодинамических констант (lgKТ) процессов, 
протекающих в системе YbW10O36

9- при 
9-

10 36

-3

YbW O
C =1×10 M  (фоновый  

электролит NaNO3), и величины остаточных дисперсий (S2) 

№ Процесс lgKT±δ (S2) 

1 YbW10O36
9- + H+ ↔ HYbW10O36

8- 7,81±0,23 (5,8·10-3) 
2 YbW10O36

9- + 2H+ ↔ H2YbW10O36
7- 14,51±0,34(1,2·10-2) 

3 YbW10O36
9- + 3H+ ↔ H3YbW10O36

6- 21,02±0,47 (1,2·10-1) 
4 YbW10O36

9- + 4H+ ↔ H4YbW10O36
5- 24,98±1,32 (2,1·10-1) 

5 YbW10O36
9- + 2OH- ↔ H2YbW5O18

- + 5WO4
2- -7,56±0,04 (7,1·10-3) 

6 YbW10O36
9- + 4OH- ↔ YbW5O18

3- + 5WO4
2- + 2H2O -21,04±0,10 (1,7·10-2) 

7 YbW10O36
9- + 8OH- ↔ Yb3+ + 10WO4

2- + 4H2O -56,53±0,41 (2,1·10-1) 
 
Интерес представлял расчет константы процесса образования YbW10O36

9- из 
мономерных ионов WO4

2- и Yb3+, протекающий по схеме: 

Yb3+ + 10WO4
2- + 8H+ ↔ YbW10O36

9- + 4H2O, 

для которого константа равновесия имеет вид: 

ሺ଼ሻ்ܭ ൌ
ሾܻܾ ଵܹܱଷ

ଽିሿ
ሾܻܾଷାሿሾܹ ସܱ

ଶିሿଵሾܪାሿ଼
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Используя аддитивность термодинамических функций и соответствующих им 
химических уравнений, величина lgKT8 была рассчитана из значений lgKT7 и величины 
ионного произведения воды (при t = 25°C, KW = 1,27·10-14): 

YbW10O36
9- + 8OH- = Yb3+ + 10WO4

2- + 4H2O  lgKT(7) 

H2O = H+ + OH-       lgKW (×8) 

Yb3+ + 10WO4
2- + 8H+ ↔ YbW10O36

9- + 4H2O   lgKT(8) 

lgKT(8) = –(lgKT(7) + 8lgKw) = –(–56,53 + 8·(–13,90)) = 167,70±0,41 

Расчет величин логарифмов термодинамических констант образования в 
различной степени протонированных ГПВИ осуществляется комбинацией уравнений 
реакций и соответствующих величин lgKT (табл. 1). 

Yb3+ + 10WO4
2- + 8H+ ↔ YbW10O36

9- + 4H2O   lgKT(8) 

YbW10O36
9- + H+ ↔ НYbW10O36

8-    lgKT(1) 

Yb3+ + 10WO4
2- + 9H+ ↔ НYbW10O36

8- + 4H2O  lgKT(9) 

lgKT(9) = lgKT(8) + lgKТ(1) = 175,51±0,47 

Расчет логарифмов констант образования пентавольфрамоиттербиатов из 
мономерных ионов WO4

2- и Yb3+ также осуществляется путем сложения 
соответствующих термодинамических констант: 

Yb3+ + 10WO4
2- + 8H+ ↔ YbW10O36

9- + 4H2O   lgKT(8) 

YbW10O36
9- + 4OH- ↔ YbW5O18

3- + 5WO4
2- + 2H2O  lgKT(6) 

Yb3+ + 5WO4
2- + 4H+ ↔ YbW5O18

3- + 2H2O   lgKT(13) 

lgKT(13) = lgKT(8) + lgKТ(6) = 146,66±0,42 

Полученные величины процессов образования ГПВИ обобщены в табл. 2. 
 

Таблица 2 
Значения логарифмов термодинамических констант (lgKT), стандартной энергии Гиббса  

(ΔGo
р-ции, кДж) реакций образования ГПВИ и величины погрешностей (δ) 

№ Процесс lgKT±δ (S2) ΔG°р-ции±δ 
8 Yb3+ + 10WO4

2- + 8H+ ↔ YbW10O36
9-+ 4H2O 167,70±0,41 -957,18±2,34 

9 Yb3+ + 10WO4
2- + 9H+ ↔ HYbW10O36

8-+ 4H2O 175,51±0,47 -1001,76±2,68 
10 Yb3+ + 10WO4

2- + 10H+ ↔ H2YbW10O36
7-+ 4H2O 182,21±0,53 -1040,00±3,04 

11 Yb3+ + 10WO4
2- + 11H+ ↔ H3YbW10O36

6-+ 4H2O 188,72±0,62 -1077,16±3,56 
12 Yb3+ + 10WO4

2- + 12H+ ↔ H4YbW10O36
5-+ 4H2O 192,68±1,38 -1099,76±7,89 

13 Yb3+ + 5WO4
2- + 4H+ ↔ YbW5O18

3- + 2H2O 146,66±0,42 -837,09±2,41 
14 Yb3+ + 5WO4

2- + 6H+ ↔ H2YbW5O18
- + 2H2O 160,14±0,41 -914,03±2,35 

 
Как видно из полученных данных, по мере уменьшения заряда гетерополианиона 

величины логарифмов констант образования HnYbW10O36
(9-n)– (n = 1÷4) возрастают, 

однако характер подобных изменений неоднороден. Построенная зависимость lgKT от 
величины заряда комплексного иона (рис. 2) позволила определить регрессионную 
функцию lgKT = az2 + bz + c и коэффициент смешанной корреляции (R2), 
показывающий соответствие между корреляционной кривой и экспериментальными 
данными. Полученная полиноминальная зависимость делает возможным 
спрогнозировать величины логарифмов констант реакций образования ГПВИ с 
другими зарядами. 
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Использование уравнения изотермы 
химической реакции: ΔG° = –RT·lnKТ и 
значений логарифмов констант реакций 
образования ГПВИ, позволили рассчитать 
значения энергии Гиббса для данных 
процессов (табл. 2): 

ΔG° = –8,314·10-3·298·2,303·lgKT = –5,707·lgKT 

Тем не менее, интерес представляли 
величины изобарно-изотермического 
потенциала образования отдельных 
гетерополианионов состава HnYbW10O36

(9-n)- 
(n=0÷4) и HmYbW5O18

(3-m)- (m=0; 2). Для расчета 
использовали следствие из закона Гесса: 

∆Gр-ции
о =∑∆Gпрод.

о –∑∆Gреаген.
о , 

которое для каждой отдельной реакции имеет строго заданный вид, определяющийся 
природой и количеством частиц, принимающих участие в реакции. 

Для реакции образования декавольфрамоиттербиата из мономерных ионов, 
протекающей по уравнению 8 (табл. 2), выражение для расчета стандартной энергии 
Гиббса имеет вид: 

∆Gр-ции
о = ൬∆G

YbW10O36
9-

о +4∆GH2O
о ൰ – ൬∆GYb3+

о +10∆G
WO4

2-
о +	∆GH+

о ൰= –957,18±2,34 кДж. 

Величина стандартной энергии Гиббса образования YbW10O36
9-, учитывая, 

что	∆GH+
о  = 0 кДж/моль, соответственно имеет вид: 

∆G
YbW10O36

9-
о =∆Gр-ции

о +∆GYb3+
о +10∆GWO4

2-
о -4∆GH2O

о = -9992,71±4,03 кДж/моль. 

При расчете использовались стандартные значения изобарно-изотермических 
потенциалов: ∆GYb3+

о =	–664,43 кДж/моль; ∆G
WO4

2-
о =	–931,36	кДж/моль; 

∆GH2O
о =	–237,25	кДж/моль [12]. 
Образование протонированных декавольфрамоиттербиат-ионов описывается 

общей схемой: 

Yb3+ + 10WO4
2- + (8+n)H+ ↔ HnYbW10O36

(9-n)- + 4H2O  (n=1÷4), 

согласно которой значения стандартной энергии Гиббса реакции и образования ГПВИ 
соответственно рассчитываются по уравнениям: 

∆Gр-ции
о = ቀ∆G

HnYbW10O36
ሺ9-nሻ-

о +4∆GH2O
о ቁ –(∆GYb3+

о +10∆GWO4
2-

о +ሺ8+nሻ ∆GH+
о ) 

∆G
HnTbW10O36

ሺ9-nሻ-
о =	∆Gр-ции

о +∆GTb3+
о +10∆GWO4

2-
о – 4∆GH2O

о  

Аналогичным образом рассчитываются значения ∆Gр-ции
о  и ∆Gобр.

о  

пентавольфрамоиттербиат-ионов: 

Yb3+ + 5WO4
2- + (4+m)H+ ↔ HmYbW5O18

(3-m)- + 2H2O  (m = 0; 2); 

∆Gр-ции
о = ൬∆G

HmYbW5Oభఴ
ሺ3‐mሻ-

о +2∆GH2O
о ൰ –(∆GYb3+

о +5∆G
WO4

2-
о +ሺ4+mሻ ∆GH+

о ); 

Рис. 2. Зависимость lgKT от величины заряда 
аниона HnYbW10O36

(9-n)- (n=0÷4):  
lgKT=-0,56z2–1,58z+199,02 (R2=0,99) 
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∆G
HmYbW5Oభఴ

ሺ3‐mሻ-
о =	∆Gр-ции

о +∆GYb3+
о +5∆G

WO4
2-

о – 2∆GH2O
о . 

Полученные величины стандартной энергии Гиббса образования гетерополи-
вольфрамоиттербиатов приведены в табл. 3. 

 
Таблица 3 

Значения стандартной энергии Гиббса (ΔG°обр., кДж/моль) образования ГПВИ 
и величины погрешностей (δ) 

№ Анион ΔG°обр., кДж/моль № Анион ΔG°обр., кДж/моль 
1 YbW10O36

9- -9992,71±4,03 5 H4YbW10O36
5- -10135,29±8,54 

2 HYbW10O36
8- -10037,29±4,24 6 YbW5O18

3- -5690,32±4,07 
3 H2YbW10O36

7- -10075,53±4,47 7 H2YbW5O18
- -5767,26±4,03 

4 H3YbW10O36
6- -10112,69±4,84    

 
С целью подтверждения термодинамической возможности переходов ионных 

форм в растворах ГПВИ по предложенной ранее последовательно-параллельной схеме 
были рассчитаны значения свободной энергии Гиббса для соответствующих реакций. 
При расчете учитывался только термодинамический аспект, то есть превращения ионов 
при изменении кислотности, и не учитывался кинетический аспект – изменение 
состояния ионов во времени. 

При составлении схемы равновесных переходов и проведении вычислений 
принимались во внимание следующие особенности поведения полиоксометаллатных-
анионов в растворах: 

1. Гетерополивольфраматы структурного типа Peacock-Weakly образуются из 
изополивольфраматов с октаэдрическим вольфрам-кислородным окружением, а не их 
тетраэдрического WO4

2-, поэтому при небольших значениях кислотности вероятным 
представляется образование промежуточного аниона W6O20(ОН)2

6- из исходного 
ортовольфрамат-аниона [13] на начальной стадии: 

WO4
2- + 6H+ ↔ W6O20(OH)2

6- + 2H2O, 
∆Gр-ции

о 	=	∆GW6O20(OH)2
6-

о +2∆GH2O
о – ∆GWO4

2-
о =	– 304,24 кДж. 

2. Добавление катионов иттербия (+3) к раствору гекавольфрамат-аниона 
приводит к образованию пентавольфрамоиттербиат-аниона, таким образом, анион 
W6O20(OH)2

6- в растворе не накапливается и на диаграммах распределения не 
фиксируется: 

6Yb3+ + 5W6O20(OH)2
6- ↔ 6YbW5O18

3- + 6H+ + 2H2O, 

∆Gр-ции
о =

1

6
(6∆G

YbW5O18
3-

о +2∆GH2O
о –6∆GYb3+

о –5∆G
W6O20(OH)2

6-
о ),								∆Gр-ции

о =	– 610,39 кДж. 

3. Дипротонированная форма образуется по последовательно-параллельной схеме 
из апротонного иона: 

YbW5O18
3- + 2Н+ ↔ Н2YbW5O18

-, 
∆Gр-ции

о 	=	∆G
H2YbW5O18	

-
о – 	∆G

YbW5O18
3-

о ,  ∆Gр-ции
о  = – 76,94 кДж. 

4. Образование декавольфрамоиттербиатов в растворе происходит из 
пентагетероанионов и промежуточного гексавольфрамат-иона и сопровождается 
связыванием оставшихся в незначительном количестве катионов Yb3+: 

2YbW5O18
3- + 5W6O20(OH)2

6- + 2Yb3+ ↔ 4YbW10O36
9- + 6H+ + 2H2O, 
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Возможность протекания процессов в растворах ГПВИ (C
YbW10O36

9- =1×10-3M) по 

предложенной [7] последовательно-параллельной схеме подтверждена расчетом 
величин энергии Гиббса для данных процессов.  
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THERMODYNAMIC CHARACTERISTICS CALCULATIONS FOR PENTA- AND 
DECATUNGSTOYTTERBIATE-ANIONS FORMATIONS 

 
V.V. Ignatyeva, A.V. Ignatov, V.V. Morenko 

 
The Thermodynamic constants logarithms of ionic equilibria in heteropolytungstoytterbiate-anions 

solutions (C
YbW10O36

9- =1×10-3M) were determined, using the previously obtained mathematical modeling data. 

The free Gibbs energy of these processes (ΔGo), as well as values of HnYbW10O36
(9-n)- and HmYbW5O18

(3-m)-
formation from monomeric ions and ΔGo

formation of heteropolyanions were calculated. The thermodynamic 
possibility of sequential-parallel processes being assessed by the calculating of the Gibbs energy values. 

Keywords: heteropolytungstoytterbiate-anions, thermodynamic formation constants, free Gibbs energy, 
scheme ion transitions. 
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КИНЕТИКА ОКИСЛЕНИЯ ДИЭТИЛСУЛЬФИДА ПЕРОКСИДОМ  
ВОДОРОДА И ПЕРОКСОБОРАТАМИ В ПРИСУТСТВИИ ПАВ  

 
 2018.   А.К. Сигаева, В.Л. Лобачев, Т.В. Безбожная 

 
 
В водных растворах изучено влияние катионного ПАВ (цетилтриметиламмоний бромида, ЦТАБ) 

на скорость окисления диэтилсульфида (Et2S) пероксидом водорода и системой Н2О2 – В(ОН)3 при рН 
9,0 и 25 оС. Скорость реакции Et2S с Н2О2 снижается с ростом концентрации ПАВ. Окисление 
диэтилсульфида в растворах Н2О2 – В(ОН)3 катализируется ЦТАБ за счет концентрирования реактантов 
Et2S, моно-, B(O2H)(OH)-

3, и дипероксоборатов, B(O2H)2(OH)-
2 в мицеллярной фазе.  

Ключевые слова: диэтилсульфид; пероксид водорода; борная кислота; цетилтриметиламмоний 
бромид; окисление; кинетика. 
 
 

Введение. Реакции окисления органических сульфидов (RSR) широко 
используются в разложении активных компонентов пестицидов и отравляющих 
веществ [1], обессеривании углеводородного сырья и топлив [2], синтезе сульфонов и 
сульфоксидов, являющихся важными интермедиатами в получении биологически 
активных соединений и лекарств [3]. Проблема создания новых систем для быстрого 
селективного окисления RSR включает решение двух основных задач: 1) замена 
широко используемых для утилизации сульфидов токсичных и агрессивных 
производных хлорноватистой кислоты [4], HNO3 [5], KMnO4 [6], Br2 [7] и 2) выбор 
растворителей, позволяющих, с одной стороны, существенно повысить растворимость 
малорастворимых сульфидов и, с другой, сохранить высокую скорость их окисления.  

Среди многочисленных окислителей наиболее экологически чистым и дешевым 
является пероксид водорода, который, однако, сам по себе имеет низкую реакционную 
способность в реакциях c RSR. Перспективные пути активации Н2О2 – его 
превращение в пероксокислоты или генерирование на его основе гидроксильных 
радикалов. Для активации Н2О2 используют бикарбонаты [8–10], молибдаты, ванадады, 
комплексы титана, железа, вольфрама [11], гетерополикислоты [12], нитриты [13, 14] и 
другие соединения. Ранее было показано [15, 16], что в водных растворах при рН > 8 
борная кислота, В(ОН)3, является эффективным активатором Н2О2 в окислении 
диэтилсульфида (Et2S). Каталитический эффект В(ОН)3 обусловлен промежуточным 
равновесным образованием монопероксобората В(ОН)3(ООН)- (MPB) и дипероксибората 
В(ОН)2(ООН)2

- (DPB): 
 

 
 
Для повышения растворимости малорастворимых в воде сульфидов, а 

следовательно, и скорости их окисления, в том числе и в системе Н2О2 – В(ОН)3, 
используют водно-спиртовые смеси [8, 9]. Альтернативным путем увеличения скорости 
реакций гидрофобных субстратов в воде является их солюбилизация поверхностно-
активными веществами (ПАВ). В работе [17] изучено влияние нейтральных (Тритон Х-



ISSN 2415-7058.  Вестник ДонНУ. Сер. А: Естественные науки. – 2018. – № 2 

90 Сигаева А.К., Лобачев В.Л., Безбожная Т.В. 

100), анионных (додецилсульфат натрия) и катионных (цетилтриметиламмоний 
бромид, ЦТАБ) ПАВ на скорость окисления диэтилсульфида пероксидом водорода и 
пероксомонокарбонатом HCO4

-, генерируемым в системе Н2О2 – НСО3
-. Во всех 

изученных случаях скорость реакции Et2S с Н2О2 снижается с ростом концентрации 
ПАВ. В тоже время реакция Et2S с HCO4

- катализируется катионным ПАВ и 
ингибируется нейтральным и анионным ПАВ.  

Цель настоящей работы – исследование влияния цетилтриметиламмоний бромида 
на скорость окисления диэтилсульфида пероксидом водорода и в системе Н2О2 –В(ОН)3 
при рН 9,0, где согласно данным [15] вклад реакций с MPB и DPB в общую скорость 
окисления Et2S является определяющим. 

Экспериментальная часть. Диэтилсульфид синтезировали по методике [18]. 
ЦТАБ (“Merk”) многократно перекристаллизовывали из смеси этанол-эфир (1:10). Для 
приготовления рабочих растворов использовали 35%-ный раствор пероксида водорода, 
борную кислоту (“х.ч.”) и бидистиллированную воду. 

Кинетику окисления Et2S в водных растворах изучали кинетическим 
распределительным методом [19] по убыли субстрата из газовой фазы реактора при 
большом избытке окислителя [Ох] >> [Et2S]:  

 
)(1d

S]d[Et

S][Et

1  г2

г2  


k
k

t
, (2) 

где k – измеряемая константа убыли субстрата из газовой фазы при данном 
соотношении  = Vг/Vр объемов газа и раствора в реакторе; k – жидкофазная константа 
скорости первого порядка окисления Et2S при данной концентрации Ох;  
 = [Et2S]г/[Et2S]р – равновесный коэффициент распределения субстрата между газом и 
раствором. 

Рабочие растворы готовили непосредственно перед кинетическими измерениями. 
В газовую (воздушную) фазу термостатируемого встряхиваемого реактора типа 
«каталитическая утка» (полный объем V = 66,24 см3), содержащего 20 см3 рабочего 
раствора, вводили смесь паров Et2S и толуола, стабильного в условиях реакции и 
используемого в качестве внутреннего стандарта. Начальная концентрация Et2S в 
растворе не превышала 10-4 моль/л. В определенные промежутки времени пробы 
газовой фазы (0,1 см3) отбирали стеклянным шприцем через закрытое резиновой и 
тефлоновой прокладками отверстие в пробке реактора. За изменением концентрации 
субстрата в газовой фазе следили с помощью ГЖХ (хроматограф ЛХМ-80, детектор 
пламенно-ионизационный, колонка 2 м, неподвижная фаза 5 % SE-30 на носителе 
Chromaton N-AW). Большая частота встряхивания реактора (500 мин-1) позволяет 
исключить диффузионные осложнения, связанные с массопереносом. 

При изучении кинетики окисления Et2S в присутствии борной кислоты для 
установления равновесий (1) рабочие растворы выдерживались 30 мин перед 
введением субстрата. 

Воспроизводимость измеряемых величин k в параллельных опытах составляла 
5%. Значения коэффициентов , необходимые для расчета жидкофазных констант 
скорости, определяли по методу [19]. 

Результаты обрабатывали с использованием программы Origin 6.1 
минимизированием суммы квадратов отклонений между экспериментальными и 
расчетными данными. 

Результаты и их обсуждение. Константы скорости реакции окисления Et2S 
пероксидом водорода (kHP) снижаются с ростом концентрации ЦТАБ (табл. 1). 
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Таблица 1 
Зависимость констант скорости окисления Et2S пероксидом водорода  

(0,02 моль/л) и в системе Н2О2 (0,02 моль/л) – В(ОН)3 (0,2 моль/л)  
от концентрации ЦТАБ; рН 9,0; 25 оС 

С0×102,  
моль/л 

С×102,  
моль/л 

[H2O2] Н2О2 – В(ОН)3 
kHP104, c-1 k104, c-1 k(РВ)104, c-1 

0 0 5,42 12,6 10,8 
0,25 0,16 5,20 15,2 13,5 
0,50 0,41 4,85 17,9 16,3 
0,75 0,66 4,58 1,97 18,2 
1,00 0,91 4,33 20,8 19,4 
1,25 1,16 4,18 21,6 20,2 
1,50 1,41 3,92 22,0 20,7 
1,75 1,66 3,75 22,2 21,0 
2,00 1,91 3,58 22,2 21,0 

 
Для реакций, протекающих одновременно в воде (kw) и мицеллярной фазе (km): 

 
зависимость наблюдаемой константы скорости (k) от концентрации ПАВ в общем 
случае описывается выражением [20]: 

,
C)C)(1(1

]Ox}[C)/{(

OxS

wOxSmm

KK

kKKVk
k




      (4) 

где km и kw – константы скорости второго порядка в мицеллярной (m) и водной (w) 
фазах (л/мольс); Vm – мольный объем ПАВ (л/моль); KS и KОх – константы связывания 
субстрата (S) и реагента (Ох) мицеллами (л/моль); С – концентрация ПАВ за вычетом 
критической концентрации мицелообразования (ККМ), С = С0 – ККМ. Согласно 
данным [21] ККМ = 9,510-4 моль/л для ЦТАБ и KОх = 1 л/моль для Н2О2. С учетом этих 
параметров и ранее найденного значения KS = 28 л/моль [17] уравнение (4) хорошо 
описывает зависимость констант скорости окисления Et2S пероксидом водорода (рис.1, 
линия 1) при km/Vm = (1,7±0,5)×10-3 с-1, kw = (2,7±0,1)×10-2 моль/л·с. Для 
тетраметиламмониевых мицелл мольный объем ПАВ (Vm) предполагается в области 
0,14 – 0,37 л/моль [21], что приводит к значениям km = (1,8 – 4,7)×10-4 л/мольс, которые 
в 57 – 150 раз ниже, чем величины kw. 

Снижение скорости окисления Et2S пероксидом водорода (реакция 5) 

 
с увеличением концентрации ЦТАБ связано с тем, что плохо растворимый в воде 
диэтилсульфид частично связывается мицеллами (KS = 28 л/моль), при этом его 
концентрация и, как следствие, скорость в водной фазе снижается. Пероксид водорода 
в мицеллярную фазу практически не распределяется (KОх = 1 л/моль) и вклад маршрута 
окисления Et2S в мицеллярной фазе намного ниже, чем в воде даже при наивысшей 
концентрации ЦТАБ (С = 0,0191 моль/л): km/(km/Vm)KSKOxC = 36. 
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Рис. 1. Зависимость скорости окисления диэтилсульфида пероксидом водорода (, ) и 

пероксоборатами () от концентрации ЦТАБ. Линии (1, 3) – расчет по уравнению (4), 
линия 2 – иллюстрация выполнения уравнения (6). Условия как в табл 

 
С учетом того, что в исследованном интервале концентраций ЦТАБ KOxC << 1 и 

kw >> (km/Vm)KSKOxC, уравнение (4) можно представить в линейном виде: 











w

S

w
HP

C1]Ox[

k

K

kk
.     (6) 

Для изученных условий уравнение (6) описывает экспериментальные данные 
(рис.1, линия 2) с коэффициентом корреляции r = 0,998. Найденные отсюда величины 
kw и KS составляют (2,7±0,1)×10-2 моль/л·с и 27±2 л/моль соответственно и совпадают с 
соответствующими значениями, рассчитанными по уравнению (4).    

Согласно [15] в растворах Н2О2 – В(ОН)3 при рН > 8 окисление Et2S протекает по 
трем параллельным маршрутам – с участием Н2О2 реакция (5), моно- и 
дипероксоборатов: 

 

Константы скорости первого порядка реакций с МРВ и DPB (k(PB) = k(7)[MPB] + 
k(8)[DPB]), табл. 1, находили из измеряемых, уравнение (2), констант скорости убыли 
Et2S в системе Н2О2 – В(ОН)3 (k) за вычетом константы скорости реакции с пероксидом 
водорода при [В(ОН)3]=0 (k(РВ) = k – k(5)[H2O2]) и учетом того, что в изученных 
условиях (при исходных [H2O2]0 = 0,02 моль/л; [B(OH)3]0 = 0,2 моль/л и рН 9,0) 
равновесная концентрация Н2О2 по данным [15] составляет 6,5×10-3 моль/л.  

Для катионного ЦТАБ наблюдаемая константа скорости маршрутов, 
катализируемых В(ОН)3, k(PB) растет с увеличением [ПАВ] (рис., линия 3). При 
использовании значений KS = 28 л/моль [17] и ККМ = 9,510-4 моль/л [21] зависимость 
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k(PB) от С следует уравнению (4) со значениями параметров kw[Ox] = 1,1×10-3 c-1; 
km[Ox]/Vm = (2,00,3)×10-4 моль/л·c и KR = 50 л/моль, где [Ox] = [MPB] + [DPB].  

Увеличение скорости окисления Et2S пероксоборатами с ростом [ЦТАБ] связано с 
тем, что мицеллы катионного ПАВ связывают как субстрат, так и анионные реагенты 
В(ОН)3(ООН)- и В(ОН)2(ООН)2

- (последние за счет электростатического 
взаимодействия), и реакция протекает параллельно в водной и мицеллярной фазах, 
уравнение (3). Так при максимальной [ЦТАБ] = 0,02 моль/л (С = 0,0191 моль/л) вклад 
маршрута в мицеллярной фазе в 5 раз выше, чем в воде. 

С учетом того, что Vm находится в пределах 0,14 – 0,37 л/моль [21], оцененные 
значения km[Ox] составляют (2,8 – 7,4)×10-5 с-1, что в 15 – 39 раз ниже значений kw[Ox]. 
Согласно [22] для реакций, включающих прямой перенос атома кислорода, константы 
скорости в катионных мицеллах ниже, чем в воде, хотя наблюдаемая скорость реакции 
может быть выше за счет концентрирования реактантов в мицеллярной фазе. Этот 
эффект ранее наблюдали для реакций окисления сульфидов периодатом, 
пероксимоносульфатом и пероксимолибдатом [22, 23]. Известно [24], что скорости 
реакций переноса кислорода от пероксикислот и периодата снижаются с уменьшением 
полярности среды или содержания воды в растворителе. Согласно [22] наблюдаемые 
эффекты для окисления в мицеллярной фазе можно качественно объяснить меньшей 
полярностью мицелл по сравнению с водой, уменьшением содержания воды и 
неблагоприятным взаимодействием катионного реакционного центра сульфида с 
катионной головной группой мицеллы. 

Выводы. Кинетическим распределительным методом изучена кинетика реакции 
окисления Et2S в водных растворах. Установлено, что скорость реакции окисления 
диэтилсульфида пероксидом водорода снижается с ростом  концентрации катионного 
ПАВ (ЦТАБ). В то же время скорость окисления Et2S пероксоборатами растет с 
увеличением [ЦТАБ] за счет концентрирования реактантов Et2S, моно- и 
дипероксоборатов в мицеллярной фазе. Однако полученные в настоящей работе данные 
не позволяют разделить влияние ЦТАБ на скорость окисления Et2S в индивидуальных 
маршрутах с участием МРВ и DPB. Для этого необходимы дальнейшие исследования 
влияния ПАВ на константы равновесия (1) и скорости реакций (7), (8) в широкой 
области рН.  
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KINETICS OF OXIDATION OF DIETHYLSULFIDE BY HYDROGEN PEROXIDE  
AND PEROXOBORATE IN THE PREZENCE OF SURFACTANTS 

 
A.K. Sigaeva, V.L. Lobachev, T.V. Bezbozhnaya 
 

The effects of cationic surfactant, cetyltrimethylammonium bromide (CTAB), on oxidation of 
diethylsulfide (Et2S) by hydrogen peroxide and in system Н2О2 – В(ОН)3 at pH 9.0 and 25 oC were studied in 
aqueous solutions. The reaction rate of Et2S with Н2О2 decreases with increased surfactant concentration. 
Oxidation of diethylsulfide in Н2О2 – В(ОН)3 system is catalyzed by CTAB due to reactant concentrating - Et2S, 
mono-, B(O2H)(OH)-

3 and  diperoxoborates B(O2H)2(OH)-
2  in micellar phase. 
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ДИКАТИОННЫЕ ЧЕТВЕРТИЧНЫЕ АММОНИЕВЫЕ ПАВ С 
РЕАКЦИОННОСПОСОБНЫМ ПРОТИВОИОНОМ В ПРОЦЕССАХ  

РАСЩЕПЛЕНИЯ АЦИЛСОДЕРЖАЩИХ СУБСТРАТОВ 
 
© 2018.   М.К. Туровская, Т.М. Прокопьева, Б.В. Панченко, В.А. Михайлов 

 
 
Синтезированы новые источники «активного» брома – дикатионные четвертичные аммониевые 

ПАВ с реакционноспособным противоионом.  При растворении в воде ПАВ диссоциируют с 
образованием трибромид-аниона, который генерирует гипобромит-анион, бромноватистую кислоту, и 
формируют мицеллярную псевдофазу. Изучена нуклеофильная реакционная способность гипобромит 
иона по отношению к 4-нитрофениловым эфирам диэтилфосфоновой, диэтилфосфорной и 
толуолсульфоновой кислот и оценены мицеллярные эффекты ПАВ с реакционноспособным анионом в 
реакциях ацильного переноса.  

Ключевые слова: дикатионные ПАВ; фосфорорганические соединения; гипобромит ион; 
мицеллярные эффекты. 

 
 
Введение. В процессах переноса ацильной группы неорганические α-нуклеофилы 

проявляют аномально высокую реакционную способность, превосходящую в 102–105 раз 
таковую для «нормальных» нуклеофилов с сопоставимой основностью [1–3]. Типичным 
представителем неорганических α-нуклеофилов является гипобромит-анион. Сопряженная 
с ним бромноватистая кислота HOBr – сильный окислитель, что позволяет использовать 
систему HOBr/BrO как нуклеофильно-окислительную пару, обеспечивающую не только 
нуклеофильное расщепление ацилсодержащих субстратов (в том числе и экотоксикантов), 
но и дальнейшую, более глубокую деструкцию продуктов реакции.  

В последние десятилетия огромное внимание уделяется исследованию 
твердофазных носителей брома, раскрываются возможности использования этих 
реагентов в органических превращениях: бромирование, со-галогенирование, 
окисление, циклизация,  раскрытие цикла, реакции замещения, гидролиза и др. [4–8]. 
Четвертичные аммониевые трибромиды находят применение в органическом синтезе в 
качестве бромирующих агентов. Дигалогенгалогенаты бис(диалкиламид)водорода (I–
IV) характеризуются высоким содержанием «активного» брома (~ 40 %), стабильны, 
хорошо растворимы в воде и относительно безопасны в обращении [9].  

Ранее нами синтезированы новые источники «активного» галогена – 
дигалогенгалогенаты бис(диалкиламид)водорода (I–IV) и изучена нуклеофильная 
реакционная способность BrO-иона в реакциях расщепления  4-нитрофениловых эфиров 
диэтилфосфоновой (НФДЭФС), диэтилфосфорной (НФДЭФ) и 4-толуолсульфоновой 
(НФТС) кислот и продемонстрировано, что в этих процессах гипобромит-ион ведет 
себя типичный α-нуклеофил [9–10]. 
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Один из возможных путей создания супернуклеофильных систем, отличающихся 
высокой избирательностью, направленностью действия в “мягких” условиях – 
конструирование микрогетерогенных систем на основе ПАВ. Несомненное 
преимущество таких систем перед другими микроорганизованными средами – 
достижение необходимого уровня реакционной способности при крайне низких 
концентрациях ПАВ, использование в качестве растворителя воды, что полностью 
отвечает требованиям “green chemistry” [3]. Так в водных растворах бромида 
цетилтриметиламмония (V) скорость реакции BrO- аниона, генерируемого 
соединениями (I–IV) с эфирами возрастает в ~ 20–30 [9], в случае дибромбромата 
цетилтриметиламмония (IV) – 30–50 раз [10].  
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При этом ПАВ (VI) – уникальный реагент: с одной стороны, выступает 
мицеллообразующим соединением, с другой – источником BrO- аниона за счет 
наличия реакционноспособного противоиона.  

Дальнейшая модификация структуры ПАВ, синтез и кинетическое поведение 
которых проанализированы в настоящей работе, включает дикатионные детергенты (VII–
IX), характеризующиеся двукратным увеличением содержания «активного» галогена. 

NN
++

C12H25 C12H25

2Br3
-

NN
++

C14H29 C14H29

2Br3
-

N
++

C14H29 C14H29

2Br3
-

N

 
VII    VIII    IX 
 

Это позволяет надеяться на достижение более высоких скоростей реакций 
нуклеофильного замещения при  более низких концентрациях ПАВ. Практическая 
значимость таких исследований очевидна: создание микрогетерогенных систем для 
детоксикации/утилизации субстратов-экотоксикантов. 

Экспериметальная часть. Этандиил-бис-диметилдодециламмоний дибромид (X) 
и этандиил-бис-диметилтетрадециламмоний дибромид (XI) получены реакцией 
взаимодействия тетраметилэтилендиамина с избытком соответствующего алкибромида 
в безводном ацетонитриле [11]. Бутандиил-бис-диметилтетрадециламмоний дибромид 
(XII) синтезирован как продукт реакции 1,4-дибромбутана и тетрадецилдиметиламина 
в ацетонитриле [11]. 
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Синтез дибромброматов (VII–IX) проведен в соответствии с ранее описанной 
методикой [10]. Открытый бюкс (объемом 10 мл) с навеской  (0,0004 моля) 
соответствующего дибромида (X–XII) помещается в стакан (объемом 100 мл.). В стакан 
добавляется десятикратный  избыток брома (0,004 моля), затем стакан накрывается часовым 
стеклом. Через сутки вес продукта стабилизируется. Содержание активного брома 
cоставляет  98–99 % .  
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Данные элементного анализа дибромброматов удовлетворительно согласуются с 
расчетными данными и соответствуют брутто-формулам: 

(VII) – Найдено, %: C 38,40; H 6,92; Br 51,58; N 3,10. C30H66Br6N2. Вычислено, %: 
C 38,54; H 7.08; Br 51,38; N 3,00. 

(VIII) – Найдено, %: C 42,22; H 7,30; Br 48,62; N 2,80. C34H74Br6N2. Вычислено, %: 
C 41,20; H 7,48; Br 48,1; N 2,84. (IX) - Найдено, %: C 41,45; H 7,32; Br 48,48; N 2,83. 
C36H78Br6N2. Вычислено, %: C 42,44; H 7,66; Br 47,15; N 2,75. 

Концентрация «активного» брома в дибромбромате бис(N,N-диметилацетамид)-
водорода определена йодометрическим титрованием. Молярный коэффициент экстинкции 
рассчитан  из зависимости оптической плотности от концентрации дибромбромата бис(N,N-
диметилацетамид)водорода ( = 330 нм, 
рис. 1). В водных растворах ПАВ (VII–
IX)  содержание BrO–-аниона оценено 
спектрофотометрически ( = 330 нм, 
рис.1). Различия между теоретически 
рассчитанным содержанием BrO–-аниона 
от найденного с учетом  = (300  20) 
л/(мольсм)  для детергентов (VII–IX) не 
превышают 5–10 %.  

Субстраты очищены, как описано 
ранее [10]. Неорганические реактивы 
квалификации «ос.ч.» и «ч.д.а.» исполь-
зовали без дополнительной очистки. 

 Кинетика реакций изучена по 
накоплению 4-нитрофенолят-иона (вода, 
25 оС,  420 нм)  спектрофотометрически 
(GENESYS 10S UV-VIS, Thermo Electron 
Corp.). Контроль рН среды проведен с 
помощью рН-метра «Metrohm 744»  (Швейцария). Методика кинетического эксперимента, 
метод расчета констант скорости псевдопервого порядка (kнабл. с

-1) описаны [10]. 
Результаты и их обсуждение. В водных растворах дикатионные ПАВ (VII–IX) 

диссоциируют с образованием трибромид Br3
-аниона, который в зависимости от рН 

среды генерирует BrO-анион и бромноватистую кислоту, и формируют мицеллярную 
псевдофазу. Полагая, что как в воде (в.), так и в мицеллярной псевдофазе (м.) разложение 
субстратов (S) происходит по двум параллельным маршрутам – щелочной гидролиз и 
взаимодействие с анионом BrO, общую схему процесса можно представить в виде: 

 
 

 
 
 
 

В схеме коэффициенты PS  = [S]м./[S]в., PBrO- = [BrO-]м. / [BrO-]в. и POH- = [НO-]м./[НO-]в. 
описывают распределение субстрата и реагентов между водой и мицеллярной 
псевдофазой, â.

,2 HO
k , в.

BrO2, k  и м.
-HO2,

k , м.

BrO2, k , л/(мольс) – константы скорости второго 

порядка, характеризующие нуклеофильность гидроксид- и гипобромит-ионов в воде и 
мицеллах ПАВ. Одним из продуктов реакции является 4-нитрофенолят-ион, который 

(HO-)в.      +      (S)в.     +     (BrO-)в.

(HO-)м.      +      (S)м.     +     (BrO-)м.
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о – рН = 11,70; □ – рН = 11,15; ▲– поглощение BrO–-

аниона (источник «активного» брома –VIII); 25 0С. 
 

Рис. 1. Зависимость поглощения растворов гипобромит-
иона от концентрации (источник «активного» брома 
дибромбромат  бис(N,N-диметилацетамид)водорода) 
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может подвергаться бромированию и дальнейшей деструкции в кислых и слабощелочных 
средах [10]. Оценка наблюдаемых констант скорости  реакций проведена по накоплению 
4-нитрофенолят-аниона, поэтому  при изучении нуклеофильности аниона BrO–, в 
зависимости от реакционной способности эфира, кислотность среды поддерживалась 
таковой, чтобы, по крайней мере, в течение 10 полупериодов реакции наблюдаемая 
константа скорости псевдопервого порядка оставалась постоянной. Таким требованиям 
при расщеплении НФДЭФС отвечает рН  11,0, а НФДЭФ и НФТС – рН  11,5. 

На рис. 2–3 представлены типичные зависимости «kнабл. – с0» для реакций 
расщепления субстратов в присутствии ПАВ (VII–IX).  

 

    
□ – НФДЭФС (рН 11,20); о – НФТС (рН 11,50);  

– НФДЭФ (рН 11,70); вода; 25 оС. 
о – 10; □ – 11;   –  12; вода; (рН 11,50) ;  25 оС. 

 
Рис. 2. Зависимость наблюдаемых констант 
скорости  (kнабл. , с-1) от концентрации ПАВ (с0,  
моль/л) для реакций  субстратов с  гипобромит-
ионом (источник «активного» брома – 
дибромбромат этандиил-бис-диметилтетра-
дециламмония) 

Рис. 3. Зависимость наблюдаемых констант скорости  
(kнабл., с

-1) от концентрации ПАВ (с0, моль/л) для 
реакций 4-нитрофенилтолуолсульфоната с гипо-
бромит-ионом (источник «активного» брома –  
дибромброматы: этандиил-бис-диметилдодецилам-
мония, этандиил-бис-диметилтетрадециламмония, 
бутандиил-бис-диметилтетрадециламмония)

  
В рамках псевдофазной распределительной модели [12] количественные 

закономерности расщепления субстратов в присутствии мицелл дикатионных ПАВ 
описаны с учетом распределения субстрата, гипобромит- и гидроксид-ионов 
выражением: 

 
0
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)(1)(1
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)(1)(1
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cKcK

kcKKVk

cKcK

kcKKVk
k    (1) 

В уравнении (1) с, моль/л – концентрация мицелляризованного детергента (с =        
= с0–ККМ), где с0 и ККМ, моль/л – аналитическая концентрация ПАВ и критическая 
концентрация мицеллообразования, соответственно; cVм. и (1 – cVм.) – объемные  
доли мицеллярной и водной фаз; КS = (PS  – 1) · Vм., КBrО- = (PBrO- – 1) · Vм. и  
КOH- =  (POH-  –1)  Vм., л/моль – имеют размерность констант равновесного связывания 
субстрата, гипобромит- и гидроксид-ионов, соответственно; Vм., л/моль – парциальный 
мольный объем ПАВ; концентрация гипобромит-иона [BrO–]0 = [BrO–]м. + [BrO–]в. = 2с0. 

Кинетические кривые не имеют точки максимума, отвечающей оптимальной 
концентрации ПАВ. Причина наблюдаемых закономерностей состоит в том, что при 
постоянной концентрации гидроксид-иона (в условии эксперимента рН = const), 
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щелочной гидролиз субстрата в присутствии ПАВ, должен удовлетворительно 
описываться кинетической кривой с точкой максимума [13]. Но при этом концентрация 
гипобромит-иона увеличивается с ростом концентрации детергентов (VII–IX), что 
обеспечивает рост наблюдаемой скорости реакции во всем изученном интервале 
концентраций ПАВ. При с0 близкой к ККМ, вклад щелочного гидролиза  в 
наблюдаемую скорость реакции значителен, однако при с0  > 5  10-4 моль/л, вклад 
скорости щелочного гидролиза уменьшается, а рост наблюдаемой скорости обусловлен 
увеличением концентрации гипобромит-иона. Это, вероятно, и приводит к отсутствию 
максимума на кинетических кривых. 

 Оценка кинетико-термодинамических параметров с учетом щелочного гидролиза  
(ур.1) и без учета такового (ур.2) приводит к близким результатам.  

0
-BrOS

â.

BrO2,SBrOì.
ì.

BrO,2
í ]-BrO[

)(1)(1

)/(









ñK ñK

kñKKVk
k                      (2) 

Первый подход позволяет анализировать концентрационные зависимости во всем 
интервале исследованных концентраций детергентов, но в этом случае требуется 
вводить определенные допущения относительно констант связывания  гидроксид-иона 
в присутствии ПАВ (VII–IX). Второй подход значительно упрощает количественный 
анализ экспериментальных результатов, и именно он применен для расчета величин 

м.
-BrO2,

k , KS и KBrO-. Величина  с = с0 – ККМ оценивалась, исходя из значения ККМ для 

дибромидов соответствуюших димерных ПАВ (X–XII). Поскольку экспериментальные 
значения  парциального мольного объема для ПАВ  (VII–IX) отсутствуют величина Vм. 
полагалась равной 0,5 л/моль, как и в работе [13]. 

В табл. 1 приведены физико-химические параметры, описывающие процесс 
расщепления исследуемых эфиров гипобромит-ионом в мицеллярной псевдофазе ПАВ 
(VII–IX).  

 
                                                                                                                             Таблица 1      
Реакционная способность гипобромит-иона, генерируемого дибромброматами  дикатионных  

ПАВ, в процессах расщепления 4-нитрофениловых эфиров диэтилфосфоновой,  
диэтилфосфорной и 4-толуолсульфоновой кислот, вода, 25 оС 

 

Суб-
страт 

НФДЭФС НФДЭФ НФТС 

ПАВ 
м.

-BrO2,
k  KS, 

л/моль 
KBrO

–, 
л/моль 

м.
-BrO2,

k  KS, 
л/моль 

KBrO
–, 

л/моль 

 
м.

-BrO2,
k  

KS, 
л/моль 

KBrO
–, 

л/моль 

VII 0,08 200± 25 40 ± 7 0,0035 220 ± 30 40 ± 7 0,006 1900± 300 45 ± 8 

VIII 0,05   300± 45 55 ± 8 0,008 310 ± 50 60 ± 7 0,008 3000± 500 60 ± 8 

IX  0,085  210 ± 25 45 ± 8 0,004 200 ± 30 50 ± 7 0,0085 2200± 450 50 ± 8 
ККМ, 
моль/л (5,0 ± 0,5)10–4(X) (5,0 ± 1,0)10–5(XI) (8,0 ± 1,0)10–5(XII) 

    В воде â.

BrO,2 k , л/(мольс) = 0,15 (НФДЭФС); 0,011 (НФДЭФ); 0,017 (НФТС) [10]; м.
-BrO2,

k , л/(мольс). 

 
Реакционная способность гипобромит-иона в мицеллярной псевдофазе 

дикатионных ПАВ падает в 2–3 раза, характер изменения нуклеофильности 
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малочувствителен к варьированию структуры дикатионных детергентов. Наблюдаемый 
характер изменения нуклеофильности аниона BrO– свидетельствует о том, что перенос 
реакции расщепления субстрата в мицеллярную псевдофазу не сопровождается 
кардинальным изменением свойства среды. Следует отметить, что при переносе реакции 
из воды в мицеллярную псевдофазу дикатионных детергентов порядок изменения 
нуклеофильности остается неизменным (рис. 1): ì.

2k  (НФДЭФС) > > ì.
2k  (НФДЭФ)  

ì.
2k  (НФТС) и â.

2k  (НФДЭФС) >> â.
2k  (НФДЭФ)  â.

2k  (НФТС).  
Увеличение длины алкильного заместителя в детергентах (VII), VIII) и спейсера 

(VII), (IX) оказывает разнонаправленное действие на наблюдаемые константы скорости. 
Исследованные субстраты – электронейтральные соединения и гидрофобные 
взаимодействия, которые становятся все более значимыми по мере увеличения длины 
алкильного заместителя, способствуют концентрированию реагентов, прежде всего эфира, 
в мицеллах ПАВ. Количественной мерой эффективности солюбилизации субстрата 
выступают константы связывания KS, закономерно уменьшающие в ряду KS (VIII) > KS 
(IX) > KS (VII). Связывание нуклеофильного реагента – гипобромит-иона мицеллами 
(VII–IX) невелико и должно определяться, в основном, кулоновскими 
взаимодействиями (KBrO- в табл. 1). Величины KBrO- в пределах ошибки эксперимента 
практически совпадают между собой.                                                                                                          

 Одним из важнейших факторов, оказывающим влияние на скорости  реакций в 
присутствии ПАВ различной структуры, выступают гидрофобные свойства субстрата. 
Показано, что нуклеофильность гипобромит-иона в процессах расщепления НФДЭФС, 
НФДЭФ и НФТС в присутствии детергентов (VII–IX) изменяется в том же порядке, что и в 
воде. В то же время, как следует из данных, представленных на рис.1, наблюдаемые 
константы скорости при рН = const и [BrO–]0 = const в присутствии ПАВ (VII–IX)  
возрастают  kнабл. (НФДЭФС) > kнабл. (НФТС) > kнабл. (НФДЭФ), что является следствием более 
эффективной солюбилизации НФТС по сравнению с НФДЭФ: различия в значениях KS 
(табл.1)  для ПАВ (VII) и (IX) составляют KS (НФТС) / KS (НФДЭФ)  10.  

Величины наблюдаемых констант скорости – удобный экспериментальный 
параметр для оценки масштабов мицеллярных эффектов. В табл. 2 представлены 
отношения ì.

.íàáëk / â.
.íàáëk  при варьируемых концентрациях детергентов (VII–IX) и 

гипобромит-иона.  
 

Таблица 2 
Наблюдаемые мицеллярные эффекты  ПАВ в реакциях расщепления НФДЭФС,  

НФДЭФ и НФТС;  вода, 25оС 

Субстрат НФДЭФС НФДЭФ НФТС 

ПАВ  VII VIII IX V [10] VII VIII IX V [10] VII VIII IX V [10] 

[с]0 
.
  103

 , моль/л 1,5 0,5 0,5 5,0 1,8 0,55 0,5 8 2,3 0,65 1,0 4,7 
[BrO–]0

.103, моль/л 3,0 1,0 1,0 5,0 3,6 0,1 1,0 8 4,6 1,3 2,0 4,7 
м.

.наблk . 103, с-1 4,0 2,0 1,2 27 0,46 0,3 0,6 7,2 1.8 0,96 1,3 5,0 

в.
.наблk .103, с-1 0,4 0,17 0,17 0,7 0,08 0,05 0,14 0,12 0,09 0,05 0,07 0,11 

м.
.наблk / в.

.наблk . 10 13 7 38 5 8 4 60 20 18 20 45 

 
Минимальное увеличение скорости имеет место для наиболее 

реакционноспособного субстрата – НФДЭФС, максимальное для НФДЭФ и НФТС. 
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Мицеллярный катализ обычно является следствием ряда факторов, контролирующих 
скорость процесса. Прежде всего к таковым следует отнести: изменение нуклеофильной 
реакционной способности и концентрирование реагентов в мицеллярной псевдофазе [14, 
15]. С учетом того, что нуклеофильность гипобромит-иона при переносе процесса в 
мицеллярную фазу падает в 2–3 раза для всех субстратов, основной причиной роста 
наблюдаемых констант скорости выступает эффект концентрирования. Величина 
последнего составляет от  10 (НФДЭФС) до  50 (НФДЭФ, НФТС) раз. 

Выводы. Синтезированы и идентифицированы дикатионные ПАВ с 
реакционноспособным противоионом с варьируемой длиной алкильного заместителя и 
мостикового звена.  

Уникальным свойством дикатионных детергентов являются аномально низкие 
критические концентрации мицеллообразования, что  позволяет проводить процесс 
разложения экотоксикантов  в «мягких» условиях при концентрациях ПАВ в 10–100 раз 
меньших, чем  в случае катионного детергента. Продемонстрировано, что расщепление 
4-нитрофениловых эфиров фосфорных кислот ПАВ с реакционноспособным 
противоионом приводит к увеличению скорости реакции нуклеофильного замещения в 
 10–50 раз.  
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DICATIONIC QUATERNARY AMMONIUM SURFACTANTS WITH REACTIVE COUNTERION  

IN DECOMPOSITION OF ACYL SUBSTRATES 
 
М.К. Turovskaya, Т.М. Prokop’eva,  B.V. Panchenko, V.А. Mikhailov 

 
New sources of “active bromine” – dicationic quaternary ammonium surfactants with the reactive 

counterion were synthesized. The aqueous surfactants dissociate to produce tribromide anion which, depending 
on pH, generate hypobromite anion and hypobromous acid accompanied by the formation of micellar 
pseudophase. Nucleophilic reactivity of hypobromite ion toward 4-nitrophenyl esters of diethylphosphonic, 
diethylphosphoric and toluenesulfonic acids was studied. Micellar effects of the surfactants with reactive 
counterion in acyl transfer reactions were estimated. 

Keywords: dicationic surfactants, organophosphorous compounds, hypobromite ion, micellar effects.  
 
 
Туровская Мария Кендеховна 
ГУ «Институт физико-органической химии и 
углехимии им. Л.М. Литвиненко», 
научный сотрудник; 
283114, г. Донецк, ул. Р. Люксембург, 70 
 
Прокопьева Татьяна Мефодиевна 
кандидат химических наук,ГУ «Институт физико-
органической химии и углехимии им. Л.М. 
Литвиненко», 
старший научный сотрудник; 
283114, г. Донецк, ул. Р. Люксембург, 70 
 
Панченко Борис Васиьевич 
ГУ «Институт физико-органической химии и 
углехимии им. Л.М. Литвиненко», 
научный сотрудник; 
283114, г. Донецк, ул. Р. Люксембург, 70 
 
Михайлов Василий Александрович 
кандидат химических наук;  
ГУ «Институт физико-органической химии и 
углехимии им. Л.М. Литвиненко», 
283114, г. Донецк, ул. Р. Люксембург, 70 
E-mail: v_mikhailov@yahoo.com 

Turovskaya Mariya  Kendexevna 
State Institution «L.M. Litvinenko Institute of Physical 
Organic and Coal Chemistry», 
Research fellow; 
283114, Donetsk, R. Luksemburg str., 70 
 
Prokop’eva Tatyana Mefodievna 
Candidate of Chemical Sciences,  
State Institution «L.M. Litvinenko Institute of Physical 
Organic and Coal Chemistry», 
Senior research fellow;  
283114, Donetsk, R. Luksemburg str., 70 
 
Panchenko Boris Vasilyevich 
State Institution «L.M. Litvinenko Institute of Physical 
Organic and Coal Chemistry», 
Research fellow; 
283114, Donetsk, R. Luksemburg str., 70 
 
Mikhailov Vasili Aleksandrovich 
Candidate of Chemical Sciences; 
State Institution «L.M. Litvinenko Institute of Physical 
Organic and Coal Chemistry», 
283114, Donetsk, R. Luksemburg str., 70 
E-mail: v_mikhailov@yahoo.com 

 
 



 
 
 
 

Научное издание 
 
 
 

Вестник Донецкого национального университета. 
Серия А: Естественные науки 

 
2018. – № 2 

 
 
 
 
 
 

Редактор:  Е.В. Алтухов 
Технический редактор:  М.В. Фоменко 

 
 
 
 
 

Свидетельство о регистрации СМИ  Серия ААА № 000077 от 21.11.2016 г. 
 
 
 

 
 

Адрес редакции: 
ГОУ ВПО «Донецкий национальный университет», 

ул. Университетская, 24, 
283001, г. Донецк 

Тел:   (062) 302-92-56,  302-92-93 
E-mail:  vestnikdonnu_a@mail.ru 
URL:  http://donnu.ru/vestnikA 

 
 
 
 

Подписано в печать 03.09.2018 г. 
Формат 60×84/8. Бумага офсетная. 

Печать – цифровая. Усл. печ. л. 12,01. 
Тираж 100 экз. Заказ. №    

 
 

Издательство ГОУ ВПО «Донецкий национальный университет» 
283001, г. Донецк, ул. Университетская, 24. 

Тел.: (062) 302-92-27. 
Свидетельство о внесении субъекта издательской деятельности  

в Государственный реестр 
серия ДК № 1854 от 24.06.2004 г. 

 


	1_Oblozhka - А4
	2_Redkolegia
	3_Soderzhanie
	a1_Bondarenko_Goltsev
	a2_Glushankov
	a3_Kaloerov
	a4_Moiseyenko_Kisel
	a5_Tsarenko
	a6_Grebeniuk_Khilko_Prokopeva_Mikhailov
	a7_Zubareva_Gaidash_Razumova
	a8_Ignatyeva_Ignatov_Morenko
	a9_Sigaeva_Lobachev_Bezbozhnaya
	a10_Turovskaya_Prokopeva_Panchenko_Mikhailov
	7_last_page

