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ВВЕДЕНИЕ 

На современном этапе развития страны предъявляются новые требования, как к 

общему, так и профессиональному  образованию. Инженерное образование одна из массовых 

подсистем в системе профессионального образования. Действительность требует по-новому 

подойти к подготовке специалистов  инженерно-технического профиля. Эти требования 

продиктованы тем, что экономическое развитие страны не может находиться на передовых 

позициях без современной техники и технологии. Как следствие, необходимы качественно 

новые подходы  к  подготовке инженерных кадров, в том числе, по основным 

математическим и естественнонаучным дисциплинам, из которых главной является 

математика. В связи с этим одним из перспективных направлений перестройки высшего 

инженерного образования является интеграция обучения студентов математике и другим 

дисциплинам. 

Государственные стандарты высшего профессионального образования 

предусматривают изучение нескольких циклов дисциплин: 

- гуманитарный цикл; 

- математический и естественнонаучный цикл; 

- профессиональный цикл. 

Математические дисциплины и физика составляют базис математического и 

естественнонаучного цикла, закладывая основу таких дисциплин как теоретическая 

механика, электротехника и других. Кроме того без математики и физики невозможно 

изучение дисциплин профессионального цикла. 

В пособии предлагается методика изучения высшей математики в техническом 

университете, основанная на интеграции с физикой одного из важнейших для физики 

разделов курса высшей математики векторной алгебре. 

Учебное пособие разработано на базе деятельностного подхода и предназначено для 

самостоятельной работы студентов технического университета. 

Пособие состоит из четырѐх частей. 

В первой части пособия представлена информация, мотивирующая студентов к 

изучению векторной алгебры и на наглядных примерах демонстрирующая смысл понятий 

«вектор перемещения», «вектор скорости», «вектор ускорения» и др., использующиеся в 

физике. 

Во второй части пособия представлена предметная модель студента технического 

университета по векторной алгебре. 

Тематический компонент предметной модели это перечень тем и разделов, 

подлежащих изучению. 

Семантический компонент – полный набор семантических фактов, расположенных 

в порядке изучения материала. 

Операционный компонент предметной модели студента это умения, формирование 

которых является целями обучения векторной алгебры. 

Функциональный  компонент предметной модели студента это знания, разделѐнные 

на рубрики, которые студент должен помнить. 

 Процедурный компонент - это описание тех алгоритмов, которыми должен овладеть 

студент. 
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Третья часть пособия содержит набор учебных задач, состоящих из заданий, решая 

которые студент учится выполнять математические действия по векторной алгебре.  В этой 

части пособия приведены семь учебных задач: 

1. Учимся определять характеристики векторов. 

2. Учимся выполнять линейные операции с векторами. 

3. Учимся находить произведения векторов. 

4. Учимся применять свойства произведений векторов. 

5. Учимся определять взаимное расположение векторов. 

6. Учимся применять вектора в геометрии. 

7. Учимся применять вектора в физике. 

В каждой учебной задаче выделены задания по рубрикам:  

1. Задания для освоения теоретических действий.  

2. Задания для формирования понятий. 

3. Задания для освоения практических действий. 

4. Задачи на освоение способов действий 

5. Задачи для самостоятельного решения. 

Задания для освоения теоретических  и практических действий – это тестовые задания 

закрытого типа, в которых надо выбрать правильный результат выполнения действия.  

Задания для формирования понятий  – тестовые задания на соответствие между 

понятиями и их определениями, между понятиями и их обозначениями, между понятиями и 

их определениями в символьном виде, а также между понятиями и родовыми для них 

понятиями. 

Задачи на освоение способов действий – это задачи по векторной алгебре, решѐнные с 

использованием процедуры ориентирования, которая состоит из общего ориентирования и 

ориентирования на выполнение. Студенту при решении каждой задачи предлагается готовая 

схема ориентирования (таблица 1), в которой выделяются знания и действия необходимые 

для решения задачи. 

Таблица 1 – Общий вид схемы ориентирования при решении задач по векторной 

алгебре 

 

Общее ориентирование 

Что дано?  

Что нужно найти?  

Что нужно знать?  

Ориентирование на выполнение 

Действия, которые нужно выполнить.  

Какие формулы нужны?  

 

Четвѐртая часть пособия содержит набор задач, решая которые студент учится 

применять умения по векторной алгебре для решения задач по физике. Задачи представлены 

тремя разделами: 

1. Кинематика материальной точки. 

2. Динамика материальной точки и поступательно движущегося твѐрдого тела. 

3. Некоторые разделы физики: 

3.1.  Тяготение. Элементы теории поля; 
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3.2. Электростатика и постоянный ток; 

3.3. Магнетизм. 

Задачи четвѐртой части пособия также приведены со схемами ориентирования 

(таблица 2), которые отличаются от схем ориентирования второй части тем, что появляются 

новые рубрики:  

- какие умения из векторной алгебры необходимы для решения? 

- какие обозначения необходимо ввести? 

Таблица 2 – Общий вид схемы ориентирования при решении задач по физике 

Общее ориентирование 

Что дано?  

Что надо найти?  

Какие умения из векторной алгебры 

необходимы для решения? 

 

Ориентирование на выполнение 

Какие обозначения необходимо ввести?  

Действия, которые нужно выполнить.  

Какие формулы нужны?  

  

В  конце пособия приведены ответы на представленные задачи и список 

рекомендованной литературы. 

 

В пособии студенту предлагаются такие виды деятельности: 

 

   

Изучаем семантический конспект 

 
Учимся выполнять действия 

 

Составляем схему ориентирования 

 

Проверяем, чему мы научились 

 

Решаем задачи по физике 
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1. ВЕКТОРЫ В ФИЗИКЕ 

В этом разделе рассматриваются примеры физических понятий и задачи по физике, в 

которых, так или иначе, используется аппарат векторной алгебры. Задания сгруппированы 

по темам векторной алгебры. 

 

1.1. СКАЛЯРНЫЕ И ВЕКТОРНЫЕ ВЕЛИЧИНЫ 

В процессе изучения физики встречается два вида величин: скалярные и векторные 

физические величины. 

Скалярная величина, или скаляр – это физическая величина, для задания которой (в 

подходящих единицах измерения) достаточно одного числа. 

Скалярные величины бывают с размерностью и без неѐ (безразмерные). 

Безразмерные скалярные величины всегда вычисляются по известной формуле и для 

них созданы таблицы, в которых собраны возможные их значения.  

Примеры безразмерных скалярных величин:  

– коэффициент трения скольжения  ; (рис.1) 

– коэффициент полезного действия  ; (рис.2) 

– показатель преломления среды n  вещества (рис.3). 

 
 

Рисунок 1.1 –  Примеры коэффициентов трения, определяемые  

материалами, из которых изготовлены поверхности  

взаимодействующих тел. 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 1.2 – Характеристика эффективности системы (устройства,  

машины) в отношении преобразования или передачи энергии. 

%100КПД:МЕХАНИЗМИДЕАЛЬНЫЙ   

%100КПД:МЕХАНИЗМРЕАЛЬНЫЙ   
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Рисунок 1.3 –  Показатели преломления различных сред. 

 

Примеры скалярных величин с размерностью:  

 

Название скалярной 

величины 

Обозначение скалярной  

величины 

Размерность скалярной 

величины 

масса тела m  (кг) 

температура воздуха T   ( С ) 

время t   ( с ) 

напряжение в сети U  ( B ) 

длина l  (м) 

площадь  S  ( 2м ) 

объѐм V  (
3м ) 

работа A  ( Дж ) 

энергия Е  ( Дж ) 

мощность N  ( Вт ) 

 

Для нахождения некоторых скалярных величин с размерностью существуют приборы, 

с помощью которых можно измерить эти величины. 

 

 
Рисунок 1.4 –  Весы для измерения 

массы  

 

 
Рисунок 1.5 – Термометр для измерения 

температуры  
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Рисунок 1.6 –  Вольтметр для измерения 

напряжения  

 
Рисунок 1.7 –  Часы для измерения 

времени  

 

Векторная величина в физике (вектор) – это физическая величина, которая 

характеризуется неотрицательным скаляром (модулем вектора) и направлением в 

пространстве. Векторная величина обладает размерностью. Размерность вектора – это 

размерность его модуля. 

Примеры векторных величин:  

Название векторной 

величины 

Обозначение векторной 

величины 

Размерность 

векторной величины 

перемещение s   м  

скорость v  








c

м
 

ускорение a  







2c

м
 

импульс p  









c

м
кг  

сила F   H  

давление P   Па  

напряжѐнность 

электрического поля E  








Kл

H
 

магнитная индукция В   Тл  

 

 
Рисунок 1.8 –   

Иллюстрация к понятию 

«вектор перемещения» 

Информация, представленная указателем на рисунке 8, 

определяет как расстояние, так и направление для каждого 

города. По сути, указатель определяет вектор перемещения 

для каждого из этих указанных на нем городов. 

 
Рисунок 1.9 –  

Иллюстрация к понятию 

«вектор перемещения» 

На рисунке 9, гуси 

движутся в одном 

направлении с одной и той 

же скоростью. В результате 

скорости всех птиц – это 

равные векторы, хотя их 

расположение в пространстве 

разное. 
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Рисунок 1.10 –  

Иллюстрация к понятию 

«вектор ускорения» 

 

Скорости велосипедистов на рисунке 10 меняются 

как по величине, так и по направлению. Оба эти типа 

изменения скорости связаны с понятием «вектор 

ускорения». 

 

 

Осьминоги вбирают в себя воду и затем резко 

выбрасывают еѐ, получая при этом импульс, 

направленный в противоположную сторону. Управляя 

струѐй осьминог может двигаться в нужном 

направлении.  
Рисунок 1.11 –  

Иллюстрация к понятию 

«вектор импульса» 

 
Рисунок 1.12 – 

Иллюстрация к понятию «вектор 

силы» 

 

В качестве примера, иллюстрирующего 

понятии «сила», на рисунке 12 приведен рисунок к 

задаче, в которой блок массы m, размещенный на 

поверхности без трения, наклонѐнной под некоторым 

углом   к горизонтали. Блок, очевидно, будет 

двигаться вниз по наклонной поверхности. Силами, 

действующими на блок, являются его вес gmFg  , 

где g ускорение свободного падения и нормальная 

сила N , оказываемая поверхностью на объект. Эти 

две силы, а также проекции силы gmFg   на оси, 

параллельную и перпендикулярную к поверхности,  

показаны на рисунке 12. 

 
Рисунок 1.13 –  Иллюстрация к 

понятию 
«вектор давления» 

 

На рисунке 13 изображѐн рисунок к задаче, 

в которой мы имеем резервуар с наклонной правой 

стенкой, заполненный жидкостью с удельным 

весом . Ширина стенки в направлении, 

перпендикулярном плоскости чертежа (от 

читателя), равна b. Стенка условно показана 

развернутой относительно оси АВ и заштрихована 

на рисунке. Нужно построить график изменения 

избыточного гидростатического давления на 

стенку АВ.  

 
Рисунок 1.14 –  Иллюстрация к 

понятию«вектор напряжѐнности» 

 

На рисунке 14 изображены примеры 

линий напряжѐнности. Силовые линии 

электрического поля замкнуты, они 

начинаются на положительных зарядах и 

оканчиваются на отрицательных. 
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Рисунок 1.15 –  

Иллюстрация к понятию «вектор 

магнитной индукции» 

 

На рисунке 15 изображены векторы магнитной 

индукции для четырѐх одинаковых токов, которые 

проходят по длинным прямым параллельным 

проводникам, проходящим    через вершины квадрата 

перпендикулярно его, причем по трем проводникам 

проходят токи в одном направлении, а по четвертому 

— в противоположном.  

   

 

1.2. СЛОЖЕНИЕ ВЕКТОРОВ 

В физике можно складывать только векторы, имеющие одинаковую размерность. 

Можно складывать только скорость со скоростью, силу с силой, но между собой, т.е. силу со 

скоростью, их складывать нельзя. При сложении векторов получается вектор той же 

размерности, что и исходные векторы. 

Сложение векторов можно показать на двух характерных примерах: нахождении 

общего перемещения тела и нахождении равнодействующей сил, приложенных к телу. 

  

ПРАВИЛО ТРЕУГОЛЬНИКА 

Задача 1.1. Тело находится в пункте А и после этого переместилось в пункт В, то 

перемещением тела будет вектор ABs  . Перемещение не зависит от формы траектории, 

оно определяется лишь начальной и конечной точками движения. На рисунке 16 изображено 

перемещение тела s  и для сравнения показана траектория движения тела. 

 
Рисунок 1.16 – Перемещение тела s  

Траектория движения тела 

Если же тело совершило перемещение 
1s  из пункта  А в пункт В, а затем 

перемещение 
2s  из пункта В в пункт С, то общее перемещение тела из пункта А в пункт С – 

s , есть результат двух последовательно совершѐнных перемещений 
1s  и 

2s , и поэтому 

естественно считать, что оно является их суммой: 
21 sss  . Это приводит нас к тому, что 

для сложения данных векторов необходимо применять правило треугольника.  

 
Рисунок 1.17 – Сложение перемещений 
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ПРАВИЛО    ПАРАЛЛЕЛОГРАММА 

Другая картина возникает при нахождении равнодействующей сил приложенных к 

телу. 

Задача 1.2. Допустим, что в точке О находится небольшое тело, к которому 

приложены две силы:  1F  и 2F . Известно, что совместное действие этих сил равноценно 

действию одной силы F , которая является диагональю параллелограмма, построенного на 

векторах 1F  и 2F  (см. рис.18).  

 
Рисунок 1.18 –  Сложение сил, приложенных к телу 

То есть движение нашего тела не изменится, если убрать силы 1F  и 2F  и заменить их 

силой F . Эта сила называется равнодействующей двух сил 1F  и 2F . Она является 

результатом их совместного применения, и поэтому считается их суммой: 21 FFF  . То 

есть для сложения этих векторов необходимо правило параллелограмма. 

 

1.3. ВЫЧИТАНИЕ ВЕКТОРОВ 

Разность векторов в физике встречается очень часто, особенно в механике. Например, 

ускорение тела при равноускоренном движении: 

t

vv
a 0
 . 

Здесь 
0v  – начальная скорость тела, v – конечная скорость, t – время, за которое 

произошло изменение скорости тела. Разность 0vvv   называется изменением 

скорости. 

Задача 1.3. Машина движется по окружности со скоростью v . Найти модуль 

изменения скорости за четверть периода.  

Модуль изменения скорости – это модуль вектора 
12 vvv  , где 

1v – это скорость 

тела в некоторой точке А на окружности, а 
2v – это скорость в точке В, находящейся через 

четверть окружности от точки А.  

 
  

Рисунок 1.19 –  К задаче 1.3 на вычитание векторов 
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1.4. УМНОЖЕНИЕ СКАЛЯРА НА ВЕКТОР 

Векторы можно не только складывать и вычитать, но и умножать на скаляры. При 

умножении вектора на скаляр получается вектор. Размерность вектора, полученного при 

умножении вектора на скаляр, равна произведению размерностей скаляра и исходного 

вектора. 

Перемножение вектора на скаляр встречаются во многих темах физики. 

Например, при равномерном прямолинейном движении тела с постоянной скоростью 

v  перемещение тела за время t находится по формуле: 

tvs  . 

Размерность перемещения 







 мс

с

м
:s  

Импульс тела массой m  определяется как произведение массы на скорость: 

vmp   

Импульс не обладает своей единицей размерности. Размерность импульса 











с

м
кг:p  

Второй закон Ньютона механики: равнодействующая сила, приложенная к телу 

массой m  равна произведению массы тела на ускорение, которое приобрело тело. 

amF   

Скаляр, умножаемый на вектор, не обязан быть положительным. Например, если в 

электрическое поле поместить заряд  q , то сила, действующая со стороны этого поля на 

заряд, равна произведению заряда на вектор напряжѐнности поля. 

EqF  . 

При этом заряд может быть как положительным, так и отрицательным. 

Задача 1.4.  Две материальные точки одинаковой массы движутся со скоростями 8 м/с 

и 6 м/с во взаимно перпендикулярных направлениях. Вычислите модуль скорости V центра 

масс системы этих точек. 

Для решения поставленной задачи необходимо знать не только закон сохранения 

импульса, но и иметь представление о линейной комбинации векторов: 

2211 VmVmp  , т.к. 21 ppp  , а 111 Vmp   и 222 Vmp  . 

Задача 1.5. Тело массой 2m   кг движется прямолинейно по закону 

  iDtCtBtAr 32    ( C 2 2с/м , D 0,4 3с/м ). Определите силу, действующую на тело в 

конце первой секунды движения. 

В этой задаче после нахождения ускорения тела в конце первой секунды применяется 

второй закон Ньютона. 
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1.5. УГОЛ МЕЖДУ ВЕКТОРАМИ 

Угол между векторами – это угол между осями этих векторов.  

Понятие угла между векторами также используется в физике при решении многих 

задач. 

 Задача 1.6. Скорость течения реки рv  = 3 км/ч, а скорость движения лодки 

относительно воды 1v  = 6 км/ч. Определите, под каким углом относительно берега должна 

двигаться лодка, чтобы проплыть поперек реки. 

 

 
Рисунок 1.20 –  К задаче 1.6 на нахождение угла между векторами 

Для решения поставленной задачи нужно уметь не только находить угол между 

векторами, но и правильно его представлять на рисунке. 

Задача 1.7. Под действием постоянной силы величиной 5 Н тело совершает 

перемещение величиной 2 м. Вычислите работу этой силы, если угол между векторами силы 

и перемещения равен 
60 . 

В данной задаче необходимо знать угол между векторами силы и перемещения, т.к. 

работа равняется произведению модуля сила на модуль перемещения и на косинус угла 

между ними. 

cossFA  . 

 

 
 

Рисунок 1.21 –  К задаче 1.7 на нахождение угла между векторами 
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1.6. ПРОЕКЦИЯ ВЕКТОРА НА ОСЬ 

Понятие проекции вектора на ось и свойства проектирования особенно применяются в 

механике.  

Задача 1.8. Рассмотрим движение математического маятника. Математический 

маятник – это материальная точка массы m , подвешенная на длинной невесомой 

нерастяжимой нити. 

 
Рисунок 1.22 – К задаче 1.8 на нахождение проекции вектора на ось 

 Для маятника второй закон Ньютона без учѐта сопротивления воздуха будет иметь 

вид:  

Tgmam  , 

где T  – сила упругости нити. 

Записав второй закон Ньютона в векторной форме, перейдѐм к его проектированию на 

координатные оси. Получим:  

–  на ось OX :                                sinTcosam  ; 

–  на ось OY :                                cosTgmsinam  . 

Исходя из полученной системы, можно найти модуль ускорения и модуль силы 

упругости нити. 

Задача 1.9. Движение тела, брошенного под углом   к горизонту – это сложное 

криволинейное движение, которое можно представить в виде суммы двух независимых 

движений: равномерного прямолинейного движения вдоль оси OX  и свободного падения 

вдоль оси OY . Если начальная скорость 

движения тела 
0v , то получим: 

 

вдоль оси OX :  

                              tcosvx 0    ; 

вдоль оси OY :  

                              
2

tg
tsinvy

2

0


  . 

 

                                                                            

Рисунок 1.23 – К задаче 1.9 на  

                                                                                   нахождение проекции вектора на ось 

http://ru.solverbook.com/spravochnik/mexanika/kinematika/materialnaya-tochka/
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1.7. ВЕКТОРЫ И КООРДИНАТЫ 

Очень важным применением трѐх рассмотренных операций над векторами является 

разложение вектора по базису декартовой прямоугольной системы координат. 

Базисом системы координат OXY  являются вектора i  и j . 

 
Рисунок 1.24 –  Разложение вектора по базису 

На рисунке изображѐн вектор a . Его разложение по базису i  и j  системы 

координат OXY : jaiaa yx  . 

Проекции 
xa  и ya  называются координатами в базисе i , j .  

Зная координаты вектора a , можно найти его модуль:    2y

2

x aaa  . 

Задача 1.10. Тело брошено горизонтально со скоростью 
0v . Найти скорость тела 

спустя время t . Под каким углом к горизонту направлена эта скорость? 

 
Рисунок 1.25 – К задаче 1.10 о горизонтальном броске. 

Решая данную задачу, имеем: jvivv yx  , где 0x vv   и tgvy  . 
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1.8. СКАЛЯРНОЕ ПРОИЗВЕДЕНИЕ ВЕКТОРОВ 

Скалярное произведение – это скаляр. В физике скалярное произведение – это  скаляр 

с размерностью. Размерность скалярного произведения равно произведению размерностей 

векторов – сомножителей. 

Скалярное произведение в механике. 

Задача 1.11. На тело, находящееся на горизонтальной поверхности, действует сила F  

под углом   к горизонту, и под действием этой силы тело совершило перемещение s . 

Найти работу, которую совершила сила.  

 
Рисунок 1.26 –  К задаче 1.11 к определению работы силы 

Работа силы F  по перемещению тела вычисляется по формуле 

sFA  . 

Задача 1.12. На тело, находящееся на горизонтальной поверхности, действует сила F  

под углом   к горизонту, и под действием этой силы тело стало двигаться со скоростью v . 

Найти мощность приложенной силы. 

Мощность силы N  равняется скалярному произведению вектора силы F  на вектор 

скорости v . 

vFN  . 

Скалярное произведение в теме «Магнитное поле». 

Известно, что при изучении магнитного поля вводят понятие магнитного потока. 

Потоком вектора магнитной индукции или магнитным потоком ( dФ ) сквозь площадку ( Sd ) 

называется скалярная физическая величина, равная скалярному произведению вектора 

магнитной индукции B  и  вектора dSnSd  , где n  – единичный вектор нормали к 

площадке. 

 
Рисунок 1.27 – К определению потока вектора магнитной индукции 

Задача 1.13. Дано векторное поле i)yx2()M(F   и плоскость 

02z2yx2:П  , которая совместно с координатными плоскостями образует 

пирамиду V. Пусть  - основание пирамиды, принадлежащее плоскости П, L – контур, 

ограничивающий основание , n  - вектор внешней нормали к . Требуется найти поток 

векторного поля )M(F  через поверхность  в направлении n . 
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1.9. ВЕКТОРНОЕ ПРОИЗВЕДЕНИЕ ВЕКТОРОВ 

В физике широко применяется и другой вид произведение двух векторов. Это 

произведение является вектором, а не скаляром. По определению векторное произведение 

двух векторов – это вектор, перпендикулярный (нормальный) к плоскости, образованной 

векторами-сомножителями, абсолютная величина которого равна площади параллелограмма, 

построенного на векторах-сомножителях, а также образующего с ними правую тройку 

векторов (правило правого винта). 

 

Рисунок 1.28 – а) К правилу правого винта;  

б) то же правило, но в применении к правой руке 

Векторное произведение в теме «Кинематика материальной точки». 

Приведѐм примеры физических величин темы «Кинематика материальной точки», 

для вычисления которых применяется векторное произведение. 

 Линейная скорость  v  точки, вращающейся вокруг неподвижной оси с угловой 

скоростью  , есть векторное произведение вектора   и радиус-вектора  r  этой точки. 

 
Рисунок 1.28 –  К определению линейной скорости точки,  

вращающейся вокруг неподвижной оси 

Задача 1.14. Угол поворота твердого тела вокруг постоянной оси зависит от времени 

по закону   kt2t6 3  . Вычислите модуль угловой скорости   и модуль углового 

ускорения   для момента 2t  c после начала вращения. 

Вектор тангенциального ускорения материальной точки при еѐ движении по 

окружности также находится с помощью векторного произведения: а  равен векторному 

произведению углового ускорения точки   и еѐ радиус вектора r .  

Вектор тангенциального ускорения материальной точки при еѐ движении по 

окружности вычисляется по формуле:  

rа   . 

В физике применяется и двойное векторное произведение. Например, вектор 

нормального ускорения материальной точки при еѐ движении по окружности na  равен 

http://izido.ru/mod/glossary/showentry.php?eid=3545&displayformat=dictionary
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векторному произведению угловой скорости точки   на векторное произведение угловой 

скорости точки   и еѐ радиус-вектора r . 

Вектор нормального ускорения материальной точки при еѐ движении по окружности 

вычисляется по формуле:  

 ran   .  

 

Векторное произведение в теме «Динамика материальной точки». 

Приведѐм примеры физических величин темы «Динамика материальной точки», для 

вычисления которых применяется векторное произведение. 

Моментом  силы M  относительно точки называется физическая величина, равная 

векторному произведению радиус-вектора  точки приложения силы r  на вектор силы F .  

Момент  силы M  относительно точки вычисляется по формуле: 

FrM  .  
Задача 1.15. К материальной точке, радиус-вектор которой относительно начала 

координат O равен j4i3r  , приложена сила j4i3F  . Вычислите момент M  и 

плечо l силы F относительно точки O. 

Задача 1.16. Радиус – вектор материальной точки относительно начала координат O 

равен j4i3r  . Импульс этой материальной точки равен j5,1i2p  . Вычислите 

момент импульса  материальной точки относительно точки O. 
 

Векторное произведение в теме «Магнитное поле». 

В теме «Магнитное поле» также есть физические величины, для вычисления которых 

применяется векторное произведение. 

Вектор механического момента M , действующий на контур с током I в 

однородном магнитном поле, индукция которого B , вычисляется по формуле: 

BpM m  .  

Сила Лоренца – это сила, действующая на заряд Q , движущийся в магнитном поле с 

индукцией B со скоростью v , одинаково направлена с вектором равным векторному 

произведению вектора скорости и вектора магнитной индукции поля. Сила Лоренца 

вычисляется по формуле: 

BvQF  . 

Задача 1.17. Прямоугольная рамка со сторонами 5a  см и 6b  см, состоящая из 20 

витков, помещена во внешнее однородное магнитное поле с индукцией 0,2 Тл. Нормаль к 

рамке n  составляет с направлением магнитного поля B  угол 
6


  . Определите 

вращающий момент сил, действующих на рамку, если по ней течѐт ток 2А. 

 

 
 

Рисунок 1.29 –  К задаче 1.17 
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2. ПРЕДМЕТНАЯ МОДЕЛЬ ПО ВЕКТОРНОЙ АЛГЕБРЕ 

В данном разделе приведена предметная модель студента по векторной алгебре, 

которая состоит из пяти компонент: тематического, семантического, операционного, 

функционального и процедурного. 

 

 

2.1. ТЕМАТИЧЕСКИЙ КОМПОНЕНТ (ТК) 

 

ТК.1. Виды векторов  

 

ТК.2. Операции с векторами, заданными 

геометрически 

 

 

 

 

 

ТК.3. Угол между векторами. Проекция 

вектора на ось вектора 

 

 

 

 

 

 

 

ТК.4. Способы задания векторов 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ТК.5. Операции с векторами, заданными своими координатами 

 

 

 

 

 

 

 

ТК.1.1. Вектор и его обозначения 

ТК.1.2. Модуль вектора 

ТК.1.3. Коллинеарные векторы 

ТК.1.4. Радиус-вектор точки 

ТК.1.5. Равные векторы 

ТК.1.6. Противоположные 

векторы 

ТК.1.7. Перпендикулярные 

векторы 

ТК.1.8. Единичный вектор 

ТК.1.9. Нулевой вектор 

ТК.1.10. Компланарные векторы 

ТК.2.1. Сложение двух векторов 

ТК.2.2. Вычитание двух векторов 

ТК.2.3. Умножение вектора на число 

ТК.2.4. Линейная комбинация векторов 

ТК.3.1. Угол между ненулевым вектором и 

осью 

ТК.3.2. Направляющие косинусы вектора 

ТК.3.3. Угол между двумя ненулевыми 

векторами 

ТК.3.4. Проекция ненулевого вектора на ось 

ТК.3.5. Проекция ненулевого вектора на ось 

вектора 

ТК.4.1. Задание вектора координатами в прямоугольной системе координат 

ТК.4.2. Задание вектора координатами его начала и конца в прямоугольной системе 

координат 

ТК.4.3. Задание вектора модулем и направляющими косинусами вектора 

ТК.4.4. Задание вектора в виде линейной комбинации ортов координатных осей 

прямоугольной системы координат 

ТК.5.1. Сложение векторов 

ТК.5.2. Вычитание векторов 

ТК.5.3. Умножение вектора на число 

ТК.5.4. Свойства линейных операций с векторами, заданными координатами 
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ТК.6. Скалярное произведение векторов 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ТК.7. Векторное произведение векторов  

 

 

 

 

 

 

 

 

ТК.8. Смешанное произведение 

векторов 

 

 

 

 

 

 

ТК.10. Применения векторов в 

геометрии 

 

 

 

ТК.9. Условия коллинеарности, 

перпендикулярности и компланарности 

векторов 

 

 

 

 

 

ТК.11. Применение векторов в физике 

 

 

 

 

 

 

 

 

ТК.6.1. Скалярное произведение двух векторов, заданных своими модулями и углом 

между ними 

ТК.6.2. Скалярное произведение двух векторов, заданных своими координатами 

ТК.6.3. Скалярный квадрат 

ТК.6.4. Свойства скалярного произведения векторов 

ТК.7.1. Векторное произведение двух векторов, заданных своими модулями и углом 

между ними 

ТК.7.2. Векторное произведение двух векторов, заданных своими координатами 

ТК.7.3. Свойства векторного произведения векторов 

ТК.8.1. Смешанное произведение 

векторов, заданных координатами 

ТК.8.2. Свойства смешанного 

произведения векторов 

ТК.9.1. Условия коллинеарности 

векторов. 

ТК.9.2. Условия перпендикулярности 

векторов. 

ТК.9.3. Условия компланарности 

векторов. 

ТК.10.1. Нахождение проекции 

вектора на вектор. 

ТК.10.2. Нахождение косинуса 

угла между векторами. 

ТК.10.3. Нахождение площадей 

параллелограмма и треугольника. 

ТК.10.4. Нахождение объѐмов 

параллелепипеда и треугольной 

пирамиды. 

ТК.10.5. Нахождение высот. 

 

ТК.11.1. Скалярные величины. 

ТК.11.2. Кинематика материальной точки. 

ТК.11.3. Динамика материальной точки и поступательно движущегося твердого тела 

ТК.11.4. Некоторые разделы физики. 
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2.2. СЕМАНТИЧЕСКИЙ   КОМПОНЕНТ  (СК) 

 

 

 

 

 

 

 

 

Например: на рисунке 2.1 а) изображен направленный отрезок AB, 

                  а на рисунке 2.1 б) – отрезок  CD, который не является направленным. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Например: на рисунке 2.2 изображено векторы силы, которые действуют между 

двумя материальными точками согласно закону всемирного тяготения.  

 
 

 

 

 

 

Например: на рисунке 2.3 изображен вектор. AB . 

 
Рис.2.3 

 

СК.1. Виды векторов 

Вектор и его обозначение 

СК.1.1. Направленным отрезком называется отрезок, для которого указано какой из 

его концов, – исходная точка отрезка, а какой – конечная точка отрезка. 

СК.1.2. На чертеже направление направленного отрезка обозначается стрелкой в 

конечной точке этого отрезка. (СК.1.1) 

СК.1.3. Направленный отрезок называется вектором.  (СК.1.1) 

СК.1.4. Началом вектора называется исходная точка направленного отрезка, который 

задает вектор. (СК.1.1, СК.1.3) 

СК.1.5. Концом вектора называется конечная точка направленного отрезка, который 

задает вектор. (СК.1.1, СК.1.3) 

СК.1.6. Направлением вектора является направление направленного отрезка, которое 

задает этот вектор. (СК.1.1, СК.1.2, СК.1.3) 
 

 

 

 

 

В 

Ри. 2.1а) Рис. 2.1б) 
C 

D 

Рис. 2.2 

СК.1.7. Вектор с началом в точке А и концом в точке В обозначается, как 

AB . (СК.1.3, СК.1.4, СК.1.5) 

А 
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Например:  на рисунке 2.4 изображен вектор a . 

 
 

 

 

 

 

 

Например: на рисунке 2.5 изображен вектор AB  на координатной плоскости. Модуль 

этого вектора равен 4: 4AB  

 
 

 

 

 

 

 

Например: на рисунке 2.6 изображен тот факт, что вектор a  лежит на прямой l . 

 
Рис.2.6 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

    А                         В 

   -1   0      1    2    3                  X 

Y 

 

 

 

1 

Рис. 2.5 

СК.1.8. Векторы можно обозначать малыми латинскими буквами. (СК.1.3) 

 Наприклад: на рис. 1.2 зображено вектор a . 

 

a  

Рис. 2.4 

Модуль вектора 

СК.1.9. Модулем вектора называется длина отрезка, который задает вектор. (СК.1.3) 

СК.1.10. Модуль вектора AB  обозначается, как AB . (СК.1.9) 

СК.1.11. Модуль вектора a  обозначается, как a . (СК.1.9) 

 

 

 

 

 

Коллинеарные векторы 

СК.1.12. Вектор, лежащий на прямой, это вектор, который задается отрезком, лежащим 

на этой прямой. (СК.1.3) 

СК.1.13. Тот факт, что вектор a  лежит на прямой l , обозначается, как 

la  . (СК.1.12) 

СК.1.14. Вектор, принадлежащий оси, это вектор, который задается отрезком, 

лежащим на этой оси. (СК.1.3) 

СК.1.15. Тот факт, что вектор a  принадлежит оси l , обозначается, как 

la  . (СК.1.14) 

СК.1.16. Осью вектора называется ось, на которой лежит этот вектор, положительное 

направление которой совпадает с направлением вектора. (СК.1.6) 
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Например: на рисунке 2.7 изображѐн тот факт, что вектор a  принадлежит оси l , то 

есть ось l  является осью вектора a . 

 
 

 

 

 

 

 

 

Например: на рисунке 2.8 изображены 1l  и 2l  – параллельные прямые и векторы a , 

b  и c , коллинеарные то есть ba , ca , bc . 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Например: на рисунке 2.9 изображены 1l  и 2l  – параллельные прямые и одинаково 

направленные векторы a , b  и c , то есть ba  , ca  , bc . 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Например: на рисунке 2.10 изображены 1l  и 2l  – параллельные прямые и 

противоположно направленные векторы a , b  и c , то есть ba  , bc . 

 

 

 

СК.1.17. Коллинеарными векторами называются векторы, которые лежат на одной 

прямой или на параллельных прямых. (СК.1.3, СК.1.12) 

СК.1.18. Коллинеарность векторов a  и b  обозначается, как 

ba . (СК.1.17) 

 

Рис. 2.8 
 

 СК.1.19. Среди коллинеарных векторов различают одинаково направленные векторы 

и противоположно направленные векторы. (СК.1.17) 

СК.1.20. Одинаково направленными векторами называются коллинеарные векторы, 

направления которых совпадают. (СК.1.17) 

СК.1.21. Тот факт, что векторы а  и b  одинаково направлены, обозначается, как 

ba  . (СК.1.17) 
 

Рис. 2.9 

СК.1.22. Противоположно направленными векторами называются коллинеарные 

векторы, которые имеют противоположное направление. (СК.1.17) 

СК.1.23. Тот факт, что векторы а  и b  противоположно направлены, обозначается, 

как  

ba  . (СК.1.22) 

 

Рис. 2.7 
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Например: на рисунке 2.11 изображено Mr – радиус-вектор точки М в пространстве. 

 
Рис.2.11 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Например: на рисунке 2.12 изображены свободные векторы a  и b , то есть ba . 

 
 

a  

b
 

C

 

2l
 

Рис. 2.10 

Радиус-вектор точки 

 

СК.1.24. Радиус-вектором точки называется вектор, начало которого - начало 

координат, а конец - данная точка. (СК.1. 4, СК.1. 5) 

СК.1.25. Радиус-вектор точки М обозначается, как 

Mr . (СК.1.24) 

 

Равные векторы 

 

СК.1.28. Равными векторами, называются одинаково направленные векторы, модули 

которых равны. (СК.1.9, СК.1.20)  

СК.1.29. Равенство векторов a  и b  обозначается, как 

ba . (СК.1.28) 

СК.1.30. Определение равенства векторов a  и b  в символьном виде: 

ba
ba

ba












. (СК.1.28, СК.1.29) 

 

 

СК.1.31. Свободные вектора – это множество равных между собой векторов, каждый из 

которых может быть получен параллельным переносом другого вектора. (СК.1.28) 

СК.1.32. Свободный вектор можно построить в любой точке пространства. (СК.1.32) 

a  b  

Рис. 2.12 

1l  
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Например: на рисунке 2.13 изображѐн скользящий вектор силы F , который можно 

переносить в любую точку тела, на которое действует данная сила. 

 

 
Рис.2.13 

 

 

 

 

 

 

Например: на рисунке 2.14 изображены связанные векторы в физике: векторы 

скоростей и ускорений движущейся материальной точки. 

 
Рис.2.14 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Например: на рисунке 2.15 изображены противоположные векторы a  и a . 

 

 
 

 

Противоположные векторы 

СК.1.32. Вектором, противоположным данного вектора, называется вектор, 

противоположно направленный с этим вектором, модуль которого равен модулю 

данного вектора. (СК.1.2.1, СК.1.3.11) 

СК.1.33. Вектор, противоположный к вектору a , обозначается, как 

a . (СК.1.6.1) 

СК.1.34. Определение вектора b , противоположного вектору à , в символьном виде:  

ab
ab

ab











. (СК.1.6.1, СК.1.6.2) 

Рис. 2.15 

СК.1.33. Вектора равные между собой, принадлежащие одной прямой, называются 

скользящими векторами. (СК.1.28) 

СК.1.35. Вектора равные между собой, имеющие общее начало, называются связанными 

векторами. (СК.1.28) 

СК.1.36. Связанные векторы часто называются определенными или приложенными. (СК.1.35) 

СК.1.37. Начало связанного вектора называется точкой приложения. (СК.1.35) 
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Например: на рисунке 2.16 изображены 1l  и 2l  – перпендикулярные прямые и 

перпендикулярные векторы а  и b , то есть а  b . 

 
Рис.2.16 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Например: на рисунке 2.17 изображено ae  – орт вектора a . 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

Перпендикулярные векторы 

СК.1.35. Перпендикулярными векторами называются векторы, которые лежат на 

перпендикулярных прямых. (СК.1.3.1) 

СК.1.36. Перпендикулярность векторов à  и b  обозначается, как 

a  b . (СК.1.7.1) 

Единичный вектор 

СК.1.37. Единичным вектором называется вектор, модуль которого равен 

единичному отрезку. (СК.1.9) 

СК.1.38. Единичный вектор обозначается e . (СК.1.37) 

СК.1.39. Определение единичного вектора в символьном виде: 

ea1a   (СК.1.37, СК.1.38) 

СК.1.40. Ортом ненулевого вектора называется единичный вектор, одинаково 

направленный с данным вектором. (СК.1.37) 

СК.1.41. Орт вектора a  обозначается, как      ae . (СК.1.40) 

СК.1.42. Определение орта ненулевого вектора a  в символьном виде: 

ae  – орт вектора a , тогда и только тогда, когда 1ea  , ae a . (СК.1.40, СК.1.41) 

СК.1.43. Ортом оси называется единичный вектор, одинаково направленный с 

положительным направлением оси. (СК.1.37, СК.1.20) 

СК.1.44. Орт оси OX обозначается, как i . (СК.1.43) 

СК.1.45. Орт оси OY обозначается, как j . (СК.1.43) 

СК.1.46. Орт оси OZ обозначается, как k . (СК.1.43) 

Рис. 2.17 
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Например: на рисунке 2.18 изображены орты координатных осей прямоугольной 

системы координат в пространстве.  

 
Рис.2.18 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Например: на рисунке 2.19 изображены плоскости   и  - параллельные, векторы a

, b  и c  – компланарные. 

 
 

СК.1.47. Орт оси OX вектор i  – радиус-вектор точки  0;0;11M . (СК.1.24, СК.1.44) 

СК.1.48.  Орт оси OY вектор j  – радиус-вектор точки  0;1;02M .(СК.1.24, СК.1.45) 

СК.1.49. Орт оси OZ вектор k  – радиус-вектор точки  1;0;03M . (СК.1.24, СК.1.46) 

Нулевой вектор 

СК.1.50. Нулевым вектором называется вектор, модуль которого равен нулю. (СК.1.9) 

СК.1.51. Нулевой вектор обозначается, как 0 . (СК.1.50) 

СК.1.52. Определение нулевого вектора в символьном виде: 

0a0a  . (СК.1.50) 

СК.1.53. Начало и конец нулевого вектора совпадают. (СК.1.50, СК.1.51) 

СК.1.54. Направление нулевого вектора считается произвольным. (СК.1.50, СК.1.51, 

СК.1.52) 

Компланарные векторы 

 

СК.1.55. Вектор, лежащий в плоскости, это вектор, который задаѐтся отрезком, 

лежащим в этой плоскости. (СК.1.3) 

СК.1.56. Тот факт, что вектор a  лежит в плоскости  , обозначается как 

a . (СК.1.55) 

СК.1.57. Компланарными векторами называются векторы, которые лежать в одной 

плоскости или в параллельных плоскостях. (СК.1.55, СК.1.56) 

Рис. 2.19 
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Например: на рисунке 2.20 изображено нахождение ba  по правилу 
треугольника. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Например: на рисунке 2.21 изображено нахождение bа   по правилу 
параллелограмма.  

 

 
 

 

a  

b
 

ba   

Рис. 2.21 

СК.2. Операции с векторами 

 

Сложение двух векторов 

СК.2.1. Для векторов определены линейные операции: сложение, вычитание и 

умножение на число. (СК.1.3) 

СК.2.2. Суммой двух векторов является вектор, который можно получить 

сложением этих векторов по правилу треугольника или по правилу 

параллелограмма. (СК.1.3, СК.2.1) 

СК.2.3. Вектор, который является суммой векторов а  и b , обозначается как 

ba  . (СК.2.2) 

СК.2.4. Вектор ba   находится по правилу треугольника, если начало вектора 

b  совпадает с концом вектора a . (СК.1.4, СК.1.5, СК.2.3) 

СК.2.5. Вектором ba  , который находится по правилу треугольника, является 

вектор, начало которого совпадает с началом вектора а , а конец – с концом вектора 

b . (СК.1.4, СК.1.5, СК.2.3, СК.2.4) 

 

Рис. 2.20 

СК.2.6. Вектор ba   находится по правилу параллелограмма, если векторы а  и 

b  имеют общее начало. (СК.1.4, СК.2.3) 

СК.2.7. Вектором ba  , который находится по правилу параллелограмма, является 

вектор, начало которого совпадает с общим началом векторов а  и b , и являющийся 

диагональю параллелограмма, построенного на этих векторах. (СК.1.4, СК.2.3) 
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Например: на рисунке 2.22 изображено нахождение ba   по правилу треугольника. 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

Например: на рисунке 2.23 изображено нахождение разности векторов a  и b  по 

правилу параллелограмма. 

 
Рис. 2.23 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

a  
ba   

b  

Рис. 2.22 

Вычитание двух векторов 

 

СК.2.8. Разностью двух векторов называется вектор, который можно получить 

вычитанием этих векторов по правилу треугольника или по правилу 

параллелограмма. (СК.1.3) 

СК.2.9. Разность векторов а  и b  обозначается как 

ba  . (СК.2.8) 

СК.2.10. Вектор ba   находится по правилу треугольника, если векторы а  и b  

имеют общее начало. (СК.1.4, СК.2.8) 

СК.2.11. Вектором ba  , который находится по правилу треугольника, 

называется вектор, начало которого совпадает с концом вектора b , а конец – с 

концом вектора а . (СК.1.3, СК.1.4, СК.2.8, СК.2.10) 

 

СК.2.12. Вектор ba   находится по правилу параллелограмма, если вектор а  и 
вектор b  имеют общее начало. (СК.1.4, СК.1.33, СК.2.8) 

СК.2.13. Вектором ba  , который находится по правилу параллелограмма, 

называется вектор, начало которого совпадает с общим началом вектора a  и вектора 

b , и который является диагональю параллелограмма, построенного на этих векторах. 

(СК.1.4, СК.2.12, СК.2.8) 

 

СК.2.14. Произведением вектора на число называется вектор, который можно получить 

умножением вектора на это число. (СК.1.3, СК.2.1) 

СК.2.15. Произведение вектора a  на число   обозначается как   a . (СК.2.14) 

СК.2.16. Модуль вектора, который является произведением вектора a  на число  , 

равен произведению модуля вектора a  на модуль числа  . (СК.1.9, СК.2.14) 

СК.2.17. Вектор, который является произведением данного вектора на число, которое 

не ровно нулю, коллинеарен данному вектору. (СК.1.17, СК.2.14)  
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Например: на рисунке 2.24 а) и б) изображено нахождения произведения вектора AB  

на число  .  

На рисунке 2.24 а) 2 , AB2AC  .                На рисунке 2.24 б) 2 , AB2BC   

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

СК.2.22. Свойство коллинеарности векторов утверждает, что если вектора 

коллинеарны, то один их них является произведением другого на некоторое число. 

(СК.1.17, СК.2.14) 

СК.2.23. Свойство двух векторов, один из которых является произведением 

другого на некоторое число, утверждает, что такие вектора являются коллинеарными. 

(СК.1.17, СК.2.14) 

 

СК.2.24. Суммой конечного числа векторов называется вектор, который можно 
получить сложением этих векторов по правилу многоугольника. (СК.1.3, СК.2.1) 

СК.2.25. Вектор, который является суммой векторов 1а , 2а , …, nа  обозначается как 

n21 a...aа  . (СК.2.24) 

СК.2.26. Вектор n21 a...aа   находится по правилу многоугольника, если начало 

вектора 2a  совпадает с концом вектора 1a , начало вектора 3a  совпадает с концом 

вектора 2a  и так далее, в конце, начало вектора na  совпадает с концом вектора 1na  . 

(СК.1.4, СК.1.5, СК.2.25) 

СК.2.27. Вектором n21 a...aа  , который находится по правилу многоугольника, 

является вектор, начало которого совпадает с началом вектора 1a , а конец – с концом 

вектора na .(СК.1.4, СК.1.5, СК.2.25, СК.2.26) 

 

Рис.  2.24 а) Рис. 2.24 б) 

СК.2.18. Вектор, который является произведением вектора a  на число  , и вектор a  

одинаково направлены, если   – положительное. (СК.1.20, СК.2.14) 

СК.2.19. Вектор, который является произведением вектора a  на число  , и вектор a  

противоположно направлены, если   – отрицательное. (СК.2.14) 

СК.2.20. Произведением вектора на число нуль является нулевой вектор. (СК.1.47) 

СК.2.21. Определение произведения вектора a  на число   в символьном виде:  























.0b0

;ab0

;ab0

;ab

ba









 , где R  (СК.2.16, СК.2.17, СК.2.19, СК.2.20) 
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Например: на рисунке 2.25 изображено нахождение n21 a...aа   по правилу 

многоугольника. 

 
Рис. 2.25 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Линейная комбинация векторов 
СК.2.28. Линейной комбинацией векторов называется вектор, который равен сумме 
произведений этих векторов на некоторые действительные числа. (СК.2.24, СК.2.14) 

СК.2.29. Определение линейной комбинации векторов n21 a,...,a,a  в символьном 

виде:                                        nn2211 a...aab   , 

где R,..,, n21   – коэффициенты линейной комбинации. (СК.2.28) 

СК.2.30. Линейные операции с векторами удовлетворяют девяти свойствам. (СК.2.1) 
СК.2.31. Свойство коммутативности суммы векторов утверждает, что сумма 
конечного числа векторов не зависит от порядка сложения. (СК.2.24) 

СК.2.32. Свойство коммутативности суммы для любых двух векторов a  и b  в 

символьном виде:                   abba  . (СК.2.31) 
СК.2.33. Свойство ассоциативности суммы векторов утверждает, что сумма 
конечного числа векторов не изменится, если слагаемые объединять в произвольные 
группы. (0) 

СК.2.34. Свойство ассоциативности суммы для любых трѐх векторов a , b  и c  в 

символьном виде:              cbacba  . (СК.2.33) 

 

СК.2.35. Свойство ассоциативности относительно числового множителя 
утверждает, что произведение конечного числа числовых множителей на вектор не 

изменится, если множители объединять в произвольные группы. (СК.2.24) 

СК.2.36. Свойство ассоциативности относительно числового множителя для 

любых действительных чисел  ,   и вектора a  в символьном виде: 

     aaa   . (СК.2.35) 

СК.2.37. Свойство дистрибутивности относительно суммы векторов утверждает, 

что для нахождения произведения суммы конечного числа векторов на число нужно 

умножить каждое слагаемое на это число и результаты сложить. (СК.2.24) 

СК.2.38. Свойство дистрибутивности относительно суммы векторов для любых 

двух векторов a , b  и действительного числа   в символьном виде: 

  baba   . (СК.2.37) 

СК.2.39. Свойство дистрибутивности относительно суммы числовых 

множителей утверждает, что для нахождения произведения суммы конечного числа 

действительных чисел на вектор нужно умножить каждое слагаемое на этот вектор и 

результаты сложить. (СК.2.24) 
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Например: на рисунке 2.26 угол   является углом между вектором a  и осью АС, то 

есть  =


ACa  

 
 

 

А С 

a  

  

Рис. 2.26 

СК3. Угол между векторами. Проекция вектора на ось 

 

Угол между ненулевым вектором и осью 

СК.3.1. Углом между ненулевым вектором и осью называется угол, образованный 

осью вектора и данной осью, которые взяты в положительном направлении.  

СК.3.2. Угол между вектором a  и осью AC  обозначается, как 

ACa


. (СК.3.1) 

 

СК.2.40. Свойство дистрибутивности относительно суммы числовых 

множителей для любых действительных чисел  ,   и вектора a  в символьном 

виде: 

  aaa   . (СК.2.39) 

СК.2.41. Свойство нулевого вектора утверждает, что сумма любого ненулевого 

вектора и нулевого вектора равна самому ненулевому вектору. (СК.2.24) 

СК.2.42. Свойство нулевого вектора для любого ненулевого вектора a  в 

символьном виде: 

a +0 = a . (СК.2.41) 

СК.2.43. Свойство противоположного вектора утверждает, что сумма вектора и 

противоположного ему вектора равна нулевому вектору. (СК.2.14) 

СК.2.44. Свойство противоположного вектора для вектора a  в символьном 

виде:                                           a +(– a )=0 . (СК.2.43) 

СК.2.45. Свойство умножения на число 1 утверждает, что произведение вектора 

на 1 равно самому вектору.  

СК.2.46. Свойство умножения на число 1 для вектора a  в символьном виде: 

1a  = a . (СК.2.45) 

СК.2.47. Свойство умножения числа на нулевой вектор утверждает, что 

произведение числа на нулевой вектор равно нулевому вектору. (СК.2.14, СК.1.47) 

СК.2.48. Свойство умножения числа на нулевой вектор для числа   в 

символьном виде: 

00  . (СК.2.47) 
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Например: на рисунке 2.27 изображены углы, которые вектор a  образует с 

координатными осями.  

 
 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Например: на рисунке 2.28  угол   является углом между вектором a  и b , то есть 

=


ba . 

 
 

 

 

 

Рис. 2.28 

СК.3.3. Угол между ненулевым вектором и осью OX обозначается, как 

 .(СК.3.1) 

СК.3.4. Угол между ненулевым вектором и осью OY обозначается, как 

 . (СК.3.1) 

СК.3.5. Угол между ненулевым вектором и осью OZ обозначается, как 

 . (СК.3.1) 

 

Рис. 2.27 
 

Направляющие косинусы вектора 

СК.3.6. Направляющими косинусами вектора называются косинусы углов между 

вектором и координатными осями. (СК.3.3, СК.3.4, СК.3.5) 

СК.3.7. Свойство направляющих косинусов произвольного вектора утверждает, что 

сумма квадратов направляющих косинусов равняется 1. (СК.3.6) 

СК.3.8. Свойство направляющих косинусов произвольного вектора в символьном 

виде:                                      1coscoscos 222   . (СК.3.7) 

 

Угол между двумя ненулевыми векторами 

СК.3.9. Углом между любыми двумя ненулевыми векторами называется угол между 

осями этих векторов, взятых в положительном направлении. (Ошибка! Источник ссылки 

не найден.) 

СК.3.10. Угол между ненулевыми векторами a  и b  обозначается, как 


ba . (СК.3.9) 

 

СК.3.11. Угол между одинаково направленными векторами равен 0°.  
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Например: на рисунке 2.29 ACAB  , поэтому угол ,0BAC   где  угол 

между .ACиAB  

 
 

 

 

 

Например: на рисунке 2.30 ACAB   поэтому ,180BAC   где  угол между 

.ACиAB  

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Например: на рисунке 2.31  а) и б) изображена проекция ненулевого вектора AB  на 

ось DC .  

 На рисунке 2.31  а) BAABПр
DC

 .  На рисунке 2.31 б) BAABПр
DC

 .  

Где A  и B  – проекции соответственно точек А и В на ось DC . 

   
                               Рис. 2.31 а)                                                       Рис. 2.31 б) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

A  

B  

B  

A  C D 

A  

B  

B  

A  C D 

В А 

 

С 

А В  

Рис. 2.29 

Рис. 2.30 

Проекция ненулевого вектора на ось 

СК.3.13. Вектор, полученный проектированием ненулевого вектора на ось - это 

вектор, начало и конец которого, получены проектированием соответственно начала и 

конца данного вектора на эту ось. 

СК.3.14. Проекция ненулевого вектора на ось это число, которое равняется модулю 

вектора, полученного проектированием данного вектора на эту ось, если их 

направления совпадают, и минус модулю вектора, если направления противоположны. 

(СК.1.9, СК.1.6, СК.3.13) 

СК.3.15. Проекцию вектора AB  на ось DC  обозначается, как    ABПрDC . (СК.3.14) 

 

СК.3.16. Проекция ненулевого вектора на ось равна нулю, если вектор 

перпендикулярен этой оси. (СК.1.35, СК.3.14) 

СК.3.17. Свойство проекции ненулевого вектора на координатную ось состоит в том, 

что проекция ненулевого вектора на координатную ось равна числу, полученному 

вычитанием от координаты конца вектора соответствующей координаты начала 

вектора. (СК.1.3, СК.1.4, СК.4.1, СК.3.14) 

СК.3.12. Угол между противоположно направленными векторами равен 180°. 

(СК.3.10) 
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Проекция ненулевого вектора на ось вектора 

 

СК.3.20. Проекцией ненулевого вектора a  на ненулевой вектор b  является 

проекция вектора a  на ось вектора b . (СК.3.14) 

СК.3.21. Проекцию ненулевого вектора a  на ненулевой вектор b  обозначается, 

как 

aПр
b

. (СК.3.20) 

СК.3.22. Проекция ненулевого вектора a  на ненулевой вектор b  равна 

произведению модуля вектора a  на косинус угла между векторами. 

СК.3.23. Проекция ненулевого вектора a  на ненулевой вектор b  вычисляется по 

формуле:   

                                      


 ba,cosaaПр
b

 где . (СК.3.21, СК.3.22) 

СК.4. Способы задания векторов 

 

Задание вектора координатами в прямоугольной системе координат 

СК.4.1. Вектор может быть задан четырьмя способами. 

СК.4.2. Первый способ задания вектора – вектор задаѐтся координатами в 

прямоугольной системе координат. (СК.4.1) 

СК.4.3. Координата вектора по координатной оси прямоугольной системы 

координат - это число, равное проекции вектора на эту ось. 

СК.4.4. Координата вектора a  по оси OX обозначается как xa . (СК.4.3) 

СК.4.5. Координата вектора a  по оси OY обозначается как  ya . (СК.4.3) 

СК.4.6. Координата вектора a  по оси OZ обозначается как  za . (СК.4.3) 

СК.4.7. Определение координат вектора в прямоугольной системе координат OXYZ 

в символьном виде: 

aПрa OXx  , aПрa OYy  , aПрa OZz  . (СК.4.3) 

СК.3.18. Проекция ненулевого вектора на ось равна произведению модуля этого вектора 

на косинус угла между вектором и осью. (СК.1.9, СК.3.1, СК.3.14) 

СК.3.19. Проекция ненулевого вектора на ось вычисляется по формуле: 

. (СК.3.18, СК.3.2) 

 



 ACaгде,cosaaПрAC 
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Задание вектора координатами его начала и конца в прямоугольной системе 

координат 

СК.4.14. Второй способ задания вектора - вектор задаѐтся координатами его 

начала и конца в прямоугольной системе координат. (СК.4.1) 

СК.4.15. Координата вектора по координатной оси прямоугольной системы 

координат равна числу, полученному вычитанием из координаты конца вектора по 

данной координатной оси соответствующей координаты начала вектора. (СК.4.2) 

СК.4.16. Координаты вектора  zyx a;a;aaAB  , который задан координатами 

конца и начала, находятся по формуле: 

вектора.конецвектора начало

де





)z;y;x(B,)z;y;x(А

г,zza,yya,xxa

222111

12z12y12x
. 

СК.4.17. Координаты нулевого вектора равны нулю, то есть 0 =(0; 0; 0). 

СК.4.18. Координатами радиус-вектора произвольной точки М пространства в 

прямоугольной системе координат являются координаты этой точки.  

 

СК.4.8. Задание вектора  координатами в пространстве  в символьном 

виде: 

. (СК.4.5, СК.4.6, СК.4.7) 

СК.4.9. Соответствующими координатами векторов называются координаты по 

одной и той же координатной оси. (СК.4.8) 

СК.4.10. Свойство координат равных векторов утверждает, что соответствующие 

координаты равных векторов равны друг другу. (СК.4.9) 

СК.4.11. Свойство координат равных векторов  и  в 

символьном виде:         

. (СК.4.10) 

СК.4.12. Свойство противоположных векторов утверждает, что соответствующие 

координаты противоположных векторов противоположны. 

СК.4.13. Свойство противоположных векторов  и  в 

символьном виде:                               

. 

a OXYZ

 
zyx

a;a;aa 

 
zyx a;a;aa   

zyx b;b;bb 

zzyyxx ba,ba,baba 

 zyx a;a;aa   zyx b;b;bb 

zzyyxx ab,ab,abab 
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Например: На рисунке 2.32 изображѐн радиус-вектор 
M

r , где )z;y;x(M 
 и 

M
r =

)z;y;x( 
. 

 
Рис.2.32 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

СК.4.19. Координаты орта оси OX  равняются )0;0;1(i  . (СК.1.44) 

СК.4.20. Координаты орта оси OY  равняются )0;1;0(j  . (СК.1.45) 

СК.4.21. Координаты орта оси OZ  равняются )1;0;0(k  . (СК.1.46) 

 

Задание вектора модулем и направляющими косинусами вектора 

СК.4.22. Третий способ задания вектора – вектор задаѐтся модулем и 

направляющими косинусами вектора. (СК.1.9,СК.3.6) 

СК.4.23.  Модуль вектора, заданного координатами, равен корню квадратному из 

суммы квадратов его координат. (СК.1.9,СК.4.3) 

СК.4.24.  Модуль вектора  
zyx a;a;aa   находится по формуле: 

2

z

2

y

2

x aaaa  . (СК.4.23) 

СК.4.25. Направляющий косинус вектора по координатной оси прямоугольной 

системы координат равен отношению соответствующей координаты этого вектора 

к модулю этого вектора. (СК.1.9,СК.3.6, СК.4.3) 

СК.4.26. Направляющие косинусы вектора  
zyx a;a;aa   находятся по 

формулам: 

a

a
cos,

a

a
cos,

a

a
cos zyx   . (СК4.25) 

СК.4.27. Координата вектора в прямоугольной системе координат - это число, 

равное произведению модуля этого вектора на соответствующий направляющий 

косинус вектора. (СК.1.9,СК.3.6, СК.4.3) 

СК.4.28. Координаты вектора  
zyx a;a;aa   находятся по формулам: 

 cosaa,cosaa,cosaa
zyx

 , 

где  cos,cos,cos  направляющие косинусы вектора a . (СК.4.27) 
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Например: на рисунке 2.33 изображен вектор в пространстве  
zyx

a;a;aa  , его 

выражение через орты kajaiaa
zyx
 . 

 

 
 

Рис.2.33 

 

 
 

 
 
 
 
 
 
 

Задание вектора в виде линейной комбинации ортов координатных осей 

прямоугольной системы координат 

СК.4.29. Четвѐртый способ задания вектора – вектор задаѐтся в виде линейной 

комбинации ортов координатных осей прямоугольной системы координат. 

(СК.1.44,СК.1.45, СК.1.46, СК.2.28) 

СК.4.30. Вектор равен сумме произведений его координат на орты соответствующих 

координатных осей. (СК.1.43, СК.1.44,СК.1.45, СК.1.46, СК.2.28, СК.4.29) 

СК.4.31.Способ задания вектора  
zyx a;a;aa   в символьном виде: 

  zyx a;a;aa kajaiaa zyx  . (СК.4.30) 

СК.4.32. Любой вектор пространства может быть представлен в виде линейной 

комбинации ортов координатных осей некоторой системы координат. 

(СК.1.44,СК.1.45, СК.1.46, СК.2.28) 

СК.4.33. Правило нахождения координат вектора, представленного в виде 

линейной комбинации ортов координатных осей некоторой системы координат: 

координаты вектора равны коэффициентам заданной линейной комбинации. 

(СК.2.29, СК.4.32, СК.4.3) 

СК.4.34. Правило нахождения координат вектора kajaiaa zyx   в 

символьном виде:     kajaiaa zyx  
zyx

a;a;aa   . (СК.4.33) 

 

СК.4.35. Орт ненулевого вектора – это вектор, координаты которого равны 

отношению соответствующих координат данного вектора к его модулю. (СК.1.40, 

СК.1.9, СК.4.3, СК.4.9, СК.4.1) 

СК.4.36. Орт вектора  
zyx a;a;aa   находится по формуле: 
















a

a
;

a

a
;

a

a
e zyx

a . (СК.4.35) 
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СК.5. Операции над векторами, заданными координатами 

СК.5.1.  Сумма векторов, заданных координатами, – это вектор, координаты 

которого равны сумме соответствующих координат этих векторов. (СК.2.2, СК.4.3, 

СК.4.9) 

СК.5.2.  Сума векторов  
zyx a;a;aa   и  zyx b;b;bb   находится по формуле: 

 
zzyyxx ba;ba;baba  . (СК.4.8, СК.5.1) 

СК.5.3. Разность векторов, заданных координатами, - это вектор, координаты 

которого равны разности соответствующих координат данных векторов. (СК.2.8, 

СК.4.3, СК.4.9) 

СК.5.4. Разность векторов  zyx a;a;aa   и  zyx b;b;bb   вычисляется по 

формуле:  

 
zzyyxx ba;ba;baba  .(СК.4.8, СК.5.3) 

СК.5.5. Произведение вектора, заданного координатами, на произвольное число - 

это вектор, координаты которого равны произведению соответствующих координат 

данного вектора на это число. (СК.4.3, СК.4.9) 

СК.5.6. Произведение вектора  
zyx a;a;aa   на число   вычисляется по 

формуле: 

 zyx a;a;aa   . (СК.5.5) 

 

СК.6. Скалярное произведение двух векторов и его свойства 

СК.6.1. Скалярным произведением двух векторов называется число, равное 

произведению модулей этих векторов на косинус угла между ними. (СК.1.9, СК.3.9) 

СК.6.2. Скалярное произведение векторов ba и  обозначается, как ba  . (СК.6.1) 

СК.6.3. Скалярное произведение векторов  находится по формуле: 

ba  = cosba  , где  - угол между векторами ba и . (СК.6.1) 

СК.6.4.Скалярное произведение двух векторов, заданных координатами, равно 

сумме произведений соответствующих координат. (СК.4.3, СК.4.9, СК.6.1) 

СК.6.5. Скалярное произведение векторов  zyx a;a;aa   и  
zyx b;b;bb   

находится по формуле: zzyyxx babababa  . (СК.4.8, СК.6.4) 

СК.6.6. Скалярным квадратом вектора называется скалярное произведение 

вектора на самого себя. (СК.6.1) 

СК.6.7. Скалярный квадрат вектора a  обозначается, как 2a . (СК.6.6) 

СК.6.8. Определение скалярного квадрата вектора в символьном виде: 

aaa 2  . (СК.6.6) 

СК.6.9. Свойство скалярного квадрата вектора заключается в том, что 

скалярный квадрат вектора равен квадрату модуля вектора. (СК.1.9, СК.6.6) 

СК.6.10. Свойство скалярного квадрата вектора a  в символьном виде: 
2

2 aa  . (СК.6.9) 

 

ba и
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СК.6.11. Скалярное произведение двух векторов удовлетворяет пяти свойствам. 

(СК.6.1) 

СК.6.12. Свойство коммутативности скалярного произведения двух векторов 
заключается в том, что от перемены мест множителей скалярное произведение этих 

векторов не изменится. (СК.6.1) 

СК.6.13. Свойство коммутативности скалярного произведения двух векторов a  

и b  в символьном виде:             

abba  . (СК.6.12) 

СК.6.14. Свойство дистрибутивности скалярного произведения векторов 
заключается в том, что для нахождения скалярного произведения вектора на сумму 

конечного числа векторов надо найти скалярное произведение этого вектора на 

каждое слагаемое и результаты сложить. (СК.6.1, СК.2.1, СК.2.2) 

СК.6.15. Свойство дистрибутивности скалярного произведения векторов b,a  и c  

в символьном виде:                 cabacba  . (СК.6.14) 

СК.6.16. Свойство ассоциативности относительно числового множителя 
заключается в том, что произведение скалярного произведения двух векторов на 

число не изменится, если это число умножить любой множитель скалярного 

произведения. (СК.2.20, СК.6.1) 

СК.6.17. Свойство ассоциативности относительно числового множителя   и 

векторов ba и  в символьном виде:      bababa   . (СК.6.16) 

СК.6.18. Свойство скалярного квадрата ненулевого вектора заключается в 

том, что скалярный квадрат вектора является положительным числом. (СК.6.6) 

СК.6.19. Свойство скалярного квадрата ненулевого вектора a  в символьном 

виде:                                                    2a >0. (СК.6.18) 

СК.6.20. Свойство скалярного произведения произвольного вектора и 

нулевого вектора заключается в том, что скалярное произведение 

произвольного вектора и нулевого вектора равно 0. (СК.1.50, СК.6.1) 

СК.6.21. Свойство скалярного произведения произвольного вектора a  и 

нулевого вектора в символьном виде: 00a  . (СК.6.20) 

СК.6.22. Свойство скалярного произведения двух одинаково направленных 

векторов заключается в том, что скалярное произведение двух одинаково 

направленных векторов равно произведению модулей этих векторов. (СК.1.20, СК.6.1) 

СК.6.23. Свойство скалярного произведения двух одинаково направленных 

векторов а  и b  в символьном виде: bababa  .(СК.1.21, СК.6.2, СК.6.22) 

СК.6.24. Свойство скалярного произведения двух противоположно 

направленных векторов заключается в том, что скалярное произведение двух 

противоположно направленных векторов равно произведению модулей этих 

векторов, взятому со знаком минус. (СК.6.1) 

СК.6.25. Свойство скалярного произведения двух противоположно 

направленных векторов ba и  в символьном виде: 

bababa  .(СК.1.22, СК.6.2, СК.6.24) 
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СК.7. Векторное произведение двух векторов и его свойства 

 

СК.7.1. Тройка некомпланарных векторов в пространстве называется 

упорядоченной, если указано, какой вектор первый, какой второй, а какой 

третий. (СК1.57) 

СК.7.2. Упорядоченная тройка некомпланарных векторов в пространстве 

называется правой, если при условии, что вектора имеют общее начало, из конца 

третьего вектора кратчайший поворот от первого вектора ко второму видно 

против часовой стрелки. (СК.7.1) 

СК.7.3. Векторным произведением двух векторов пространства является 

вектор. (СК.1.1) 

СК.7.4. Модуль вектора, который является векторным произведением двух 

векторов пространства, равен произведению модулей этих векторов на синус 

угла между ними. (СК.1.9, СК.3.9, СК.7.3) 

СК.7.5. Вектор, который является векторным произведением двух векторов 

пространства, перпендикулярен этим векторам. (СК.7.3) 

СК.7.6. Вектор, который является векторным произведением двух векторов 

пространства, составляет с этими векторами упорядоченную тройку векторов: 

первый вектор – первый множитель произведения, второй – это второй 

множитель произведения, третий – их векторное произведение. (СК.7.1, СК.7.3) 

СК.7.7. Вектор, который является векторным произведением двух векторов 

пространства, составляет с этими векторами правую тройку векторов. (СК.7.2, 

СК.7.3, СК.7.5) 

СК.7.8. Векторное произведение векторов ba и  обозначается, как 

ba . (СК.7.3) 

СК.7.9. Модуль векторного произведения двух векторов пространства ba и  

находится по формуле:     

sinbaba  . (СК.7.3, СК.7.8) 

СК.7.10. Определение вектора c , который является векторным произведением 

векторов a  и b  в символьном виде: 


























векторов.тройкаправая

где

c,b,a

,ac

,bc

,ba,sinbabac

cba


 (СК.7.3,СК.7.4,СК.7.5,СК.7.6) 

СК.7.11. Координаты вектора , который является векторным произведением 

векторов  и , вычисляются по формуле: 

. (СК.7.3, СК.1.44 СК.1.45, СК.1.46) 

 

c

 zyx a,a,aa   
zyx b,b,bb 

zyx

zyx

bbb

aaa

kji

bac 
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СК.7.12. Вектор, который является векторным произведением двух векторов 

пространства, удовлетворяет трем свойствам. (СК.7.3) 

СК.7.13. Свойство антикоммутативности векторного произведения двух 

векторов заключается в том, что вектор, который является векторным 

произведением двух векторов пространства, противоположен вектору, который 

является векторным произведением, в котором множители поменяли местами. 

(СК.7.3) 

СК.7.14. Свойство антикоммутативности векторного произведения для любых 

двух векторов ba и  в символьном виде:      

ba  = ab .( СК.7.13) 

СК.7.15. Свойство ассоциативности векторного произведения двух векторов 

заключается в том, что произведение векторного произведения двух векторов на 

число не изменится, если на это число умножить любой множитель векторного 

произведения. (СК.7.3) 

СК.7.16. Свойство ассоциативности векторного произведения для любых двух 

векторов ba и  и действительного числа   в символьном виде: 

     bababa   . (СК.7.15) 

СК.7.17. Свойство дистрибутивности векторного произведения векторов 

заключается в том, что векторное произведение суммы векторов на данный 

вектор равен сумме векторных произведений слагаемых на этот вектор. (СК.7.3, 

СК.2.24) 

СК.7.18. Свойство дистрибутивности векторного произведения для любых 

векторов c,b,a  в символьном виде:  

  cbcacba  . (СК.7.17) 

СК.7.19. Свойство векторного произведения для коллинеарных векторов 

заключается в том, что векторное произведение коллинеарных векторов равно 

нулевому вектору. 

СК.7.20. Свойство векторного произведения для коллинеарных векторов 

ba и  в символьном виде:     

0ba  .( СК.7.19) 

СК.7.21. Свойство векторного произведения для равных векторов заключается в 

том, что векторное произведение равных векторов равно нулевому вектору. 

СК.7.22. Свойство векторного произведения для равных векторов ba и  в 

символьном виде: 

Если ba  , то 0aaba  .( СК.7.19) 
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СК.8. Смешанное произведение трех векторов и его свойства 

СК.8.1. Смешанным произведением трех векторов пространства называется 

число, равное скалярному произведению векторного произведения двух векторов 

на третий вектор. (СК.6.1, СК.7.3) 

СК.8.2. Смешанное произведение векторов сb,a и  обозначается, как 

 cba . (СК.8.1) 

СК.8.3. Смешанное произведение трѐх векторов  zyx a,a,aa  ,  zyx b,b,bb   и 

 zyx c,c,cc   вычисляется по формуле: 

 
zyx

zyx

zyx

ccc

bbb

aaa

cba  . (СК.8.1, СК.8.2) 

СК.8.4. Смешанное произведение трех векторов пространства удовлетворяет 

четырѐм свойствам. (СК.8.1) 

СК.8.5. Свойство кругового движения множителей смешанного 

произведения трех векторов заключается в том, что смешанное произведение 

трех векторов пространства не изменится, если первый множитель поставить на 

место второго, второй – на место третьего, а третий – на место первого. (СК.8.1) 

СК.8.6. Свойство кругового движения множителей смешанного 

произведения векторов трѐх векторов c,b,a  в символьном виде: 

 cba  =  bac =  acb . (СК.8.5) 

СК.8.7. Второе свойство смешанного произведения трех векторов – свойство 

ассоциативности смешанного произведения трех векторов, заключается в том, 

что смешанное произведение векторов не меняется, если скалярное произведение 

поменять на векторное, а векторное произведение на скалярное. (СК.6.1 СК.7.3) 

СК.8.8. Свойство ассоциативности смешанного произведения трѐх векторов 

c,b,a  в символьном виде:   

 cba  =  cba  . (СК.8.7) 

СК.8.9. Третье свойство смешанного произведения трех векторов – свойство 

антикоммутативности смешанного произведения трѐх векторов заключается в 

том, что смешанное произведение трех векторов пространства меняет знак при 

перестановке местами любых двух множителей. (СК.8.1) 

СК.8.10. Свойство антикоммутативности смешанного произведения трѐх 

векторов c,b,a  в символьном виде: 

 cba  =  cab =  abc . (СК.8.9) 

СК.8.11. Четвѐртое свойство смешанного произведения трех векторов – 

свойство ассоциативности относительно числового множителя заключается в 

том, что смешанное произведение векторов на число не изменится, если на это 

число умножить любой множитель смешанного произведения. 

СК.8.12. Свойство ассоциативности относительно числового множителя   

и векторов c,b,a  в символьном виде: 

  cba    cba     cba    cba . (СК.6.16 СК.8.11) 
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СК.9. Условия коллинеарности, перпендикулярности и компланарности 

векторов, заданных координатами 

СК.9.1. Два вектора, которые не содержат нулевых координат, коллинеарны 

тогда и только тогда, когда их координаты пропорциональны. (СК.1.16, СК.4.1) 

СК.9.2. Свойство коллинеарности в символьном виде для двух векторов 

пространства, которые не содержат нулевых координат:  

 
 

z

z

y

y

x

x

zyxzyx

zyxzyx
b

a

b

a

b

a

.0b,0b,0b,b,b,bb

,0a,0a,0a,a,a,aa

,ba

















 . (СК.4.8, СК.9.1) 

СК.9.3. Два вектора пространства, содержащих одну и ту же нулевую 

координату, коллинеарны тогда и только тогда, когда их ненулевые координаты 

пропорциональны. (СК.1.16, СК.4.1) 

СК.9.4. Свойство коллинеарности в символьном виде для двух векторов 

пространства, которые содержат одну и ту же нулевую координату:  
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y

y

zyzy
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b

a
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.0b,0b,0,b,bb

,0a,0a,0,a,aa

,ba

















 . (СК.9.3) 

СК.9.5. Векторы пространства, имеющие две одни и те же нулевые координаты, 

всегда коллинеарны. (СК.1.16, СК.4.1) 

СК.9.6. Скалярное произведение двух ненулевых векторов равно 0 тогда и 

только тогда, когда векторы перпендикулярны. (СК.6.1) 

СК.9.7. Условие перпендикулярности в символьном виде для ненулевых 

векторов ba и :        ba0bа  . (СК.9.6) 

СК.9.8. Векторное произведение двух ненулевых векторов равно нулевому 

вектору тогда и только тогда, когда векторы коллинеарны. (СК.1.16, СК.1.47, СК.7.3) 

СК.9.9. Условие коллинеарности в символьном виде для двух ненулевых 

векторов:                        ba0ba   (СК.9.8) 

СК.9.10. Смешанное произведение трех ненулевых векторов равно 0 тогда и 

только тогда, когда векторы компланарны. (СК.1.55, СК.8.1) 

СК.9.11. Условие компланарности в символьном виде для трех ненулевых 

векторов:  

  ыкомпланарни  cb,a0cba . (СК.9.10) 
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Например: на рисунке 2.34 изображен параллелограмм, построенный на векторах 

ba и , площадь которого baS   

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Например: на рисунке 2.35 изображен треугольник, построенный на векторах ba и

, площадь которого ba
2

1
S   

a  

b  

СК.10. Применения векторов в геометрии 

 

СК.10.1. Скалярное произведение векторов применяется для нахождения 

проекции вектора на вектор и косинуса угла между векторами. (СК.6.1) 

СК.10.2. Проекция вектора на вектор равен отношению скалярного произведения 

этих векторов к модулю вектора, на который находится проекция. (СК.6.1, СК.3.20, 

СК.1.9) 

СК.10.3. Проекция вектора a  на вектор b  находится по формуле: 

b

ba
aПр

b


 . (СК.10.2) 

СК.10.4. Косинус угла между векторами равен отношению скалярного 

произведения векторов к произведению модулей этих векторов. (СК.6.1, СК.1.9, 

СК.3.9) 

СК.10.5. Косинус угла   между векторами a  и b  находится по формуле:  

ba

ba
cos




 . (СК.10.4) 

СК.10.6. Векторное произведение применяется для нахождения площади 

параллелограмма и площади треугольника. (СК.10.5) 

СК.10.7. Площадь параллелограмма, построенного на двух данных векторах, 

которые имеют общее начало, равна модулю векторного произведения этих 

векторов. (СК.7.4) 

СК.10.8. Площадь параллелограмма, построенного на векторах , которые 

имеют общее начало, находится по формуле:     . (СК.10.7) 

ba и

baS 

Рис. 2.34 

СК.10.9. Площадь треугольника, построенного на двух данных векторах, которые имеют 

общее начало, равна половине модуля векторного произведения этих векторов. (СК.7.4) 

СК.10.10. Площадь треугольника, построенного на векторах ba и , которые имеют 

общее начало, находится по формуле: 

ba
2

1
S  . (СК.10.9) 
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Рис.2.35 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Например: на рисунке 2.36 изображен параллелепипед, построенный на векторах 

cb,a и , объем которого   cbaV   

 
Рис.2.36 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Например: на рисунке 2.37 изображена пирамида, которая построена на векторах 

cb,a и , объем которой   cba
6

1
V   

 
Рис.2.37 

 

a  

b  

СК.10.11. Смешанное произведение применяется для нахождения объема 

параллелепипеда и пирамиды. (СК.8.1) 

СК.10.12. Объем параллелепипеда, построенного на трех векторах, которые имеют 

общее начало, равен модулю смешанного произведения этих векторов. (СК.8.1) 

СК.10.13. Объем параллелепипеда, построенного на векторах cb,a и , которые имеют общее 

начало, находится по формуле:       cbaV  . (СК.10.12) 

СК.10.14. Объем пирамиды, построенной на трех векторах, которые имеют общее начало, 

равен одной шестой части модуля смешанного произведения этих векторов. (СК.8.1) 

СК.10.15. Объем пирамиды, построенной на векторах cb,a и , которые имеют общее начало, 

находится по формуле:    

  cba
6

1
V  . (СК.10.14) 
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Например: на рисунке 2.38 изображѐн треугольник ABC  и высота Bh , опущенная из 

вершины B  на сторону AC  

 
Рис.2.38 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Например: на рисунке 2.39 изображѐн параллелограмм ABCD  и высота Bh , 

опущенная из вершины B  на сторону AD  

 
Рис.2.39 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

СК.10.16. Высота треугольника, построенного на двух векторах, которые имеют общее 

начало, проведѐнная из конца одного вектора на другой, равна отношению модуля 

векторного произведения этих векторов к модулю того вектора, на который она 

опущена. (СК.7.4) 

СК.10.17. Высота треугольника ABC , опущенная из вершины B  на сторону AC , 

находится по формуле:                 

AC

ACAB
hB


 . (СК.10.11) 

 

СК.10.18. Высота параллелограмма, построенного на двух векторах, которые имеют 

общее начало, проведѐнная из конца одного вектора на другой, равна отношению 

модуля векторного произведения этих векторов к модулю того вектора, на который она 

опущена. (СК.7.4) 

СК.10.19. Высота параллелограмма ABCD , опущенная из вершины B  на сторону 

AD , находится по формуле: 

AD

ADAB
hB


 . (СК.10.18) 

 

СК.10.20. Высота параллелепипеда, построенного на трех векторах, которые имеют общее 

начало, опущенная из конца одного вектор на плоскость, в которой лежат два других вектора, 

равна отношению модуля смешанного произведения этих трѐх векторов к модулю векторного 

произведения тех векторов, на плоскость которых была опущена высота. (СК.8.1, СК.7.4) 

СК.10.21.  Высота параллелепипеда 1111 DCBABCDA , опущенная из вершины А на 

плоскость 1111 DCBA , находится по формуле: 

 

1111

11111

А

DABA

AADABA
H




 . (СК.10.20) 
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Например: на рисунке 2.40 изображен параллелепипед 1111 DCBABCDA  и высота, 

опущенная из вершины В на плоскость 1111 DCBA  

 
Рис.2.40 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Например: на рисунке 2.41  изображена пирамида SABC  и высота, опущенная из 

вершины S на плоскость ABC  

 
Рис.2.41 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

СК.10.22. Высота пирамиды, построенной на трех векторах, которые имеют общее 

начало, опущенная из конца одного вектор на плоскость, в которой лежат два других 

вектора, равна отношению модуля смешанного произведения этих трѐх векторов к 

модулю векторного произведения тех векторов, на плоскость которых была опущена 

высота. (СК.8.1, СК.7.4) 

СК.10.23. Высота пирамиды SABC , опущенная из вершины S на плоскость ABC , 

находится по формуле: 

 
ACAB

ASACAB
H S




 . (СК.10.22) 
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Например:  

Безразмерные скалярные величины: коэффициент трения  , коэффициент полезного 

действия  , показатель преломления среды n . 

Скалярные величины с размерностью: масса тела m (кг), температура воздуха T ( С ), 

время t  ( с ), напряжение в сети U ( B ), длина l (м), площадь S ( 2м ), объѐм V ( 3м ), работа A

( Дж ), энергия Е ( Дж ), мощность N ( Вт ). 

 

 

 

 

Например: Векторные величины: перемещение s ( м ), скорость v  








c

м
, ускорение a  









2c

м
, импульс p  










c

м
кг , сила F   H , давление P   Па . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

СК.11. Применение векторов в физике. 

 

Скалярные и векторные физические величины. 

СК.11.1. Среди физических величин встречаются скалярные и векторные величины. 

СК.11.2. Скалярная величина, или скаляр – это физическая величина, для задания 

которой (в подходящих единицах измерения) достаточно одного числа. 

СК.11.3. Скалярные величины бывают с размерностью и без неѐ (безразмерные). 

СК.11.4. Векторная величина в физике обладает размерностью.  

СК.11.5. Размерность вектора – это размерность его модуля. 
 

Кинематика материальной точки. 

СК.11.6. Траектория движения материальной точки – это линия, по которой движется точка. 

СК.11.7. Путь – это длина траектории. (СК.11.6) 

СК.11.8. Вектор перемещения s  материальной точки – это вектор, соединяющий 

начальное положение материальной точки с еѐ положением в данный момент времени. 

СК.11.9. Радиус-вектор r  материальной точки – это вектор, соединяющий начало 

отсчета с положением материальной точки в произвольный момент времени.  

СК.11.10. Закон движения – зависимость радиус-вектора материальной точки от времени. 

СК.11.11. Вектор скорости v  материальной точки – это вектор, который определяет 

как быстроту движения, так и его направление в данный момент времени. 

СК.11.12. Вектор скорости v  материальной точки в каждый момент времени 

определяется производной по времени t  радиус-вектора материальной точки:  

td

rd
v  . (СК.11.9) 

СК.11.13. Величина вектора скорости – модуль вектора скорости. (СК.11.12) 

СК.11.14. Вектор ускорения a  материальной точки – физическая величина, 

определяющая быстроту изменения скорости тела. (СК.11.12) 

СК.11.15. Вектор ускорения a  материальной точки в каждый момент времени t  

определяется производной по времени вектора скорости v  этой точки: 

dt

vd
a  .(СК.11.12) 

СК.11.16. Величина вектора ускорения – модуль вектора ускорения. (СК.11.15) 
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СК.11.17. Тангенциальное (касательное) ускорение a  материальной точки – 

вектор, который в данный момент времени направлен вдоль касательной к 

траектории движения, и модуль которого равен производной по времени от модуля 

вектора скорости. (СК.11.12) 

СК.11.18. Тангенциальное (касательное) ускорение a  материальной точки 

вычисляется по формуле:    
dt

vd

v

v
a 

. (СК.11.17) 

СК.11.19. Величина тангенциального ускорения вычисляется по формуле: 

dt

vd
a 

.(СК.11.18) 

СК.11.20.Центростремительное (нормальное) ускорение na  материальной точки 

возникает (не равно нулю) всегда при движении точки не только по окружности, но 

и по любой траектории с ненулевой кривизной. (СК.11.6) 

СК.11.21. Вектор нормального ускорения na  материальной точки всегда направлен 

к мгновенной оси вращения, а модуль равен 
r

v
a

2

n  , где v  – скорость материальной 

точки, а r – радиус окружности, по которой движется материальная точка в данный 
момент времени. (СК.11.12) 

СК.11.22. Центростремительное (нормальное) ускорение вычисляется по формуле: 
















v

v

dt

d
van

.(СК.11.21) 

СК.11.23. Величина нормального ускорения вычисляется по формуле: 
22

n aaa  .(СК.11.22) 

СК.11.24.Вектор ускорения материальной точки в каждый момент времени равен 

сумме векторов тангенциального и центростремительного ускорений. (СК.11.17, 

СК.11.20) 

СК.11.25. Вектор ускорения a  в символьном виде: naaa   . 

 

СК.11.26. Радиус кривизны траектории  , по которой движется материальная 

точка в данный момент времени, равен отношению скалярного квадрата скорости к 

модулю нормального ускорения. (СК.11.7, СК.11.23) 

СК.11.27. Радиус кривизны траектории вычисляется по формуле: 

n

2

a

v
 .(СК.11.26) 

СК.11.28. Вектор элементарного угла поворота d  – вектор, модуль которого 

равен самому углу поворота dφ за промежуток времени dt, направленный вдоль оси 
вращения по правилу правого буравчика: если рукоятку буравчика вращать в сторону 
увеличения угла φ, то поступательное движение буравчика даст направление вектора 
d . 
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Например: на рисунке 2.42 показано направление угловой скорости.  

 
Рис.2.42 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Например: на рисунке 2.43  показаны направления, как угловой скорости  , так и 

линейной скорости v  материальной точки. 

 
Рис.2.43 

 

СК.11.29. Вектор угловой скорости   – вектор, модуль которого равен углу 

поворота точки вокруг центра вращения за единицу времени, а направление совпадает 

с направлением вектора элементарного угла поворота. (СК.11.28) 

СК.11.30. Угловая скорость  вычисляется по формуле: 
dt

d
  .(СК.11.29) 

СК.11.31. Вектор углового ускорения   – первая производная от угловой скорости 

  по времени t. (СК.11.30) 

СК.11.32. Угловое ускорение   вычисляется по формуле: 
dt

d
  . (СК.11.31) 

 

 

 СК.11.33. Частота вращения n  – это число оборотов тела в единицу времени. 

СК.11.34. Величина угловой скорости – это модуль вектора угловой скорости. 

(СК.11.29) 

СК.11.35. Частота вращения n  равна отношению величины угловой скорости   к 

2 . (СК.11.29) 

СК.11.36. Частота вращения n  вычисляется по формуле: 




2
n  . (СК.11.35) 

СК.11.37. Вектор скорости материальной точки при еѐ движении по окружности v  

равен векторному произведению угловой скорости точки   на еѐ радиус-вектор r . 

(СК.11.29) 

СК.11.38. Вектор скорости материальной точки при еѐ движении по окружности v  

вычисляется по формуле:  

rv  . (СК.11.29, СК.11.12) 
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СК.11.39. Вектор тангенциального ускорения материальной точки при еѐ движении 

по окружности а  равен векторному произведению углового ускорения точки   и 

еѐ радиус вектора r . (СК.11.17, СК.11.31) 

СК.11.40. Вектор тангенциального ускорения материальной точки при еѐ движении 

по окружности вычисляется по формуле:  

rа   .(СК.11.39) 

СК.11.41. Вектор нормального ускорения материальной точки при еѐ движении по 

окружности na  равен векторному произведению угловой скорости точки   на 

векторное произведение угловой скорости точки   и еѐ радиус-вектора r

.(СК.11.29, СК.11.19, СК.11.9) 

СК.11.42. Вектор нормального ускорения материальной точки при еѐ движении по 

окружности вычисляется по формуле:  

 ran   . (СК.11.41) 

 

 

 

 

 

Динамика материальной точки и поступательно движущегося твердого тела. 

Законы динамики материальной точки 

СК.11.43. Импульсом p  материальной точки  называется вектор, равный 

произведению массы m  точки  на ее вектор скорости v : vmp  . (СК.11.12) 

СК.11.44. Сила – это векторная физическая величина, показывающая, как быстро 

изменяется импульс p  материальной точки со временем t , то есть 
dt

pd
F  . 

(СК.11.43) 

СК.11.45. Величина силы – это модуль вектора силы. (СК.11.44) 

СК.11.46. Сила, действующая на тело постоянной массы m , вычисляется по 

формуле: аmF  .(2-й закон Ньютона) (СК.11.43, СК.11.12) 

СК.11.47. Величина силы, действующей на тело постоянной массы, равна 

произведению массы на величину ускорения тела. (СК.11.46) 

СК.11.48. Уравнение движения материальной точки в векторной форме: 

F
dt

vd
m  . 

СК.11.49. В проекции на оси прямоугольной системы координат уравнения 

движения принимают вид: 

x
x F

dt

dv
m  ; y

y
F

dt

dv
m  ; z

z F
dt

dv
m  . (СК.11.49) 
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Законы изменения и сохранения импульса 
СК.11.50. Закон изменения импульса состоит в том, что приращение импульса 
материальной точки равно импульсу силы (произведению силы на время, за 
которое импульс точки изменился на p ), действующей на материальную точку. 

СК.11.51. Закон изменения импульса в символьном виде: 

      tFttFtptpp 1212   . (СК.11.50) 

СК.11.52. Импульс системы материальных точек P  равен сумме импульсов 
материальных точек, составляющих эту систему. (СК.11.50) 

СК.11.53. Импульс системы материальных точек P  в символьном виде: 

 ipP . (СК.11.52) 

СК.11.54. Производная импульса P  системы материальных точек по времени 
равна сумме всех сил, действующих на систему, и, с учетом третьего закона 

Ньютона, равна сумме внешних сил iF , действующих на систему материальных 

точек:                                               iF
dt

Pd
. 

СК.11.55. Центром масс системы материальных точек называется точка 

пространства, радиус-вектор R  которой находится по формуле: 



 


i

ii

m

rm
R . 

СК.11.56. Скорость V  центра масс находится по формуле: 


 


i

ii

m

vm
V . 

 
 
 
 

Законы изменения и сохранения механической энергии 

СК.11.57. Работа A , которую производит постоянная сила F , при прямолинейном 

движении еѐ точки приложения из начала вектора перемещения s  в его конец, 

определяется как скалярное произведение вектора силы F  на вектор перемещения s . 

СК.11.58. Работа A , которую производит постоянная сила F , при прямолинейном 

движении еѐ точки приложения из начала вектора перемещения s  в его конец, в 

символьном виде:                       sFA  . (СК.11.57) 

СК.11.59. Работа  переменной силы A , приложенной к телу, определяется как 

определѐнный интеграл от скалярного произведения вектора силы  tF  на 

элементарный вектор перемещения тела  trd  в пределах от радиус-вектора 

начального положения до радиус-вектора конечного положения тела. 

СК.11.60. Работа  переменной силы A , приложенной к телу, вычисляется по 

формуле:                                     
 
2

1

r

r
rdFA . (СК.11.59) 

СК.11.61. Мощность  силы N  – скалярная физическая величина, равная скорости 

изменения, преобразования, передачи или потребления энергии системы. 

СК.11.62. Мощность  силы N  равняется скалярному произведению вектора силы 

F  на вектор скорости v . (СК.11.61) 

СК.11.63. Мощность  силы N  вычисляется по формуле: vFN  . (СК.11.62) 
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Законы изменения и сохранения момента импульса 

СК.11.64. Моментом  силы M  относительно точки называется физическая 

величина, равная векторному произведению радиус-вектора  точки приложения 

силы r  на вектор силы F . (СК.11.9, СК.11.44) 

СК.11.65. Момент  силы M  относительно точки вычисляется по формуле: 

FrM  . (СК.11.64) 

СК11.66. Плечом l силы F относительно точки O называется расстояние l от точки 

O до линии действия силы F . (СК.11.3.2) 

СК.11.67. Модуль момента силы M  относительно точки O равен произведению 

модуля силы F на плечо l. (СК.11.44, СК.11.66, СК.11.64) 

СК.11.68. Модуль момента силы относительно точки O вычисляется по формуле: 

lFM  . (СК.11.3.25) 

СК.11.69. Плечо l силы F относительно точки O вычисляется по формуле: 

2

Fr

Fr
1rl


















 . (СК.11.66, СК.11.9, СК.11.44) 

 

 

 

СК.11.70. Моментом импульса L  материальной точки относительно точки O 

называется физическая величина, равная векторному произведению радиус-

вектора r  материальной точки на вектор импульса p  материальной точки. 

(СК.11.9, СК.11.43) 

СК.11.71. Момент импульса материальной точки относительно точки O 

вычисляется по формуле: 

prL  . (СК.11.70) 

СК.11.72. Плечом l вектора импульса p  материальной точки относительно точки 

O называется расстояние l от точки O до линии, на которой лежит вектор p . 

(СК.11.43) 

СК.11.73. Модуль момента импульса L  относительно точки O равен 

произведению массы тела m  на модуль скорости v  и на плечо l . (СК.11.3.70) 

СК.11.74. Модуль момента импульса относительно точки O вычисляется по 

формуле:                                

lvmL  . (СК.11.3.73) 

СК.11.75. Плечо l импульса p  относительно точки O вычисляется по формуле: 

2

Fr

Fr
1rl


















 (СК.11.43, СК.11.73) 
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Например: на рисунке 2.44 изображена сила F , с которой материальная точка массой 

1m  притягивает материальную точку массой 2m . 

 
Рис. 2.44 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Уравнение движения центра масс твердого тела. 

СК.11.76. Ускорение центра масс Ca  зависит от массы тела и от суммы всех сил, 

действующих на тело. 

СК.11.77. Ускорение центра масс тела не зависит от расположения точек приложения 

сил на теле. 

СК.11.78. Уравнение движения центра масс твердого тела:  iC Fam  

СК.11.79. Координаты центра масс С вычисляются по формулам: 






i

ii
C

m

xm
x , 






i

ii
C

m

ym
y , 






i

ii
C

m

zm
z  

Некоторые разделы физики. 
Тяготение. Элементы теории поля. 
СК.11.80. Материальная точка – это тело, размеры которого пренебрежимо мало по 
сравнению с расстоянием до него. 
СК.11.81. Закон всемирного тяготения состоит в том, что все тела притягиваются друг 
к другу.  
СК.11.82. Силы взаимного гравитационного притяжения двух материальных точек 
являются противоположными векторами. (СК.1.32, СК.1.33) 
СК.11.83. Сила, с которой материальная точка массой 

1m  притягивает материальную 

точку массой 
2m , вычисляется по формуле: r

r

mm
GF

2

21  , где 
2

3
11

скг

м
1067,6G


 

  

– гравитационная постоянная, r  – вектор, соединяющий точки и начало которого в 
точке массой 

1m , а r  – орт вектора r . (СК.1.3, СК.1.4, СК.1.40, СК.1.41) 

 

СК.11.84. Напряженность поля – векторная физическая величина, которая измеряется 
силой, с которой гравитационное поле действует на пробное тело единичной массы, 
помещенное в данную точку поля. 

СК.11.85. Напряженность гравитационного поля обозначается E . (СК.11.84) 
СК.11.86. Напряжѐнность гравитационного поля равна отношению гравитационной 
силы, с которой материальная точка массой 

1m  притягивает материальную точку 

массой 
2m , к массе 

2m . 

СК.11.87. Определение напряжѐнности гравитационного поля в символьном виде: 

2m

F
E  , 

где F – гравитационная сила, с которой материальная точка массой 
1m  притягивает 

материальную точку массой 
2m . (СК.11.86) 
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Например: на рисунке 2.45 изображѐн принцип суперпозиции гравитационных полей 

в точке А от двух источников 21 EEE   

 
Рис.2.45 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

СК.11.91. Потенциальная энергия гравитационного взаимодействия двух 
материальных точек массами 

1m  и 
2m , находящихся на расстоянии r друг от друга, 

вычисляется по формуле: 
r

mm
GП 21 , где 

2

3
11

скг

м
1067,6G


 

  – гравитационная 

постоянная. 
СК.11.92. Потенциал поля тяготения   – скалярная величина, определяемая 

потенциальной энергией тела единичной массы в данной точке поля или работой по 
перемещению единичной массы из данной точки поля в бесконечность. 

СК.11.93. Потенциал поля тяготения вычисляется по формуле:               
m

П
 , 

где П – потенциальная энергия материальной точки массой m , помещѐнной в данную 
точку поля. 

СК.11.88. Величина напряжѐнности гравитационного поля вычисляется по формуле: 

2

1

r

m
GE  , 

где 
1m  – масса материальной точки, а r  – вектор, соединяющий точки между 

которыми возникло гравитационное поле с началом в точке массой 
1m . (СК.11.89) 

СК.11.89. Принцип суперпозиции гравитационных полей: напряженность поля, 
создаваемого несколькими точечными источниками, равна сумме напряженностей 
полей, создаваемых каждым из источников. 
СК.11.90. Принцип суперпозиции гравитационных полей в символьном виде: 

...EEEE 321  .(СК.11.89) 

Электростатика и постоянный ток 
СК.11.94. Сила, приложенная к одному заряду со стороны другого заряда, называется 
силой Кулона. 
СК.11.95. Сила Кулона находится по закону Кулона. (СК.11.94) 
СК.11.96. Закон Кулона в скалярном виде состоит в том, что величина силы 
взаимодействия двух неподвижных зарядов прямо пропорциональна величине каждого 
из зарядов и обратно пропорциональна квадрату расстояния между ними. 
СК.11.97. Закон Кулона в векторном виде состоит в том, что к заряду 

1q  со стороны 

заряда 
2q приложена сила 12F .  
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Например: на рисунке 2.46 изображена сила 12F , к заряду 1q  со стороны заряда 2q , и 

сила 21F , к заряду 2q  со стороны заряда 1q . 

 
Рис.2.46 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

СК.11.98. Сила 12F  одинаково направлена с вектором  2121 rrqq  , где 
1r  – радиус-вектор 

точки, в которой находится заряд  
1q , а 

2r  – радиус-вектор точки, в которой находится заряд 
2q . 

СК.11.99. Величина силы 12F  находится по закону Кулона в скалярном виде. (СК.11.96) 

СК.11.100. Сила 12F  в векторном виде находится по формуле:  213

21

21
12 rr

rr

qq
kF 


 , 

(СК.11.94, СК.11.95, СК.11.97) где 
2

2
9

Кл

Нм
109k   в системе СИ.  

 

СК.11.101. Вектор напряженности электростатического поля равен силе, 

действующей в данной точке на помещенный в нее пробный единичный 

положительный заряд.  

Направление вектора напряженности электростатического поля  определяет 

направление силы, действующей на положительный заряд, помещенный в 

рассматриваемую точку поля. 

СК.11.102. Вектор напряженности электростатического поля E  вычисляется 

по формуле:                                       
Q

F
E  , 

где F – сила, действующая на точечный положительный заряд Q , помещѐнный в 

данную точку поля. 

СК.11.103. Величина напряжѐнности электростатического поля точечного 

заряда Q  на расстоянии r  от заряда вычисляется по формуле: 

2r

Q

4

1
E


 . 

СК.11.104. Принцип суперпозиции электростатических полей: напряженность 

поля, создаваемого несколькими зарядами, равна сумме напряженностей полей, 

создаваемых каждым зарядом. 

СК.11.105. Принцип суперпозиции электростатических полей в символьном 

виде:                                            ...EEEE 321   

СК.11.106. Электрический диполь — идеализированная электронейтральная 

система, состоящая из точечных и равных по абсолютной величине 

положительного и отрицательного электрических зарядов.  
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Магнитное поле. 

СК.11.107.Магнитная индукция B  – векторная физическая величина, силовая 

характеристика магнитного поля, численно равная отношению максимального 

значения силы, действующей на проводник с током в однородном  магнитном поле, 

к произведению силы тока в нѐм на длину проводника. 

СК.11.108.Магнитная индукция B  вычисляется по формуле: 

lI

F
B max , (СК.11.80) 

где 
maxF – сила, действующая на проводник с током в однородном  магнитном поле,  

        I  – сила тока в проводнике,  l – длина проводника. 

СК.11.109.Величина магнитной индукции B  измеряется в Тл. 

СК.11.110. Напряженность магнитного поля H – векторная величина, являющаяся 

количественной характеристикой магнитного поля, определяющейся показателем 

вклада в магнитную индукцию внешних источников поля. 

 

СК.11.111. Напряженность магнитного поля H   равна отношению вектора 

магнитной индукции B  к произведению магнитной постоянной 

м/Гн104 7

0

   и магнитной проницаемости среды  , вычисляется по 

формуле: 

0

B
H


 . (СК.2.14, СК.2.15, СК.2.16, СК.11.4.4) 

СК.11.112. Магнитная проницаемость среды   –  физическая величина, 

показывающая во сколько раз магнитная индукция поля в данной среде отличается 

от магнитной индукции поля в вакууме. 

СК.11.113. Для вакуума магнитная проницаемость среды 1 . 

СК.11.114. Закон Био - Савара - Лапласа для проводника с током I , элемент 

которого dl  создает в некоторой точке  поля магнитную индукцию  Bd : 

3

0

r

rldI

4
Bd







, где ld - вектор, по модулю равный длине dl  элемента 

проводника и совпадающий по направлению с током; r  – радиус-вектор, 

проведѐнный из элемента dl  в рассматриваемую точку поля. (СК.7.3, СК.7.4, 

СК.7.5, СК.7.6, СК.7.7, СК.7.8) 
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Например: на рисунке 2.47 отображѐн закон Био - Савара - Лапласа 

 
Рис.2.47 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

СК.11.115. Для проводника с током I , элемент которого dl  создает в некоторой точке  

поля напряжѐнность  Hd , которая вычисляется по формуле: 

3
r4

rldI
Hd




 , 

где ld – вектор, по модулю равный длине dl  элемента проводника и совпадающий по 

направлению с током; r  – радиус-вектор, проведѐнный из элемента dl  в 

рассматриваемую точку поля. (СК.7.3, СК.7.4, СК.7.5, СК.7.6, СК.7.7, СК.7.8) 

 

СК.11.118. Определение магнитного потока в символьном виде: 

cosSdBSdBdФ  , 

где  – угол между направлением нормали n  и вектором магнитной индукции B . 

(СК.11.117) 

 

СК.11.116.Принцип суперпозиции магнитного поля: вектор магнитной индукции 

результирующего поля, создаваемого несколькими токами или движущимися 

зарядами, равен векторной сумме магнитных индукций складываемых полей, 

создаваемых каждым током или движущимся зарядом в отдельности: 



n

1i
iBB . 

(СК.2.24, СК.2.25, СК.2.26, СК.2.27) 

СК.11.117. Потоком вектора магнитной индукции или магнитным потоком ( dФ ) 

сквозь площадку ( Sd ) называется скалярная физическая величина, равная скалярному 

произведению вектора магнитной индукции B  и  dSnSd  , где n  – единичный 

вектор нормали к площадке. 
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Например: на рисунке 2.48 изображѐн вектор магнитной индукции 

 
Рис.2.48 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

СК.11.119. Магнитный поток dФ  измеряется Вб. 

СК.11.120. Закон Ампера определяет силу, действующую со стороны однородного 

магнитного поля с индукцией B  на прямолинейный участок провода длиной l, в 

котором протекает ток I. 

СК.11.121. Сила Ампера, действующая со стороны однородного магнитного поля с 

индукцией B  на прямолинейный участок провода длиной l , в котором протекает 

ток I, вычисляется по формуле: 

BlIF  . (СК.11.120) 

СК.11.122. Вектор магнитной индукции поля точечного заряда Q , свободно 

движущегося с нерелятивистской скоростью  v , одинаково направлен с вектором, 

являющимся векторным произведением вектора скорости v  и радиус-вектора r , 

проведѐнного от заряда к точке, в которой определяется индукция. (СК.7.3, СК.7.4, 

СК.7.5, СК.7.6, СК.7.7, СК.7.8) 

 

СК.11.123. Вектор магнитной индукции поля точечного заряда Q , свободно 

движущегося с нерелятивистской скоростью  v , находится по формуле: 

3r

rvQ

4
B






 , (СК.11.122) 

где r  – радиус-вектор, проведѐнный от заряда к точке, в которой определяется 

индукция,  м/Гн104 7

0

   –  магнитная постоянная, а   – магнитная 

проницаемость среды. 

СК.11.124. Вектор магнитного момента mp , действующий на контур с током I 

прямо пропорционален площади S, обтекаемой током, силе тока I и одинаково 

направлен единичному вектору нормали к поверхности контура n . (СК.1.20, 

СК.1.21) 

СК.11.125. Вектор магнитного момента mp , действующий на контур с током I, 

вычисляется по формуле: 

nSIpm  , где S – площадь контура с током. (СК.11.80) 

СК.11.126. Вектор механического момента M , действующий на контур с током I в 

однородном магнитном поле, индукция которого B , равен векторному 

произведению вектора магнитного момента mp  и вектора магнитной индукции B . 

(СК.7.3, СК.7.4, СК.7.5, СК.7.6, СК.7.7, СК.7.8) 
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СК.11.127. Вектор механического момента M , действующий на контур с током I 

в однородном магнитном поле, индукция которого B , вычисляется по формуле: 

BpM m  . (СК.11.126) 

СК.11.128. Сила Лоренца – это сила, действующая на заряд Q , движущийся в 

магнитном поле с индукцией B со скоростью v , одинаково направлена с 

вектором равным векторному произведению вектора скорости и вектора 

магнитной индукции поля. (СК.7.3, СК.7.4, СК.7.5, СК.7.6, СК.7.7, СК.7.8) 

СК.11.129. Сила Лоренца вычисляется по формуле: 

BvQF  . (СК.11.128) 

СК.11.130. Результирующая сила, действующая на движущийся заряд Q , если на 

него действуют электрическое поле напряжѐнностью E  и магнитное поле 

индукцией B , равна сумме силы Лоренца и силы, действующей на точечный 

заряд Q , помещѐнный в данную точку поля. 

СК.11.131. Результирующая сила, действующая на движущийся заряд Q , если на 

него действуют электрическое поле напряжѐнностью E  и магнитное поле 

индукцией B , вычисляется по формуле Лоренца: 

BvQEQF  .(СК.11.130) 
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2.3. ФУНКЦИОНАЛЬНЫЙ   КОМПОНЕНТ  (ФК) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ФК.1. Правила 

ФК.1.1. Правило нахождения направления вектора. (СК.1.6) 

ФК.1.2. Правило нахождения видов коллинеарных векторов. (СК.1.19) 

ФК.1.3. Правило нахождения типов линейных операций с векторами. (СК.2.1) 

ФК.1.4. Правило нахождения суммы двух векторов по правилу треугольника. 

(СК.2.4, СК.2.5) 

ФК.1.5. Правило нахождения суммы двух векторов по правилу 

параллелограмма. (СК.2.6, СК.2.7) 

ФК.1.6. Правило нахождения суммы конечного числа векторов по правилу 

многоугольника. (СК.2.26, СК.2.27) 

ФК.1.7. Правило нахождения разности двух векторов по правилу треугольника. 

(СК.2.10, СК.2.11) 

ФК.1.8. Правило нахождения разности двух векторов по правилу 

параллелограмма. (СК.2.12) 

ФК.1.9. Правило нахождения произведения вектора на число. (СК.2.16, СК.2.17 

СК.2.18, СК.2.19) 

ФК.1.10. Правило нахождения проекции ненулевого вектора на ось. (СК.3.18) 

ФК.1.11. Правило нахождения проекции ненулевого вектора на другой 

ненулевой вектор. (СК.3.22, СК.10.4) 

ФК.1.12. Правило нахождения координат вектора. (СК.4.3, СК.4.15, СК.4.27) 

ФК.1.13. Правило нахождения модуля вектора. (СК.4.23) 

ФК.1.14. Правило нахождения направляющих косинусов вектора. (СК.4.25) 

ФК.1.15. Правило нахождения координат орта вектора. (СК.4.35) 

ФК.1.16. Правило нахождения координат суммы двух векторов. (СК.5.1) 

ФК.1.17. Правило нахождения координат разности двух векторов. (СК.5.3) 

ФК.1.18. Правило нахождения координат произведения вектора на произвольное 

число. (СК.5.5) 

ФК.1.19. Правило нахождения скалярного произведения двух векторов. (СК.6.1) 

ФК.1.20. Правило нахождения работы силы. (СК.10.2) 

ФК.1.21. Правило нахождения косинуса угла между векторами. (СК.10.2) 

ФК.1.22. Правило применения векторного произведения в геометрии. (СК.10.6) 

ФК.1.23. Правило нахождения площади параллелограмма. (СК.10.9) 

ФК.1.24. Правило нахождения площади параллелограмма. (СК.10.11) 

ФК.1.25. Правило нахождения момента силы. (СК.10.13) 

ФК.1.26. Правило применения смешанного произведения в геометрии. (СК.10.11) 

ФК.1.27. Правило нахождения объема параллелепипеда. (СК.10.16) 

ФК.1.28. Правило нахождения объема пирамиды. (СК.10.18) 

ФК.1.29. Правило нахождения высоты параллелограмма. (СК.10.22) 

ФК.1.30. Правило нахождения высоты треугольника. (СК.10.20) 

ФК.1.31. Правило нахождения высоты параллелепипеда. (СК.10.24) 

ФК.1.32. Правило нахождения высоты пирамиды. (СК.10.26) 
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ФК.2. Свойства. 

 

ФК.2.1. Свойство равных векторов. (СК.1.31) 

ФК.2.2. Свойства ортов координатных осей. (СК.1.47 1, СК.1.48 1, СК.1.49) 

ФК.2.3. Свойства нулевого вектора. (СК.1.53, СК.1.54, СК.2.47) 

ФК.2.4. Свойство произведения вектора на число, которое не равно нулю. 

(СК.2.17) 

ФК.2.5. Свойство произведения вектора на число 0. (СК.2.20) 

ФК.2.6. Свойства коллинеарных векторов. (СК.2.22, СК.9.1, СК.9.3, СК.9.5, 

СК.9.8) 

ФК.2.7. Свойство векторов, один из которых является произведением другого 

на число. (СК.2.23) 

ФК.2.8. Свойства линейных операций с векторами. (СК.2.31, СК.2.33, СК.2.35, 

СК.2.37, СК.2.39, СК.2.41, СК.2.43, СК.2.45) 

ФК.2.9. Свойство направляющих косинусов произвольного вектора. (СК.3.7) 

ФК.2.10. Свойство угла между одинаково направленными векторами. (СК.3.11) 

ФК.2.11. Свойство угла между противоположно направленными векторами. 

(СК.3.12) 

ФК.2.12. Свойство проекции ненулевого вектора на ось, если вектор 

перпендикулярен оси. (СК.3.16) 

ФК.2.13. Свойство проекции ненулевого вектора на координатную ось. (СК.3.17) 

ФК.2.14. Свойство координат равных векторов. (СК.4.10) 

ФК.2.15. Свойство координат противоположных векторов. (СК.4.12) 

ФК.2.16. Свойство координат нулевого вектора. (СК.4.17) 

ФК.2.17. Свойство координат радиус-вектора произвольной точки. (СК.4.18) 

ФК.2.18. Свойства координат ортов координатных осей. (СК.4.19, СК.4.20) 

ФК.2.19. Свойство вектора, заданного координатами в прямоугольной системе 

координат. (СК.4.30) 

ФК.2.20.  Свойство вектора, заданного в виде линейной комбинации ортов 

координатных осей прямоугольной системы координат. (СК.4.30, 

СК.4.32) 

ФК.2.21. Свойство скалярного квадрата вектора. (СК.6.9) 

ФК.2.22. Свойства скалярного произведения. (СК.6.12, СК.6.14, СК.6.16, СК.6.18, 

СК.6.20, СК.6.22, СК.6.24) 

ФК.2.23. Свойства векторного произведения. (СК.7.12, СК.7.13, СК.7.15) 

ФК.2.24. Свойства смешанного произведения. (СК.8.5, СК.8.7, СК.8.9, СК.8.11) 

ФК.2.25. Свойство перпендикулярных векторов. (СК.9.6) 

ФК.2.26. Свойство компланарных векторов. (СК.9.10) 
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ФК.3. Определения. 
ФК.3.1. Определение направленного отрезка. (СК.1.1) 
ФК.3.2. Определение вектора. (СК.1.3) 
ФК.3.3. Определение начала вектора. (СК.1.4) 
ФК.3.4. Определение конца вектора. (СК.1.5) 
ФК.3.5. Определение модуля вектора. (СК.1.9) 
ФК.3.6. Определение вектора, лежащего на прямой. (СК.1.12) 
ФК.3.7. Определение вектора, лежащего на оси. (СК.1.14) 
ФК.3.8. Определение оси вектора. (СК.1.16) 
ФК.3.9. Определение коллинеарных векторов. (СК.1.17) 
ФК.3.10. Определение одинаково направленных векторов. (СК.1.20) 
ФК.3.11. Определение противоположно направленных векторов. (СК.1.22) 
ФК.3.12. Определение радиус-вектора точки. (СК.1.24) 
ФК.3.13. Определение равных векторов. (СК.1.28) 
ФК.3.14. Определение вектора, противоположного данному вектору. (СК.1.32) 
ФК.3.15. Определение перпендикулярных векторов. (СК.1.35) 
ФК.3.16. Определение единичного вектора. (СК.1.37) 
ФК.3.17. Определение орта ненулевого вектора. (СК.1.40) 
ФК.3.18. Определение орта оси. (СК.1.43) 
ФК.3.19. Определение нулевого вектора. (СК.1.47) 
ФК.3.20. Определение вектора, лежащего на плоскости. (СК.1.55) 
ФК.3.21. Определение компланарных векторов. (СК.1.57) 
ФК.3.22. Определение линейных операций над векторами. (СК.2.1) 
ФК.3.23. Определение суммы двух векторов. (СК.2.2) 
ФК.3.24. Определение разности двух векторов. (СК.2.8) 
ФК.3.25. Определение произведения вектора на число. (СК.2.14) 
ФК.3.26. Определение суммы конечного числа векторов. (СК.2.24) 
ФК.3.27. Определение линейной комбинации векторов. (СК.2.28) 
ФК.3.28. Определение угла между нулевым вектором и осью. (СК.3.1) 
ФК.3.29. Определение направляющих косинусов вектора. (СК.3.6) 
ФК.3.30. Определение угла между любыми двумя ненулевыми векторами.  
ФК.3.31. Определение вектора полученного проектированием данного вектора 

на эту ось. (СК.3.13) 
ФК.3.32. Определение проекции ненулевого вектора на ось. (СК.3.14) 
ФК.3.33. Определение проекции ненулевого вектора на координатную ось.  
ФК.3.34. Определение проекции ненулевого вектора на другой ненулевой 

вектор. (СК.3.20) 
ФК.3.35. Определение координаты вектора в прямоугольной системе координат. (СК.4.3) 
ФК.3.36. Определение соответствующих координат. (СК.4.9) 
ФК.3.37. Определение скалярного произведения двух векторов. (СК.6.1) 
ФК.3.38. Определение скалярного квадрата. (СК.6.6) 
ФК.3.39. Определение упорядоченной тройки некомпланарных векторов 

пространства. (СК.7.1) 
ФК.3.40. Определение правой тройки векторов пространства. (СК.7.2) 
ФК.3.41. Определение векторного произведения двух векторов пространства. 

(СК.7.3, СК.7.4, СК.7.5, СК.7.6, СК.7.7) 
ФК.3.42. Определение смешанного произведения трех векторов пространства.  

 



65 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ФК.4 Обозначения. 

ФК.4.1. Обозначение направления вектора. (СК.1.2) 

ФК.4.2. Обозначение вектора. (СК.1.3, СК.1.8) 

ФК.4.3. Обозначение модуля вектора. (СК.1.10, СК.1.11) 

ФК.4.4. Обозначение вектора, принадлежащего прямой. (СК.1.13) 

ФК.4.5. Обозначение вектора, принадлежащего оси. (СК.1.15) 

ФК.4.6. Обозначение коллинеарных векторов. (СК.1.17) 

ФК.4.7. Обозначение одинаково направленных векторов. (СК.1.21) 

ФК.4.8. Обозначение противоположно направленных векторов. (СК.1.22) 

ФК.4.9. Обозначение радиус-вектора точки. (СК.1.25) 

ФК.4.10. Обозначение равных векторов. (СК.1.29) 

ФК.4.11. Обозначение вектора, противоположного к данному вектору. (СК.1.33) 

ФК.4.12. Обозначение перпендикулярных векторов. (СК.1.36) 

ФК.4.13. Обозначение единичного вектора. (СК.1.37) 

ФК.4.14. Обозначение орта вектора. (СК.1.41) 

ФК.4.15. Обозначение ортов координатных осей. (СК.1.44, СК.1.45, СК.1.46) 

ФК.4.16. Обозначение нулевого вектора. (СК.1.51)  

ФК.4.17. Обозначение вектора, лежащего на плоскости. (СК.1.56) 

ФК.4.18. Обозначение суммы двух векторов. (СК.2.3) 

ФК.4.19. Обозначение разности двух векторов. (СК.2.8) 

ФК.4.20. Обозначение произведения вектора на число. (СК.2.15) 

ФК.4.21. Обозначение суммы конечного числа векторов. (СК.2.25) 

ФК.4.22. Обозначение линейной комбинации векторов. (СК.2.29) 

ФК.4.23. Обозначение угла между ненулевым вектором и осью. (СК.3.2) 

ФК.4.24. Обозначение угла между ненулевым вектором и координатными осями. 

(СК.3.4, СК.3.5) 

ФК.4.25. Обозначение угла между любыми двумя ненулевыми векторами. 

(СК.3.6) 

ФК.4.26. Обозначение проекции ненулевого вектора на ось. (СК.3.21) 

ФК.4.27. Обозначение проекции ненулевого вектора на другой ненулевой 

вектор. (СК.3.21) 

ФК.4.28. Обозначение координат вектора в прямоугольной системе координат. 

(СК.4.4, СК.4.5, СК.4.6) 

ФК.4.29. Обозначение скалярного произведения двух векторов пространства. 

(СК.6.2) 

ФК.4.30. Обозначение скалярного квадрата вектора. (СК.6.7) 

ФК.4.31. Обозначение векторного произведения двух векторов пространства. 

(СК.7.8) 

ФК.4.32. Обозначение смешанного произведения трех векторов пространства. 

(СК.8.2) 
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ФК.5. Символьный вид. 

ФК.5.1. Символьный вид определения равенства векторов. (СК.1.30) 

ФК.5.2. Символьный вид определения вектора, противоположного данному 

вектору. (СК.1.34) 

ФК.5.3. Символьный вид определения единичного вектора. (СК.1.39) 

ФК.5.4. Символьный вид определения орта ненулевого вектора. (СК.1.42) 

ФК.5.5. Символьный вид определения нулевого вектора. (СК.1.52) 

ФК.5.6. Символьный вид определения произведения вектора на число. (СК.2.21) 

ФК.5.7. Символьный вид определения линейной комбинации. (СК.2.29) 

ФК.5.8. Символьный вид свойств линейных операций. (СК.2.32, СК.2.34, СК.2.36, 

СК.2.38, СК.2.40, СК.2.42, СК.2.44, СК.2.46) 

ФК.5.9. Символьный вид свойства направляющих косинусов произвольного 

вектора. (СК.3.8) 

ФК.5.10. Символьный вид определения координат вектора. (СК.4.7) 

ФК.5.11. Символьный вид координат вектора в пространстве. (СК.4.8) 

ФК.5.12. Символьный вид свойства координат равных векторов. (СК.4.11) 

ФК.5.13. Символьный вид свойства координат противоположных векторов. 

(СК.4.13) 

ФК.5.14. Символьный вид способов задания вектора. (СК.4.31, СК.4.34) 

ФК.5.15. Символьный вид определения скалярного квадрата вектора. (СК.6.8) 

ФК.5.16. Символьный вид свойства скалярного квадрата вектора. (СК.6.10) 

ФК.5.17. Символьный вид свойств скалярного произведения. (СК.6.13, СК.6.15, 

СК.6.17, СК.6.19, СК.6.21, СК.6.23, СК.6.25) 

ФК.5.18. Символьный вид определения векторного произведения двух векторов 

пространства. (СК.7.10) 

ФК.5.19. Символьный вид свойств векторного произведения. (СК.7.14, СК.7.16) 

ФК.5.20. Символьный вид свойств смешанного произведения. (СК.8.6, СК.8.8, 

СК.8.10, СК.8.12) 

ФК.5.21. Символьный вид свойства коллинеарности. (СК.9.2, СК.9.4) 

ФК.5.22. Символьный вид признака перпендикулярности. (СК.9.7) 

ФК.5.23. Символьный вид признака коллинеарности. (СК.9.2, СК.9.4, СК.9.7) 

ФК.5.24. Символьный вид признака компланарности. (СК.9.11) 

ФК.5.25. Символьный вид свойства нулевого вектора. (СК.2.48) 
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ФК.6. Формулы. 

ФК.6.1. Формула нахождения проекции ненулевого вектора на ось. (СК.3.16) 

ФК.6.2. Формула нахождения проекции ненулевого вектора на другой 

ненулевой вектор. (СК.3.23, СК.10.5) 

ФК.6.3. Формула нахождения модуля вектора, заданного координатами. 

(СК.4.24) 

ФК.6.4. Формула нахождения направляющих косинусов вектора. (СК.4.26) 

ФК.6.5. Формула нахождения координат вектора. (СК.4.16, СК.4.28) 

ФК.6.6. Формула нахождения координат орта вектора. (СК.4.36) 

ФК.6.7. Формула нахождения координат суммы двух векторов. (СК.5.2) 

ФК.6.8. Формула нахождения координат разности двух векторов. (СК.5.4) 

ФК.6.9. Формула нахождения координат произведения вектора на 

произвольное число. (СК.5.6) 

ФК.6.10. Формула нахождения орта вектора. (СК.4.36)  

ФК.6.11. Формула нахождения скалярного произведения двух векторов. 

(СК.6.3, СК.6.5) 

ФК.6.12. Формула нахождения скалярного квадрата вектора. (СК.6.8) 

ФК.6.13. Формула нахождения модуля векторного произведения двух 

векторов пространства. (СК.7.9) 

ФК.6.14. Формула нахождения координат вектора, который является 

векторным произведением двух векторов пространства. (СК.7.11) 

ФК.6.15. Формула нахождения смешанного произведения трѐх векторов.  

ФК.6.16. Формула нахождения роботы силы. (СК.10.3) 

ФК.6.17. Формула нахождения косинуса угла между векторами. (СК.10.7) 

ФК.6.18. Формула нахождения площади параллелограмма. (СК.10.10) 

ФК.6.19. Формула нахождения площади треугольника. (СК.10.12) 

ФК.6.20. Формула нахождения моменту силы. (СК.10.14) 

ФК.6.21. Формула нахождения объема параллелепипеда. (СК.10.17) 

ФК.6.22. Формула нахождения объема пирамиды. (СК.10.19) 

ФК.6.23. Формула нахождения высоты параллелограмма. (СК.10.23) 

ФК.6.24. Формула нахождения высоты треугольника. (СК.10.21) 

ФК.6.25. Формула нахождения высоты параллелепипеда. (СК.10.25) 

ФК.6.26. Формула нахождения высоты пирамиды. (СК.10.27) 
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2.4. ОПЕРАЦИОННЫЙ   КОМПОНЕНТ  (ОК) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ОК.1. Определять 

ОК.1. 1. Определять, является ли отрезок направленным отрезком. (СК.1.1) 

ОК.1. 2. Определять, является ли отрезок вектором. (СК.1.3) 

ОК.1. 3. Определять начало вектора. (СК.1.4) 

ОК.1. 4. Определять конец вектора. (СК.1.5) 

ОК.1. 5. Определять направление вектора. (СК.1.6) 

ОК.1. 6. Определять принадлежит ли вектор данной оси. (СК.1.17) 

ОК.1. 7. Определять принадлежит ли вектор данной прямой. (СК.1.12) 

ОК.1. 8. Определять является ли ось осью данного вектора. (СК.1.14) 

ОК.1. 9. Определять, является ли векторы коллинеарными. (СК.1.17, СК.9.1) 

ОК.1. 10. Определять, является ли векторы одинаково направленными. (СК.1.21) 

ОК.1. 11. Определять, является ли векторы противоположно направленными. 

(СК.1.24) 

ОК.1. 12. Определять, является ли вектор радиус-вектором точки. (СК.1.36) 

ОК.1. 13. Определять, является ли векторы равными. (СК.1.28) 

ОК.1. 14. Определять, является ли вектор противоположным данному вектору. 

(СК.1.32) 

ОК.1. 15. Определять, является ли векторы перпендикулярными. (СК.9.6) 

ОК.1. 16. Определять, является ли вектор единичными. (СК.1.37) 

ОК.1. 17. Определять, является ли вектор ортом данного вектора. (СК.1.40) 

ОК.1. 18. Определять, является ли вектор ортом данной оси. (СК.1.43) 

ОК.1. 19. Определять, является ли вектор нулевым. (СК.1.47) 

ОК.1. 20. Определять начало и конец нулевого вектора. (СК.1.53) 

ОК.1. 21. Определять направление нулевого вектора. (СК.1.54) 

ОК.1. 22. Определять, является ли векторы компланарными. (СК.1.55) 

ОК.1. 23. Определять, по какому правилу можно складывать векторы. (СК.2.4) 

ОК.1. 24. Определять, по какому правилу можно вычитать векторы. (СК.2.10) 

ОК.1. 25. Определять угол между нулевым вектором и осью. (СК.3.1) 

ОК.1. 26. Определять углы между нулевым вектором и координатными осями. 

(СК.3.4, СК.3.5) 

ОК.1. 27. Определять угол между любыми двумя ненулевыми векторами. (СК.3.9) 

ОК.1. 28. Определять угол между одинаково направленными векторами. (СК.3.11) 

ОК.1. 29. Определять угол между противоположно направленными векторами. (СК.3.12) 

ОК.1. 30. Определять проекцию вектора, перпендикулярного оси на эту ось. (СК.3.16) 

ОК.1. 31. Определять координаты вектора в прямоугольной системе координат. (СК.4.1) 

ОК.1. 32. Определять координаты ортов координатных осей. (СК.4.9, СК.4.20) 

ОК.1. 33. Определять правую тройку векторов. (СК.7.2) 
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ОК. 2. Применять 

ОК.2.1. Применять свойства операций над векторами. (СК.2.30 – СК.2.46) 

ОК.2.2. Применять свойство направляющих косинусов произвольного вектора. 

(СК.3.7, СК.3.8) 

ОК.2.3. Применять свойство скалярного квадрата вектора. (СК.6.9) 

ОК.2.4. Применять свойства скалярного произведения. (СК.6.11 – СК.6.25) 

ОК.2.5. Применять свойства векторного произведения. (СК.7.12 – СК.7.18) 

ОК.2.6. Применять свойства смешанного произведения. (СК.8.4, СК.8.5, СК.8.7) 

ОК.2.7. Применять свойства коллинеарных векторов. (СК.9.1, СК.9.3, СК.9.4) 

ОК.2.8. Применять условие перпендикулярности векторов. (СК.9.6) 

ОК.2.9. Применять условие компланарности векторов. (СК.9.10) 

 

ОК. 3. Находить 

ОК.3.1. Находить сумму векторов по правилу треугольника. (СК.2.4, СК.2.5) 

ОК.3.2. Находить сумму векторов по правилу параллелограмма. (СК.2.7) 

ОК.3.3. Находить разность векторов по правилу треугольника. (СК.2.10) 

ОК.3.4. Находить разность векторов по правилу параллелограмма. (2.12) 

ОК.3.5. Находить произведение вектора на число отличное от нуля. (СК.2.14, 

СК.2.16, СК.2.17, СК.2.18, СК.2.19) 

ОК.3.6. Находить линейную комбинацию данных векторов. (СК.2.22) 

ОК.3.7. Находить произведение вектора на 0. (СК.2.20) 

ОК.3.8. Находить градусную меру угла между одинаково направленными 

векторами. (СК.3.11) 

ОК.3.9. Находить градусную меру угла между противоположно направленными 

векторами. (СК.3.12) 

ОК.3.10. Находить проекцию ненулевого вектора на координатную ось. (СК.3.17) 

ОК.3.11. Находить проекцию ненулевого вектора на ось. (СК.3.11) 

ОК.3.12. Находить проекцию ненулевого вектора на другой ненулевой вектор. (СК.3.14) 

ОК.3.13. Находить координаты вектора. (СК.4.15 – СК.4.33) 

ОК.3.14. Находить направляющие косинусы данного вектора. (СК.4.25) 

ОК.3.15. Находить сумму векторов, которые заданы координатами. (СК.5.1) 

ОК.3.16. Находить разность векторов, которые заданы координатами. (СК.5.3) 

ОК.3.17. Находить произведение вектора на произвольное число. (СК.2.14) 

ОК.3.18. Находить модуль вектора, который задан координатами. (СК.4.22) 

ОК.3.19. Находить орт вектора. (СК.4.35) 

ОК.3.20. Находить скалярное произведение двух векторов. (СК.6.1, СК.6.4) 

ОК.3.21. Находить скалярный квадрат вектора. (СК.6.7) 

ОК.3.22. Находить модуль векторного произведения двух векторов 

пространства. (СК.7.3) 

ОК.3.23. Находить направление векторного произведения двух векторов 

пространства. (СК.7.4 – СК.7.5) 

ОК.3.24. Находить векторное произведение двух векторов. (СК.7.11) 

ОК.3.25. Находить смешанное произведение трѐх векторов. (СК.8.3) 
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ОК. 4. Обозначать. 

ОК.4.1. Обозначать направление направленного отрезка на чертеже. (СК.1.2) 

ОК.4.2. Обозначать вектор. (СК.1.3, СК.1.8) 

ОК.4.3. Обозначать модуль вектора. (СК.1.10) 

ОК.4.4. Обозначать принадлежность вектора прямой. (СК.1.13) 

ОК.4.5. Обозначать принадлежность вектора оси. (СК.1.15) 

ОК.4.6. Обозначать коллинеарные вектора. (СК.1.17) 

ОК.4.7. Обозначать радиус-вектор точки. (СК.1.25) 

ОК.4.8. Обозначать равные вектора. (СК.1.29) 

ОК.4.9. Обозначать противоположный вектор. (СК.1.33) 

ОК.4.10. Обозначать перпендикулярность векторов. (СК.1.36) 

ОК.4.11. Обозначать единичный вектор. (СК.1.37) 

ОК.4.12. Обозначать орт вектора. (СК.1.41) 

ОК.4.13. Обозначать орты координатных осей. (СК.1.44 – СК.1.46) 

ОК.4.14. Обозначать нулевой вектор. (СК.1.50) 

ОК.4.15. Обозначать сумму векторов. (СК.2.3) 

ОК.4.16. Обозначать разность векторов. (СК.2.8) 

ОК.4.17. Обозначать умножение вектора на число. (СК.2.15) 

ОК.4.18. Обозначать угол между ненулевым вектором и осью. (СК.3.2) 

ОК.4.19. Обозначать угол между ненулевым вектором и координатными осями. 

(СК.3.4, СК.3.5) 

ОК.4.20. Обозначать угол между ненулевыми векторами. (СК.3.6) 

ОК.4.21. Обозначать проекцию ненулевого вектора на ось. (СК.3.15) 

ОК.4.22. Обозначать проекцию ненулевого вектора a  на ненулевой вектор b . (СК.3.21) 

ОК.4.23. Обозначать координаты вектора в прямоугольной системе координат. 

(СК.4.4 – СК.4.6) 

ОК.4.24. Обозначать скалярное произведение двух векторов. (СК.6.2) 

ОК.4.25. Обозначать скалярный квадрат вектора. (СК.6.7) 

ОК.4.26. Обозначать векторное произведение двух векторов пространства. 

(СК.7.8) 

ОК.4.27. Обозначать смешанное произведение трѐх векторов пространства. 

(СК.8.2) 
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2.5. ПРОЦЕДУРНЫЙ   КОМПОНЕНТ  (ПК) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ПК.1. Алгоритмы. 

 

ПК.1.1. Алгоритм нахождения суммы двух векторов по правилу треугольника. 

(СК.2.4, СК.2.5) 

ПК.1.2. Алгоритм нахождения суммы двух векторов по правилу 

параллелограмма. (СК.2.7) 

ПК.1.3. Алгоритм нахождения разности двух векторов по правилу 

треугольника. (СК.2.10, СК.2.11) 

ПК.1.4. Алгоритм нахождения разности двух векторов по правилу 

параллелограмма. (СК.2.8 – СК.2.13) 

ПК.1.5.  Алгоритм нахождения проекции ненулевого вектора на координатную 

ось. (СК.3.17) 

ПК.1.6. Алгоритм нахождения проекции ненулевого вектора на ось. (СК.3.14, 

СК.3.15) 

ПК.1.7. Алгоритм нахождения проекции ненулевого вектора на другой 

ненулевой вектор. (СК.3.22) 

ПК.1.8. Алгоритм нахождения координат вектора. (СК.4.27) 

ПК.1.9. Алгоритм нахождения направленных косинусов данного вектора. 

(СК.4.25) 

ПК.1.10. Алгоритм нахождения суммы двух векторов, которые заданы своими 

координатами. (СК.5.1) 

ПК.1.11. Алгоритм нахождения разности двух векторов, которые заданы своими 

координатами. (СК.5.3) 

ПК.1.12. Алгоритм нахождения произведения вектора на произвольное число. 

(СК.2.14, СК.2.15, СК.5.5) 

ПК.1.13. Алгоритм нахождения модуля вектора, заданного координатами.  

ПК.1.14. Алгоритм нахождения орта вектора. (СК.4.35) 

ПК.1.15. Алгоритм нахождения скалярного произведения двух векторов. (СК.6.1, 

СК.6.4) 

ПК.1.16. Алгоритм нахождения скалярного квадрата вектора. (СК.6.6) 

ПК.1.17. Алгоритм нахождения модуля векторного произведения двух векторов 

пространства. (СК.7.3) 

ПК.1.18. Алгоритм нахождения направления векторного произведения двух 

векторов пространства. (СК.7.4 – СК.7.6) 
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3. УЧИМСЯ ВЫПОЛНЯТЬ 
МАТЕМАТИЧЕСКИЕ ДЕЙСТВИЯ, РЕШАЯ 

УЧЕБНЫЕ ЗАДАЧИ 

 

3.1. Учимся определять характеристики векторов 
 
 Задания на  освоение теоретических действий  
 

3.1.1. Определите, чему равен модуль вектора  a , если )a;a;a(a zyx . 

 

A Б В Г 

2

z

2

y

2

x
aaa    

zyx
aaa   )aaa( 2

z

2

y

2

x
  

2

z

2

y

2

x
aaa   

 

3.1.2. Определите, какой из векторов – нулевой вектор 0 . 

 

A Б В Г 

 0;0;10    0;1;00    0;0;00    1;0;00   

 

3.1.3. Определите, какое равенство выполняется для направляющих косинусов любого 

вектора в пространстве. 

 

A Б В Г 

1cos

coscos








 

1cos

coscos
2

22








  coscos  1γcos   
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cos

cos
  

 

3.1.4. Определите, чему равен орт вектора a , если )a;а;а(a zyх . 

 

A Б В Г 
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zyxa a;a;ae    0;1;0ea   

 

3.1.5. Определите, чему равен модуль вектора a , если )a;а;а(a
zyх

 . 

 

A Б В Г 

zyх
aаа   
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Задания на формирование понятий  
 

3.1.6. Установите соответствие между понятиями (1-4) и их определениями (А-Д): 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3.1.7. Установите соответствие между понятиями (1-4) и их определениями (А-Д): 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3.1.8. Установите соответствие между понятиями (1-4) и их обозначениями (А-Д): 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1. Направляющий отрезок А: Начальная точка направляющего отрезка, 

который задаѐт вектор 

2. Конец вектора Б: Отрезок, для которого указано какой из его 

концов – начальная точка отрезка, а какой – 

конечная точка отрезка 3. Направление вектора В: Конечная точка направляющего отрезка, 

который задаѐт вектор  

4. Начало вектора Г: Направление направляющего отрезка, который 

задаѐт этот вектор 

  Д: Вектор, одинаково направленный с данным 

вектором 

 

1. Радиус-вектор точки А: Вектор, модуль которого равен единице 

2. Нулевой вектор Б: Вектор, одинаково направленный с данным 

вектором, модуль которого равен единице 

3. Единичный вектор В: Вектор, начало которого совпадает с  началом 

координат, а конец – с заданной точкой 

4. Орт вектора Г: Вектор, модуль которого равен нулю 

  Д: Вектор, одинаково направленный с данным 

вектором 

 

1. 
Вектор с началом в точке А и концом в 

точке В 
А: ba  

2. Орт вектора a   Б: AB  
3. Модуль вектора AB  В: M

r  
4. Радиус-вектор точки М Г: AB

 
  Д: a

e
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3.1.9. Установите соответствие между понятиями (1-4) и их определениями в 

символьном виде 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3.1.10. Установите соответствие между понятиями (1-4) и родовыми для них 

понятиями (А-Д): 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1. Равенство векторов а  и b  А: 










.ab

,ab
 

2. Единичный вектор а  Б: 











.ba

,ba
 

3. Противоположность векторов а  и b  В: 
1ea  , ae a . 

 

4. Определение орта вектора а  Г: ea1a   

  Д: 






























0b0

;ab0

;ab0

;ab









 

 

    

1. Вектор А: Единичный вектор 

2. Конец вектора Б: Направленный отрезок 

3. Орт вектора В: Направление 

4. Модуль вектора Г: Точка 

  Д: Длина отрезка 
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Задания на  освоение практических действий  
 

3.1.11. Определите координаты вектора k4j2i3а  . 

 

A Б В Г 

(3 i ; 2 j ; –4 k ) (3; 2; –4) (3; 2; 4) (–3; –2; 4) 

 

3.1.12. Определите направляющие косинусы вектора  a =(–2; 2; 0). 

 

A Б В Г 

0cos

;
2

1
cos

;
2

1
cos













 







 0;

2

1
;

2

1  

0cos

;2cos

;2cos












 

;
2

1
cos 

1cos

;
2

1
cos







  

 

3.1.13. Определите координаты вектора CD , если C =(2; 7; 3), D =(2; 4; 2). 

 

A Б В Г 

 1;3;0CD    1;3;0CD    1;3;0CD    1;3;0CD   

 

3.1.14. Найдите модуль вектора Ba A , если A(1; -3; 5), B(-1; 1; 0). 

 

A Б В Г 

53а   59а   15а   3а   

 

3.1.15. Какой координатной оси принадлежит начало вектора, имеющего координаты 

 1;1;3  , если его конец с координатами  1;2;3  . 

 

A Б В Г 

OX  OY  OZ  
Ни одной оси не 

принадлежит 
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Задачи на освоение способов действий 
 

3.1.16. Даны две  точки  A, B: A(0; -3; 1), B(1; 2; -3). Найдите координаты вектора BA .  

Решение: Составим схему ориентирования.  

 
Схема ориентирования задачи 3.1.16 

 

Общее ориентирование 

Что дано? Даны координаты двух точек A и B. 

Что нужно найти? 
Координаты вектора BA . 

Что нужно знать? 1. Определение вектора. (СК.1.3)  

2. Обозначения вектора. (СК.1.7, СК.1.8) 

3. Определение начала и конца вектора. 

4. Определение координат вектора.  

Ориентирование на выполнение 

Действия, которые нужно 

выполнить. 

1. Определить начало вектора. 

2. Определить конец вектора. 

3. Вычислить координаты вектора. 

Какие формулы нужны? Формула нахождения координат вектора, заданного 

координатами его начала и конца. (СК.4.16) 

 

Выполним действия: 

 

1. Определим начало вектора: точка  А(0; -3; 1) - начало вектора BA . 

2. Определим конец вектора: точка  В(1; 2; -3)- конец вектора BA . 

3. Вычислим координаты вектора  
zyx

a;a;aB A : из координат конца вектора  

вычтем соответствующие координаты начала вектора (формула СК.4.16)  

  413a,532a,101a
zyx

  . Получим  4;5;1B A . 

Ответ:  4;5;1B A . 
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3.1.17. Найдите модуль вектора BA , если A(3; -3; 4), B(-1; 2; 0). 

Решение: Составим схему ориентирования.  

 
Схема ориентирования задачи 3.1.17 

 

Общее ориентирование 

Что дано? Координаты двух точек A и B 

Что нужно найти? Модуль вектора BA : BA  

Что нужно знать? 1. Определение вектора. (СК.1.3)  

2. Обозначения вектора. (СК.1.7, СК.1.8) 

3. Определение начала и конца вектора. 

4. Определение координат вектора. 

5. Определение модуля вектора. 

Ориентирование на выполнение 

Действия, которые нужно 

выполнить. 

1. Определить начало вектора. 

2. Определить конец вектора. 

3. Вычислить координаты вектора. 

4. Вычислить модуль вектора. 

Какие формулы нужны? 1. Формула нахождения координат вектора, 

заданного координатами его начала и конца. 

(СК.4.16) 

2. Формула нахождения модуля вектора, заданного 

координатами его начала и конца. (СК.4.24) 

 

Выполним действия: 

 

1. Определим начало вектора: точка  A(3; -3; 4) - начало вектора BA .  

2. Определим конец вектора: точка   B(-1; 2; 0) - конец вектора BA . 

3. Вычислим координаты вектора  
zyx

a;a;aB A : из координат конца вектора  вычтем 

соответствующие координаты начала вектора (формула СК.4.16): 

  440a,532a,431a
zyx

 .  Получим вектор  4;5;4B A . 

4. Вычислим модуль вектора  
zyx

a;a;aB A : корень квадратный из суммы квадратов 

координат вектора (формула СК.4.24) 57162516AB  . 

Ответ: 57AB  . 
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3.1.18. Найдите направляющие косинусы вектора  4;2;1b  .  

Решение: Составим схему ориентирования.  

 
Схема ориентирования задачи 3.1.18 

 

Общее ориентирование 

Что дано? 
Координаты вектора b  

Что нужно найти? 
Направляющие косинусы вектора b  

Что нужно знать? 1. Определение модуля вектора.  

2. Определение направляющих косинусов вектора. 

Ориентирование на выполнение 

Действия, которые нужно 

выполнить. 

1. Найти модуль вектора. 

2. Найти направляющие косинусы вектора. 

Какие формулы нужны? 1. Формула нахождения модуля вектора, заданного 

координатами его начала и конца. (СК.4.24) 

2. Формула нахождения направляющих косинусов 

вектора, заданного координатами. (СК.4.26) 

 

Выполним действия: 

 

1. Найдѐм модуль вектора  
zyx

b;b;bb  : корень квадратный из суммы квадратов 

координат вектора (формула СК.4.24)  

211641bbbb 2

z

2

y

2

x
  

2. Найдѐм направляющие косинусы вектора  
zyx

b;b;bb  :  

косинус угла   равен отношению координаты x
b вектора b  к его модулю; 

косинус угла   равен отношению координаты yb  вектора b  к его модулю; 

косинус угла   равен отношению координаты z
b  вектора b  к его модулю; 

b

b
cos,

b

b
cos,

b

b
cos zyx   .( формула  СК.4.26) 

Получим      
21

4
cos,

21

2
cos,

21

1
cos    

Ответ: 
21

4
cos,

21

2
cos,

21

1
cos   . 
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3.1.19. Найдите координаты точки  А, если координаты точки В(2; 0; -1), а вектор BA  

с координатами (0; -2; 3). 

Решение: Составим схему ориентирования.  

 
 

Схема ориентирования задачи 3.1.19 

 

Общее ориентирование 

Что дано? 1. Координаты точки В. 

2.Координаты вектора BA .   

Что нужно найти? Координаты точки А. 

Что нужно знать? 1. Определение вектора.(СК.1.3)  

2. Обозначения вектора. (СК.1.7, СК.1.8) 

3. Определение начала и конца вектора.  

4. Определение координат вектора.  

Ориентирование на выполнение 

Действия, которые нужно 

выполнить. 

1. Определить начало вектора. 

2. Определить конец вектора. 

3. Найти координаты точки А. 

Какие формулы нужны? 1. Формула нахождения координат вектора, заданного 

координатами его начала и конца. (СК.4.16) 

 

Выполним действия: 

 

1. Определим начало вектора:  

точка  
111

z;y;xA  - начало вектора  
zyx

a;a;aB A . 

2. Определим конец вектора:  

точка    
222

z;y;xB  - конец вектора  
zyx

a;a;aB A . 

3. Найдѐм координаты точки А:  

от координат точки В вычтем соответствующие координаты вектора BA .  

202x
1

 ,   220y
1

 , 431z
1

 . 

Получим  4;2;2A  . 

Ответ:  4;2;2A  . 
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3.1.20.  Какой координатной оси принадлежит конец вектора, имеющего координаты 

 1;2;2  , если его начало с координатами  1;2;2  . 

Решение: Составим схему ориентирования.  

 
Схема ориентирования задачи 3.1.20 

 

Общее ориентирование 

Что дано? Координаты вектора и его начала 

Что нужно найти? Координатную ось, которой принадлежит конец вектора 

Что нужно знать? 1. Определение вектора (СК.1.3)  

2. Обозначения вектора (СК.1.7, СК.1.8) 

3. Определение начала и конца вектора  

4. Определение координат вектора 

Ориентирование на выполнение 

Действия, которые нужно 

выполнить. 

1. Обозначить начало вектора 

2. Обозначить конец вектора 

3. Определить координаты  конца вектора 

4. Определить координаты точки А. 

Какие формулы нужны? 1. Формула нахождения координат вектора, заданного 

координатами его начала и конца (СК.4.16) 

 

Выполним действия: 

 

1. Определим начало вектора:  

точка  
111

z;y;xA  - начало вектора  
zyx

a;a;aB A   

2. Определим конец вектора:  

точка  
222

z;y;xB  - конец вектора  
zyx

a;a;aB A  

3. Найдѐм координаты точки А: от координат точки В вычтем соответствующие 

координаты вектора BA  

202x
1

 ,   220y
1

 , 431z
1

               Получим  4;2;2A  . 

Ответ:  4;2;2A  . 
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Проверяем, чему мы научились 

 
 

3.1.21. Даны три  точки  A, B, C: A(1; -3; 4), B(1; 2; -3), C(1; 1; 0).  

Найдите координаты векторов BA , CA .     

(Воспользоваться схемой ориентирования задачи 2.1.16.) 

 

3.1.22. Найдите модуль вектора BA , если A(0; -3; 4), B(-1; 1; 0). 

(Воспользоваться схемой ориентирования задачи 2.1.17.) 

 

3.1.23. Найдите направляющие косинусы вектора  7;0;1с  .  

(Воспользоваться схемой ориентирования задачи 2.1.18.) 

 

3.1.24. Найдите координаты точки  В, если координаты точки А(2; -1; 1), а вектор BA  

с координатами (3; 1; -3).   

(Воспользоваться схемой ориентирования задачи 2.1.19.) 

 

3.1.25. Какой координатной оси принадлежит конец вектора, имеющего координаты (3; 2; 4), 

если его начало с координатами (-3; -2; 4).  

(Воспользоваться схемой ориентирования задачи 2.1.20.) 
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3.2. Учимся выполнять операции с векторами 
 

Задания на  освоение  теоретических  действий  
 

3.2.1. Определите, чему равен вектор c , который совпадает с диагональю параллелограмма, 

построенного на векторах a  и b , если начало вектора c  совпадает с концом вектора b , а конец 

вектора c – с концом  вектора a . 

 

A Б В Г 

bac   bac   bac   bac   

 

3.2.2. Определите, чему равен вектор c , если начало вектора b  совпадает с концом вектора 

a , а вектор c  направлен  из начала вектора a  в конец вектора b . 

 

A Б В Г 

bac   bac   bac   bac   

 

3.2.3. Определите, чему равен вектор c , если он противоположно направлен вектору a , а 

его модуль в   раз больше модуля вектора a . 

 

A Б В Г 

ac    ac    bac   bac   

 

3.2.4. Определите, чему равен вектор c , если его координаты равны сумме соответствующих 

координат векторов a  и b . 

 

A Б В Г 

bac   bac   bc    ba2c   

 

3.2.5. Определите, чему равен вектор c , если его координаты равны разности 

соответствующих координат векторов a  и b . 

 

A Б В Г 

ba2c   bac   bc    bac   
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Задания на формирование понятий  
 

3.2.6. Установите соответствие между правилами получения суммы и разности векторов  (1-4) и их 

определениями  (А-Д): 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3.2.7. Установите соответствие между понятиями (1-4) и их определениями  (А-Д): 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1. Сумма двух векторов А: вектор, противоположно направленный данному 

вектору,  модуль которого в   раз больше модуля 

данного вектора. 

2. Разность двух век-

торов 

Б: вектор, начало которого совпадает с началом вектора a , а 

конец – с концом вектора b , при условии, что начало век-

тора b  совпадает с концом вектора  a . 

3. Произведение вектора 

на положительное 

число   

В: вектор, перпендикулярный данному вектору.  

4. Произведение вектора 

на отрицательное 

число   

Г: вектор, одинаково направленный данному вектору, 

модуль которого в   раз больше модуля данного 

вектора. 

  Д: Правило, по которому находится вектор, начало которого 

совпадает с концом вектора b , а конец – с концом вектора 

а , при условии, что вектора а  и b имеют общее начало. 

 
 

1. 

 

Правило треуголь-

ника для нахождения 

разности  векторов 

ba и  

А: Правило, по которому находится вектор, начало 

которого совпадает с началом вектора a , а конец 

– с концом вектора b , при условии, что начало 

вектора b  совпадает с концом вектора  a . 

2. Правило параллело-

грамма для нахож-

дения суммы векто-

ров ba и  

Б: Правило, по которому находится вектор, начало ко-

торого совпадает с общим началом векторов а  и b , 

и который является диагональю параллелограмма, 

построенного на этих векторах. 

3. Правило параллело-

грамма для нахож-

дения разности  век-

торов ba и  

В: Правило, по которому находится вектор, начало 

которого совпадает с концом вектора b , а конец 

– с концом вектора а , при условии, что вектора 

а  и b  имеют общее начало. 

4. Правило треуголь-

ника для нахожде-

ния суммы векторов 

ba и  

Г: Правило, по которому находится вектор, начало ко-

торого совпадает с общим началом вектора a  и век-

тора b , и который является диагональю 

параллелограмма, построенного на этих векторах. 

  Д: Правило, по которому находится вектор, коорди-

наты которого равны разности соответствующих 

координат данных векторов. 
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3.2.8. Установите соответствие между понятиями (1-4) и их обозначениями (А-Д): 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3.2.9. Установите соответствие между операциями с векторами, заданными координатами, 

(1-4) и формулами, по которым они находятся (А-Д): 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3.2.10. Установите соответствие между рисунками, на которых изображены действия с 

векторами a  и b  (1-4) и векторами x  (А-Д): 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1. Сумма векторов a  и b  А: a +b  

2. Разность векторов a  и b  Б: ba   

3. Произведение вектора a  на число   В: a  

4. Линейная комбинация векторов a  и b  

с числовыми коэффициентами   и   
Г: ba   

  Д: ba    

 

1. 

 
Вычитание векторов  zyx a;a;aa   

и  
zyx b;b;bb   

А:  
zzyyxx ba;ba;baba   

2. Умножение вектора  zyx a;a;aa   

 на число   
Б:  

zzyyxx ba;ba;baba   

3. Линейная комбинация векторов 

 zyx a;a;aa   и  
zyx b;b;bb   с 

числовыми коэффициентами   и   

В: zzyyxx babababa   

 

4. Сложение векторов  zyx a;a;aa   

и  
zyx b;b;bb   

Г:  
zyx a;a;aa    

  
Д:  zbza;ybya;xbxa

ba








 

 

1. 

 

3. 

 

А: bax   

2. 

 

4. 

 

Б: bax   

    В: abx   

  
  

Г: 
2

ba
x




 

  
  

Д: 
2

ba
x
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Задания на  освоение практических действий  
 

3.2.11. Чему равен вектор AB , изображѐнный на рисунке 

 

 

 

 

 

 

 

A Б В Г 

ADACAB   ADACAB   ADAC2AB   ADACAB   

 

3.2.12. Чему равен вектор AB , изображѐнный на рисунке 

 
 

A Б В Г 

DADBAB   DADBAB   DBDAAB   ADACAB   

 

3.2.13. Чему равен вектор AО , изображѐнный на рисунке 

 
 

A Б В Г 

 ADAC
2

1
AО    ADACAО    ADAC

2

1
AО     ADAC

2

1
AО    

 

3.2.14. Найдите координаты вектора ba2  , если  2;1;1a  ,  2;1;0b   

 

A Б В Г 

 2;1;1    2;1;2   4;0;3  









5

4
;0;

5

3
 

 

3.2.15. Найдите координаты вектора противоположного вектору ba  , если  2;0;1a  , 

 2;1;2b   

 

A Б В Г 

 0;1;3   2;1;2   4;0;3   4;1;1   
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Задачи на освоение способов действий 
 

3.2.16. Определите, чему равен модуль вектора 2 a –3b , если a =(2; –2; 1), b =(2;3;1). 

 

Решение: Составим схему ориентирования.  

 

 

Схема ориентирования задачи 3.2.16 

 

Общее ориентирование 

Что дано? Координаты векторов a и b . 

Что нужно найти? Модуль вектора 2 a –3b . 

Что нужно знать? 1. Определение разности векторов 

2. Обозначение разности двух векторов 

3. Определение произведения вектора на число  

4. Обозначение произведения вектора на число 

5. Определение модуля вектора 

6. Обозначение модуля вектора 

7. Правило нахождения разности векторов, заданных координатами 

(СК.5.3) 

8. Правило нахождения произведения вектора, заданного 

координатами, на число (СК.5.5) 

Ориентирование на выполнение 

Действия, которые 

нужно выполнить. 
1. Найти вектор a2 . 

2. Найти вектор b3 . 

3. Найти вектор b3a2d  . 

4. Найти модуль вектора b3a2d  . 

Какие формулы 

нужны? 

1. Формула нахождения разности двух векторов, заданных 

координатами (СК.5.4) 

2. Формула нахождения произведения вектора, заданного 

координатами, на число (СК.5.6) 

3. Формула нахождения модуля вектора, заданного координатами  

 

Выполним действия: 

 

1. Найдѐм вектор    2;4;41;2;22a2  . 

2. Найдѐм вектор . 

3. Найдѐм вектор   b3a2d      1;13;23;9;62;4;4  . 

4. Найдѐм модуль вектора       174116941132d
222

 . 

Ответ: 174d  . 
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3.2.17. Найдите координаты вектора противоположного вектору ba  , если  2;0;1a  , 

 2;1;2b  . 

Решение: Составим схему ориентирования.  

 

Схема ориентирования задачи 3.2.17 

 

Общее ориентирование 

Что дано? Даны координаты векторов a и b  

Что нужно найти? координаты вектора противоположного вектору ba   

Что нужно знать? 1. Определение разности векторов 

2. Обозначение разности двух векторов 

3. Определение вектора противоположного данному вектору  

4. Свойство противоположных векторов, заданных координатами. 

Ориентирование на выполнение 

Действия, которые 

нужно выполнить. 
1. Найти вектор ba  . 

2. Найти вектор противоположный вектору ba  . 

Какие формулы 

нужны? 

1. Формула нахождения разности двух векторов, заданных 

координатами (СК.5.4) 

 

Выполним действия: 

 

1. Найдѐм вектор  bad      4;1;12;1;22;0;1  . 

2. Найдѐм вектор противоположный вектору d : d  4;1;1   

Ответ: d  4;1;1  . 

 

3.2.18. Найдите координаты орта вектора ba  , если  2;1;1a  ,  2;1;2b  . 

Решение: Составим схему ориентирования.  

 

 

Схема ориентирования задачи 3.2.18 

 

Общее ориентирование 

Что дано? Даны координаты векторов a  и b  

Что нужно найти? координаты орта вектора ba   
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Что нужно знать? 1. Определение суммы векторов  

2. Обозначение суммы двух векторов 

3. Определение модуля вектора 

4. Обозначение модуля вектора 

5. Определение единичного вектора 

6. Обозначение единичного вектора 

7. Определение орта вектора  

8. Обозначение орта вектора  

9. Правило нахождения суммы векторов, заданных 

координатами (СК.5.1) 

Ориентирование на выполнение 

Действия, которые нужно 

выполнить. 
1. Найти вектор ba  . 

2. Найти модуль вектора ba  . 

3. Найти орт вектора ba  . 

Какие формулы нужны? 1. Формула нахождения суммы двух векторов, 

заданных координатами (СК.5.2) 

2. Формула нахождения модуля вектора, заданного 

координатами 

3. Формула нахождения орта вектора, заданного 

координатами 

 

Выполним действия: 

 

1. Найдѐм вектор      4;0;32;1;22;1;1baс  . 

2. Найдѐм модуль вектора с : 5251609с  . 

3. Найдѐм орт вектора  
zyx

с;с;сс  : по формуле   
















с

с
;

с

с
;

с

с
e zyx

с . 
















с

с
;

с

с
;

с

с
e zyx

с = 








5

4
;0;

5

3
 

Ответ: 









5

4
;0;

5

3
е

с . 
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3.2.19. Определите направляющие косинусы вектора 2 a –3b , если a =(2; 7;3), b =(2; 4; 2). 

Решение: Составим схему ориентирования.  

 

Схема ориентирования задачи 3.2.19 

 

Общее ориентирование 

Что дано? Даны координаты векторов a и b  

Что нужно найти? направляющие косинусы вектора b3a2   

Что нужно знать? 1. Определение разности векторов  

2. Обозначение разности двух векторов  

3. Определение произведения вектора на число  

4. Обозначение произведения вектора на число  

5. Определение модуля вектора  

6. Обозначение модуля вектора  

7. Определение направляющих косинусов вектора  

8. Правило нахождения суммы векторов, заданных 

координатами (СК.5.1) 

9. Правило нахождения разности векторов, заданных 

координатами (СК.5.3) 

 10. Определение разности векторов  

11. Обозначение разности двух векторов  

12. Определение произведения вектора на число  

13. Обозначение произведения вектора на число  

14. Определение модуля вектора  

15. Обозначение модуля вектора  

16. Определение направляющих косинусов вектора  

17. Правило нахождения суммы векторов, заданных 

координатами (СК.5.1) 

18. Правило нахождения разности векторов, заданных 

координатами (СК.5.3) 

19. Правило нахождения произведения вектора, 

заданного координатами, на число (СК.5.5) 

20. Свойство противоположных векторов, заданных 

координатами.  

Ориентирование на выполнение 

Действия, которые нужно 

выполнить. 
1. Найти вектор a2 . 

2. Найти вектор b3 . 

3. Найти вектор b3a2d  . 

4. Найти модуль вектора b3a2d  . 

5. Найти направляющие косинусы вектора 
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b3a2d   

Какие формулы нужны? 1. Формула нахождения суммы двух векторов, 

заданных координатами (СК.5.2) 

2. Формула нахождения произведения вектора, 

заданного координатами, на число (СК.5.6) 

3. Формула нахождения модуля вектора, заданного 

координатами  

4. Формула нахождения направляющих косинусов 

вектора 

 

Выполним действия: 

 

1. Найдѐм вектор    6;14;43;7;22a2  . 

2. Найдѐм вектор    6;12;62 4; 2;3b3  . 

3. Найдѐм вектор      12;26;106;12;66;14;4b3a2d  . 

4. Найдѐм модуль вектора 2302920144676100122610d 222  . 

5. Найдѐм направляющие косинусы вектора b3a2d   формулам 

d

d
cos,

d

d
cos,

d

d
cos zyx   , где  

zyx
d;d;dd  . 

,
230

5

2302

10
cos 

 230

6

2302

12
cos,

230

13

2302

26
cos    

Ответ: 
230

6
cos,

230

13
cos,

230

5
cos   . 

 

3.2.20. Найдите единичный вектор, противоположно направленный вектору c4b3a2  , 

если a = (5; –0,5; 2), b = (2; –3; –1), c = (4; –2; 2). 

 

Решение: Составим схему ориентирования.  

 
Схема ориентирования задачи 3.2.20 

 

Общее ориентирование 

Что дано? Даны координаты векторов a , b  и с  

Что нужно найти? единичный вектор, противоположно направленный вектору 

c4b3a2   

Что нужно знать? 1. Определение суммы векторов  

2. Обозначение суммы двух векторов  

3. Определение разности векторов  

4. Обозначение разности двух векторов  

5. Определение произведения вектора на число  

6. Обозначение произведения вектора на число  

7. Определение вектора противоположно направленного данному 
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вектору  

8. Определение модуля вектора  

9. Обозначение модуля вектора  

10. Определение единичного вектора  

11. Обозначение единичного вектора  

12. Определение орта вектора  

13. Обозначение орта вектора 

14. Правило нахождения суммы векторов, заданных координатами (СК.5.1) 

15. Правило нахождения разности векторов, заданных координатами (СК.5.3) 

16. Правило нахождения произведения вектора, заданного 

координатами, на число (СК.5.5) 

17. Свойство противоположных векторов, заданных координатами. 

Ориентирование на выполнение 

Действия, которые 

нужно выполнить. 
1. Найти вектор a2 . 

2. Найти вектор b3 . 

3. Найти вектор с4 . 

4. Найти вектор b3a2  . 

5. Найти вектор c4b3a2d  . 

6. Найти модуль вектора c4b3a2d  . 

7. Найти орт вектора c4b3a2d  . 

8. Найти вектор противоположный орту вектора c4b3a2d  . 

Какие формулы 

нужны? 

1. Формула нахождения суммы двух векторов, заданных 

координатами (СК.5.2) 

2. Формула нахождения разности двух векторов, заданных 

координатами (СК.5.4) 

3. Формула нахождения произведения вектора, заданного 

координатами, на число (СК.5.6) 

4. Формула нахождения модуля вектора, заданного координатами 

5. Формула нахождения орта вектора, заданного координатами  

 

Выполним действия: 

 

1. Найдѐм вектор    4;1;102;5,0;52a2  . 

2. Найдѐм вектор    3;9;61- 3;- 2;3b3  . 

3. Найдѐм вектор    8;8;162 2;- 4;4с4  . 

4. Найдѐм вектор  b3a2      7;8;43;9;64;1;10  . 

5. Найдѐм вектор      15;0;208;8;167;8;4c4b3a2d  . 

6. Найдѐм модуль вектора 25625225040015020d 222  . 

7. Найдѐм орт вектора  
zyx

d;d;dd   по формуле 















d

d
;

d

d
;

d

d
e zyx

d
. 

 6,0;0;8,0
25

15
;

25

0
;

25

20
ed 








  

8. Найдѐм вектор противоположный орту вектора d :  6,0;0;8,0eе d   

Ответ:  6,0;0;8,0е  . 
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Проверяем, чему мы научились 

                          
3.2.21. Определите, чему равен модуль вектора a –3b , если a =(2; 2; 1),b =(2; 0; 1). 

 

(Воспользоваться схемой ориентирования задачи 3.2.16.) 

 

3.2.22. Найдите координаты вектора противоположного вектору ab  , если  2;0;3a  , 

 2;1;0b    

(Воспользоваться схемой ориентирования задачи 3.2.17.) 

 

3.2.23. Найдите координаты орта вектора ba  , если  2;2;2a  ,  2;2;1b   

 

(Воспользоваться схемой ориентирования задачи 3.2.18.) 

 

 3.3.24. Определите направляющие косинусы вектора 2 a –b , если a =(2; 1; 3), b =(2; 0; -2). 

 

(Воспользоваться схемой ориентирования задачи 3.2.19.) 

 

3.2.25. Найдите единичный вектор, противоположно направленный вектору c2b2a3  , 

если a = (0; –1; 2), b = (2; -4; –1), c = (2; 0; 2). 

 

(Воспользоваться схемой ориентирования задачи 3.2.20.) 
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3.3. Учимся находить произведения векторов 
 
 Задания для освоения теоретических действий  
 

3.3.1. Определите, чему равно скалярное произведение векторов a  и b , если угол между 

векторами равен  . 

 

A Б В Г 

ctgba   cosba   tgba   sinba   

 

3.3.2. Определите, чему равен модуль векторного произведения векторов а  и b , если угол 

между этими векторами равен  . 

 

A Б В Г 

ctgba   cosba   tgba   sinba   

 

3.3.3. Определите, чему равно векторное произведение векторов )a;a;a(a
zyx

  и )b;b;b(b
zyx

 . 

 

A Б В Г 

 
zzyyxx

ba;ba;ba  
  

zbybxb

zayaxa

kji


 
zzyyxx

bababa   
z

z

y

y

x

x

b

a

b

a

b

a
  

 

3.3.4. Определите, чему равно скалярное произведение векторов )a;a;a(a
zyx

  и )b;b;b(b
zyx

 . 

 

A Б В Г 

  
zzyyxx

ba;ba;ba  
 

zbybxb

zayaxa

kji


  

zzyyxx
bababa    

z

z

y

y

x

x

b

a

b

a

b

a
  

 

3.3.5. Определите, чему равен вектор c , перпендикулярный векторам a  и b , если вектора 

a , b  и c  образуют правую тройку векторов и sinbac  , где   – угол между 

векторами a  и b . 

 

A Б В Г 

bac   bac   bac   bac   
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Задания для формирования понятий  
 

3.3.6. Установите соответствие между понятиями (1-4) и их обозначениями (А-Д): 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3.3.7. Установите соответствие между понятиями (1-4) и их определениями (А-Д): 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1 Двойное векторное произведение векторов 

a , b  и c  

А:  cba  

2 Скалярное произведение векторов a  и b  Б: ba   

3 Векторное произведение векторов a  и b  В: aПр
b

 

4 Смешанное произведение векторов a , b  

и c  

Г: ba  

  Д:   сba   

 

1. Скалярное произведение 

векторов a  и b  

А

: 

вектор, перпендикулярный данным 

векторам, образующий с ними правую 

тройку векторов и модуль которого 

равен произведению модулей этих 

векторов на синус угла между ними. 

2. Смешанное произведение 

трѐх векторов  
zyx

a,a,aa   

 
zyx

b,b,bb   и  
zyx

c,c,cc   

Б: число равное произведению модуля 

этого вектора на косинус угла между 

вектором и осью другого вектора 

3. Векторное произведение 

векторов a  и b  

В

: 

число равное скалярному произведению 

вектора на векторное произведение 

двух других векторов 

4. Проекция вектора a  на 

ось вектора b  

Г: число, равное произведению модулей 

этих векторов на косинус угла между 

ними 

  Д

: 

число равное произведению модулей 

этих векторов на синус угла между 

ними 
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3.3.8. Установите соответствие между понятиями (1-4) и формулами, по которым они 

находятся (А-Д): 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3.3.9. Установите соответствие между скалярными произведениями различных векторов (1-4) и 

их значениями (А-Д): 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3.3.10. Установите соответствие между понятиями (1-4) и родовыми для них понятиями (А-

Д): 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1. Скалярное произведение векторов 

a  и b  

А: cosba  , где   – угол между 

векторами a  и b  

2. Смешанное произведение трѐх 

векторов  
zyx

a,a,aa  , 

 
zyx

b,b,bb   и  
zyx

c,c,cc   

Б: sinba  , где   – угол между 

векторами a  и b  

3. Модуль векторного 

произведения векторов a  и b  

В: 

b

ba   

4. Проекция вектора а  на ось 

вектора b  

Г: 

zyx

zyx

zyx

ccc

bbb

aaa

 
  Д: 

a

ba 

 
 

1. Скалярное произведение двух 

векторов, заданных 

координатами 

А: Равно произведению 

модулей этих векторов 

2. Скалярное произведение двух 

одинаково направленных 

векторов 

Б: Равно произведению модулей 

этих векторов, взятому со 

знаком минус 

3. Скалярное произведение двух 

противоположно 

направленных векторов 

В: Равно сумме произведений 

соответствующих координат 

векторов 

4. Скалярное произведение двух 

перпендикулярных векторов 

Г:  Не существует 

  Д: Равно нулю 
 

 

1. Скалярное произведение 

перпендикулярных векторов 

А: Число отличное от нуля 

2. Скалярное произведение не 

перпендикулярных векторов 

Б: Ненулевой вектор 

3. Векторное произведение не 

коллинеарных векторов  

В: Ноль 

4. Векторное произведение 

коллинеарных векторов  

Г: Точка 

  Д: Нулевой вектор 
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Задания для освоения практических действий  
 

3.3.11. Определите, чему равно скалярное произведение векторов a  и b , если a =(2; –3; 4),  

b =(–1; 0; 5). 

 

A Б В Г 

(–2; 0; 20) 18 –18 –21 ji   

 

3.3.12. Определите чему равно скалярное произведение векторов a  и b , если a 3, b 2, а 

угол между векторами a  и b  равен 60 . 
 

A Б В Г 

33  6 23  3 

3.3.13. Определите, чему равно векторное произведение векторов a  и b , если a =(1; 1; 2), 

b =(3; 0; 3). 

 

A Б В Г 

33  (3; –3; 3) (3; –3; –3) (3; 3; –3) 

 

3.3.14. Определите, чему равен модуль векторного произведения векторов а  и b , если  

a =(1; 1; 2), b =(3; 0; 3). 

 

A Б В Г 

3  3  33  27 

 

3.3.15. Определите, чему равно смешанное произведение векторов a , b  и c , если a

=(1; 1; 2), b =(3; 0; 3), c =(–1; 3; 5). 

 

A Б В Г 

–9 3 3  (3; –3; –3) 27 
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Задачи для освоения способов действий 
 

3.3.16. Найдите координаты вектора  zy,xX  , если 4aX  , 2bX  , 4cX  , где 

 2;1;1a  , b = (2; –3; –1), c = (4; –2; 2). 

Решение: Составим схему ориентирования.  

 

Схема ориентирования задачи 3.3.16 

 

Общее ориентирование 

Что дано? Даны скалярные произведения вектора  zy,xX   на вектора a , 

b  и с  

Что нужно найти? координаты вектора  zy,xX   

Что нужно знать? 1. Определение скалярного произведения векторов  

2. Обозначение скалярного произведения векторов  

Ориентирование на выполнение 

Действия, которые 

нужно выполнить. 
1. Найти скалярное произведение вектора  zyxX ,  на вектор a . 

2. Найти скалярное произведение вектора  zyxX ,  на вектор b . 

3. Найти скалярное произведение вектора  zyxX ,  на вектор с . 

4. Составить и решить систему линейных алгебраических 

уравнений. 

Какие формулы 

нужны? 

1. Формула нахождения скалярного произведения двух векторов, 

заданных координатами  

 

Выполним действия: 

 

1. Найдѐм скалярное произведение вектора  zy,xX   на вектор a . 

    4z2yx2;1;1zy,xaX   

2. Найдѐм скалярное произведение вектора  zyxX ,  на вектор b . 

    2zy3x21;3;2zy,xbX   

3. Найдѐм скалярное произведение вектора  zyxX ,  на вектор с . 

    4z2y2x42;2;4zy,xcX   

4. Составим и решить систему линейных алгебраических уравнений. 















4z2y2x4

2zy3x2

4z2yx

 

Решим систему методом Крамера. 

Найдѐм главный определитель системы 

162424846

224

132

211
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Найдѐм вспомогательные определители системы 

084248424

224

132

214

1








  

01641616164

244

122

241

2
  

32484816812

424

232

411

3








  

0
16

0
x 1 



 , 0
16

0
y 2 



  

2
16

32
z 3 



  

Получили  2;0;0X  . 

Ответ:  2;0;0X  . 

 

3.3.17. Найдите координаты вектора c , если 5ca  , 1cb  , при условии, что 3c 

, где a = (2; –3; 6) и b = (–1; 2; –2). 

 

Решение: Составим схему ориентирования.  

 
 

Схема ориентирования задачи 3.3.17 

 

Общее ориентирование 

Что дано? Даны скалярные произведения вектора  zy,xс   на вектора a и 

b , а также значение модуля вектора с . 

Что нужно найти? Найти координаты вектора  zy,xс  . 

Что нужно знать? 1. Определение скалярного произведения векторов  

2. Обозначение скалярного произведения векторов  

3. Определение модуля вектора  

Ориентирование на выполнение 

Действия, которые 

нужно выполнить. 
1. Найти скалярное произведение вектора  zy,xс   на вектор a . 

2. Найти скалярное произведение вектора  zy,xс   на вектор b

. 

3. Найти модуль вектора с . 

4. Составить и решить систему линейных алгебраических 

уравнений. 

Какие формулы 

нужны? 

1. Формула нахождения скалярного произведения двух векторов, 

заданных координатами  

2. Формула нахождения модуля вектора, заданного 

координатами  
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Выполним действия: 

 

1. Найдѐм скалярное произведение вектора  zy,xс   на вектор a . 

    5z6y3x26;3;2zy,xaс   

2. Найдѐм скалярное произведение вектора  zy,xX   на вектор b . 

    1z2y2x2;2;1zy,xbс   

3. Найдѐм модуль вектора с . 

3zyxc 222   

4. Составим и решим систему алгебраических уравнений. 

 

 

     











































































































































13z3z27z6

7z6x

3z2y

3zyx

7z6x

3z2y

3zyx

1z26z4x

3z2y

3zyx

1z23z22x

3z2y

3zyx

1z2y2x

3z2y

3zyx

1z2y2x

5z6y32z4y4

3zyx

1z2y2x

5z6y31z2y22

3zyx

1z2y2x

5z6y3x2

3zyx

1z2y2x

5z6y3x2

222222

222222222

222222

222
222

 

     

41

55

82

110

82

1496
z

1
82

82

82

1496
z

196902092165541496D

055z96z41

3z9z12z449z84z36

3z3z27z61

2

1

2

2

222

222



















 

























































































































41

55
z

41

43
x

41

13
y

1z

1x

1y

41

55
z

7z6x

3z2y

1z

7z6x

3z2y

41

55
z,1z

7z6x

3z2y

2

2

2

1

1

1

2

1

21

 

Получим  1;1;1c1   и 









41

55
;

41

13
;

41

43
c2

. 

Ответ:  1;1;1c1   и 









41

55
;

41

13
;

41

43
c2 . 
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3.3.18. Найдите ba  , если 3a  , 26b   и 72ba  . 

Решение: Составим схему ориентирования.  

 

Схема ориентирования задачи 3.3.18 

 

Общее ориентирование 

Что дано? Даны модули векторов a , b и ba . 

Что нужно найти? Скалярное произведение векторов a и b  

Что нужно знать? 1. Определение скалярного произведения векторов 

2. Обозначение скалярного произведения векторов  

3. Определение модуля вектора  

4. Определение векторного произведения векторов 

5. Обозначение векторного произведения векторов  

6. Определение модуля векторного произведения  

Ориентирование на выполнение 

Действия, которые нужно 

выполнить. 
1. Выразить модуль векторного произведения векторов a и 

b . 

2. Найти синус угла между векторами a  и b . 

3. Найти косинус угла между векторами a  и b . 

4. Найти скалярное произведение векторов a  и b . 

Какие формулы нужны? 1. Формула нахождения скалярного произведения двух 

векторов, заданных координатами  

2. Формула нахождения модуля векторного произведения 

векторов a  и b   

 

Выполним действия: 

 

1. Выразим  модуль векторного произведения векторов a и b : 









basinbaba . 

2. Найдѐм синус угла между векторами a и b :  

13

12

263

72

ba

ba
basin 















  . 

3. Найдѐм косинус угла между векторами a  и b  из основного тригонометрического 

тождества:  














































basin1bacosbasin1bacos1bacosbasin 22222
 

13

5

169

25

169

144
1

13

12
1bacos

2




















 

4. Найдѐм скалярное произведение векторов a  и b : 

30
13

5
263bacosbaba 



















. 

Ответ: 30ba  . 
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3.3.19. Даны точки  2;1;2A  ,  1;2;1B   и  1;2;3C . Найти координаты векторного 

произведения   CBCA2BC  . 

Решение: Составим схему ориентирования.  

 

Схема ориентирования задачи 3.3.19 

 

Общее ориентирование 

Что дано? Даны координаты точек A , B  и C  

Что нужно найти? Координаты векторного произведения   CBCA2BC  . 

Что нужно знать? 1. Определение вектора (СК.1.3)  

2. Обозначения вектора (СК.1.7, СК.1.8) 

3. Определение начала и конца вектора  

4. Определение координат вектора  

5. Определение разности векторов  

6. Обозначение разности двух векторов 

7. Определение произведения вектора на число 

8. Обозначение произведения вектора на число  

9. Определение векторного произведения векторов 

10. Обозначение векторного произведения векторов  

Ориентирование на выполнение 

Действия, которые нужно 

выполнить. 
1. Найти координаты вектора BC . 

2. Найти координаты вектора CA . 

3. Найти координаты вектора CB . 

4. Найти координаты вектора CA2  

5. Найти координаты вектора CA2BC   

6. Найти координаты вектора   CBCA2BC   

Какие формулы нужны? 1. Формула нахождения координат вектора, заданного 

координатами его начала и конца (СК.4.16) 

2. Формула нахождения разности двух векторов, заданных 

координатами (СК.5.4) 

3. Формула нахождения произведения вектора, заданного 

координатами, на число (СК.5.6) 

4. Формула нахождения координат векторного произведения 

векторов a  и b , заданных координатами 
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Выполним действия: 

 

1. Выразим модуль векторного произведения векторов a  и b : 









basinbaba . 

2. Найдѐм синус угла между векторами a  и b : 
13

12

263

72

ba

ba
basin 


















. 

3. Найдѐм косинус угла между векторами a  и b из основного тригонометрического 

тождества: 














































basin1bacosbasin1bacos1bacosbasin 22222

13

5

169

25

169

144
1

13

12
1bacos

2




















 

4. Найдѐм скалярное произведение векторов a и b : 

30
13

5
263bacosbaba 



















. 

Ответ: 30ba  . 

 

3.3.20. Вычислить смешанное произведение векторов   cba  , если  k3ji2a  , 

DCb  , где точки C  и D  с координатами  3;2;1C  ,  4;2;1D , а вектор ba2c  . 

Решение: Составим схему ориентирования.  

 
Схема ориентирования задачи 3.3.20 

 

Общее ориентирование 

Что дано? Даны вектора a , b  и с : вектор a задан разложением по 

векторам k,j,i ; вектор b  задан координатами начала и 

конца; вектор с  – в виде линейной комбинации векторов 

a  и b . 

Что нужно найти? Вычислить смешанное произведение   cba  . 

Что нужно знать? 1. Определение скалярного произведения (СК.1.3)  

2. Обозначения вектора (СК.1.7, СК.1.8) 

3. Определение начала и конца вектора  

4. Определение координат вектора  

5. Определение разности векторов  

6. Обозначение разности двух векторов  

7. Определение произведения вектора на число  

8. Обозначение произведения вектора на число  

9. Определение векторного произведения векторов  

10. Обозначение векторного произведения векторов 
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Ориентирование на выполнение 

Действия, которые нужно 

выполнить. 
1. Найти координаты вектора BC . 

2. Найти координаты вектора CA . 

3. Найти координаты вектора CB . 

4. Найти координаты вектора CA2  

5. Найти координаты вектора CA2BC   

6. Найти координаты вектора   CBCA2BC   

 

Какие формулы нужны? 1. Формула нахождения координат вектора, заданного 

координатами его начала и конца (СК.4.16) 

2. Формула нахождения разности двух векторов, заданных 

координатами (СК.5.4) 

3. Формула нахождения произведения вектора, заданного 

координатами, на число (СК.5.6) 

4. Формула нахождения координат векторного 

произведения векторов a  и b , заданных координатами  

 

Выполним действия: 

 

1. Выразим  модуль векторного произведения векторов a  и b : 









basinbaba . 

2. Найдѐм синус угла между векторами a  и b : 
13

12

263

72

ba

ba
basin 















 

. 

3. Найдѐм косинус угла между векторами a  и b из основного тригонометрического 

тождества: 














































basin1bacosbasin1bacos1bacosbasin 22222

13

5

169

25

169

144
1

13

12
1bacos

2




















 

4. Найдѐм скалярное произведение векторов a и b : 

30
13

5
263bacosbaba 



















. 

Ответ: 30ba  . 
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Проверяем, чему мы научились 

                          
 

3.3.21. Найдите координаты вектора  zyxX , , если 8aX  , 1bX  , 1cX   где 

 1;3;2a  , b = (3; –1; 2), c = (-1; 1; -1). 

 

(Воспользоваться схемой ориентирования задачи 3.3.16.) 

 

3.3.22. Найдите координаты вектора c , если 2ca  , 1cb , при условии, что 

5c  , где a = (1; 0; 2) и b = (–1; 1; –2).  

 

(Воспользоваться схемой ориентирования задачи 3.3.17) 

 

3.3.23. Найдите ba  , если 3a  , 26b   и 30ba  .  

 

(Воспользоваться схемой ориентирования задачи 3.3.18.) 

 

3.3.24. Даны точки  2;1;0A  ,  1;0;1B   и  0;2;3C . Найти координаты векторного 

произведения   CBCA2BC  . 

 

(Воспользоваться схемой ориентирования задачи 3.3.19.) 

 

3.3.25. Доказать, что вектор  k3i4a  , DCb  , где точки C  и D  с координатами  3;2;1C

,  0;2;1D и вектор bac   компланарны. 

 

(Воспользоваться схемой ориентирования задачи 3.3.20.) 
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3.4. Учимся применять свойства произведений  векторов 
 

Задания для  освоения теоретических действий  
 

3.4.1. Определите, какое из приведѐнных равенств является символьным видом свойства 

коммутативности скалярного произведения двух векторов a  и b . 

 

А Б В Г 

abba   abba   abba   abba   

 

3.4.2. Определите, какое из приведѐнных равенств является символьным видом свойства 

дистрибутивности скалярного произведения векторов b,a  и c . 

 

А Б В Г 

  cabacba   сabсba     cabacba   abba   

 

3.4.3. Определите, какое из приведѐнных равенств является символьным видом свойства 

ассоциативности относительно числового множителя   и векторов ba и . 

 

А Б В Г 

    ababa       bababa      cbcb    abba   

 

3.4.4. Определите, какое из приведѐнных равенств является символьным видом свойства 

антикоммутативности векторного произведения для любых двух векторов ba и . 

 

А Б В Г 

ba = ab  ba = ab  ba = ab   abba   

 

3.4.5. Определите, какое из приведѐнных равенств является символьным видом свойства 

ассоциативности векторного произведения для любых двух векторов ba и  и 

действительного числа  . 

 

А Б В Г 

     baba 

 ba   

     baba 

 ba   

     baba 

 ba   

     baba 

 ba   
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Задания для формирования понятий  
 

3.4.6. Установите соответствие между свойствами скалярного произведения (1-4) и их 

символьным видом (А-Д): 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3.4.7. Установите соответствие между свойствами скалярного произведения (1-4) и их 

символьным видом (А-Д): 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3.4.8. Установите соответствие между свойствами векторного произведения (1-4) и их 

символьным видом (А-Д): 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1. Свойство коммутативности скалярного 

произведения двух векторов a  и b  

А: abba   

2. Свойство скалярного квадрата вектора 

a  

Б:   cabacba   

3. Свойство ассоциативности скалярного 

произведения относительно числового 

множителя   и векторов a  и b  

В: 

b

ba 

 

4. Свойство дистрибутивности скалярного 

произведения векторов a , b  и с  

Г:      bababa    

  Д: 0a 2   
 

1. Свойство скалярного произведения вектора 

a  и нулевого вектора 

А: bababa 
 

2. Свойство скалярного квадрата вектора a  Б: 0a 2   
3. Свойство скалярного произведения двух про-

тивоположно направленных векторов ba и  

В: 00a   

4. Свойство скалярного произведения двух оди-

наково направленных векторов ba и  

Г:      bababa    

  Д: bababa 
 

 

1. Свойство антикоммутативности векторного 

произведения двух векторов a  и b  

А: abba   

2. Свойство векторного произведения 

коллинеарных векторов a  и b  

Б: ba = ab  

3. Свойство ассоциативности векторного 

произведения для любых двух векторов a  и b  

и действительного числа   

В:      bababa    

4. Свойство дистрибутивности векторного 

произведения для любых векторов c,b,а  

Г:   cbcacba   

  Д: 0ba   
 



107 

3.4.9. Установите соответствие между свойствами смешанного произведения (1-4) и их 

символьным видом (А-Д): 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3.4.10. Установите соответствие между ассоциативными свойствами различных 

произведений (1-4) и их символьным видом (А-Д): 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1. Свойство смешанного произведения трѐх 

компланарных векторов c,b,a  

А:   0cba   

2. Свойство антикоммутативности 

смешанного произведения трѐх векторов 

c,b,a  

Б:  cba =  cab =  abc  

3. Свойство кругового движения множителей 

смешанного произведения векторов c,b,a  

В:  cba =  bac =  acb  

4. Свойство ассоциативности смешанного 

произведения трѐх векторов c,b,a  

Г:   cbcacba   

  Д:  cba =  cba   

 

1. Свойство ассоциативности векторного 

произведения для любых двух векторов 

ba и  и действительного числа   

А:   0cba   

2. Свойство ассоциативности скалярного 

произведения относительно числового 

множителя   и векторов ba и  

Б:  cba =  cba   

3. Свойство ассоциативности смешанного 

произведения относительно числового 

множителя   и векторов ba и  

В:   cba      cba 

  cba    cba  

4. Свойство ассоциативности смешанного 

произведения трѐх векторов c,b,a  

Г:      bababa    

  Д:      bababa    
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Задания для  освоения практических действий  
 

3.4.11. Определите, чему равно скалярное произведение сонаправленных векторов a  и b , 

модули которых соответственно равны 3 и 5. 

 

A Б В Г 

-15 –3 5 15 

 

3.4.12. Определите, чему равно скалярное произведение противоположно направленных 

векторов a  и b , модули которых соответственно равны 2 и 9. 

 

A Б В Г 

-18 –9 2 18 

 

3.4.13. Определите, чему равно скалярное произведение вектора a2   и сb , если 

скалярное произведение  векторов a  и b  равно 3bа  , а скалярное произведение  векторов 

a  и с  равно 2са  . 

 

A Б В Г 

3 –2 2 -6 

 

3.4.14. Определите, чему равно векторное произведение вектора a  и сb , если векторное 

произведение  векторов a  и b  равно  0;2;3bа  , а векторное произведение  векторов 

с  и a  равно  2;0;2ас  . 

 

A Б В Г 

 0;2;3    2;2;5    2;2;1    0;2;2   

 

3.4.15. Определите, чему равно смешанное произведение векторов a , b  и с , если  

 0;1;2aс  , а вектор b =(–1; 0; 5). 

 

A Б В Г 

(–5; -10; -1) -2 2 –2 ji   
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Задачи для освоения способов действий 
 

3.4.16. Найдите скалярное произведение суммы векторов а  и с  на вектор b , если угол 

между векторами  а  и b  равен 60 , вектора b  и с  – перпендикулярны, а модули  векторов 

равны a 2, b 5, 4с  . 

Решение: Составим схему ориентирования.  

 

 

Схема ориентирования задачи 3.4.16. 

 

Общее ориентирование 

Что дано? Даны модули векторов a , b  и с , углы между векторами a , b  и 

векторами  b , с . 

Что нужно найти? Найти скалярное произведение суммы векторов a  и с на вектор 

b :   bсa  . 

Что нужно знать? 1. Определение скалярного произведения векторов 

2. Обозначение скалярного произведения векторов  

3. Свойство коммутативности скалярного произведения (СК.6.12, СК.6.13) 

4. Свойство дистрибутивности скалярного произведения (СК.6.14, 

СК.6.15) 

Ориентирование на выполнение 

Действия, которые 

нужно выполнить. 

1. Использовать свойство коммутативности скалярного произведения.  

2. Использовать свойство дистрибутивности скалярного произведения.  

3. Найти скалярное произведение векторов а  и b . 

4. Найти скалярное произведение векторов b  и с . 

Какие формулы 

нужны? 

1. Формула нахождения скалярного произведения двух векторов, 

заданных координатами  

 

Выполним действия: 

 

1. Используем свойство коммутативности скалярного произведения:  

    cabbca  . 

2. Используем свойство дистрибутивности скалярного произведения: 

  cbabcab  . 

3. Найдѐм скалярное произведение векторов а  и b  по формуле (0): ab  = cosab  , где 

60   –  угол между векторами a  и b . 5
2

1
1060cos52ab  

. 

4. Найдѐм скалярное произведение векторов b  и с  по формуле (0): сb  = cosсb  , где 

90   –  угол между векторами b  и с . 

090cos45сb   . 

5. В результате получим 505cbab   

Ответ:   5bca  . 
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3.4.17. Найдите координаты вектора    b3a2b2a  , если известно, что координаты 

вектора, являющегося векторным произведением векторов а  и b  равны  1;5;3ba  . 

Решение: Составим схему ориентирования.  

 

Схема ориентирования задачи 3.4.17. 

 

Общее ориентирование 

Что дано? Даны координаты вектора, который является векторным 

произведением векторов a и b . 

Что нужно найти? Найти координаты вектора    b3a2b2a  . 

Что нужно знать? 1. Свойство дистрибутивности векторного произведения 

векторов (СК.7.17, СК.7.18) 

2. Свойство коллинеарных векторов  

3. Свойство векторного произведения для коллинеарных 

векторов (СК.7.19, СК.7.20) 

4. Свойство нулевого вектора  

5. Свойство ассоциативности векторного произведения 

векторов (СК.7.15, СК.7.16) 

6. Свойство антикоммутативности векторного произведения 

векторов (СК.7.13, СК.7.14) 

7. Свойство дистрибутивности относительно суммы 

числовых множителей (СК.2.38, СК.2.39) 

8. Определение произведения вектора на число  

Ориентирование на выполнение 

Действия, которые нужно 

выполнить. 

1. Применить свойство дистрибутивности векторного 

произведения векторов: раскрыть скобки. 

2. Определить наличие среди множителей полученных 

векторных произведений коллинеарные вектора. 

3. Применить свойство векторного произведения для 

коллинеарных векторов. 

4. Применить свойство нулевого вектора. 

5. Применить свойство антикоммутативности векторного 

произведения векторов: поменять некоторые множители мес-

тами так, чтобы первый множитель содержал вектор a , а 

второй – вектор b . 

6. Применить свойство ассоциативности векторного произве-

дения векторов: векторные произведения, в которых хотя бы 

один из множителей содержит коэффициент, представить в 

виде произведения коэффициента и векторного произведения. 

7. Применить свойство дистрибутивности относительно 

суммы числовых множителей: вектор ba  вынести за скобки. 

8. Число умножить на вектор, заданный координатами 

Какие формулы нужны? Формулы не нужны 
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Выполним действия: 

 

1. Применим свойство дистрибутивности векторного произведения векторов: раскроем 

скобки.                b3b2a2b2b3aa2ab3a2b2a   

2. Применим свойство ассоциативности векторного произведения векторов:  

               
       bb6ab4ba3aa2

b3b2a2b2b3aa2ab3a2b2a




 

3. Применим свойство векторного произведения равных векторов: 

            06ab4ba302bb6ab4ba3aa2  . 

4. Применим свойство умножения числа на нулевой вектор:  

        0ab4ba3006ab4ba302  . 

5. Применим свойство нулевого вектора:  

       ab4ba30ab4ba30  . 

6. Применим свойство антикоммутативности векторного произведения векторов: 

       ba4ba3ab4ba3  . 

7. Применить свойство дистрибутивности относительно суммы числовых множителей: 

вектор ba  вынести за скобки. 

        ba1ba43ba4ba3   

8. Умножим число на вектор, заданный координатами.    1;5;31ba1   

Получим      1;5;3b3a2b2a   

Ответ:      1;5;3b3a2b2a  . 

 

3.4.18. Известно, что смешанное произведение векторов а , b  и с  равно   5сba  . 

Пользуясь свойствами смешанного произведения найти: 

а)    с3ba2  ;  

б)    с4ab  ;    

в)    a2сb  . 

Решение: Составим схему ориентирования.  

 

 

Схема ориентирования задачи 3.4.18. 

 

Общее ориентирование 

Что дано? Дано смешанное произведение векторов а , b  и с :   5сba  . 

Что нужно найти? Найти: 

а)    с3ba2  ; 

б)    с4ab  ; 

в)    a2сb  . 
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Что нужно знать? 1. Свойство ассоциативности относительно числового 

множителя для векторов а , b  и с  (СК.8.13, СК.8.14) 

2. Свойство кругового движения множителей смешанного 

произведения трѐх векторов (СК.8.5, СК.8.6) 

3. Свойство антикоммутативности смешанного произведения 

трѐх векторов (СК.8.9, СК.8.10) 

Ориентирование на выполнение 

Действия, которые 

нужно выполнить. 
а) 

1. Применить свойство ассоциативности относительно 

числового множителя для векторов а , b  и с . 

б) 

2. Применить свойство антикоммутативности смешанного 

произведения трѐх векторов. 

3. Применить свойство ассоциативности относительно 

числового множителя для векторов а , b  и с . 

в) 

4. Применить свойство кругового движения множителей 

смешанного произведения трѐх векторов. 

5. Применить свойство ассоциативности относительно 

числового множителя для векторов а , b  и с . 

Какие формулы нужны? Формулы не нужны 

 

Выполним действия: 

а)  

1. Применим свойство ассоциативности относительно числового множителя для векторов а , 

b  и с :       3056сba6с3ba2  . 

б)  

2. Применим свойство антикоммутативности смешанного произведения трѐх векторов: 

       с4baс4ab  . 

3. Применим свойство ассоциативности относительно числового множителя для векторов а , 

b  и с :           2054сba4с4baс4ab  . 

в)  

4. Применим свойство кругового движения множителей смешанного произведения трѐх 

векторов:       сba2a2сb  . 

5. Применим свойство ассоциативности относительно числового множителя для векторов а , 

b  и с :         1052сba2сba2a2сb  . 

Ответ: а)     30с3ba2  ;  

б)     20с4ab  ;  

в)     10a2сb  . 

 

 

 

 

 



113 

3.4.19. Известно, что модули векторов  а  и b   равны  соответственно 2 и 5, а угол между 

этими векторами 120 . Пользуясь свойствами скалярного и векторного произведений найти: 

а)  2ba  ; б)    baba  . 

Решение: Составим схему ориентирования.  

 

 

Схема ориентирования задачи 3.4.19. 

 

Общее ориентирование 

Что дано? Даны модули векторов  а  и b , которые  равны  соответственно 

2 и 5, а угол между этими векторами 120 . 

Что нужно найти? Найти: 

а)  2ba  ; 

б)    baba  . 

Что нужно знать? а) 

1. Свойство дистрибутивности скалярного произведения для 

векторов а  и b . (СК.6.14, СК.6.15) 

2. Свойство коммутативности скалярного произведения для 

векторов а  и b . (СК.6.12, СК.6.13) 

3. Свойство скалярного квадрата. (СК.6.9, СК.6.10) 

4. Определение скалярного произведения. (СК.6.1, СК.6.2, 

СК.6.3) 

б) 

5. Свойство дистрибутивности векторного произведения для 

векторов а  и b . (СК.7.17, СК.7.18) 

6. Свойство векторного произведения для коллинеарных 

векторов. (СК.7.19,СК.7.20) 

7. Свойство антикоммутативности векторного произведения. 

(СК.7.13, СК.7.14) 

8. Определение векторного произведения. (СК.7.3, СК.7.4, 

СК.7.5, С К.7.6) 

Ориентирование на выполнение 

Действия, которые нужно 

выполнить. 

а) 

1. Применить свойство дистрибутивности скалярного 

произведения для векторов а  и b . 

2. Применить свойство коммутативности скалярного 

произведения для векторов а  и b . 

3. Применить свойство скалярного квадрата. 

4. Найти скалярное произведение векторов а  и b . 

б) 

5. Применить свойство дистрибутивности векторного 

произведения для векторов а  и b . 

6. Применить свойство векторного произведения для 

коллинеарных векторов. 
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7. Применить свойство антикоммутативности векторного 

произведения. 

8. Найти модуль векторного произведения векторов а  и b . 

Какие формулы нужны? Формула нахождения модуля векторного произведения. 

(СК.7.9) 

 

Выполним действия: 

а) 

1. Применим свойство дистрибутивности скалярного произведения для векторов а  и b : 

      bbabbaaabababa
2

 . 

2. Применим свойство коммутативности скалярного произведения для векторов а  и b : 

         22222

bba2abbabaabbbabaaabbabbaaaba 

. 

3. Применим свойство скалярного квадрата:  

      ba22925ba24bba2abba2aba
22222

 . 

4. Найти скалярное произведение векторов а  и b :  

  cosba229ba229ba
2

 , где  - угол между векторами а  и b , а значит  

  191029
2

1
52229120cos52229cosba229ba

2









  . 

б) 

5. Применим свойство дистрибутивности векторного произведения для векторов а  и b : 

    bbabbaaababa  . 

6. Применим свойство векторного произведения для коллинеарных векторов: т.к. aa , то 

0aa   и т.к. bb , то 0bb  . 

7. Применим свойство антикоммутативности векторного произведения: 

    ba20baba0baba  . 

8. Найдѐм модуль векторного произведения векторов а  и b : 

    sinba2ba2baba  , где  - угол между векторами а  и b , а значит 

    310
2

3
20120sin522sinba2baba   . 

Ответ: а)   19ba
2

 ; б)     310baba  . 
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3.4.20. Пользуясь свойствами векторного произведения показать, что векторы bа  и 

 bа2а3    коллинеарны, если векторы  а  и b  – ненулевые векторы. 

Решение: Составим схему ориентирования.  

 

 

Схема ориентирования задачи 3.4.20. 

 

Общее ориентирование 

Что дано? Даны ненулевые векторы  а  и b . 

Что нужно найти? Показать, что векторы bа  и  bа2а3    коллинеарны 

Что нужно знать? 1. Свойство дистрибутивности векторного произведения. 

(СК.7.17, СК.7.18) 

2. Свойство векторного произведения для коллинеарных 

векторов. (СК.7.19,СК.7.20) 

3. Свойство ассоциативности векторного произведения. 

(СК.7.15, СК.7.16) 

4. Свойство коллинеарных векторов (0) 

Ориентирование на выполнение 

Действия, которые нужно 

выполнить. 

1. Применить свойство дистрибутивности векторного 

произведения для векторов а  и b . 

2. Применить свойство векторного произведения для 

коллинеарных векторов. 

3. Применить свойство ассоциативности векторного 

произведения. 

4. Обосновать коллинеарность векторов. 

Какие формулы нужны? Формулы не нужны 

 

Выполним действия: 

 

1. Применим свойство дистрибутивности векторного произведения для векторов а  и b : 

     bа3а2а3bа2а3  . 

2. Применим свойство векторного произведения для коллинеарных векторов: т.к а2а3 , 

то 0а2а3  . 

Т.е.        bа3bа3а2а3bа2а3   

3. Применим свойство ассоциативности векторного произведения: 

     bа3bа3bа2а3  . 

4. Т.к.    bа3bа2а3  , то по свойству коллинеарности векторов получим 

  bаbа2а3  . 

Ответ:   bаbа2а3  . 
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Проверяем, чему мы научились 

                          

 

3.4.21. Найдите скалярное произведение разности векторов а , с  и вектора b , если угол 

между векторами  а  и b  равен 120 , вектора b  и с  – перпендикулярны, а их модули 

равны a 3, b 4, 5с  . 

(Воспользоваться схемой ориентирования задачи 3.4.16.) 

 

3.4.22. Найдите координаты вектора    b3ab4a2  , если известно, что координаты вектора, 

являющегося векторным произведением векторов а  и b  равны  2;4;2ba  .  

(Воспользоваться схемой ориентирования задачи 3.4.17.) 

 

3.4.23. Известно, что смешанное произведение векторов а , b  и с  равно   7сba  . Пользуясь 

свойствами смешанного произведения найти: 

а)    с2ba3  ; 

б)    с5ab  ; 

в)    a3сb  .  

(Воспользоваться схемой ориентирования задачи 3.4.18.) 

 

3.4.24. Известно, что модули векторов  а  и b   равны  соответственно 3 и 6, а угол между этими 

векторами 120 . Пользуясь свойствами скалярного и векторного произведений найти: 

а)  2ba  ; 

б)    bab2a  .  

(Воспользоваться схемой ориентирования задачи 3.4.19.) 

 

3.4.25. Пользуясь свойствами векторного произведения показать, что векторы bа  и  bа3а4    

коллинеарны, если векторы  а  и b  – ненулевые векторы. 

 

(Воспользоваться схемой ориентирования задачи 3.4.20.) 
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3.5. Учимся определять взаимное расположение векторов 
 

Задания для  освоения теоретических действий  
 

3.5.1. Определите, как расположены вектора )b;b;b(b),a;a;a(a
zyxzyx

  и 

)c;c;c(c
zyx

 , если определитель, составленный из координат этих векторов, равен нулю. 

 

A Б В Г 

Вектора 

коллинеарны 

Вектора 

компланарны 

Вектора 

не компланарны 

Вектора 

перпендикулярны 

 

3.5.2. Определите, чему равен вектор c , противоположно направленный вектору а , если 

ac  . 

 

A Б В Г 

ac   ac   ac   aac   

 

3.5.3. Определите, какое условие выполняется для векторов a , b  и c , если они 

компланарны. 

 

A Б В Г 

0cba     0cba     0cba     0cba   

 

3.5.4. Определите, какое условие выполняется для векторов )a;a;a(a
zyx

  и 

)b;b;b(b
zyx

 , если они коллинеарны. 

 

A Б В Г 

0ba   0ba   0ba   
z

z

y

y

x

x

b

a

b

a

b

a
  

 

3.5.5. Определите, какое условие выполняется для векторов )a;a;a(a
zyx

  и 

)b;b;b(b
zyx

 , если они перпендикулярны. 

 

A Б В Г 

0ba   0ba   
z

z

y

y

x

x

b

a

b

a

b

a
  0ba   
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Задания для формирования понятий 
 

3.5.6. Установите соответствие между понятиями (1-4) и их определениями  (А-Д): 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3.5.7. Установите соответствие между понятиями (1-4) и их обозначениями (А-Д): 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3.5.8. Установите соответствие между понятиями (1-4) и их определениями в символьном 

виде (А-Д): 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1 
Коллинеарные 

вектора 

А: противоположно направленные вектора, модули 

которых равны. 

2. 
Перпендикулярные 

вектора 

Б: вектора, принадлежащие одной прямой или 

параллельным прямым. 

3. 
Противоположные  

вектора 

В: вектора, которые лежат в одной плоскости или в 

параллельных плоскостях.  

4. 
Компланарные 

вектора 

Г: вектора, которые лежат на перпендикулярных 

прямых. 

  
Д: вектора, соответствующие координаты которых 

равны. 
 

1. Коллинеарные вектора А: a  b  

2. Перпендикулярные вектора Б: ba
 

3. 
Противоположные  

вектора 
В: ba 

 

4. Равные вектора Г: ba 
 

  Д: ib2a 
 

 

1. Коллинеарные вектора А: 










ab

ab  

2. Перпендикулярные вектора Б: 




 

21

21

ll

lb,la  

3. 
Противоположные  

вектора 
В: 1e

a
 , 

a
e a . 

4. Равные вектора Г: 








21

21

ll

lb,la
 

  Д: 










ab

ab
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3.5.9. Установите соответствие между понятиями (1-4) и условиями, которым они  

удовлетворяют (А-Д): 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3.5.10. Установите соответствие между понятиями (1-4) и условиями, которым 

удовлетворяют  вектора, соответствующие этим понятиям (А-Д): 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1. Компланарные вектора А: 0ba   

2. 
Перпендикулярные 

вектора 
Б: 0ba   

3. Коллинеарные вектора В:   0cba   

4. Некомпланарные вектора Г:   0cba   

  Д:   0cba   

 

 

1. Угол между вектором и 

осью 

А: Угол равный 
0 , если вектора одинаково 

направлены, и 
180 , если вектора 

противоположно направлены 

2. Угол между векторами Б: Косинусы углов между вектором и 

координатными осями 

3. Направляющие косинусы 

вектора 

В: Угол между вектором и координатными 

осями 

4. Угол между 

коллинеарными векторами 

Г: Угол между осями этих векторов 

  Д: Угол, образованный осью вектора и 

данной осью в положительном их 

направлении 
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Задания  для  освоения  практических  действий 
 

3.5.11. Определите, какие из векторов  являются коллинеарными векторами.  

 

A Б В Г 

a =(1; 1; 2), 

b =(2; 2; 3) 

a =(–1; 1; 3), 

b =(2; 2; 3) 

a =(2; –1; 1), 

b =(6; –3; 3) 

a =(3; 1; 1), 

b =(–3; –1; 0) 

 

3.5.12. Определите, какие из векторов являются перпендикулярными. 

 

A Б В Г 

a =(0; 2; 4), 

b =(2; 3; 2) 

a =(2; –2; –2), 

b =(8; 4; 4) 

a =(–1; 1; –3), 

b =(2; –2; 3) 

a =(4; 1; 1), 

b =(–4; –1; –1) 

 

3.5.13. Определите, чему равен модуль вектора, противоположно  направленного вектору 

 3;0;1a  , если его модуль в три раза больше модуля вектора a . 

 

A Б В Г 

12 103  (–3; 0; –9) (3; 0; 9) 

 

3.5.14. Определите, какие из векторов являются компланарными. 

 

A Б В Г 

a =(0; 2; 4), 

b =(2; 3; 2), 

с =(1; 2; -1) 

a =(2; –2; –2), 

b =(8; 4; 4), 

с =(0; 2; -1) 

a =(–1; 1; –3), 

b =(2; –2; 3), 

с =(1; -1; 0) 

a =(4; 1; 1), 

b =(–4; –1; –1), 

с =(1; 0; -1) 

 

3.5.15. Определите взаимное расположение векторов  1;3;2a  ,  3;1;0b  , 

 0;2;2c  . 

 

A Б В Г 

a , b  и с - 

компланарны 
сa   bс  a  b  
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Задачи для освоения способов действий 
 

3.5.16. Даны четыре  точки  A, B, C, D: A(1; -3; 2), B(-1; 2; 3), C(-1; 1; 3), D(-3; 6; 4). 

Определите, есть ли среди векторов Ba A , Cb A  и CDc   коллинеарные вектора? 

Решение: Составим схему ориентирования.  

 
 

Схема ориентирования задачи 3.5.16 

 

Общее ориентирование 

Что дано? Даны координаты точек A, B, C, D 

Что нужно найти? Коллинеарные вектора среди векторов Ba A , 

Cb A  и CDc   

Что нужно знать? 1. Определение вектора (СК.1.3)  

2. Обозначения вектора (СК.1.7, СК.1.8) 

3. Определение начала и конца вектора 

4. Определение координат вектора  

5. Определение коллинеарных векторов  

6. Условие, которому удовлетворяют коллинеарные 

вектора  

Ориентирование на выполнение 

Действия, которые нужно 

выполнить. 
1. Определить координаты векторов Ba A , 

Cb A  и CDc   

2. Проверить пропорциональность координат для 

каждой пары векторов 

Какие формулы нужны? 
1. Формула нахождения координат вектора, 

заданного координатами его начала и конца (СК.4.16) 

 

Выполним действия: 

 

1. а) Определим координаты вектора a  
zyx

a;a;aB A : из координат конца вектора 

(точка В)  вычтем соответствующие координаты начала вектора (точка А)  (формула СК.4.16)  

  123a,532a,211a
zyx

  . 

Получим  1;5;2а  . 

б) Определим координаты вектора Cb A  
zyx

b;b;b : из координат конца вектора (точка 

С)  вычтем соответствующие координаты начала вектора (точка А)  (формула СК.4.16)  

  123b,431b,211b
zyx

  . 

Получим  1;4;2b  . 

в) Определим координаты вектора CDc   
zyx

c;c;c : из координат конца вектора (точка 

D)  вычтем соответствующие координаты начала вектора (точка C)  (формула СК.4.16)  

134c,516c,213c
zyx

  . 
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Получим  1;5;2c  . 

2. Проверим пропорциональность координат для каждой пары векторов. 

а) Проверим пропорциональность координат для векторов  1;5;2а   и  1;4;2b  . 

Составим пропорцию 
1

1

4

5

2

2





, следовательно вектора а  и b  не коллинеарны. 

б) Проверим пропорциональность координат для векторов  1;5;2а   и  1;5;2c  . 

Составим пропорцию 
1

1

5

5

2

2





, следовательно вектора а  и с  коллинеарны, более того т.к. 

соответствующие координаты этих векторов равны, то вектора равны: а с . 

в) Проверить пропорциональность координат для векторов  1;5;2c   и  1;4;2b  . 

Составим пропорцию 
1

1

4

5

2

2





, следовательно вектора с  и b  не коллинеарны. 

Ответ: са  . 

 

3.5.17. Есть ли среди векторов a =(1; 2; –1), 
b

=(2; 4; –2) и c =(2;–3;– 4) перпендикулярные 

вектора? 

Решение: Составим схему ориентирования.  

 
 

Схема ориентирования задачи 3.5.17. 

 

Общее ориентирование 

Что дано? 
Даны координаты векторов a , b  и с . 

Что нужно найти? Перпендикулярные вектора среди данных векторов 

Что нужно знать? 1. Определение вектора (СК.1.3)  

2. Обозначения вектора (СК.1.7, СК.1.8) 

3. Определение перпендикулярных векторов  

4. Определение скалярного произведения.  

5. Обозначение скалярного произведения  

6. Условие, которому удовлетворяют перпендикулярные 

вектора  

Ориентирование на выполнение 

Действия, которые  

нужно выполнить. 

1. Найти скалярное произведение для каждой пары векторов. 

2. Проверить условие перпендикулярности векторов. 

Какие формулы нужны? 1. Формула нахождения скалярного произведения векторов, 

заданных координатами  

 

Выполним действия: 

 

1. Определим скалярное  произведение для каждой пары векторов. 

а) Определим скалярное произведение ba   для векторов  1;2;1a   и  2;4;2b 

: скалярное произведение двух векторов, заданных координатами, равно сумме 

произведений соответствующих координат. 

    8282214221ba   
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б) Определим скалярное произведение сa   для векторов  1;2;1a   и 

 4;3;2с  : скалярное произведение двух векторов, заданных координатами, равно 

сумме произведений соответствующих координат. 

      4462413221сa   

в) Определим скалярное произведение сb   для векторов  2;4;2b   и  4;3;2с  : 

скалярное произведение двух векторов, заданных координатами, равно сумме 

произведений соответствующих координат. 

      08124423422сb   

2. Проверим условие перпендикулярности векторов: скалярное произведение двух 

ненулевых векторов равно 0 тогда и только тогда, когда векторы перпендикулярны. 

а)  08ba a  и b не перпендикулярны. 

б)  04сa a  и с не перпендикулярны. 

в)  0cb b и с  перпендикулярны. 

Ответ: сb  . 

 

3.5.18. Доказать, что точки A, B, C, D: A(0; -3; 2), B(-1; 0; 3), C(-1; 1; 0), D(-3; 8; -1) лежат в 

одной плоскости. 

Решение: Составим схему ориентирования.  

 

 

Схема ориентирования задачи 3.5.18. 

 

Общее ориентирование 

Что дано? Даны координаты точек A, B, C, D 

Что нужно найти? Доказать, что точки лежат в одной плоскости 

Что нужно знать? 1. Определение вектора (СК.1.3)  

2. Обозначения вектора (СК.1.7, СК.1.8) 

3. Определение начала и конца вектора  

4. Определение координат вектора  

5.Определение компланарных векторов  

6. Условие, которому удовлетворяют компланарные 

вектора  

Ориентирование на выполнение 

Действия, которые нужно 

выполнить. 

1. Определить координаты векторов, начало которых в 

точке А, а концы в точках B, C, D: Ba A , Cb A  и 

АDc   

2. Применить условие компланарности векторов. 

Какие формулы нужны? 1. Формула нахождения смешанного произведения 

векторов, заданных координатами  
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Выполним действия: 

 

1. Определим координаты векторов, начало которых в точке А, а концы в точках B, C, D: 

Ba A , Cb A  и АDс  .  1;3;1Ba  A ,  2;4;1Cb  A ,  3;11;3АDc  . 

2. Применим условие компланарности векторов: 

  ыкомпланарни  cb,a0cba  

  0424222912111812

3113

241

131

cba 







  

Т.к.   ыкомпланарни  cb,a0cba  

3. Т.к. cb,a и - компланарны и имеют общее начало, то они лежат в одной плоскости, т.е. 

точки A, B, C, D лежат в одной плоскости. 

Ответ: точки A, B, C, D лежат в одной плоскости. 

 

3.5.19. Даны вектора a =(1;  ; 1) и с =(2; 2; –3). Определить при каком значении   эти 

векторы будут взаимно перпендикулярны. 

Решение: Составим схему ориентирования.  

 
 

Схема ориентирования задачи 3.5.19. 
 

Общее ориентирование 

Что дано? Даны координаты векторов a  и с . 

Что нужно найти? Значение  , при котором вектора a и с  перпендикулярны 

Что нужно знать? 1. Определение перпендикулярных векторов  

2. Определение скалярного произведения.  

3. Обозначение скалярного произведения  

4. Условие, которому удовлетворяют перпендикулярные 

вектора 

Ориентирование на выполнение 

Действия, которые нужно 

выполнить. 
1. Найти скалярное произведение векторов a  и с . 

2. Проверить условие перпендикулярности векторов a и с . 

Какие формулы нужны? 1. Формула нахождения скалярного произведения векторов, 

заданных координатами  
 

Выполним действия: 
 

1. Определим скалярное  произведение векторов a  и с . 

  1232231221сa    

2. Проверим условие перпендикулярности векторов: скалярное произведение двух ненулевых 

векторов равно 0 тогда и только тогда, когда векторы перпендикулярны. 

Т.к. a  и с  перпендикулярные вектора, то 0сa  . Т.е. 
2

1
012   . 

Ответ: 
2

1
 . 
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3.5.20. Даны вектора a =(-1;  ; 4) и с =(2; 2;  ). Определить при каких значениях    и 

  эти векторы будут коллинеарными. 

Решение: Составим схему ориентирования.  

 
 

Схема ориентирования задачи 3.5.20. 

 

Общее ориентирование 

Что дано? Даны координаты векторов a  и с  

Что нужно найти? Значения   и  , при которых данные векторы будут 

коллинеарными 

Что нужно знать? 1. Условие, которому удовлетворяют коллинеарные 

вектора  

Ориентирование на выполнение 

Действия, которые нужно 

выполнить. 

1. Проверить пропорциональность координат для 

векторов a  и с . 

Какие формулы нужны?  

 

Выполним действия: 

 

1. Т.к. а  и с  коллинеарны, то координаты этих векторов пропорциональны. 

2. Составим пропорцию из координат векторов a  и с . 



 4

22

1



 

3. Решим систему 
























8

1

4

2

1

22

1









 

Ответ: 8,1   . 
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Проверяем, чему мы научились 

                          

 

3.5.21. Даны четыре точки A, B, C, D: A(1; 0; -2), B(1; 2; 0), C(-3; -1; 2), D(-3; 1; 4). 

Определите, есть ли среди векторов Ba A , Cb A  и CDc   коллинеарные вектора? 

(Воспользоваться схемой ориентирования задачи 3.5.16.) 

 

3.5.22. Есть ли среди векторов a =(1;0;1), b =(2;4;–2) и c =(2;3;–1) перпендикулярные 

вектора? 

(Воспользоваться схемой ориентирования задачи 3.5.17.) 

 

3.5.23. Доказать, что точки A, B, C, D: A(0; -1; 2), B(-1; 0; 1), C(-1; 2; 1), D(-2; 3; 0) лежат в 

одной плоскости. 

(Воспользоваться схемой ориентирования задачи 3.5.18.) 

 

3.5.24. Даны вектора a =(-1;  ; 3) и с =(-2; 2; –1). Определить при каком значении   эти 

векторы будут взаимно перпендикулярны. 

(Воспользоваться схемой ориентирования задачи 3.5.19.) 

 

3.5.25. Даны вектора a =(-2;  ; 3) и с =(2; 1;  ). Определить при каких значениях    и 

  эти векторы будут коллинеарными. 

(Воспользоваться схемой ориентирования задачи 3.5.20.) 
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3.6. Учимся применять вектора в геометрии 
 

Задания для  освоения теоретических действий  

 

3.6.1. Определите, чему равна проекция вектора  a  на вектор b . 

 

A Б В Г 

ba   
b

ba   ba   
a

ba 
 

 

3.6.2. Определите, чему равен косинус угла между векторами a  и b . 

 

A Б В Г 

ba

ba




 

b

ba 
 

a

ba 
 ba   

 

3.6.3. Определите, чему равна площадь параллелограмма, построенного на векторах  a  и b . 

 

A Б В Г 

ba   ba   
b

ba 
 ba

2

1
  

 

 

3.6.4. Определите, чему равна площадь треугольника, построенного на векторах  a  и b . 

 

A Б В Г 

ba   
b

ba 
 ba   ba

2

1
  

 

3.6.5. Определите, чему равен объѐм параллелепипеда, построенного на векторах a , b  и с . 

 

A Б В Г 

  сba
6

1
  ba     сba   ba

2

1
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Задания на формирование понятий  
 

3.6.6. Установите соответствие между высказываниями (1-4) и соответствующими им 

понятиями (А-Д): 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3.6.7. Установите соответствие между понятиями (1-4) и формулами, по которым они 

находятся (А-Д): 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3.6.8. Установите соответствие между условиями, которым удовлетворяют произведения 

двух ненулевых векторов a  и b  (1-4) и значениями, которые может принимать угол    

между этими векторами (А-Д): 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1. Отношение скалярного произведения 

векторов к произведению модулей этих 

векторов 

А: Объѐм параллелепипеда, построенного 

на трѐх векторах 

2. Модуль смешанного произведения трѐх 

векторов 

Б: Косинус угла между векторами  

3. Модуль векторного произведения двух 

векторов 

В: Площадь параллелограмма, 

построенного на двух векторах 

4. Половина модуля векторного 

произведения двух векторов 

Г: Площадь треугольника, построенного 

на двух векторах 

 Д: Объѐм пирамиды, построенной на трѐх 

векторах 

 

1. Объѐм параллелепипеда, 

построенного на трѐх векторах 
А: ba

2

1


 
2. Площадь параллелограмма, 

построенного на двух векторах 
Б:   сba

6

1


 
3. Объѐм пирамиды, построенной на 

трѐх векторах 
В:   сba 

 

4. Площадь треугольника, 

построенного на двух векторах Г: 
ba

ba





 
  Д: ba 

 
 

1. 0ba   А: 
2


   

2. 0ba   Б: 0  или 
2


   

3. 0ba   В: 0  или    

4. 0ba   Г: 
2

0


   

  Д: 



2
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3.6.9. Установите соответствие между высотами (1-4) и формулами, по которым  они 

находятся (А-Д): 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3.6.10. Установите соответствие между понятиями (1-4) и формулами, по которым  они 

находятся  (А-Д): 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1. Высота треугольника ABC , опущенная из 

вершины B  на сторону AC , находится по 

формуле: 

А: 
AD

ADAB
 

2. Высота пирамиды SABC , опущенная из 

вершины S на плоскость ABC , находится по 

формуле: 

Б: 
 

1111

11111

DABA

AADABA




 

3. Высота параллелепипеда 
1111

DCBABCDA , 

опущенная из вершины А на плоскость 

1111
DCBA , находится по формуле: 

В: 
 

ACAB

ASACAB




 

4. Высота параллелограмма ABCD , опущенная 

из вершины B  на сторону AD , находится по 

формуле: 

Г: 
AB

ACAB
 

  Д: 
AC

ACAB
 

 

1. Высота треугольника ABC , опущенная из 

вершины B  на сторону AC , находится по 

формуле: 

А: 
AB

ACAB 
 

2. Высота треугольника ABC , опущенная из 

вершины A  на сторону BC , находится по 

формуле: 

Б: 
ACAB

2

1
  

3. Высота треугольника ABC , опущенная из 

вершины C  на сторону AB , находится по 

формуле: 

В: 
ВC

ACAB

 

4. 
Площадь треугольника ABC  находится по 

формуле: 
Г: 

AC

ACAB 

 

  Д: BCAB
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 Задания на   освоение  практических  действий  

 

3.6.11. Определите, чему равна площадь параллелограмма ABCD , построенного на 

векторах  3;2;0AB   и  4;1;1AC  . 

 

A Б В Г 

37  38  32  5  

 

3.6.12. Определите, чему равна площадь треугольника ABC , построенного на векторах 

 6;2;0AB   и  4;1;1AC  . 

 

A Б В Г 

11  112  2  3,3  

 

3.6.13. Определите, чему равен объѐм параллелепипеда 1111
DCBABCDA , построенного на 

векторах  0;2;1AB  ,  4;0;1AD   и  4;1;0AA
1

 . 

 

A Б В Г 

1 2 3 4 

3.6.14. Определите, чему равен объѐм пирамиды SABC , построенной на векторах 

 1;2;1AB  ,  2;1;1AC   и  4;1;1AS  . 

 

A Б В Г 

1 2 3 4 

 

3.6.15. Определите, чему равна проекция вектора  1;2;3а   на вектор  3;0;4b  . 

 

A Б В Г 

1 2 3 4 
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Задачи на освоение способов действий 
 

3.6.16. Вектор  0;1;1а   образует с осью l  угол 
135 . Вычислить проекцию вектора 

а3  на ось l . 

Решение: Составим схему ориентирования.  

 

Схема ориентирования задачи 3.6.16 

 

Общее ориентирование 

Что дано? 
Даны координаты вектора а  и угол   между 

вектором и осью l . 

Что нужно найти? 
Найти проекцию вектора а3  на ось l . 

Что нужно знать? 1. Определение произведения вектора на число.  

2. Определение модуля вектора.  

3. Определение проекции вектора на ось.  

Ориентирование на выполнение 

Действия, которые нужно 

выполнить. 
1. Найти координаты вектора а3 . 

2. Найти модуль вектора а3 . 

3. Найти проекцию вектора а3  на ось l . 

Какие формулы нужны? 1. Формула нахождения координат произведения 

вектора, заданного координатами, на число. (СК.5.6) 

2. Формула нахождения модуля вектора, заданного 

координатами.  

3. Формула нахождения проекции вектора, заданного 

координатами, на ось.  

 

Выполним действия:  
 

1. Найдѐм координаты вектора а3 :    0;3;30;1;13а3  . 

2. Найдѐм модуль вектора а3 : 2318099а3  . 

3. Найдѐм проекцию вектора а3  на ось l : cosа3а3Пр
l

 , где  - угол между 

вектором и осью l . 

3
2

2
23135cos23cosа3а3Пр

l















  . 

Ответ: 3а3Пр
l

 . 
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3.6.17. Найти наибольший угол треугольника ABC, где  3;1;2A  ,  1;1;1B  и  5;0;0C

. 

Решение: Составим схему ориентирования.  

 

 

Схема ориентирования задачи 3.6.17 

 

Общее ориентирование 

Что дано? Даны координаты вершин треугольника ABC. 

Что нужно найти? Найти наибольший угол треугольника ABC. 

Что нужно знать? 1. Определение вектора. (СК.1.3)  

2. Обозначения вектора. (СК.1.7, СК.1.8) 

3. Определение начала и конца вектора.  

4. Определение координат вектора.  

5. Определение модуля вектора.  

6. Определение скалярного произведения двух векторов.  

7. Определение угла между векторами.  

Ориентирование на выполнение 

Действия, которые 

нужно выполнить. 

1. Определить координаты векторов, соединяющих вершины 

треугольника: BA , СA  и СB . 

2. Определить модули найденных векторов. 

3. Сравнить полученные модули: выбрать наибольший модуль. 

4. Определить наибольший угол по наибольшему модулю вектора. 

5. Найти скалярное произведение двух других векторов. 

6. Найти косинус наибольшего угла треугольника. 

Какие формулы 

нужны? 

1. Формула нахождения координат вектора, заданного 

координатами его начала и конца. (СК.4.16) 

2. Формула нахождения модуля вектора, заданного координатами. 

(СК.4.24) 

3. Формула нахождения скалярного произведения двух векторов, 

заданных координатами.  

4. Формула нахождения косинуса угла между двумя ненулевыми 

векторами.  

 

Выполним действия: 

 

1. Определим координаты векторов, соединяющих вершины треугольника:  

   2;2;131;11;21B A ,  

   2;1;235;10;20С A , 

    4;1;151;01;01СB  . 

2. Определим модули найденных векторов: 

3441B A ,  

3414С A , 
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23181611СB  . 

3. Сравним полученные модули: СB  – наибольший модуль из найденных модулей. 

4. Определим наибольший угол: т.к. СB – наибольший модуль, то наибольший угол – угол BAC . 

5. Найдѐм скалярное произведение векторов BA  и СA : 

    0422221221ACB A . 

6. Т.к.  0ACB A , то 90BAC0
ACB

ACB
BACcos 






A

A
. 

Ответ: 
90BAC  . 

 

3.6.18. Вычислить объѐм параллелепипеда, построенного на векторах k6j4i3a  , 

k2j4i9b   и k2j4i8c  . 

Решение: Составим схему ориентирования.  

 
 

Схема ориентирования задачи 3.6.18 
 

Общее ориентирование 

Что дано? 
Даны разложения трѐх векторов a , b  и c по ортам 

координатных осей k,j,i . 

Что нужно найти? Вычислить объѐм параллелепипеда, построенного на 

векторах a , b  и c . 

Что нужно знать? 1. Правило нахождения координат вектора 

представленного в виде линейной комбинации ортов 

координатных осей некоторой системы координат. 

(СК.4.33, СК.4.34) 

2. Определение смешенного произведения трѐх 

векторов.  

Ориентирование на выполнение 

Действия, которые нужно 

выполнить. 
1. Выписать координаты векторов a , b  и c . 

2. Найти смешанное произведение векторов a , b  и c . 

3. Найти объѐм параллелепипеда, построенного на 

векторах a , b  и c . 

Какие формулы нужны? 1. Формула нахождения смешанного произведения 

трѐх векторов.  

2. Формула нахождения объѐма параллелепипеда, 

построенного на векторах. 

 

 



134 

Выполним действия: 

1. Выпишем координаты векторов a , b  и c :  

 6;4;3ak6j4i3a  ,  

 2;4;9bk2j4i9b  , 

  2;4;8ck2j4i8c  . 

2. Найдѐм смешанное произведение векторов a , b  и c : 

  160

226

444

893

cba 



 . 

3. Найдѐм объѐм параллелепипеда, построенного на векторах a , b  и c : 

  160160cbaV  . 

Ответ: 160V  . 

 

3.6.19. Даны координаты вершин треугольника ABC :  2;2;1A ,  2;0;5B  и  1;2;3C . 

Средствами векторной алгебры найти: 

1) длину медианы AM ; 2) площадь треугольника ABC ; 3) длину высоты AH . 

Решение: Составим схему ориентирования.  

 
 

Схема ориентирования задачи 3.6.19 

 

Общее ориентирование 

Что дано? Даны координаты вершин треугольника ABC. 

Что нужно найти? Найти: 1) длину медианы AM ; 2) площадь 

треугольника ABC ; 3) длину высоты AH . 

Что нужно знать? 1. Определение вектора. (СК.1.3)  

2. Обозначения вектора. (СК.1.7, СК.1.8) 

3. Определение начала и конца вектора.  

4. Определение координат вектора.  

5. Определение модуля вектора. 

6. Определение скалярного произведения векторов.  

7. Определение векторного произведения векторов.  

Ориентирование на выполнение 

Действия, которые нужно 

выполнить. 

1)  

1. Найти координаты точки M  – середины отрезка BC . 

2. Найти координаты вектора AM . 

3. Найти модуль вектора AM . 

 

2) 

4. Найти координаты векторов BC  и BA . 

5. Найти векторное произведение BABC  . 



135 

6. Найти модуль векторного произведения BABC  . 

7. Найти площадь треугольника ABC . 

3) 

8. Найти модуль вектора BC . 

9. Найти высоту, опущенную из вершины A : AH . 

Какие формулы нужны? 1. Формула нахождения координат вектора, заданного 

координатами его начала и конца. (СК.4.16) 

2. Формула нахождения модуля вектора, заданного 

координатами. (СК.4.24) 

3. Формула нахождения скалярного произведения двух 

векторов, заданных координатами. (0, 0) 

4. Формула нахождения векторного произведения. (0, 0) 

5. Формула нахождения площади треугольника, 

построенного на векторах. (0, 0) 

6. Формула нахождения высоты треугольника, 

построенного на векторах. (0, 0) 

 

Выполним действия: 

 

1)  1. Найдѐм координаты точки M  – середины отрезка BC , где  2;0;5B  и  1;2;3C . 

Пусть  
MMM

z;y;xM , тогда 4
2

35
x

M



 , 1

2

20
y

M



 , 5,3

2

12
z

M



 , т.е.  5,3;1;4M  

2. Найдѐм координаты вектора AM , где  2;2;1A  и  5,3;1;4M .  5,1;1;3AM   

3. Найдѐм модуль вектора AM : 5,325,1225,219AM  . 

2)  4. Найдѐм координаты векторов BC  и BA , где  2;2;1A ,  2;0;5B  и  1;2;3C . 

 1;2;2BC  ,  0;2;4BA  . 

5. Найдѐм векторное произведение BABC  . 

 4;4;2k4j4i2

024

122

kji

BABC 



  

6. Найдѐм модуль векторного произведения BABC  : 63616164BABC  . 

7. Найдѐм площадь треугольника ABC : 36
2

1
BABC

2

1
S  . 

3)  8. Найдѐм модуль вектора BC , где  1;2;2BC  . 3144BC   

9.  Найдѐм высоту, опущенную из вершины A : AH . 

2
3

6

BC

BABC
AH 


  

Ответ: 1) 5,3AM  ; 2) 3S  ; 3) 2AH  . 
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3.6.20. Даны координаты точек  2;2;1A ,  2;0;5B  и  1;2;3C . Средствами векторной 

алгебры найти: 

1) объѐм пирамиды  ОABC , где точка О – начало координат; 

2) длину высоты пирамиды  ОABC , опущенной из вершины О на основание ABC : ОH . 

Решение: Составим схему ориентирования.  

 
 

Схема ориентирования задачи 3.6.20 

 

Общее ориентирование 

Что дано? Даны координаты точек A , B  и C . 

Что нужно найти? Найти: 1) объѐм пирамиды  ОABC , где точка О – начало координат; 

2) длину высоты пирамиды  ОABC , опущенной из вершины О на 

основание ABC : ОH . 

Что нужно знать? 1. Определение вектора (СК.1.3)  

2. Обозначения вектора (СК.1.7, СК.1.8) 

3. Определение начала и конца вектора  

4. Определение координат вектора  

5. Определение смешенного произведения трѐх векторов.  

6. Определение векторного произведения векторов.  

Ориентирование на выполнение 

Действия, которые 

нужно выполнить. 
1. Найти координаты векторов ОA , ОB  и ОC . 

2. Найти смешанное произведение векторов ОA , ОB  и ОC . 

3. Найти объѐм пирамиды  ОABC . 

4. Найти координаты векторов AВ  и АC . 

5. Найти векторное произведение AСАB . 

6. Найти модуль векторного произведения AСАB . 

7. Найти длину высоты пирамиды  ОABC , опущенной из вершины О 

на основание ABC : ОH . 

Какие формулы 

нужны? 

1. Формула нахождения координат вектора, заданного координатами 

его начала и конца. (СК.4.16) 

2. Формула нахождения смешанного произведения трѐх векторов.  

3. Формула нахождения объѐма пирамиды, построенной на векторах.  

4. Формула нахождения векторного произведения.  

5. Формула нахождения высоты пирамиды, построенной на векторах.  
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Выполним действия: 

1)  

1. Найдѐм координаты векторов ОA , ОB  и ОC ,  

где  2;2;1A ,  2;0;5B ,  1;2;3C  и точка О – начало координат. 

 2;2;1ОA ,  2;0;5ОB  ,  1;2;3ОC  . 

2. Найдѐм смешанное произведение векторов ОA , ОB  и ОC . 

  18

123

205

221

ОСОВОA  . 

3. Найдѐм объѐм пирамиды  ОABC .       

  318
6

1
ОСОВОA

6

1
V

OABC
 . 

2) 

1. Найдѐм координаты векторов AВ  и АC , где  2;2;1A ,  2;0;5B ,  1;2;3C . 

 0;2;4AВ  ,  1;0;2АC  . 

2. Найдѐм векторное произведение AСАB . 

 4;4;2k4j4i2

102

024

kji

AСАB 



 . 

3. Найдѐм модуль векторного произведения AСАB . 

63616164AСАB  . 

4. Найдѐм длину высоты пирамиды  ОABC , опущенной из вершины О на основание 

ABC : ОH .  

 
3

6

18

ACAB

ОСОВОA
OH 




 . 

Ответ: 1) 3V
OABC

 ; 2) 3OH  . 
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Проверяем, чему мы научились 

                                  

3.6.21. Вектор  10;0;2а   образует с осью l  угол 
45 . Вычислить проекцию вектора а4  

на ось l . 

 

(Воспользоваться схемой ориентирования задачи 3.6.16.) 

 

3.6.22. Найти наибольший угол треугольника ABC, где  4;0;3A ,  2;2;2B  и  6;1;1C  

  

(Воспользоваться схемой ориентирования задачи 3.6.17.) 

 

3.6.23. Вычислить объѐм параллелепипеда, построенного на векторах k7j3i4a  , 

k3j5i10b   и kj5i9c  .  

 

(Воспользоваться схемой ориентирования задачи 3.6.18.) 

 

3.6.24. Даны координаты вершин треугольника ABC :  3;3;2A ,  3;1;6B  и  2;3;4C

. Средствами векторной алгебры найти: 

1) длину медианы AM ; 

2) площадь треугольника ABC ; 

3) длину высоты AH . 

 

(Воспользоваться схемой ориентирования задачи 3.6.19.) 

 

3.6.25. Даны координаты точек  3;3;2A ,  3;1;6B  и  2;3;4C . Средствами векторной 

алгебры найти: 

1) объѐм пирамиды  ОABC , где точка О – начало координат; 

2) длину высоты пирамиды  ОABC , опущенной из вершины О на основание ABC :ОH .  

 

(Воспользоваться схемой ориентирования задачи 3.6.20.) 
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3.7. Учимся применять вектора в физике 
 

Задания  для  освоения теоретических действий  
 

3.7.1. Определите, какая из физических величин является скалярной величиной. 

 

A Б В Г 

мощность силы перемещение скорость импульс 

 

3.7.2. Определите, какая из физических величин является векторной величиной. 

 

A Б В Г 

масса объѐм сила энергия 

 

3.7.3. Определите, по какой формуле вычисляется скорость v  материальной точки, радиус-

вектор которой равен  tr . 

 

A Б В Г 

v =  tr  v =  tr  v =  tr   v =  tr   

 

3.7.4. Определите, какому свойству удовлетворяет ускорение а  материальной точки, для 

которой 


a –  тангенциальное ускорение, а 
n

a – центростремительное ускорение. 

 

A Б В Г 

n
ааа 

  n
ааа 

  n
аа2а 

  n
а2аа 

  

 

3.7.5. Определите, по какой формуле вычисляется работа A , которую производит 

постоянная сила F , при прямолинейном движении еѐ точки приложения из начала вектора 

перемещения s  в его конец. 

 

A Б В Г 

sFA   sFA   sFA   sFA   
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Задания на формирование понятий  
 

3.7.6. Установите соответствие между высказываниями (1-4) и соответствующими им 

понятиями (А-Д): 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3.7.7. Установите соответствие между понятиями (1-4) и формулами, по которым они 

находятся (А-Д) (*): 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(*) t  – время, r – радиус-вектор материальной точки. 

 

 

3.7.8. Установите соответствие между физическими величинами, характеризующими  

движение материальной точки по окружности, (1-4) и формулами, по которым они находятся 

(А-Д) (*): 

 

 

1. Физическая величина, для задания 

которой (в подходящих единицах 

измерения) достаточно одного числа 

А: Траектория движения 

материальной точки 

2. Линия, по которой движется 

материальная точка 

Б: Скалярная величина, или скаляр 

3. Длина траектории. В: Путь 

4. Вектор, соединяющий начальное 

положение материальной точки с еѐ 

положением в данный момент 

времени. 

Г: Радиус-вектор материальной 

точки 

  Д: Вектор перемещения 

материальной точки 
 

1. Скорость  материальной точки v  А: 
dt

vd

 

2. Ускорение  материальной точки a  Б: 
dt

rd

 

3. 
Тангенциальное (касательное) ускорение 

материальной точки a  
В: 
















v

v

dt

d
v

 

4. 
Центростремительное (нормальное) 

ускорение материальной точки 
na  

Г: 
dt

vd

v

v


 

  Д: 
22

aa 
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(*) t  – время, r – радиус-вектор материальной точки. 

3.7.9. Установите соответствие между определениями динамики материальной точки (1-4) и 

соответствующими им понятиями (А-Д): 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3.7.10. Установите соответствие между понятиями динамики материальной точки (1-4) и 

формулами, по которым  они находятся  (А-Д) (*): 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1. Угловая скорость    А: 
dt

d
 

2. Частота вращения n  Б: 




2
 

3. Линейная скорость материальной точки v  В: r  

4. Угловое ускорение    Г: r  

  Д: 
dt

d  

 

1. Вектор, равный произведению массы  

точки  на ее вектор скорости 
А:  Сила     

2. 
Векторная физическая величина, 

показывающая, как быстро изменяется 

импульс  материальной точки со 

временем  

Б: Работа, которую производит 

постоянная сила при прямолинейном 

движении еѐ точки приложения из 

начала вектора перемещения  в его 

конец 

3. Число равное скалярному произведению 

вектора силы  на вектор перемещения. 
В: Импульс материальной точки   

4. Скалярная физическая величина, равная 

скорости изменения, преобразования, 

передачи или потребления энергии 

системы. 

Г: Мощность  силы 

  Д: Момент силы 
 

1. M  момент  силы F  относительно точки с радиус-

вектором r  вычисляется по формуле: 
А: lF   

2. 
M  модуль момента силы F  относительно точки O 

вычисляется по формуле: 
Б: рr   

3. L  момент импульса материальной точки с радиус-

вектором r   относительно точки O вычисляется по 

формуле: 

В: lvm   

4. L  модуль момента импульса относительно точки O 

вычисляется по формуле: 
Г: vFN   

  Д: Fr   
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(*) l  – плечо, r – радиус-вектор материальной точки, p  – импульс материальной точки, v  

– скорость материальной точки. 
 

 Задания на  освоение практических действий  
 

3.7.11. Определите, чему равен вектор скорости материальной точки через 3 секунды после 

начала движения, если  еѐ радиус-вектор зависит от времени по закону   2tj3tji3r  . 

 

A Б В Г 

j24i9v   j17i3v   j6i3v   j24i9v   

 

3.7.12. Определите, чему равен вектор ускорения материальной точки через 3 секунды после 

начала движения, если  еѐ радиус-вектор зависит от времени по закону   2tj3tji3r  . 

 

A Б В Г 

j24i9a   j17i3a   j6a   j24i9a   

 

3.7.13. Определите, чему равна величина вектора угловой скорости тела через 1 секунду 

после начала движения, если угол его поворота вокруг постоянной оси зависит от времени 

по закону   kt2t6 3  . 

 

A Б В Г 

15 14 12 16 

 

3.7.14. . Определите, чему равна величина вектора углового ускорения тела через 1секунду 

после начала движения, если угол его поворота вокруг постоянной оси зависит от времени 

по закону   kt2t6 3  . 

 

A Б В Г 

16 26 36 46 

 

3.6.15. Определите, чему равна мощность силы kj2i2F  , под действием которой 

тело приобретает скорость j4i3v  . 

 

A Б В Г 

1Вт 2 Вт 3 Вт 4 Вт 
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Задачи на освоение способов действий 
 

3.7.16. Материальная точка массы 2m   кг начинает двигаться под действием силы 

j3i4F  . Вычислите модуль скорости материальной точки в момент времени 5t  c. 

Решение: Составим схему ориентирования.  

               
Схема ориентирования задачи 3.7.16 

 

Общее ориентирование 

Что дано? Материальная точка массы 2m  кг  

Сила j3i4F   

Что надо найти? Вычислите модуль скорости материальной точки в момент 

времени 5t  c. 

Какие умения из 

векторной алгебры 

необходимы для 

решения? 

1.  Находить модуль вектора, заданного координатами. 

(СК.4.24) 

 

Ориентирование на выполнение 

Какие обозначения 

необходимо ввести. 
t  – время 

v  – вектор скорости материальной точки 

yx
v,v  – координаты вектора  скорости v  материальной точки 

v - величина вектора скорости v  материальной точки 

a  – вектор ускорения материальной точки 

yx
a,a  –координаты вектора  ускорения a  материальной точки 

x
F , y

F – координаты вектора силы F , действующей на 

материальную точку 

Действия, которые 

нужно выполнить. 
1. Выписать координаты вектора силы F , действующей на 

материальную точку. 

2. Найти координаты вектора ускорения a  материальной точки.  

3. Найти координаты вектора скорости v  материальной точки. 

4.Найти величину вектора скорости v  материальной точки в 

момент времени 5t  c. 

Какие формулы 

нужны? 

1. Формула нахождения модуля вектора, заданного координатами.  

 

Выполним действия: 

 

1. Выпишем координаты вектора силы F , действующей на материальную точку: 4F
x

  и 3F
y

 . 
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2. Найдѐм координаты вектора ускорения a  материальной точки: 
m

F
a x

x
 , 

m

F
a

y

y
 .  

Получим 
m

4
a

x
 , 

m

3
a

y
 . 

3. Найдѐм координаты вектора скорости v  материальной точки: 

 
t

0
xx
dtav , 

t

0
yy
dtav .  

Получим t
m

4
dt

m

4
v

t

0
x





  , t

m

3
dt

m

3
v

t

0
y




   

4. Найдѐм величину вектора скорости v  материальной точки:     2
y

2

x
vvv  . 

Получим t
m

5
t

m

25
t

m

9
t

m

16
t

m

3
t

m

4
v 2

2

2

2

2

2

22


















 . 

При 2m   кг в момент времени 5t  c  величина вектора скорости v  материальной точки 

равняется 
с

м
5,125

2

5
v

5t



. 

Ответ: 
с

м
5,12v

5t



. 

 

3.7.17. Система состоит из двух тел. Известны зависимости от времени импульсов этих тел 

  k7jti3t2p
1

  и jtit2p
2

 . Сохраняется ли импульс системы? 

Решение: Составим схему ориентирования.  

               
 

Схема ориентирования задачи 3.7.17 

 

Общее ориентирование 

Что дано? Импульс первого тела   k7jti3t2p
1

  

Импульс второго тела jtit2p
2

 . 

Что надо найти? Сохраняется ли импульс системы? 

Какие умения из 

векторной алгебры 

необходимы для 

решения? 

1.Применять правило нахождения координат вектора, 

представленного в виде линейной комбинации ортов координатных 

осей некоторой системы координат (СК.4.33) 

2. Находить сумму векторов, которые заданы координатами. 

(СК.5.1) 

3. Применять свойство равных векторов (СК.4.11) 

Ориентирование на выполнение 

Какие обозначения 

необходимо ввести. 
P  – импульс системы тел 

Действия, которые 

нужно выполнить. 

1. Выписать координаты импульса первого тела. 

2. Выписать координаты импульса второго тела. 

3. Найти импульс системы. 

4. Найти производную импульса системы. 

5. Сравнить полученный вектор с нулевым вектором. 

6. Сделать вывод. 
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Какие формулы 

нужны? 

 

 

 

Выполним действия: 

 

1. Выпишем координаты импульса первого тела. Получим  7;t;3t2p
1

 . 

2. Выпишем координаты импульса второго тела. Получим  0;t;t2p
2

  

3. Найдѐм импульс системы:  i
pP . 

 Получим      7;0;30;t;t27;t;3t2P   

4. Найдѐм производную импульса системы. Получим  0;0;0P 


 

5. Сравним полученный вектор с нулевым вектором  0;0;00  . Получим 0P 


. 

6. Вывод: данная система сохраняет импульс. 

Ответ: система сохраняет импульс. 

 

3.7.18. К материальной точке, радиус-вектор которой относительно начала координат O 

равен j4i3r  , приложена сила j4i3F  . Вычислите момент и плечо  силы F

относительно точки O. 

Решение: Составим схему ориентирования.  

               

 

Схема ориентирования задачи 3.7.18 

 

Общее ориентирование 

Что дано? Радиус-вектор материальной точки j4i3r   Сила j4i3F 

. 

Что надо найти? Вычислите момент  и плечо l силы F относительно точки O. 

Какие умения из 

векторной алгебры 

необходимы для 

решения? 

1. Находить скалярное произведение двух векторов. (СК.6.1, 

СК.6.4) 

2. Находить координаты вектора, который является векторным 

произведением двух векторов пространства. (СК.7.11) 

3. Находить модуль вектора, заданного координатами. 

(СК.4.24) 

Ориентирование на выполнение 

Какие обозначения 

необходимо ввести. 
M  –  момент  силы F  

l  –  плечо силы F  

Действия, которые 

нужно выполнить. 
1. Выписать координаты векторов r  и F . 

2. Найти момент силы F . 

3. Найти скалярное произведение векторов r  и F . 

4. Найти модули векторов r  и F . 

5. Найти плечо l силы F относительно точки O. 

Какие формулы нужны? 1. Формула нахождения скалярного произведения. (СК.6.3, 

СК.6.5) 
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2. Формула нахождения координат вектора, который является 

векторным произведением двух векторов пространства. 

(СК.7.11) 

 

Выполним действия: 

1. Выпишем координаты векторов j4i3r   и j4i3F  .  

Получим  0;4;3r  ,  0;4;3F  . 

2. Найдѐм момент силы F : FrM  .  

Получим k24

043

043

kji

M 



 . 

3. Найдѐм скалярное произведение векторов r  и F . Получим 7169Fr  . 

4. Найдѐм модули векторов r  и F . Получим 50169r  , 50169r  . 

5. Найдѐм плечо l силы F относительно точки O: 

2

Fr

Fr
1rl


















 . 

Получим  м8,4
5

24

25

24
5

625

576
5

625

49
15

55

7
15l

2













  

Ответ: k24M  , м8,4l  . 

 

3.7.19. Под действием постоянной силы j4i3F   небольшое тело совершает 

перемещение из точки с радиус-вектором j7ir1   в точку с радиус-вектором 

j4i3r 2  . Вычислите работу этой силы. 

Решение: Составим схему ориентирования.  

               
 

Схема ориентирования задачи 3.7.19 

 

Общее ориентирование 

Что дано? Сила j4i3F    

Радиус-вектор начальной точки j7ir1   

Радиус-вектор конечной точки j4i3r 2   

Что надо найти? Вычислите работу этой силы. 

Какие умения из 

векторной алгебры 

необходимы для 

решения? 

1.Применять правило нахождения координат вектора, 

представленного в виде линейной комбинации ортов координатных 

осей декартовой системы координат. (СК.4.33) 

2.Находить скалярное произведение двух векторов. (СК.6.1, СК.6.4) 

3. Находить разность векторов по правилу параллелограмма. 

(СК.2.12, СК.2.13) 

4. Находить разность векторов, которые заданы координатами. 

(СК.5.3) 
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Ориентирование на выполнение 

Какие обозначения 

необходимо ввести. 
s  – вектор перемещения  тела 

А– работа силы по перемещению тела 

Действия, которые 

нужно выполнить. 

1.Найти вектор перемещения, используя правило параллелограмма. 

2. Выписать координаты векторов F , 
1

r  и 
2

r . 

3. Найти разность векторов, заданных координатами. 

4. Найти работу силы по перемещению тела 

Какие формулы 

нужны? 

1. Формула нахождения скалярного произведения. (СК.6.3, СК.6.5) 

 

Выполним действия: 

 

1.Найдѐм вектор перемещения, используя правило параллелограмма. 

 

Получим 
12

rrs  . 

2.Выпишем координаты векторов F , 
1

r  и 
2

r . Получим  4;3F  ,  7;1r
1
  и  

 4;3r
2

 . 

3. Найдѐм разность векторов 
2

r  и 
1

r , заданных координатами.  

Получим  11;2rrs
12

 . 

4. Найдѐм работу силы по перемещению тела sFА  .  

Получим     Дж5044611;24;3А   

Ответ: Дж50А  . 

 

3.7.20. В однородном горизонтальном магнитном поле подвешен на двух тонких гибких 

проволочках горизонтальный проводник, перпендикулярный полю. Ток через проводник 

начинают постепенно увеличивать и при токе I = 10 А проводник приходит в движение. 

Найдите величину вектора индукции магнитного поля B , если длина проводника  l = 10 см, 

а его масса m = 10 г. На рисунке укажите направления тока и вектора индукции магнитного 

поля. 

Решение: Составим схему ориентирования.  

               
 

Схема ориентирования задачи 3.7.20 

 

Общее ориентирование 

Что дано? Ток I = 10 А  

Длина проводника  l = 10 см 

Масса проводника m = 10 г 
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Что надо найти? Найдите величину вектора индукции магнитного поля B . 

Какие умения из 

векторной алгебры 

необходимы для решения? 

1. Находить сумму векторов. (СК.2.4, СК.2.5 СК.2.7, СК.5.1) 

2. Находить модуль векторного произведения векторов. 

(СК.7.4, СК.7.9) 

Ориентирование на выполнение 

Какие обозначения 

необходимо ввести 
l  – вектор, модуль которого равен длине проводника, 

направленный вдоль проводника 

T – сила натяжения проволоки, F – сила Ампера 

  – угол между векторами l  и B  

Действия, которые 

нужно выполнить. 

1.Выбрать направление тока. 

2.Представить на рисунке силы, действующие на проводник. 

3. Записать условие равновесия проводника. 

4. Найти величину силы Ампера. 

5. Записать условие, при котором проводник начнѐт двигаться. 

6. Найти величину вектора индукции магнитного поля. 

Какие формулы нужны? 1. Формула нахождения модуля векторного произведения. (СК.7.4, 

СК.7.9) 

 

Выполним действия: 

 

1.Выбрем такое направление тока, что сила Ампера F , действующая на проводник, 

направлена вертикально вверх, т.к. только в этом случае при достаточной величине тока 

нити ослабнут и проводник придѐт в движение. 

2.Представим на рисунке силы, действующие на проводник. 

 
3. Запишем условие равновесия проводника. 

gmT2F0gmTTF   

4. Найдѐм величину силу Ампера:  

sinBlIF  ,  

где   – угол между векторами l  и B .  

По условию 
90 , следовательно, получим  

BlI90sinBlIF    

5. Условие, при котором проводник начнѐт двигаться – 0T  . 

6. Найдѐм величину вектора индукции магнитного поля. Получим  

lI

gm
BgmBlIgmFgmFgmT2F


 . 

Учитывая данные: кг01,0m  , м1,0l  ,  А10I   и 
2с

м
8,9g  , получим 

Тл098,0
1,010

8,901,0
B 




  

Ответ: Тл098,0B  . 
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Проверяем, чему мы научились 

                                  
 

3.7.21. Материальная точка массы 3m   кг начинает двигаться под действием силы 

j5,1i2F  . Вычислите модуль скорости материальной точки в момент времени 6t  c. 

  

(Воспользоваться схемой ориентирования задачи 2.7.16.) 

 

3.7.22. Система состоит из двух тел. Известны зависимости от времени импульсов этих тел 

  k2jti3t2p 2

1
  и jtit2p

2
 . Сохраняется ли импульс системы?  

 

(Воспользоваться схемой ориентирования задачи 2.7.17.) 

 

3.7.23. К материальной точке, радиус-вектор которой относительно начала координат O 

равен j8i6r  , приложена сила j4i3F  . Вычислите момент M  и плечо l силы F

относительно точки O. 

  

(Воспользоваться схемой ориентирования задачи 2.7.18.) 

 

3.7.24. Под действием постоянной силы j4iF   небольшое тело совершает 

перемещение из точки с радиус-вектором j3i2r1   в точку с радиус-вектором 

j2i3r 2  . Вычислите работу этой силы. 

  

(Воспользоваться схемой ориентирования задачи 2.7.19.) 

 

 3.7.25. В однородном горизонтальном магнитном поле подвешен на двух тонких гибких 

проволочках горизонтальный проводник, перпендикулярный полю. Ток через проводник 

начинают постепенно увеличивать и при токе I = 5 А проводник приходит в движение. 

Найдите величину вектора индукции магнитного поля B , если длина проводника  l = 4 см, а его 

масса m = 5 г. На рисунке укажите направления тока и вектора индукции магнитного поля. 

  

(Воспользоваться схемой ориентирования задачи 2.7.20.) 
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3.8. Задания для контроля 
 
Задания на  освоение теоретических действий  
 

3.8.1. Определите, чему равен модуль вектора  a , если )a;a;a(a
zyx

 . 

 

A Б В Г 

2

z

2

y

2

x
aaa    

zyx
aaa   )aaa( 2

z

2

y

2

x
  

2

z

2

y

2

x
aaa   

 

3.8.2. Определите, чему равен вектор c , если он одинаково направлен с вектором a , а его 

модуль в   раз больше модуля вектора a . 

 

A Б В Г 

ac    ac    bac   bac   

 

3.8.3. Определите, чему равно векторное произведение векторов )a;a;a(a
zyx

  и 

)b;b;b(b
zyx

 . 

 

A Б В Г 

 
zzyyxx

ba;ba;ba
 

zbybxb

zayaxa

kji


 

zzyyxx
bababa 

 
z

z

y

y

x

x

b

a

b

a

b

a


 

 

3.8.4. Определите, какое из приведѐнных равенств является символьным видом свойства 

антикоммутативности векторного произведения для любых двух векторов ba и . 

 

А Б В Г 

ba = ab  ba = ab  ba = ab   abba   

 

3.8.5. Определите, какое условие выполняется для векторов )a;a;a(a
zyx

  и 

)b;b;b(b
zyx

 , если они перпендикулярны. 

 

A Б В Г 

0ba   0ba 
 z

z

y

y

x

x

b

a

b

a

b

a


 
0ba 
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Задания на формирование понятий  
 

3.8.6. Установите соответствие между высказываниями (1-4) и соответствующими им 

понятиями (А-Д): 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3.8.7. Установите соответствие между понятиями (1-4) и формулами, по которым они 

находятся (А-Д) (*): 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(*) t  – время, r – радиус-вектор материальной точки. 

 

3.8.8. Установите соответствие между понятиями (1-4) и их обозначениями (А-Д): 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1. Отношение скалярного произведения векторов к 

произведению модулей этих векторов 

А: Объѐм параллелепипеда, 

построенного на трѐх векторах 

2. Модуль смешанного произведения трѐх векторов Б: Косинус угла между векторами  

3. Модуль векторного произведения двух векторов В: Площадь параллелограмма, 

построенного на двух векторах 

4. Половина модуля векторного произведения двух 

векторов 

Г: Площадь треугольника, 

построенного на двух векторах 

 Д: Объѐм пирамиды, построенной 

на трѐх векторах 

 

1. Скорость  материальной точки v  А: 
dt

vd
 

2. Ускорение  материальной точки a  Б: 
dt

rd
 

3. 
Тангенциальное (касательное)  

ускорение материальной точки a  
В: 















v

v

dt

d
v  

4. 
Центростремительное (нормальное)  

ускорение материальной точки na  
Г: 

dt

vd

v

v
  

  
Д: 

22
aa   

 

1. Вектор с началом в точке А и концом в точке В 
А: 

a
e

 
2. Орт вектора a   Б: AB  
3. Модуль вектора AB  В: 

M
r

 
4. Радиус-вектор точки М Г: 

ba
 

  Д: AB
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3.8.9. Установите соответствие между операциями с векторами, заданными координатами, 

(1-4) и формулами, по которым они находятся (А-Д): 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3.8.10. Установите соответствие между понятиями (1-4) и родовыми для них понятиями (А-Д): 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

Задания на  освоение практических действий  
 

3.8.11. Определите, чему равно скалярное произведение сонаправленных векторов a  и b , 

модули которых соответственно равны 3 и 5. 

 

A Б В Г 

-15 –3 5 15 

 

3.8.12. Определите, какие из векторов являются перпендикулярными. 

 

A Б В Г 

a =(0; 2; 4), 

b =(2; 3; 2) 

a =(2; –2; –2), 

b =(8; 4; 4) 

a =(–1; 1; –3), 

b =(2; –2; 3) 

a =(4; 1; 1), 

b =(–4; –1; –1) 

1. 

 

Вычитание векторов 

 zyx a;a;aa   и  
zyx

b;b;bb   

А:  
zzyyxx

ba;ba;baba 
 

2. Умножение вектора 

 
zyx a;a;aa   на число   

Б:  
zzyyxx

ba;ba;baba 
 

3. Линейная комбинация векторов 

 
zyx

a;a;aa   и  
zyx

b;b;bb   с 

числовыми коэффициентами   

и   

В: 
zzyyxx

babababa 
 

 

4. Сложение векторов 

 
zyx

a;a;aa   и  zyx b;b;bb   

Г:  
zyx

a;a;aa  
 

  Д:  zzyyxx ba;ba;baba    

 

1. Скалярное произведение 

перпендикулярных векторов 

А: Число отличное от нуля 

2. Скалярное произведение не 

перпендикулярных векторов 

Б: Ненулевой вектор 

3. Векторное произведение не 

коллинеарных векторов  

В: Ноль 

4. Векторное произведение 

коллинеарных векторов  

Г: Точка 

  Д: Нулевой вектор 
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3.8.13. Определите, чему равен объѐм параллелепипеда 
1111 DCBABCDA , построенного на 

векторах  0;2;1AB  ,  4;0;1AD   и  4;1;0AA
1

 . 

 

A Б В Г 

1 2 3 4 

 

3.8.14. Определите, чему равна величина вектора углового ускорения тела через 1секунду 

после начала движения, если угол его поворота вокруг постоянной оси зависит от времени 

по закону   kt2t6 3  . 

 

A Б В Г 

16 26 36 46 

 

3.8.15. Какой координатной оси принадлежит начало вектора, имеющего координаты 

 1;1;3  , если его конец с координатами  1;2;3  . 

 

A Б В Г 

OX  OY  OZ  
Ни одной оси не 

принадлежит 

 

Задачи на освоение способов действий 
 

3.8.16. Даны три  точки  A, B, C: A(1; -3; 4), B(1; 2; -3), C(1; 1; 0). Найдите координаты векторов BA , 

CA .     

(Воспользоваться схемой ориентирования задачи 3.1.16.) 

 

3.8.17. Определите, чему равен модуль вектора a –3b , если a =(2; 2; 1),b =(2; 0; 1). 

(Воспользоваться схемой ориентирования задачи 3.2.16.) 

 

3.8.18. Найдите ba  , если 3a  , 26b   и 30ba  . 

(Воспользоваться схемой ориентирования задачи 3.3.18.) 

 

3.8.19. Даны координаты вершин треугольника ABC :  3;3;2A ,  3;1;6B  и  2;3;4C . 

Средствами векторной алгебры найти: 

1) длину медианы AM ; 2) площадь треугольника ABC ; 3) длину высоты AH . 

(Воспользоваться схемой ориентирования задачи 3.6.19.) 

 

3.8.20.  Система состоит из двух тел. Известны зависимости от времени импульсов этих тел 

  k2jti3t2p 2

1
  и jtit2p

2
 . Сохраняется ли импульс системы? 

(Воспользоваться схемой ориентирования задачи 3.7.17.) 
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4. ПРИМЕНЯЕМ УМЕНИЯ 
ПО ВЕКТОРНОЙ АЛГЕБРЕ 

ДЛЯ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ ПО ФИЗИКЕ 
 

 

4.1. Решаем задачи по теме «Кинематика материальной точки» 

 

4.1.1.Радиус-вектор материальной точки зависит от времени по закону   2tj5tj2i3r  . 

Найдите зависимости вектора и модуля вектора скорости от времени. 

Решение: Составим схему ориентирования.  

 
Схема ориентирования задачи 4.1.1 

 

Общее ориентирование 

Что дано? Закон зависимости радиус-вектора  материальной точки от 

времени. 

Что надо найти? Зависимости вектора и модуля вектора скорости материальной 

точки от времени. 

Какие умения из 

векторной алгебры 

необходимы для 

решения? 

1. Применять правило нахождения координат вектора, 

представленного в виде линейной комбинации ортов 

координатных осей декартовой системы координат. (СК.4.33) 

2. Находить модуль вектора, заданного координатами. (СК.4.24) 

Ориентирование на выполнение 

Какие обозначения 

необходимо ввести 
yx r,r  – координаты радиус-вектора r  материальной точки   

v  – вектор скорости материальной точки 

yx v,v  – координаты вектора  скорости v  материальной точки 

v – модуль вектора скорости v  

Действия, которые 

нужно выполнить. 
1. Записать радиус-вектор r  материальной точки в виде линейной 

комбинации ортов координатных осей i  и j . 

2. Выписать координаты радиус-вектора r : yx
r,r . 

3. Найти координаты вектора  скорости v  материальной точки: 
yx

v,v . 

4. Записать, чему равен вектор скорости v  материальной точки. 

5. Найти модуль вектора скорости v : v . 

Какие формулы 

нужны? 

Формула нахождения модуля вектора, заданного координатами 
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Выполним действия: 

 

1. Запишем радиус-вектор r  материальной точки в виде линейной комбинации ортов 

координатных осей i  и j : 

  jt2t5it3tj5jt2it3r 22  . 

2. Выпишем координаты радиус-вектора r : 

t3rx   ,  t2t5r 2

y  . 

3. Найдѐм координаты вектора  скорости v  материальной точки: 

  3rv txx 


  ,    2t10rv tyy 


 . 

4. Запишем, чему равен вектор скорости v  материальной точки: 

  j2t10i3jvivv yx  . 

5. Найдѐм модуль вектора скорости v : 

  13t40t1004t40t10092t103vvv 22222

y

2

x  . 

Ответ:   j2t10i3v  , 13t40t100v 2  . 

 

4.1.2. Материальная точка движется вдоль координатной оси X по закону 4t3t2x 23  . 

Вычислите проекцию скорости материальной точки на ось X для момента 2t  с. 

 

4.1.3. Материальная точка движется со скоростью   tk32j3i2v  . Вычислите модуль 

скорости материальной точки для момента времени 1t  с. 

 

4.1.4. Начальная и конечная скорости материальной точки равны соответственно 

k4j2i2v1   и k2jiv2  . Вычислите v  – приращение модуля скорости и v  – 

модуль приращения скорости материальной точки. 

 

4.1.5. Закон движения материальной точки задан уравнениями:  









t4y

t3tx 2

. 

Вычислите величину v  скорости материальной точки в позиции 0yx  . 

Решение: Составим схему ориентирования.  

 
Схема ориентирования задачи 4.1.5 

 

Общее ориентирование 

Что дано? Закон движения материальной точки. 

Что надо найти? 
Вычислите величину v  скорости материальной точки в 

позиции 0yx  . 
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Какие умения из 

векторной алгебры 

необходимы для 

решения? 

1. Находить модуль вектора, заданного координатами. 

(СК.4.24) 

Ориентирование на выполнение 

Какие обозначения 

необходимо ввести 
t  – время 

v  – вектор скорости материальной точки 

yx
v,v  – координаты вектора  скорости v  материальной точки 

v – модуль вектора скорости v    

Действия, которые 

нужно выполнить. 

1. Найти значение времени, при котором материальная  точка 

находилась в позиции 0yx  . 

2. Найти координаты вектора скорости yx
v,v  в данный 

момент времени. 

3.Найти величину v  скорости материальной точки в данный 

момент времени. 

Какие формулы нужны? Формула нахождения модуля вектора, заданного координатами 

 

Выполним действия: 

 

1. Найдѐм значение времени, при котором материальная  точка находилась в позиции 

0yx  . Для этого решим систему уравнений: 

 
0t

0t

3t;0t

0t

03tt

0t4

0t3t

0y

0x 2




































 

2. Найдѐм координаты вектора скорости yx
v,v : tx

xv  ; ty
yv  . 

Получим 3t2v
x

 ; 4v
y
 . А в момент времени 0t   получим 3v

0tx



; 4v

0ty



. 

Т.е. вектор скорости при 0t   будет с координатами  4;3v
0t




. 

3.Найдѐм величину вектора скорости v  материальной точки в данный момент времени: 

  52516943v 22

0t



. 

Ответ: 5v
0t



 м/с. 

 

4.1.6. Закон движения материальной точки дан уравнениями: 









t3y

t3t2x 2

. 

Найдите величину v  скорости материальной точки как функцию времени. 

4.1.7. Закон движения материальной точки дан уравнениями: 

 

 







tcos1Ry

tsintRx




, 

где R  и  – положительные постоянные величины. Найдите величину v  скорости 

материальной точки как функцию времени. 
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4.1.8. Закон движения материальной точки дан уравнениями: 








 tk

tk

eby

eax
. 

Найдите зависимость модуля скорости от модуля радиус-вектора материальной точки. 

 

4.1.9. Радиус-вектор материальной точки зависит от времени по закону   2tj4tj7i3r  . 

Вычислите угол φ между радиус-вектором и вектором скорости для момента 2t  c. 

 

4.1.10. Скорость течения реки рv  = 3 км/ч, а скорость движения лодки относительно воды 

1v  = 6 км/ч. Определите, под каким углом относительно берега должна двигаться лодка, 

чтобы проплыть поперек реки. 

Решение: Составим схему ориентирования.  

 
 

Схема ориентирования задачи 4.1.10 

 

Общее ориентирование 

Что дано? 1. Скорость течения реки 

2.Скорость движения лодки относительно воды 

3. Направление движения лодки 

Что надо найти? Определите, под каким углом относительно берега должна 

двигаться лодка. 

Какие умения из 

векторной алгебры 

необходимы для 

решения? 

1. Находить сумму двух векторов по правилу параллелограмма 

2. Применять условие перпендикулярности векторов 

3. Применять свойство скалярного квадрата 

4. Находить скалярное произведение  

5. Находить угол между векторами 

Ориентирование на выполнение 

Какие обозначения 

необходимо ввести 
рv  – вектор скорости течения реки 

1v  – вектор скорости движения лодки относительно воды 

л
v  – скорость движения лодки 

  – угол между векторами 1
v  и р

v  

Действия, которые 

нужно выполнить. 

1. Записать скорость движения лодки, как сумму векторов скорости 

течения реки и скорости движения лодки относительно воды 

2. Исходя из условия и правила параллелограмма для нахождения 

суммы двух векторов, сделать чертѐж  

3. Записать условие перпендикулярности для вектора скорости 

движения лодки и вектора скорости течения реки 

4. Используя 1, записать выражение для скорости течения реки и 

скорости движения лодки относительно воды 

5. Записать определение скалярного произведения для вектора 

скорости течения реки и вектора скорости движения лодки 

относительно воды 
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6. Записать свойство скалярного квадрата вектора для вектора 

скорости течения реки 

7. Найти  косинус угла   

8. Найти угол   

Какие формулы 

необходимы для 

решения? 

Формула скалярного произведения 

,cosbaba  где   – угол между векторами a  и b . 

 

Выполним действия: 

 

1. Запишем скорость движения лодки, как сумму векторов скорости течения реки и 

скорости движения лодки относительно воды 

р1л vvv  . 

2. Запишем условие перпендикулярности для вектора скорости движения лодки и вектора 

скорости течения реки. 

рл vv   

3. Исходя из (2) и (3) и правила параллелограмма для нахождения суммы двух векторов, 

сделаем чертѐж  

 

4. Из условия (3) перпендикулярности векторов получим  0vv
рл
 . 

5. Учитывая (2) и (4), получим   0vvv0vvv
2

рр1рр1  . 

6. По определению скалярного произведения выразим р1 vv   

cosvvvv р1р1  . 

где   – угол между векторами 1v  и рv . 

7. Используя свойство скалярного квадрата вектора, получим: 
2

р

2

р
vv  . 

8. Из (5) с учѐтом (6) и (7) найдѐм косинус угла   


2

рр1

2

рр1
vcosvv0vcosvv 

1

р

v

v
cos  . 

9. Учитывая числовые данные условия, получим 
120

2

1
cos

6

3
cos    

Ответ: 120  
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4.1.11. Капля дождя при скорости ветра 1v  = 11 м/с падает под углом   = 30° к вертикали. 

Определите, при какой скорости ветра 2v  капля воды будет падать под углом   = 45°.  

Решение: Составим схему ориентирования.  

  
Схема ориентирования задачи 4.1.11 

 

Общее ориентирование 

Что дано? 1. Модуль скорости ветра 

2. Угол, под которым падают капли при заданной скорости ветра. 

3. Угол, под которым падают капли при другой скорости ветра. 

Что надо найти? Скорость ветра, соответствующую углу  падения капель. 

Какие умения из 

векторной алгебры 

необходимы для 

решения? 

1. Определение вектора суммы двух векторов. 

2. Определение угла между векторами. 

3. Условие перпендикулярности двух векторов. 

4. Определение скалярного произведения. 

5. Свойство скалярного квадрата вектора. 

Ориентирование на выполнение 

Какие обозначения 

необходимо ввести 
1v  – вектор скорости ветра 

  – угол, под которым падают капли при заданной скорости ветра 

  – угол, под которым падают капли при другой скорости ветра 

u  – собственная скорость падения капли 

Действия, которые 

нужно выполнить. 

1. Записать скорость падения капли дождя как сумму векторов 

собственной скорости падения капли и скорости ветра 

2. Записать условие перпендикулярности для вектора собственной 

скорости падения капли и скорости ветра 

3. Записать формулу для скалярного произведения вектора 

скорости падения капли дождя и вектора скорости ветра 

4. Записать формулу для скалярного произведения вектора 

скорости падения капли дождя и вектора скорости ветра, исходя из 

определения скалярного произведения 

5. Записать формулу для скалярного квадрата вектора скорости ветра 

6. Из полученного уравнения найти модуль скорости падения 

капли дождя 

7. Записать формулу для скалярного произведения вектора 

скорости падения капли дождя и вектора собственной скорости 

падения капли, исходя из пунктов 1 и 2. 

8. Записать формулу для скалярного произведения вектора 

скорости падения капли дождя и вектора собственной скорости 

падения капли, исходя из определения скалярного произведения. 

9. Записать формулу для скалярного квадрата вектора собственной 

скорости падения капли. 

10. Из полученного уравнения найти модуль собственной скорости 

падения капли. 

11. Запишем аналогичную формулу для нахождения модуля 

собственной скорости падения капли при условии, что скорость 

ветра и угол падения капли. 
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12. Исходя из условия задачи, что собственная скорость падения 

капли постоянная найдѐм модуль скорости ветра при условии, что 

угол падения капли. 

Какие формулы нужны? Формула скалярного произведения 

 

Выполним действия: 

 

1. Запишем скорость падения капли дождя как сумму векторов собственной скорости 

падения капли u   и скорости ветра 
1v .          

1vuv  . 

2. Из условия задачи следует, что вектор собственной скорости падения капли u   и вектор 

скорости ветра 
1v  перпендикулярны. Запишем условие перпендикулярности для этих 

векторов.                                                              0vu 1  . 

3. Запишем формулу для скалярного произведения вектора скорости падения капли дождя и 

вектора скорости ветра, исходя из пунктов 1 и 2. 
2

111111 vvvvvvuvv   

4. Запишем формулу для скалярного произведения вектора скорости падения капли дождя и 

вектора скорости ветра, исходя из определения скалярного произведения. 

   sinvvvv90cosvvvv 1111    

5. Запишем свойство скалярного квадрата вектора скорости ветра. 
2

2

11 vv   

6. Учитывая (3), (4) и (5) найдѐм модуль скорости падения капли дождя 




sin

v
vvsinvvvvv

1

1111

2
2

  

7. Запишем формулу для скалярного произведения вектора скорости падения капли дождя и 

вектора собственной скорости падения капли, исходя из пунктов  1 и 2. 
2

1 uuvuvuuuv   

8. Запишем формулу для скалярного произведения вектора скорости падения капли дождя и 

вектора собственной скорости падения капли, исходя из определения скалярного 

произведения.                                                          cosuvuv   

9. Запишем свойство скалярного квадрата вектора собственной скорости падения капли. 
2

uu
2

  

10. Учитывая (7), (8) и (9) модуль собственной скорости падения капли. 

 cosvuucosuvuuv
22

  

11.Учитывая (6) получим 


 ctgvucos
sin

v
ucosvu 1

1

  

12. Запишем аналогичную формулу для нахождения модуля собственной скорости падения 

капли при условии, что скорость ветра 2v и угол падения капли  . ctgvu 2  . 

13. Исходя из условия задачи, что собственная скорость падения капли постоянная найдѐм 

модуль скорости ветра при условии, что угол падения капли  . 






ctg

ctgv
vctgvctgv

1

221


 . 

14. Учитывая числовые данные условия, получим 311
45ctg

30ctg11
v

ctg

ctgv
v 2

1

2 













м/с. 

Ответ: 19311v2   м/с. 
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4.1.12.  Два автомобиля, выехав одновременно из одного пункта, движутся прямолинейно в 

одном направлении. Зависимость пройденного ими пути задается уравнениями 
2

1
BtAts  и 

32

2
FtDtCts  . Определите относительную скорость автомобилей. 

Решение: Составим схему ориентирования.  

 
Схема ориентирования задачи 4.1.12 

 

Общее ориентирование 

Что дано? 1.Направление движение автомобилей. 

2. Зависимость пройденного ими пути от времени. 

Что надо найти? Модуль относительной скорости автомобилей. 

Какие умения из 

векторной алгебры 

необходимы для 

решения? 

1. Определение вектора разности двух векторов. 

2. Определение коллинеарных векторов. 

3. Определение модуля разности двух коллинеарных векторов. 

4. Физический смысл первой производной. 

Ориентирование на выполнение 

Какие обозначения 

необходимо ввести 
1

v  – скорость первого автомобиля 

2v  – скорость второго автомобиля 

u – относительная скорость автомобилей    

Действия, которые 

нужно выполнить. 

1. Записать формулу для нахождения относительной скорости, 

как разности векторов скоростей автомобилей 

2. Записать модуль относительной скорости, исходя из условия, 

что векторы скоростей автомобилей коллинеарны. 

3. Найти скорости автомобилей, используя физический смысл 

первой производной. 

4. Найти модуль относительной скорости автомобилей. 

Какие формулы нужны? 1. Правила дифференцирования 

2. Таблица производных. 

 

Выполним действия: 

 

1. Запишем формулу для нахождения относительной скорости u , как разности векторов 

скоростей автомобилей 1v  и 2v : 21 vvu  . 

2. Т.к. по условию задачи автомобили, выехали одновременно из одного пункта,  и двигались 

прямолинейно в одном направлении, то векторы скоростей автомобилей коллинеарны. 21 vv . 

3. Исходя из (2) и учитывая (1), найдѐм модуль относительной скорости автомобилей: 

21 vvu   

4. Направление же вектора u  зависит от модулей скоростей автомобилей: 

1. если 21 vv  , то 1vu   – первый автомобиль обгоняет второй. 

2. если 21 vv  , то 1vu   – первый автомобиль отстаѐт от второго. 

5. Найдѐм скорости автомобилей, используя физический смысл первой производной: 11 sv   

и 22 sv   или 


 11 sv  и 


 22 sv . Получим: 
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  Вt2АBtAtsv 2

11 





          232

22 Ft3Dt2CFtDtCtsv 





   

6. Найдѐм модуль относительной скорости автомобилей 

 
  CAtDВ2Ft3

Ft3Dt2CВt2АFt3Dt2CВt2Аu

2

22




 

Ответ:   CAtDВ2Ft3u 2  . 

 

4.1.13. В течение времени   модуль вектора скорости тела задается уравнением вида 
2CtBtAv    t0 . Определите модуль вектора средней скорости за промежуток 

времени  . 

Решение: Составим схему ориентирования.  

 
 

Схема ориентирования задачи 4.1.13 

 

Общее ориентирование 

Что дано? 1. Уравнение, которое задаѐт модуль вектора скорости тела в 

течение времени  . 

Что нужно найти? Модуль вектора средней скорости за промежуток времени  . 

Что нужно знать? 1. Физический смысл определѐнного интеграла. 

2. Формулу для нахождения модуля вектора средней скорости. 

Ориентирование на выполнение 

Действия, которые 

нужно выполнить. 
1. Путь, пройденный телом за время  . 

2. Модуль вектора средней скорости за промежуток времени  . 

Какие формулы 

нужны? 

1. Правила интегрирования. 

2. Таблица интегралов. 

3. Формула для нахождения модуля вектора средней скорости. 

 

Выполним действия: 

 

1. Используя физический смысл определѐнного интеграла, найдѐм путь, пройденный телом 

за время  : 

   


0

2

000

2

0

dtCtBtdtAdtdtCtBtAdtvs  

3
C

2
BA

3

t
C

2

t
BtAdttCtdtBdtA

32

0

32

0

2

00















   (1) 

2. Найдѐм модуль вектора средней скорости за промежуток времени   с учѐтом (1):  

3
C

2
BA3

C
2

BAs
v

2

32













 . 

Ответ: 
3

C
2

BAv
2

 . 
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4.1.14. Материальная точка движется вдоль прямой так, что ее ускорение линейно растет и за 

первые 10 с достигает значения 5 
2с/м . Определите в конце десятой секунды: 1) скорость 

точки; 2) пройденный точкой путь. 

 

4.1.15. Закон движения материальной точки задан уравнениями:  









t3y

t3t2x 2

. 

Вычислите величину a  ускорения материальной точки в позиции 0yx  . 

Решение: Составим схему ориентирования.  

 
Схема ориентирования задачи 4.1.15 

 

Общее ориентирование 

Что дано? Закон движения материальной точки. 

Что надо найти? Вычислите величину a  ускорения материальной точки в 

позиции 0yx  . 

Какие умения из 

векторной алгебры 

необходимы для 

решения? 

1.  Находить модуль вектора, заданного координатами. (СК.4.24) 

Ориентирование на выполнение 

Какие обозначения 

необходимо ввести 
t  – время 

v  – вектор скорости материальной точки 

yx
v,v  – координаты вектора  скорости v  материальной точки 

v – модуль вектора скорости v    

a  – вектор ускорения материальной точки 

yx
a,a  – координаты вектора  ускорения a  материальной точки 

a – модуль вектора ускорения a    

Действия, которые 

нужно выполнить. 

1. Найти значение времени, при котором материальная  точка 

находилась в позиции 0yx  . 

2. Найти координаты вектора скорости 
yx

v,v . 

3. Найти координаты вектора ускорения yx
a,a  в данный 

момент времени. 

4.Найти величину вектора  ускорения a  материальной точки в 

данный момент времени. 

Какие формулы 

нужны? 

Формула нахождения модуля вектора, заданного координатами 
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Выполним действия: 

 

1. Найдѐм значение времени, при котором материальная  точка находилась в позиции 

0yx  . Для этого решим систему уравнений: 

 
0t

0t

5,1t;0t

0t

03t2t

0t3

0t3t2

0y

0x 2




































 

2. Найдѐм координаты вектора скорости yx
v,v : tx

xv  ; ty
yv  . 

Получим 3t4v
x

 ; 3v
y
 . 

3. Найдѐм координаты вектора ускорения yx
a,a :   

txx
va ;   

tyy
va . 

Получим 4a
x
 ; 0a

y
 . А в момент времени 0t   получим 4a

0tx



; 0a

0ty



. Т.е. вектор 

ускорения при 0t   будет с координатами  0;4a
0t



. 

4.Найдѐм величину вектора ускорения a  материальной точки в данный момент времени: 

41604a 22

0t



. 

Ответ: 4a
0t



 2с/м . 

 

4.1.16. Материальная точка движется вдоль координатной оси X по закону 4t3t2x 23  . 

Через сколько времени после момента 0t  с вектор ускорения материальной точки изменит 

направление на противоположное? 

 

4.1.17. Закон движения материальной точки дан уравнениями: 









t4y

t3tx 2

. 

Найдите величину a  ускорения материальной точки как функцию времени. 

 

4.1.18. Закон движения материальной точки дан уравнениями: 

 

 







tcos1Ry

tsintRx




, 

где R  и  – положительные постоянные величины. Найдите величину a  ускорения 

материальной точки как функцию времени. 

 

4.1.19. Закон движения материальной точки задан уравнениями 









t3y

t3t2x 2

 

Найдите зависимость величины тангенциального ускорения от времени. 

Решение: Составим схему ориентирования.  
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Схема ориентирования задачи 4.1.19 

 

Общее ориентирование 

Что дано? Закон движения материальной точки. 

Что надо найти? Найдите зависимость величины тангенциального 

ускорения от времени. 

Какие умения из векторной алгебры 

необходимы для решения? 

1. Находить модуль вектора, заданного 

координатами. (СК.4.24) 

Ориентирование на выполнение 

Какие обозначения 

необходимо ввести 
t  – время 

v  – вектор скорости материальной точки 

yx
v,v  – координаты вектора  скорости v  материальной 

точки 

v – величина вектора скорости v    


a  – вектор тангенциального ускорения материальной 

точки 


a – величина вектора тангенциального ускорения 

a    

Действия, которые нужно 

выполнить. 
1. Найти координаты вектора скорости yx

v,v . 

2. Найти величину вектора  скорости v  материальной 

точки. 

3. Найти величину вектора тангенциального ускорения 
a

.   

Какие формулы нужны? Формула нахождения модуля вектора, заданного 

координатами 

 

Выполним действия: 

 

1. Найдѐм координаты вектора скорости  

yx
v,v : tx

xv  ; ty
yv  . 

Получим                                                  3t4v
x

 ; 3v
y
 . 

2.Найдѐм величину вектора скорости v  материальной точки:  

      18t24t1693t4vvv 222

y

2

x
 . 

3. Найдѐм величину вектора тангенциального ускорения 
a :  

 
18t24t16

12t16

18t24t162

24t32
18t24t16

dt

vd
a

22

2












 . 

Ответ: 
18t24t16

12t16
a

2 


 . 

 

4.1.20. Точка движется в плоскости так, что проекции ее скорости на оси прямоугольной 

системы координат равны  tcos3V
x

 ,  tsin3V
y

 . Вычислите величину 

тангенциального ускорения точки, соответствующую моменту времени t = 1/π с после 

старта. 
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4.1.21. Закон движения материальной точки задан уравнениями 













2

t5
y

t6tx 2

 

Найдите зависимость величины тангенциального ускорения от времени. 

 

4.1.22. Закон движения материальной точки задан уравнениями 













2

t5
y

t6tx 2

 

Найдите зависимость величины нормального ускорения от времени. 

Решение: Составим схему ориентирования.  

 
Схема ориентирования задачи 4.1.22 

 

Общее ориентирование 

Что дано? Закон движения материальной точки. 

Что надо найти? Найдите зависимость величины нормального ускорения от 

времени. 

Какие умения из 

векторной алгебры 

необходимы для 

решения? 

1. Находить модуль вектора, заданного координатами. 

(СК.4.24) 

Ориентирование на выполнение 

Какие обозначения 

необходимо ввести 

t  – время 

v  – вектор скорости материальной точки 

yx v,v  – координаты вектора  скорости v  материальной точки 

v - величина вектора скорости v  материальной точки 

a  – вектор ускорения материальной точки 

yx a,a  – координаты вектора  ускорения a  материальной точки 

a – величина вектора ускорения a  

na  – вектор нормального ускорения материальной точки 

na – величина вектора нормального ускорения na  

материальной точки 

a  – вектор тангенциального ускорения материальной точки 

a – величина вектора тангенциального ускорения a  

материальной точки 

Действия, которые 

нужно выполнить. 
1. Найти координаты вектора скорости yx v,v . 

2. Найти координаты вектора  ускорения yx a,a . 

3.Найти величину вектора ускорения a  материальной точки. 
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4. Найти величину вектора скорости v  материальной точки. 

5. Найти величину вектора тангенциального ускорения a  

материальной точки.   

6. Найти величину вектора нормального ускорения na  

материальной точки. 

Какие формулы нужны? Формула нахождения модуля вектора, заданного координатами 

 

Выполним действия: 

 

1. Найдѐм координаты вектора скорости yx v,v : tx xv  ; ty yv  . 

Получим 6t2vx  ; 5,2vy  . 

2. Найдѐм координаты вектора  ускорения yx a,a : yyxx va,va  . 

Получим 0a,2a yx  . 

3. Найдѐм величину вектора ускорения a  материальной точки  

    202aaa 222

y

2

x   

4. Найдѐм величину вектора скорости v  материальной точки:  

      25,66t2vvv
22

y

2

x  . 

5. Найдѐм величину вектора тангенциального ускорения a :  

 
 

    25,66t2

12t4

25,66t2

6t22
25,66t2

dt

vd
a

22

2
















  . 

6. Найти величину вектора нормального ускорения n
a  материальной точки:  

 

 

 

    

   





































25,66t2

144t96t16169t96t16

25,66t2

12t425,66t24

25,66t2

12t4
4

25,66t2

12t4
4aaa

2

22

2

22

2

2
2

2

22

n 

 

   
.

25,66t2

5

25,66t2

25

22





  

Ответ: 
 

.
25,66t2

5
a

2
n


  

 

4.1.23. Закон движения материальной точки дан уравнениями: 









t3y

t2x 2

 

Вычислите величину нормального ускорения, соответствующего времени 1t  с. 

4.1.24. Точка движется в плоскости так, что проекции ее скорости на оси прямоугольной 

системы координат равны  tcos3Vx  ,  tsin3Vy  . Вычислите величину 

нормального ускорения, соответствующего времени 5,0t   с. 
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4.1.25. Кинематические уравнения движения двух материальных точек имеют вид 
2

1111 tCtBAx   и 
2

2222 tCtBAx  , где 21 BB  , 1C  –2 
2с/м , 1C2 

2с/м . 

Определите: 1) момент времени, для которого скорости этих точек будут равны; 2) 

ускорения 
1

a  и 
2

a  для этого момента. 

 

4.1.26. Нормальное ускорение точки, движущейся по окружности радиусом r=4м, задаѐтся 

уравнением 
2

n CtBtAa  ( A = 1 
2с/м , B = 6 

3с/м , C  = 9 4с/м ).  

Определите: 1) тангенциальное ускорение точки; 2) путь, пройденный точкой за время 

с5t1   после начала движения; 3) полное ускорение для момента времени с1t
2
 . 

 

4.1.27. Зависимость пройденного пути s  от времени t выражается уравнением 
32 CtBtAts   ( A = 2  с/м , B = 3 

2с/м , C  = 4 
3с/м ). Запишите выражения для 

скорости и ускорения. Определите для момента времени с2t   после начала движения: 1) 

пройденный путь; 2) скорость; 3) ускорение. 

 

4.1.28. Зависимость пройденного телом пути по окружности радиусом r=3м, задаѐтся 

уравнением
 

2AtBts   ( A =
2с/м4,0 , B = с/м1,0 ). Определите для момента времени 

с1t   после начала движения ускорение: 1) тангенциальное ускорение точки; 2) 

нормальное ускорение; 3) полное ускорение. 

 

4.1.29. Точка движется в плоскости XOY  из положения с координатами 0yx 11   со 

скоростью jxbiav   ( b,a – постоянные, j,i – орты осей yиx ).  

Определите: 1) уравнение траектории )x(y ; 2) форму траектории. 

Решение: Составим схему ориентирования.  

 
Схема ориентирования задачи 4.1.29 

 

Общее ориентирование 

Что дано? Точка движется в плоскости XOY  из положения с координатами 

0yx
11
  со скоростью jxbiav   ( b,a – постоянные, j,i – 

орты осей yиx ). 

Что надо найти? Определите:  

1) уравнение траектории )x(y ; 

2) форму траектории. 

Какие умения из 

векторной алгебры 

необходимы для 

решения? 

1.  Правило нахождения координат вектора, представленного в 

виде линейной комбинации ортов координатных осей 

декартовой системы координат. (СК.4.33) 

Ориентирование на выполнение 

Какие обозначения 

необходимо ввести 
t  – время 

v  – вектор скорости материальной точки 
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yx
v,v  – координаты вектора  скорости v  материальной точки 

Действия, которые 

нужно выполнить. 
1. Выписать координаты вектора скорости yx

v,v . 

2.Записать дифференциальные уравнения для координат 

материальной точки в зависимости от времени. 

3. Записать дифференциальное уравнение для координат 

материальной точки. 

4. Решить полученное уравнение с учѐтом начального 

положения материальной точки. 

5. Определить вид траектории. 

Какие формулы нужны?  

 

Выполним действия: 

 

1. Выпишем координаты вектора скорости yx v,v : 

bxv,av yx  . 

2.Запишем дифференциальные уравнения для координат материальной точки в зависимости 

от времени:                                         

 

 
















2bx
td

yd

1a
td

xd

. 

3. Запишем дифференциальное уравнение для координат материальной точки для этого 

разделим уравнение (2) на уравнение (1), получим: 
a

xb

xd

yd
 . 

4. Решим полученное уравнение с учѐтом начального положения материальной точки, 

получим: 

a2

bx
y

2

x

a

b
y

2

x

a

b
yxdx

a

b
ydxd

a

bx
ydxd

a

bx
yd

22
x

0

2
y

0

x

0

y

0

x

0

y

0

  . 

5. Полученная траектория – парабола. 

Ответ: 1) 
a2

bx
y

2

 ; 2) парабола. 

 

4.1.30. Радиус-вектор материальной точки меняется со временем по закону jt3itr 23  , 

где j,i – орты осей yиx . Определите для момента времени с1t  : 1) модуль скорости; 2) 

модуль ускорения. 

 

4.1.31. Движение материальной точки в плоскости XOY  описывается законом 

)Bt1(Aty,Atx  , где А и В положительные постоянные. Определите: 1) уравнение 

движения материальной точки  xy ; 2) радиус-вектор r  точки в зависимости от времени; 3) 

скорость v  точки в зависимости от времени; 4) ускорение a  точки в зависимости от 

времени. 

4.1.32. Точка движется в плоскости так, что проекции ее скорости на оси прямоугольной 

системы координат равны  tcos3Vx  ,  tsin3Vy  . Вычислите радиус кривизны 

траектории. 
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Решение: Составим схему ориентирования.  

 
Схема ориентирования задачи 4.1.32 

 

Общее ориентирование 

Что дано? Точка движется в плоскости так, что проекции ее скорости на оси 

прямоугольной системы координат равны  tcos3Vx  , 

 tsin3Vy  . 

Что надо найти? Вычислите радиус кривизны траектории. 

Какие умения из 

векторной алгебры 

необходимы для 

решения? 

1. Находить модуль вектора, заданного координатами. (СК.4.24) 

2. Находить скалярный квадрат вектора. (СК.6.7) 

Ориентирование на выполнение 

Какие обозначения 

необходимо ввести 

t  – время         v  – вектор скорости материальной точки 

yx v,v  – координаты вектора  скорости v  материальной точки 

v - величина вектора скорости v  материальной точки 

a  – вектор ускорения материальной точки 

yx a,a  – координаты вектора  ускорения a  материальной точки 

a – величина вектора ускорения a  материальной точки 

na  – вектор нормального ускорения материальной точки 

na – величина вектора нормального ускорения na  материальной 

точки 

a  – вектор тангенциального ускорения материальной точки 

a – величина вектора тангенциального ускорения a  

материальной точки 

 – радиус кривизны траектории 

Действия, которые 

нужно выполнить. 
1. Найти величину вектора скорости v   материальной точки. 

2. Найти величину вектора тангенциального ускорения a  

материальной точки. 

3. Найти координаты вектора ускорения a  материальной точки. 

4. Найти величину вектора ускорения a  материальной точки. 

5. Найти величину вектора нормального ускорения na  

материальной точки. 

6. Найти скалярный квадрат вектора скорости v   материальной 

точки. 

7. Вычислить радиус кривизны траектории. 

Какие формулы 

нужны? 

1. Формула нахождения модуля вектора, заданного 

координатами. 

2.Формула нахождения скалярного квадрата вектора. 
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Выполним действия: 

 

1. Найдѐм величину вектора скорости v   материальной точки:    2
y

2

x vvv  . 

Получим  

         

     



39tsintcos9

tsin9tcos9tsin3tcos3v

2222

222222




. 

2. Найдѐм величину вектора тангенциального ускорения a  материальной точки: 
dt

vd
a  . 

Получим 0a  . 

3. Найдѐм координаты вектора ускорения a  материальной точки: 
yyxx va,va  . 

Получим          tcos3tsin3a,tsin3tcos3a 2

y

2

x  





  

4. Найдѐм величину вектора ускорения a  материальной точки:    2
y

2

x ааa  . 

Получим           
         

     .39tsintcos9

tcos9tsin9tcos3tsin3a

24224

24242222








 

5. Найдѐм величину вектора нормального ускорения na  материальной точки: 
22

n aaa 

. Получим   2222
n 303a   . 

6. Найдѐм скалярный квадрат вектора скорости v   материальной точки: 
22 vv  . 

Получим   222 93v   . 

7. Вычислим радиус кривизны траектории: 
n

2

a

v
 . Получим 3

3

9
2

2





 . 

Ответ: 3 . 

 

4.1.33. Закон движения материальной точки задан уравнениями: 









tsin2y

tcos2x
. 

Вычислите радиус кривизны траектории. 

 

4.1.34. Закон движения материальной точки задан уравнениями: 

 

 







tcos1Ry

tsintRx




, 

где R  и  – положительные постоянные величины. Вычислите радиус кривизны траектории. 

4.1.35. Тело брошено горизонтально со скоростью v  = 15 м/с. Пренебрегая 

сопротивлением воздуха, определите радиус кривизны траектории тела через 2t  с после 

начала движения. 

4.1.36. Угол поворота твердого тела вокруг постоянной оси зависит от времени по закону 

  kt2t6 3  . Вычислите модуль угловой скорости   и модуль углового ускорения   

для момента 2t  c после начала вращения. 
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Решение: Составим схему ориентирования.  

 
Схема ориентирования задачи 4.1.36 

 

Общее ориентирование 

Что дано? Угол поворота твердого тела вокруг постоянной оси зависит от 

времени по закону   kt2t6 3  . 

Что надо найти? Вычислите: 

1) модуль угловой скорости   для момента 2t  c после начала 

вращения; 

2)модуль углового ускорения   для момента 2t  c после 

начала вращения. 

Какие умения из 

векторной алгебры 

необходимы для 

решения? 

1. Находить модуль вектора, заданного координатами. 

(СК.4.24) 

Ориентирование на выполнение 

Какие обозначения 

необходимо ввести 
t  – время              – вектор угловой скорости 

  – вектор углового ускорения 

Действия, которые 

нужно выполнить. 
1. Выписать координаты вектора  . 

2. Найти модуль вектора  . 

3. Найти модуль угловой скорости   для момента 2t  c 

после начала вращения. 

4. Найти модуль углового ускорения   для момента 2t  c 

после начала вращения. 

Какие формулы нужны? 1. Формула нахождения модуля вектора, заданного 

координатами.  

 

Выполним действия: 

 

1. Выпишем координаты вектора   kt2t6 3  :  t2t6;0;0 3  . 

2. Найдѐм модуль вектора  : t2t6 3  . 

3. Найдѐм модуль угловой скорости  : 
dt

d
  . Получим 2t18 2  , а для момента 

2t  c после начала вращения – 702218 2

2t



  

с


. 

4. Найдѐм модуль углового ускорения  :  
dt

d
  . Получим t36 , а для момента 2t  c 

после начала вращения – 72236
2t




 2с/рад . 

Ответ:1) 70
2t



 с/рад ;2) 72

2t



 2с/рад . 
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4.1.37. Диск вращается вокруг неподвижной оси, причем угол поворота зависит от времени 

по закону 3t2t6   . Вычислите модуль углового ускорения β для момента остановки 

диска. 

4.1.38. Диск радиуса 3,0R  м начинает вращаться с постоянным угловым ускорением 
2с/рад2 . Вычислите тангенциальное, нормальное и полное ускорения точки обода 

диска для момента времени t = 5с. 

 

4.1.39. Угол поворота диска вокруг постоянной оси, перпендикулярной плоскости диска и 

проходящей через его центр, зависит от времени по закону 
2

t 2

 . Вычислите полное 

линейное ускорение a точки диска, удаленной от его центра на расстояние 2r   м для 

момента времени t = 1 с. 

 

4.2. Решаем задачи по теме « Динамика материальной точки и 

поступательно движущегося твердого тела» 

 
Решаем задачи по теме «Законы динамики материальной точки» 

 

4.2.1. Тело массой 2m   кг движется прямолинейно по закону  iDtCtBtAr 32   ( C 2

2с/м D 0,4
3с/м ). Определите силу, действующую на тело в конце первой секунды 

движения. 

Решение: Составим схему ориентирования.  

 
Схема ориентирования задачи 4.2.1 

 

Общее ориентирование 

Что дано? Тело массой 2m   кг движется прямолинейно по закону 

  iDtCtBtAr 32   ( C 2
2с/м , D 0,4

3с/м ). 

Что надо найти? Определите силу, действующую на тело в конце первой секунды 

движения. 

Какие умения из векторной 

алгебры необходимы для 

решения? 

1.  Находить модуль вектора, заданного 

координатами. (СК.4.24) 

Ориентирование на выполнение 

Какие обозначения 

необходимо ввести 
t  – время, v  – вектор скорости  тела 

a  – вектор ускорения  тела 

F – вектор силы, действующей на тело  

Действия, которые 

нужно выполнить. 
1. Найти вектор скорости v  тела. 

2. Найти вектор ускорения a  тела в конце первой секунды движения.  

3. Найти величину вектора ускорения a  тела в конце первой 

секунды движения. 

4.Найти величину вектора силы F , действующую на тело в конце 

первой секунды движения. 

Какие формулы 

нужны? 

1. Формула нахождения модуля вектора, заданного координатами.  
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Выполним действия: 

 

1. Найдѐм вектор скорости v  тела: 

rv  . 

Получим     iDt3Ct2BiDtCtBtAv 232 


 . 

2. Найдѐм вектор ускорения a  тела: 

va  . 

Получим     iDt6C2iDt3Ct2Ba 2 


 . 

А в конце первой секунды движения ускорение тела будет равным  

    iD6C21a  . 

3. Найдѐм величину вектора ускорения a  тела в конце первой секунды движения. 

Получим   6,14,24D6C21a 
2с

м . 

4.Найдѐм величину вектора силы F , действующую на тело в конце первой секунды 

движения:  

amF  . 

Получим     H2,36,121am1F   

Ответ:   H2,31F  . 

 

4.2.2. К нити подвешен груз массой m  = 500 г. Определите силу натяжения нити, если нить 

с грузом: 1) поднимать с ускорением 2 
2с/м ;2) опускать с ускорением 2 

2с/м . 

 

4.2.3. Простейшая машина Атвуда, применяемая для изучения законов равноускоренного 

движения, представляет собой два груза с не равными массами 1m  и 2m  (например 
1

m  > 2
m ), 

которые подвешены на легкой нити, перекинутой через неподвижный блок. Считая нить и 

блок невесомыми и пренебрегая трением в оси блока, определите: 1) ускорение грузов; 2) 

силу натяжения нити Т; 3) силу F, действующую на ось блока. 

 

4.2.4. На рисунке изображена система блоков, к которым подвешены грузы массами 1m

 = 200 г и 2m  = 500 г. Считая, что груз 
1

m  поднимается, а подвижный блок с 2m  опускается, 

нить и блоки невесомы, силы трения отсутствуют, определите: 1) силу натяжения нити Т; 2) 

ускорения, с которыми движутся грузы. 
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4.2.5. В установке (см. рис) угол   наклонной плоскости с горизонтом равен 
20  1m

 = 200 г и 2m  = 150 г. Считая нить и блок невесомыми и пренебрегая силами трения, 

определите ускорения, с которыми будут двигаться тела, если тело 
2

m  опускается. 

 
4.2.6. Тело А массы М = 2кг находится на горизонтальном столе и соединено нитями 

посредством блоков с телами В (
1

m = 0,5кг) и С ( 2m = 0,3кг). Считая нити и блоки 

невесомыми и пренебрегая силами трения, определить: 1) ускорение, с которыми будут 

двигаться эти тела; 2) разность сил натяжения нитей. 

 
4.2.7. Тело массой m движется в плоскости xy по закону tAcosx  , tBsiny  , где 

иB  A,  — некоторые постоянные. Определите модуль силы, действующей на тело. 

 

4.2.8. Частица массой m  движется под действием силы tcosFF  , где u F


— 

некоторые постоянные. Определите положение частицы, т. е. выразите ее радиус-вектор r 

как функцию времени, если в начальный момент времени 0t  ,   00r   и   00v  . 

 

4.2.9. Материальная точка массой 1 кг движется по прямой линии со скоростью, величина 

которой зависит от времени по закону 3t4v  . Вычислите величину силы, действующей на 

материальную точку через 2с после начала движения. 

 

4.2.10. Материальная точка массой 1 кг движется в плоскости XY в соответствии с законами 









t2sin2,0y

t2cos2,0x
. 

Вычислите модуль силы, действующей на материальную точку. 

 

4.2.11. Материальная точка массы 1m  кг начинает двигаться под действием силы 

j3i4F  . Вычислите модуль скорости материальной точки в момент времени 2t  c. 

Решение: Составим схему ориентирования.  

 
 

Схема ориентирования задачи 4.2.11 

 

Общее ориентирование 

Что дано? Материальная точка массы 1m   кг начинает 

двигаться под действием силы j3i4F  . 

Что надо найти? Вычислите модуль скорости материальной точки в 
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момент времени 2t  c. 

Какие умения из векторной 

алгебры необходимы для 

решения? 

1.  Находить модуль вектора, заданного 

координатами. (СК.4.24) 

Ориентирование на выполнение 

Какие обозначения 

необходимо ввести 

t  – время                  v  – вектор скорости материальной точки 

yx v,v  – координаты вектора  скорости v  материальной точки 

v - величина вектора скорости v  материальной точки 

a  – вектор ускорения материальной точки 

yx a,a  –координаты вектора  ускорения a  материальной точки 

F – вектор силы, действующей на материальную точку 

xF , yF – координаты вектора силы F , действующей на 

материальную точку 

Действия, которые 

нужно выполнить. 
1. Выписать координаты вектора силы F , действующей на 

материальную точку. 

2. Найти координаты вектора ускорения a  материальной точки.  

3. Найти координаты вектора скорости v  материальной точки. 

4.Найти величину вектора скорости v  материальной точки в 

момент времени 2t  c. 

Какие формулы нужны? 1. Формула нахождения модуля вектора, заданного 

координатами. (0) 

 

Выполним действия: 

 

1. Выпишем координаты вектора силы F , действующей на материальную точку:  

4Fx   и 3Fy  . 

2. Найдѐм координаты вектора ускорения a  материальной точки: 
m

F
a x

x  , 
m

F
a

y

y  .  

Получим 
m

4
ax  , 

m

3
ay  . 

3. Найдѐм координаты вектора скорости v  материальной точки: 
t

0

xx dtav , 
t

0

yy dtav . 

Получим t
m

4
dt

m

4
v

t

0

x   , t
m

3
dt

m

3
v

t

0

y 


   

4. Найдѐм величину вектора скорости v  материальной точки:   

   2
y

2

x vvv  . 

Получим t
m

5
t

m

25
t

m

9
t

m

16
t

m

3
t

m

4
v 2

2

2

2

2

2

22


















 . 

При 1m   кг в момент времени 2t  c  величина вектора скорости v  материальной точки 

равняется 
с

м
102

1

5
v

2t



. 

Ответ: 
с

м
10v

2t



. 
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4.2.12. Брусок начинает скользить по наклонной плоскости, составляющей угол   с 

горизонтом. Коэффициент трения бруска по плоскости пропорционален времени: tk . 

Здесь k  – постоянная величина. Найдите время t , через которое брусок остановится. 

 

4.2.13. Материальная точка начинает двигаться под действием силы  tcosFF 0  . 

Вычислите время t  движения материальной точки до первой остановки. 

 

4.2.14. Материальная точка массы m начинает двигаться в момент t = 0 под действием силы 

 tcosFF 0  . Здесь 0F  и ω – постоянные величины. Сколько времени t  материальная 

точка будет двигаться до первой остановки? Найдите путь s, пройденный материальной 

точкой за это время. 

 

Решаем задачи по теме «Законы изменения и сохранения импульса» 

 

4.2.15. Величина импульса материальной точки равна с/мкг100  . Под действием 

постоянной силы направление вектора импульса изменяется на противоположное за две 

секунды. Вычислите величину силы. 

Решение: Составим схему ориентирования.  

 
Схема ориентирования задачи 4.2.15 

 

Общее ориентирование 

Что дано? Величина импульса материальной точки равна с/мкг100   . Под 

действием постоянной силы направление вектора импульса изменяется 

на противоположное за две секунды. 

Что надо найти? Вычислите величину силы. 

Какие умения из 

векторной 

алгебры 

необходимы для 

решения? 

1. Записать вектор в виде разложения его по базису декартовой 

системы координат. (СК.4.30, СК.4.32) 

2. Находить вектор, противоположный данному вектору. (СК.1.32) 

3. Находить разность векторов, заданных координатами. (СК.5.3) 

4. Находить модуль вектора, заданного координатами. (СК.4.24) 

Ориентирование на выполнение 

Какие 

обозначения 

необходимо 

ввести 

t  – время изменения импульса материальной точки 

1p  – начальный вектор импульса материальной точки 

1p  – величина начального вектора импульса материальной точки 

2p  – конечный вектор импульса материальной точки 

2p  – величина конечного вектора импульса материальной точки 

p – изменение вектора  импульса материальной точки 

p – величина изменения вектора  импульса материальной точки 

F – вектор силы, под действием которой изменился вектор импульса 

F – величина вектора силы, под действием которой изменился 

вектор импульса 

Действия, 1. Выписать из условия величину начального вектора импульса 
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которые нужно 

выполнить. 

материальной точки. 

2. Записать начальный вектор импульса материальной точки. 

3. Выписать из условия величину конечного вектора импульса 

материальной точки. 

4. Записать конечный вектор импульса материальной точки. 

5. Найти изменение вектора  импульса материальной точки. 

6. Найти величину изменения вектора  импульса материальной точки. 

7. Записать чему равно время t  изменения импульса материальной 

точки 

8. Найти величину вектора силы F , под действием которой изменился 

вектор импульса. 

Какие формулы 

нужны? 

1. Формула нахождения модуля вектора, заданного координатами.  

 

Выполним действия: 

 

1. Выпишем из условия величину начального вектора импульса материальной точки, 

получим 1p с/мкг100  . 

2. Запишем начальный вектор импульса материальной точки, получим i100p1  , где i –

орт оси OX , которой принадлежит начальный вектор импульса. 

3. Выпишем из условия величину конечного вектора импульса материальной точки, 2p

с/мкг100  . 

4. Запишем конечный вектор импульса материальной точки, как противоположного вектора 

вектору 1p , получим i100pp 12  . 

5. Найдѐм изменение вектора  импульса материальной точки: 12 ppp  . 

Получим i200i100i100p  . 

6. Найдѐм величину изменения вектора  импульса материальной точки. 

Получим 200p  с/мкг  . 

7. Запишем из условия чему равно время t  изменения импульса материальной точки: 

с2t  . 

8. Найдѐм величину вектора силы F , под действием которой изменился вектор импульса: 

t

p
F




 . Получим H100

2

200
F  . 

Ответ: H100F  . 

 

4.2.16. Величина импульса материальной точки равна с/мкг100  . Под действием 

постоянной силы за время 1,4 секунды вектор импульса повернулся на 
90 . Вычислите 

величину силы. 

 

4.2.17. Система состоит из двух тел. Известны зависимости от времени импульсов этих тел 

  k7jt3i3t2p 2

1   и jtit2p
2

 . Сохраняется ли импульс системы? 

Решение: Составим схему ориентирования.  
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Схема ориентирования задачи 4.2.17 

 

Общее ориентирование 

Что дано? Система состоит из двух тел. Известны зависимости от времени 

импульсов этих тел   k7jt3i3t2p 2

1   и jtit2p
2

 . 

Что надо найти? Сохраняется ли импульс системы? 

Какие умения из 

векторной алгебры 

необходимы для 

решения? 

1. Применять правило нахождения координат вектора, 

представленного в виде линейной комбинации ортов 

координатных осей некоторой системы координат (СК.4.33) 

2. Находить сумму векторов, которые заданы координатами. 

(СК.5.1) 

3. Применять свойство равных векторов (СК.4.11) 

Ориентирование на выполнение 

Какие обозначения 

необходимо ввести 
P  – импульс системы тел 

Действия, которые 

нужно выполнить. 

1. Выписать координаты импульса первого тела. 

2. Выписать координаты импульса второго тела. 

3. Найти импульс системы. 

4. Найти производную импульса системы. 

5. Сравнить полученный вектор с нулевым вектором. 

6. Сделать вывод. 

Какие формулы нужны?  

 

Выполним действия: 

 

1. Выпишем координаты импульса первого тела.  

Получим  7;t3;3t2p 2

1  . 

2. Выпишем координаты импульса второго тела.  

Получим  0;t;t2p2   

3. Найдѐм импульс системы:  ipP . 

 Получим      7;t3t;30;t;t27;t3;3t2P 22   

4. Найдѐм производную импульса системы. Получим  0;t61;0P   

5. Сравним полученный вектор с нулевым вектором  0;0;00  .  

Получим 0P 


. 

6. Вывод: данная система не сохраняет импульс. 

Ответ: система не сохраняет импульс. 

 

4.2.18. Система состоит из двух тел. Известны зависимости от времени импульсов этих тел 

  k7jt3i3t2p 2

1   и jtit2p
2

 . Сохраняются ли какие-либо проекции импульса 

системы на оси координат? 

 

4.2.19. Система состоит из двух тел. Известны зависимости от времени импульсов этих тел 

  k7jt3i3t2p 2

1
  и jtit2p

2
 . Найдите сумму внешних сил, приложенных к 

телам, и вычислите ее величину для t = 1/6 с. 
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4.2.20. Две материальные точки одинаковой массы движутся со скоростями 8 м/с и 6 м/с во 

взаимно перпендикулярных направлениях. Вычислите модуль скорости V центра масс 

системы этих точек. 

Решение: Составим схему ориентирования.  

 
Схема ориентирования задачи 4.2.20 

 

Общее ориентирование 

Что дано? Две материальные точки одинаковой массы движутся со 

скоростями 8 м/с и 6 м/с во взаимно перпендикулярных 

направлениях. 

Что надо найти? Вычислите модуль скорости V центра масс системы этих точек. 

Какие умения из 

векторной алгебры 

необходимы для 

решения? 

1. Применять правило нахождения координат вектора, 

представленного в виде линейной комбинации ортов 

координатных осей некоторой системы координат (СК.4.33) 

2. Находить сумму векторов, которые заданы координатами. 

(СК.5.1) 

3. Находить модуль вектора, заданного координатами. 

(СК.4.24) 

Ориентирование на выполнение 

Какие обозначения 

необходимо ввести 
1V  – скорость первой материальной точки 

2V  – скорость второй материальной точки 

1m  – масса первой материальной точки 

2m  – масса второй материальной точки 

V  – скорость центра масс системы  

Действия, которые 

нужно выполнить. 

1. Исходя из условия, записать координаты скорости первой 

материальной точки. 

2. Исходя из условия, записать координаты скорости второй 

материальной точки. 

3. Найти линейную комбинацию векторов скоростей 

материальных точек с коэффициентами равными массам этих 

точек. 

4. Найти массу системы материальных точек. 

5. Найти скорость центра масс системы. 

6. Найти величину скорости центра масс. 

Какие формулы нужны? 1. Формула нахождения модуля вектора, заданного 

координатами.  

 

Выполним действия: 

 

1. Исходя из условия, запишем координаты скорости первой материальной точки: i3V1  . 

2. Исходя из условия, запишем координаты скорости второй материальной точки: j4V2  . 

3. Найдѐм линейную комбинацию векторов скоростей материальных точек с 

коэффициентами равными массам этих точек: 2211 VmVm  . Т.к. по условию 

mmm 21  , получим jm4im3VmVm 2211   
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4. Найдѐм массу системы материальных точек: m2mmmm 21  . 

5. Найдѐм скорость центра масс системы: j2i5,1
m2

jm4im3

m

vm
V

i

ii 







 . 

6. Найдѐм величину скорости центра масс. Получим 5,225,625,1V 22   

Ответ: 5,2V 
с

м
. 

 

4.2.21. В лабораторной системе отсчета модули импульсов двух материальных точек равны 

1,5 кг·м/с и 2 кг·м/с. Направления импульсов составляют прямой угол. Вычислите модуль 

импульса P системы этих материальных точек в лабораторной системе отсчета. 

 

4.2.22. В лабораторной системе отсчета модули импульсов двух материальных точек 

одинаковы и равны 5 кг·м/с . Векторы импульсов сонаправлены и лежат на прямой, 

проходящей через обе материальные точки. Вычислите модуль импульса P  системы этих 

материальных точек в системе отсчета центра масс. 

 

4.2.23. В лабораторной системе отсчета модули импульсов двух материальных точек 

одинаковы и равны 2кг·м/с . Векторы импульсов противоположно направлены и лежат на 

прямой, проходящей через обе материальные точки. Вычислите модуль импульса P  

системы этих материальных точек в системе отсчета центра масс. 

 

Решаем задачи по теме «Законы изменения и сохранения механической энергии» 

 

4.2.24. Под действием постоянной силы величиной 5 Н тело совершает перемещение 

величиной 2 м. Вычислите работу этой силы, если угол между векторами силы и 

перемещения равен 
60 . 

4.2.25.  

Решение: Составим схему ориентирования.  

 
Схема ориентирования задачи 4.2.24 

 

Общее ориентирование 

Что дано? Под действием постоянной силы величиной 5 Н тело совершает 

перемещение величиной 2 м. 

Что надо найти? Вычислите работу этой силы, если угол между векторами силы 

и перемещения равен 
60 . 

Какие умения из векторной алгебры 

необходимы для решения? 

1. Находить скалярное произведение двух 

векторов. (0, 0) 

Ориентирование на выполнение 

Какие обозначения 

необходимо ввести 
s  – вектор перемещения  тела 

F – вектор силы, под действием которой перемещается тело 

 – угол между векторами силы и перемещения 

Действия, которые 

нужно выполнить. 

1. Записать, чему равны модули векторов силы и перемещения. 

2. Найти работу силы по перемещению тела, если угол между 

векторами силы и перемещения равен 
60 . 

Какие формулы нужны? 1. Формула нахождения скалярного произведения.  

Выполним действия: 
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1. Запишем, чему равны модули векторов силы и перемещения: Н5F  , м2s  . 

2. Найдѐм работу силы по перемещению тела, если угол между векторами силы и 

перемещения равен  = 60 : cossFsFA  .  

Получим Дж560cos25A  
 

Ответ: Дж5A  . 

 

4.2.26. Под действием постоянной силы величиной 2 Н тело совершает перемещение 

величиной 1 м. Вычислите работу этой силы, если угол между векторами силы и 

перемещения равен 120 . 

 

4.2.27. Под действием постоянной силы j4i3F   небольшое тело совершает перемещение 

из точки с радиус-вектором j7ir1   в точку с радиус-вектором j4i3r2  . Вычислите 

работу этой силы. 

 

4.2.28. Под действием постоянной силы i5F   небольшое тело совершает перемещение 

j4i3s  . Вычислите работу этой силы. 

 

4.2.29. Небольшое тело движется со скоростью jt3it2v 2  под действием силы 

jt4i3F  . Вычислите мощность этой силы для момента t = 1 с. 

 

Решаем задачи по теме «Законы изменения и сохранения момента импульса» 

 

4.2.30. К материальной точке, радиус-вектор которой относительно начала координат O 

равен j4i3r  , приложена сила j4i3F  . Вычислите момент M  и плечо l силы F

относительно точки O. 

 

Решение: Составим схему ориентирования.  

 
 

Схема ориентирования задачи 4.2.29 

 

Общее ориентирование 

Что дано? К материальной точке, радиус-вектор которой относительно 

начала координат O равен j4i3r  , приложена сила 

j4i3F  . 

Что надо найти? Вычислите момент M  и плечо l силы F относительно точки O. 

Какие умения из 

векторной алгебры 

необходимы для 

решения? 

1. Находить скалярное произведение двух векторов. 

2. Находить координаты вектора, который является векторным 

произведением двух векторов пространства. 

3. Находить модуль вектора, заданного координатами. 
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Ориентирование на выполнение 

Какие обозначения необходимо ввести  

Действия, которые 

нужно выполнить. 
1. Выписать координаты векторов r  и F . 

2. Найти момент силы F . 

3. Найти скалярное произведение векторов r  и F . 

4. Найти модули векторов r  и F . 

5. Найти плечо l силы F относительно точки O. 

Какие формулы нужны? 1. Формула нахождения скалярного произведения. 

2. Формула нахождения координат вектора, который является 

векторным произведением двух векторов пространства. 

 

Выполним действия: 

 

1. Выпишем координаты векторов j4i3r   и j4i3F  . 

Получим  0;4;3r  ,  0;4;3F  . 

2. Найдѐм момент силы F : FrM  .  

Получим k24

043

043

kji

M 



 . 

3. Найдѐм скалярное произведение векторов r  и F . Получим 7169Fr  . 

4. Найдѐм модули векторов r  и F . Получим 50169r  , 50169r  . 

5. Найдѐм плечо l силы F относительно точки O: 

2

Fr

Fr
1rl


















 . 

Получим  м8,4
5

24

25

24
5

625

576
5

625

49
15

55

7
15l

2













  

Ответ: k24M  , м8,4l  . 

 

4.2.31. К материальной точке, радиус-вектор которой относительно начала координат O 

равен j4i3r  , приложена сила j8i6F  . Вычислите момент M  и плечо l силы F

относительно точки O. 

 

4.2.32. К материальной точке, радиус-вектор которой относительно начала координат O 

равен j4i3r  , приложена сила j2i5,1F  . Вычислите момент M  и плечо l силы F

относительно точки O. 

 

4.2.33. К материальной точке, радиус-вектор которой относительно начала координат O 

равен j4i3r  , приложена сила j5,1i2F  . Вычислите момент M  и плечо l силы F

относительно точки O. 

4.2.34. К материальной точке, радиус-вектор которой относительно начала координат O 

равен j4i3r  , приложена сила i2F  . Вычислите момент M  и плечо l силы F

относительно точки O. 
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4.2.35. Радиус – вектор материальной точки относительно начала координат O равен 

j4i3r  . Импульс этой материальной точки равен j5,1i2p  . Вычислите момент 

импульса  материальной точки относительно точки O. 

Решение: Составим схему ориентирования.  

 
Схема ориентирования задачи 4.2.34 

 

Общее ориентирование 

Что дано? Радиус-вектор материальной точки j4i3r   

Импульс  материальной точки  j5,1i2p   

Что надо найти? Момент импульса  материальной точки относительно точки O, 

О – начало координат 

Какие умения из 

векторной алгебры 

необходимы для 

решения? 

1. Применять правило нахождения координат вектора, 

представленного в виде линейной комбинации ортов 

координатных осей декартовой системы координат. (СК.4.33) 

2. Находить координаты вектора, который является векторным 

произведением двух векторов пространства. (СК.7.11) 

Ориентирование на выполнение 

Какие обозначения необходимо ввести L  – момент импульса  материальной точки 

Действия, которые 

нужно выполнить. 
1. Выписать координаты векторов r  и p . 

2. Найти момент импульса L . 

Какие формулы нужны? 1. Формула нахождения координат вектора, который является 

векторным произведением двух векторов пространства. 

 

Выполним действия: 

 

1. Выпишем координаты вектора  0;4;3rj4i3r   и  

                                          вектора  0;5,1;2pj5,1i2p  . 

2. Найдѐм момент импульса prL  . 

Получим k5,3

05,12

043

kji

L 



 . 

Ответ: k5,3L  . 

 

4.2.36. Радиус – вектор материальной точки относительно начала координат O равен 

j4i3r  . Импульс этой материальной точки равен j3i4p  . Вычислите момент 

импульса L  материальной точки относительно точки O. 

4.2.37. Радиус – вектор материальной точки относительно начала координат O равен 

j3i4r  . Импульс этой материальной точки равен j8i6p  . Вычислите момент 

импульса L  материальной точки относительно точки O. 
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Решаем задачи по теме «Динамика твердого тела. Уравнение движения центра масс 

твердого тела» 

 

4.2.38. На гладкой горизонтальной поверхности стола покоится однородный стержень длины 

l  и массы m . В некоторый момент времени к стержню прикладывают горизонтальные силы 

1F  и 
2

F  как показано на рисунке. При условии, что модули этих сил равны, найдите для 

этого момента времени: 

1) угол  , который составляет со стержнем вектор ускорения центра масс; 

2) модуль вектора ускорения центра масс. 

 

Решение: Составим схему ориентирования.  

 
Схема ориентирования задачи 4.2.37 

 

Общее ориентирование 

Что дано? Длина стержня l . 

Масса стержня m . 

Вектор 1F  перпендикулярен вектору 2F . 

Модуль вектора 
1F  равен модулю вектора 

2F : 
1F = FF2  . 

Что надо найти? 1) угол, который составляет со стержнем вектор ускорения 

центра масс; 

2) модуль вектора ускорения центра масс. 

Какие умения из 

векторной алгебры 

необходимы для 

решения? 

1. Применять правило параллелограмма нахождения вектора 

суммы. (СК.2.7) 

2. Применять уравнение движения центра масс твѐрдого тела. 

(СК.11.3.36) 

3. Находить угол между векторами (10.7). 

4. Находить скалярное произведение, применяя свойства 

скалярного произведения. (СК.6.14, СК.6.15) 

5. Применять условие перпендикулярности векторов (СК.9.6, 

СК.9.7). 

6. Применять свойство скалярного квадрата вектора. (СК. 6.9, 

СК.6.10) 

Ориентирование на выполнение 

Какие обозначения 

необходимо ввести 
ca  – вектор ускорения центра масс 

  – угол, который составляет со стержнем вектор ускорения 

центра масс 

рF  – вектор равнодействующей сил, приложенных к телу. 

Действия, которые 

нужно выполнить. 

1. Записать выражение для вектора равнодействующей сил, 

приложенных к телу. 

2. Найти модуль вектора равнодействующей сил, приложенных 

к телу. 

3.Записать уравнение движения центра масс. 
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4. Записать выражение для вектора ускорения центра масс. 

5. Найти выражение для модуля вектора ускорения центра масс. 

6. Найти скалярное произведение вектора ускорения центра масс 

и вектора 
1

F . 

7. Найти косинус угла между вектором ускорения центра масс и 

вектором 
1

F . 

Какие формулы нужны? 1. Формула нахождения угла между векторами (СК.10.7) 

 

Выполним действия: 

 

1. Запишем выражение для вектора равнодействующей сил, приложенных к телу, исходя из 

условия задачи. 

 

21р FFF   

2. Найдѐм модуль вектора равнодействующей сил, приложенных к телу. 

Рассмотрим треугольник АВС, в котором угол АСВ равен 
90 . Применим теорему 

Пифагора: 
2

2

2

1

2

р

222

FFFCBACAB  . 

Т.к. 
1

F = FF2  , то получим 2FFF2FFF р

2222

р  . 

3.Запишем уравнение движения центра масс: pc Fam  . 

4. Запишем выражение для вектора ускорения центра масс:  21pc FF
m

1
F

m

1
a  . 

5. Найдѐм выражение для модуля вектора ускорения центра масс: 2F
m

1
F

m

1
a pc  . 

6. Найдѐм скалярное произведение вектора ускорения центра масс 
c

a  и вектора 1F . Получим  

   12111211c FFFF
m

1
FFF

m

1
Fa  . 

Т.к. вектор 
1F  перпендикулярен вектору 

2F , то 0FF 12  . И, используя свойство скалярное 

квадрата, получим 
22

1

2

111 FFFFF  . Тогда 2

1c F
m

1
Fa   

7. Найдѐм косинус угла между вектором ускорения центра масс 
c

a  и вектором 1F : 

45
2

1

F2F
m

1

F
m

1

Fa

Fa
cos

2

1c

1c 







 

. 

Ответ:1) 
45 ; 2) 2F

m

1
ac  . 

4.2.38. На гладкой горизонтальной поверхности стола покоится однородный стержень длины 

l  и массы m . В некоторый момент времени к стержню прикладывают горизонтальные силы 

1F  и 2F  как показано на рисунке. При условии, что 2FF 21  , найдите для этого момента 

времени: угол  , который составляет со стержнем вектор ускорения центра масс; модуль 

вектора ускорения центра масс. 

A 

B 

C 
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4.2.39. На гладкой горизонтальной поверхности стола покоится однородный стержень длины 

l  и массы m . В некоторый момент времени к стержню прикладывают горизонтальные силы 

1F  и 2F  как показано на рисунке. При условии, что 21 F2F  , найдите для этого момента 

времени: угол  , который составляет со стержнем вектор ускорения центра масс; модуль 

вектора ускорения центра масс. 

 
4.2.40. На гладкой горизонтальной поверхности стола покоится однородный стержень длины 

l  и массы m . В некоторый момент времени к стержню прикладывают горизонтальные силы 

1F  и 
2F  как показано на рисунке. При условии, что 21 F2F  , найдите для этого момента 

времени: угол  , который составляет со стержнем вектор ускорения центра масс; модуль 

вектора ускорения центра масс. 

 
4.2.41. На гладкой горизонтальной поверхности стола покоится однородный диск радиуса R  

и массы m . В некоторый момент времени к диску прикладывают горизонтальные силы 
1F  и 

2F  как показано на рисунке. При условии, что 21 FF  , найдите для этого момента 

времени: 

1) угол  , который составляет с вектором 1F  вектор ускорения центра масс диска; 

2) модуль вектора ускорения центра масс. 

 
4.2.42. На гладкой горизонтальной поверхности стола покоится однородный диск радиуса R  

и массы m . В некоторый момент времени к диску прикладывают горизонтальные силы 
1F  и 

2F  как показано на рисунке. При условии, что 2FF 21  , найдите для этого момента 

времени: 

1) угол  , который составляет с вектором 
1F  вектор ускорения центра масс диска; 

2) модуль вектора ускорения центра масс. 
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4.3. Решаем задачи по теме «Некоторые разделы физики» 
 

Решаем задачи по теме «Тяготение. Элементы теории поля» 

 

4.3.1. Определите, в какой точке (считая от Земли) на прямой, соединяющей центры Земли 

и Луны, напряжѐнность поля тяготения равна нулю. Расстояние между центрами Земли и 

Луны равно R, масса Земли в 81 раз больше массы Луны.  

Решение: Составим схему ориентирования.  

 
Схема ориентирования задачи 4.3.1 

 

Общее ориентирование 

Что дано? Расстояние между центрами Земли и Луны равно R  

Масса Земли в 81 раз больше массы Луны 

Что надо найти? В какой точке (считая от Земли) на прямой, соединяющей 

центры Земли и Луны, напряжѐнность поля тяготения равна 

нулю. 

Какие умения из 

векторной алгебры 

необходимы для 

решения? 

1. Применять свойство противоположного вектора. (СК.2.44) 

2. Применять определение противоположных векторов. (СК.1.32) 

Ориентирование на выполнение 

Какие обозначения 

необходимо ввести 
E  – напряжѐнность поля, создаваемая  Землѐй и Луной 

1
E  – напряжѐнность поля, создаваемая  Землѐй 

2
E  – напряжѐнность поля, создаваемая  Луной 

1
m  – масса Земли 

2
m  – масса Луны 

Действия, которые нужно 

выполнить. 

1. Применить принцип суперпозиций гравитационных полей в 

точке. 

2.  Найти зависимость между напряжѐнностями 

гравитационных полей, создаваемых Землѐй и Луной. 

3.Ввести переменную x , равную расстоянию от Земли до 

искомой точки. 

4. Выразить через x  величины напряжѐнностей 

гравитационных полей, создаваемых Землѐй и Луной. 

5. Составить и решить уравнение с учѐтом условия задачи. 

Какие формулы нужны?  

 

Выполним действия: 

 

1. Применим принцип суперпозиций гравитационных полей в искомой точке А: 21 EEE  . 
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2.  Найдѐм зависимость между напряжѐнностями гравитационных полей, создаваемых 

Землѐй и Луной. Т.к. по условию напряжѐнность поля тяготения в точке А равна нулю, т.е. 

0E  , то 212121 EEEE0EE  . 

3.Введѐм переменную x , равную расстоянию от Земли до искомой точки: xOA . 

4. Выразим через x  величины напряжѐнностей гравитационных полей, создаваемых Землѐй 

и Луной. Получим 
x

m
G

OA

m
GE 11

1   и 
xR

m
G

AO

m
GE 2

1

2
2


 . 

5. Т.к. 21 EE  , то 
   2

2

2

1

2

2

2

1

xR

m

x

m

xR

m
G

x

m
G





 . А с учѐтом того, что масса Земли в 81 

раз больше массы Луны:  
21

m81m  можем составить уравнение:  

   
 

 
 















































8

R9
x

R9,0x

x8R9

x10R9

xx9R9

xx9R9

xxR9

xxR9
xxR81

xR

1

x

81

xR

m

x

m81

2

1

22

222

2

2

2

 

2
x  – не удовлетворяет условию задачи, т.к. точка А находится между точками O  и 

1
O , т.е. 

RxROA  . Получим R9,0x  . 

Ответ: R9,0x  . 

 

4.3.2. Имеется тонкий однородный стержень массой m и длиной l. Для точки, находящейся 

на одной прямой со стержнем на расстоянии а от его ближайшего конца, определите: 1) 

потенциал гравитационного поля стержня; 2) напряжѐнность его гравитационного поля.  

 

4.3.3. Тонкий однородный диск радиусом R имеет массу m. Определите в точке А, 

расположенной на оси диска на расстоянии h от него: 1) потенциал гравитационного поля; 2) 

напряжѐнность гравитационного поля.  

 

4.3.4. Для тела массы m, находящегося в гравитационном поле Земли над еѐ поверхностью, 

выведите зависимость потенциальной энергии тела от расстояния до центра Земли. Считать 

известным радиус Земли R  и ускорение свободного падения g  на поверхности Земли.  

 

4.3.5. К потолку вагона, движущегося в горизонтальном направлении с ускорением 
2с/м81,9a  , подвешен на нити шарик массой m=200г. Определите для установившегося 

движения: 1) силу натяжения нити Т; 2) угол   отклонения нити от вертикали.  

 

4.3.6. Тело массой m=1кг, падая свободно в течение t=4c, попадает на Землю в точку с 

географической широтой 45 . Учитывая вращение Земли, определите и нарисуйте все 

силы, действующие на тело в момент его падения на Землю.  

 

4.3.7. Тело массой m=1кг, падая свободно в течение t=6c, попадает на Землю в точку с 

географической широтой 
30 . Учитывая вращение Земли, определите отклонение тела 

при его падении от вертикали.  
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Решаем задачи по теме «Электростатика и постоянный ток» 

 

4.3.8. В вершинах равностороннего треугольника находятся одинаковые отрицательные 

заряды 3-Q  нКл. Какой положительный заряд Q  необходимо поместить в центр 

треугольника, чтобы система находилась в равновесии. 

 
 

Решение: Составим схему ориентирования.  

 
Схема ориентирования задачи 4.3.8 

 

Общее ориентирование 

Что дано? В вершинах равностороннего треугольника находятся 

одинаковые отрицательные заряды 3-Q  нКл. 

Что надо найти? Какой положительный заряд Q  необходимо поместить в центр 

треугольника, чтобы система находилась в равновесии. 

Какие умения из 

векторной алгебры 

необходимы для 

решения? 

1. Применять свойство противоположного вектора. (СК.2.44) 

2. Применять определение противоположных векторов. 

(СК.1.32) 

3. Применять свойство скалярного квадрата.(СК.6.9) 

4. Уметь находить скалярное произведение векторов.(СК.6.1, 

СК.6.4) 

Ориентирование на выполнение 

Какие обозначения 

необходимо ввести 
C,B,A  – вершины правильного треугольника 

O  – центр правильного треугольника 

Q  – величина зарядов, находящихся в вершинах треугольника 

АВС 

Q  – величина заряда, помещѐнного в центр треугольника АВС 

1
F  – сила, с которой заряд в вершине А действует на заряд в 

вершине В 

2
F  – сила, с которой заряд в вершине С действует на заряд в 

вершине В 

3
F  – сила, с которой заряд в вершине О действует на заряд в 

вершине В 

а – длина стороны треугольника АВС 

 – угол между векторами 
1

F  и 
2

F  
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Действия, которые 

нужно выполнить. 
1. Записать закон Кулона для силы 

1
F . 

2. Записать закон Кулона для силы 
2

F . 

3. Записать закон Кулона для силы 
3

F . 

4. Записать условие равновесия для заряда, находящегося в 

точке В. 

5. Учитывая свойство скалярного квадрата и определение 

скалярного произведения найти из п.4 величину силы 
3

F . 

6. Исходя из п.3 и п.5. составить уравнение и решить его. 

7.Сделать вывод о равновесии всей системы зарядов. 

Какие формулы нужны? 
 

 

Выполним действия: 

 

1. Запишем закон Кулона для силы 1F . 

Получим в векторной форме: AB
AB

Q
kF

3

2

1 
, в скалярной форме: 

2

2

2

2

1
a

Q
k

AB

Q
kF  . 

2. Запишем закон Кулона для силы 2F . 

Получим в векторной форме: CB
CB

Q
kF

3

2

2 
, в скалярной форме: 

2

2

2

2

2
a

Q
k

CB

Q
kF  . 

3. Запишем закон Кулона для силы 
3F . 

Получим в векторной форме: OB
OB

QQ
kF

33


 , в скалярной форме: 
23

OB

QQ
kF


 . 

3

3a
OB  , как радиус описанной окружности около треугольника АВС, т.к. О – центр 

треугольника. Тогда 
2223

a

QQ3
k

3

3a

QQ
k

OB

QQ
kF

 




















 . 

4. Запишем условие равновесия для заряда, находящегося в точке В. Получим 

213321 FFF0FFF  . 

5. Учитывая свойство скалярного квадрата и определение скалярного произведения, найдѐм 

из п.4 величину силы 
3

F . Получим  

     
2

212

2

1

2

212

2

1

2

21

2

21

2

321213

FcosFF2F

FFF2FFFFFFFFFFF






 

Угол между векторами 
1

F  и 
2

F равен углу АВС, т.е.
60 . 

3
a

Q
kF

a

Q
k3

a

Q
k

a

Q
k

a

Q
k

a

Q
k60cos

a

Q
k

a

Q
k2

a

Q
kF

2

2

3

2

2

2

2

2

2
2

2

2
2

2

2
2

2

2

2

2

2

2
2

2

2
2

3























































 

 

6. Исходя из п.3 и п.5. составим уравнение и решим его. 
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3

Q
Q

a

QQ3
k3

a

Q
k

22

2




 

 . По условию 0Q  , т.е. 
3

Q
Q 

. 

Т.к. 3-Q  нКл, то нКл3
3

3
Q 




. 

7. Т.к. система находится в равновесии, то заряды, находящиеся в двух других вершинах 

треугольника, будут также в равновесии. На заряд  
Q , помещѐнный в центр треугольника, 

действуют три одинаковые силы, направленные под углом 
120 , как показано на рисунке, и 

равные по величине. Равнодействующая этих трѐх сил равна нулю, поэтому заряд 
Q  также 

будет находиться в равновесии. 

Ответ:  нКл3Q 
. 

 

4.3.9.  Два точечных заряда 
1

Q = 4 нКл и  
2

Q =  –  2 нКл находятся друг от друга на расстоянии 

60 см. определите напряжѐнность Е  поля в точке, лежащей посредине между зарядами. Чему 

равна напряжѐнность, если второй заряд положительный? 

 

4.3.10. На металлической сфере радиусом 15см находится заряд Q =2нКл. Определите 

напряжѐнность  Е  электростатического поля: 1) на расстоянии 1
r  = 10 см от центра сферы; 

2) на поверхности сферы; 3) на расстоянии 2
r  = 20 см от центра сферы. Постройте графики 

зависимости  rE . 

 

4.3.11. Определите величину напряжѐнности E  электростатического поля на продолжении 

оси электрического диполя в точке А (см. рисунок).   

 
4.3.12. Определите величину напряжѐнности E  электростатического поля в точке В на 

перпендикуляре, восстановленном к оси электрического диполя из его середины (см. 

рисунок).   

 

4.3.13. Расстояние l  между двумя точечными зарядами нКл2Q1   и нКл3Q2  , 

расположенными в вакууме, равно 20 см. Определите напряжѐнность E  в точке А, 

удалѐнной от первого заряда на расстояние см15r1   и от второго заряда на см10r2  .  
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Решаем задачи по теме «Магнетизм» 

 

4.3.14. Прямоугольная рамка со сторонами 5a  см и 6b  см, состоящая из 20 витков, 

помещена во внешнее однородное магнитное поле с индукцией 0,2 Тл. Нормаль к рамке n  

составляет с направлением магнитного поля B  угол 
6


  . Определите вращающий 

момент сил, действующих на рамку, если по ней течѐт ток 2А. 

 

 

Решение: Составим схему ориентирования.  

 
Схема ориентирования задачи 4.3.14 

 

Общее ориентирование 

Что дано? Прямоугольная рамка со сторонами см5a   и см6b  , 

состоящая из 20 витков. 

Однородное магнитное поле с индукцией 0,2 Тл, в которое 

помещена рамка. 

6


   – угол, который  составляет нормаль к рамке n  с 

направлением магнитного поля B . 

Ток, который течѐт по рамке 2А. 

Что надо найти? Вращающий момент сил, действующих на рамку. 

Какие умения из 

векторной алгебры 

необходимы для 

решения? 

1. Применять определение векторного произведения векторов. 

(СК.7.3, СК.7.4) 

2. Применять определение произведения вектора на число. 

(СК.2.21) 

3. Применять понятие единичного вектора (СК.1.39) 

Ориентирование на выполнение 

Какие обозначения 

необходимо ввести 
M  – механический момент, действующий на рамку с током, 

помещѐнную  в однородное магнитное поле 

mp  – магнитный момент рамки с током 

N  – число витков в рамке 

I  – сила тока, который течѐт по рамке 

S  – площадь рамки 

Действия, которые 

нужно выполнить. 

1. Записать, чему равен механический момент, действующий на 

рамку с током, помещѐнную  в однородное магнитное поле. 

2. Найти модуль записанного механического момента рамки. 

3. Найти модуль  механического момента рамки с N  витками. 

4. Записать, чему равен магнитный момент рамки с током. 

5. Найти модуль магнитный момент рамки с током. 

Учитывая условие задачи и п.3 найти вращающий момент сил, 

действующих на рамку. 

Какие формулы нужны?  
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Выполним действия: 

 

1. Запишем, чему равен механический момент, действующий на рамку с током, помещѐнную  

в однородное магнитное поле: BpM
m
 . 

2. Найдѐм модуль данного механического момента рамки: sinBpM m  . 

3. Найдѐм модуль  механического момента рамки с N  витками: sinBpNM m  . 

4. Запишем, чему равен магнитный момент рамки с током: nSIpm  . 

5. Найдѐм модуль магнитного момента, учитывая, что n  – единичный вектор, а baS  .  

Получим IabSInSInSIpm  . 

6. Тогда вращающий момент сил, действующих на рамку равен sinBNIabM  . Тогда 

мН012,0
6

sin2,006,005,0220M 


. 

Ответ:  мН012,0M  .  

 

4.3.15. В однородное магнитное поле с индукцией 0,1 Тл  помещена квадратная рамка 

площадью 25см
2
. Нормаль к плоскости рамки составляет с направлением магнитного поля 

угол 45
○
. Определите вращающий момент, действующий на рамку, если по ней течѐт ток 1А. 

 

4.3.16.  В однородном магнитном поле с индукцией 0,5 Тл  находится прямоугольная рамка 

длиной 8см и шириной 5см, содержащая 100 витков тонкой проволоки. Ток в рамке 1А, а 

плоскость рамки параллельна линиям магнитной индукции.  

Определите: 1) величину магнитного момента рамки;  

                       2) величину вращающего момента, действующего на рамку. 

 

4.3.17. Используя закон Био-Савара-Лапласа, определите модуль магнитной индукции 

поля, создаваемого бесконечно длинным прямым проводником с током I, в точке А, 

находящейся от оси проводника на расстоянии R. 

Решение: Составим схему ориентирования.  

 
Схема ориентирования задачи 4.3.17 

 

Общее ориентирование 

Что дано? Бесконечно длинный прямой проводник с током I 

R – расстояние от точки А до оси проводника 

Что надо найти? Модуль магнитной индукции поля. 

Какие умения из 

векторной алгебры 

необходимы для 

решения? 

1. Применять определение векторного произведения векторов. 

(СК.7.3, СК.7.4) 

2. Применять определение произведения вектора на число. 

(СК.2.21) 

3. Применять понятие единичного вектора (СК.1.39) 

Ориентирование на выполнение 

Какие обозначения 

необходимо ввести 
Bd  – магнитная индукция поля, которую  создает элемент dl  в 

некоторой точке 

  – магнитная проницаемость среды   
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м/Гн104 7

0

   – магнитная постоянная 

ld - вектор, по модулю равный длине dl  элемента проводника и 

совпадающий по направлению с током 

 r  – радиус-вектор, проведѐнный из элемента dl  в 

рассматриваемую точку поля 

  – угол между векторами ld  и r  

Действия, которые 

нужно выполнить. 

1. Записать закон Био-Савара-Лапласа. 

2. Найти модуль магнитной индукции поля, которую  создает 

элемент dl  в некоторой точке А. 

3. Выразить r , ld  через  . 

4. Представить Bd  как функцию  . 

5. Учитывая, что дан бесконечно длинный прямой проводник, 

найти модуль магнитной индукции поля. 

Какие формулы нужны?  

 

Выполним действия: 

 

1. Запишем закон Био-Савара-Лапласа. Получим 
3

0

r

rldI

4
Bd







. 

2. Найдѐм модуль магнитной индукции поля, которую  создает элемент dl  в некоторой точке 

А .  Получим  
2

0

3

0

3

0

3

0

r

sinldI

4r

sinrldI

4r

rldI

4r

rldI

4
Bd

















 









 . 

3. Выразим r , ld  через  . Пусть dСAF  . 

- Рассмотрим треугольник ABF , в котором 
90ABF  . Получим 

 sin

R
r

sin

AB
AF  . 

- Рассмотрим треугольник CDF , в котором 
90CDF   вследствие 

малости ld . Получим 
 sin

CD
ld

sin

CD
CF  . 

 

- Рассмотрим сектор ACD , окружности с центром в точке А и с радиусом rAD  , т.к. ld  

мало. Тогда drCDCD 


. 

- Следовательно, получим 












2sin

dR

sin

d
sin

R

sin

dr
ld 






 . 

4. Представим Bd  как функцию  .  

Получим 





















dsin

R4

I
d

R

sin

4

I

sin

R

sin
sin

dR
I

4
Bd 00

2

2

0 












  

5. Учитывая, что дан бесконечно длинный прямой проводник, т.е.  0 , найдѐм модуль 

магнитной индукции поля.  
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Получим    
R2

I
11

R4

I
cos

R4

I
dsin

R4

I
dsin

R4

I
BdB 00

0

0

0

0

0

0






















 

   

Ответ:  
R2

I
B 0




 .  

 

4.3.18. Используя закон Био-Савара-Лапласа, определите в вакууме модуль магнитной 

индукции поля в центре кругового проводника радиусом 10см, если  сила тока I, в 

проводнике равна 5А. 

 
4.3.19. По четырем длинным прямым параллельным проводникам, проходящим через 

вершины квадрата, со стороной 30 см, перпендикулярно его плоскости, проходят 

одинаковые токи по 10 А, причем по трем проводникам проходят токи в одном направлении, 

а по четвертому — в противоположном. Определите модуль вектора магнитной индукции 

поля в центре квадрата. 

 

Решение: Составим схему ориентирования.  

 
 

Схема ориентирования задачи 4.3.19 

 

Общее ориентирование 

Что дано? Сторона квадрата, через вершины которого проходят 

проводники 30 см. 

Токи, проходящие через проводники 10А. 

Направления движения токов по проводникам: по трем 

проводникам проходят токи в одном направлении, а по 

четвертому — в противоположном. 

Что надо найти? Индукцию магнитного поля в центре квадрата. 

Какие умения из 

векторной алгебры 

необходимы для 

решения? 

1. Применять свойство противоположных векторов.  (СК.2.44). 

2. Определять равные вектора. (СК.1.30) 

Ориентирование на выполнение 

Какие обозначения 

необходимо ввести 
B  – вектор магнитной индукции результирующего поля, 

создаваемого несколькими токами 

321 B,B,B  –вектора магнитной индукции токов, идущих по трѐм 

проводникам в одном направлении 

4B  – вектор магнитной индукции тока, идущего по четвѐртому  

проводнику в  противоположном направлении 

a  – длина стороны квадрата 

м/Гн104 7

0

   – магнитная постоянная  I  – сила тока 

Действия, которые 

нужно выполнить. 

1. Найти вектор магнитной индукции результирующего поля, 

создаваемого несколькими токами. 

2. Найти сумму векторов магнитной индукции, направленных 

противоположно. 

3. Найти сумму равных векторов. 

4. Найти радиус линий магнитной индукции. 
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5. Найти вектор магнитной индукции и еѐ модуль. 

Какие формулы нужны?  

 

Выполним действия: 

 

1. Представим на рисунке направление векторов магнитных индукций полей, которые 

созданы токами. Модули этих векторов равны, т.к. A10IIIII 4321   и 

rrrrr 4321  , следовательно 
r2

I
BBBB 4321



 . 

 
Найдѐм вектор магнитной индукции результирующего поля, создаваемого несколькими 

токами, используя принцип суперпозиции магнитного поля. Получим 4321 BBBBB  .  

2. Найдѐм сумму векторов магнитной индукции, направленных противоположно: 

0BBBB 3131  . 

3. Найдѐм сумму равных векторов: 24242 B2BBBB  . 

4. Найдѐм радиус линий магнитной индукции. Он равен половине диагонали квадрата: 

2

2a
r  . 

5. Найдѐм вектор магнитной индукции и еѐ модуль. Получим 

 224321 B2B20BBBBB
a

2I

r

I

r2

I
2BB2B 2











   . 

Тл109,1
3,0

210104
B 5

7













. 

Ответ: Тл109,1B 5 . 

 

4.3.20. По двум бесконечно длинным прямым параллельным проводникам, находящимся в 

вакууме на расстоянии 30см, текут одинаковые токи одного направления. Определите 

модуль вектора магнитной индукции поля, создаваемого токами в точке, лежащей на прямой, 

соединяющей проводники и лежащей на расстоянии 20см правее правого провода (см. 

рисунок). Сила тока в проводниках 20А. 
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4.3.21. По двум бесконечно длинным прямым параллельным проводникам в вакууме, 

расстояние между которыми 15см, текут токи 70А и 50А в одном направлении. Определите 

модуль вектора магнитной индукции в точке, удалѐнной на 10см от первого и 20см от 

второго проводников. 

 

4.3.22. В однородном горизонтальном магнитном поле подвешен на двух тонких гибких 

проволочках горизонтальный проводник, перпендикулярный полю. Ток через проводник 

начинают постепенно увеличивать и при токе I = 20 А проводник приходит в движение. 

Найдите величину вектора индукции магнитного поля B, если длина проводника  L = 20 см, а 

его масса m = 20 г. На рисунке укажите направления тока и вектора индукции магнитного 

поля. 

Решение: Составим схему ориентирования.  

 
 

Схема ориентирования задачи 4.3.22 

 

Общее ориентирование 

Что дано? Сила тока I = 20А  

Длина проводника l = 20см 

Масса проводника m = 20г 

Что надо найти? Найдите величину вектора индукции магнитного поля B . 

Какие умения из 

векторной алгебры 

необходимы для 

решения? 

1. Находить сумму векторов. (СК.2.4, СК.2.5 СК.2.7, СК.5.1) 

2. Находить модуль векторного произведения векторов. 

(СК.7.4, СК.7.9) 

Ориентирование на выполнение 

Какие обозначения 

необходимо ввести 
l  – вектор, модуль которого равен длине проводника, 

направленный вдоль проводника 

T – сила натяжения проволоки 

F – сила Ампера        – угол между векторами l  и B  

Действия, которые 

нужно выполнить. 

1.Выбрать направление тока. 

2.Представить на рисунке силы, действующие на проводник. 

3. Записать условие равновесия проводника. 

4. Найти величину силы Ампера. 

5. Записать условие, при котором проводник начнѐт двигаться. 

6. Найти величину вектора индукции магнитного поля. 

Какие формулы нужны? 
1. Формула нахождения модуля векторного произведения. 

(СК.7.4, СК.7.9) 

 

Выполним действия: 

 

1.Выбрем такое направление тока, что сила Ампера F , действующая на проводник, 

направлена вертикально вверх, т.к. только в этом случае при достаточной величине тока 

нити ослабнут и проводник придѐт в движение. 
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2.Представим на рисунке силы, действующие на проводник. 

 
3. Запишем условие равновесия проводника. 

gmT2F0gmTTF   

4. Найдѐм величину силу Ампера: sinBlIF  , где   – угол между векторами l  и B . 

По условию 90 , следовательно, получим BlI90sinBlIF    

5. Условие, при котором проводник начнѐт двигаться – 0T  . 

6. Найдѐм величину вектора индукции магнитного поля. Получим  

lI

gm
BgmBlIgmFgmFgmT2F


 . 

Учитывая данные: кг02,0m  , м2,0l  ,  А20I   и 
2с

м
8,9g  , получим  

 Тл049,0
2,020

8,902,0
B 




  

Ответ: Тл049,0B  . 

 

4.3.23. Проводящий стержень длиной 4l  см согнули посередине под прямым углом и 

внесли в однородное магнитное поле индукции Тл1,0B  . Линии магнитной индукции 

параллельны плоскости, в которой лежит изогнутый стержень, и составляют угол 60 с 

одной из его половинок (см. рисунок). Определите величину F силы, действующей на 

стержень со стороны магнитного поля при пропускании по стержню тока I 5 А. 

 
4.3.24. С какой силой действует магнитное поле с индукцией 10 мТл на проводник, в котором 

сила тока 50 А, если длина активной части проводника 0,1м? Линии индукции поля и ток 

взаимно перпендикулярны. 

 

4.3.25. Какова индукция магнитного поля, в которой на проводник с длиной активной части 

5см действует сила 50 мН? Сила тока в проводнике 25 А. проводник расположен 

перпендикулярно индукции магнитного поля. 
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4. Ответы 
 
Часть 2.1. 
3.1.1.   Г;  3.1.2.  В;  3.1.3.  Б;  3.1.4.  А;  3.1.5.  Б;  3.1.6. 

 

1 2 3 4 
Б В Г А 

3.1.7. 
 

1 2 3 4 
В Г А Б 

3.1.8. 
 

1 2 3 4 
Б Д Г В 

3.1.9. 
 

1 2 3 4 
Б Г А В 

3.1.10. 
 

1 2 3 4 
Б Г А Д 

3.1.11.  Б; 3.1.12. А; 3.1.13. В; 3.1.14. А; 3.1.15. Б 3.1.21.  75;0AB  ,  44;0AC   

3.1.22. 33 ; 3.1.23. 
25

1
cos  , 0cos  , 

25

7
cos  ; 3.1.24.  2;0;5  ; 3.1.25. OZ  

Часть 3.2. 
3.2.1.   Б;  3.2.2.  А;  3.2.3.  А;  3.2.4.  А;  3.2.5.  Б;  3.2.6. 

 

1 2 3 4 
В Б Г А 

3.2.7. 
 

1 2 3 4 
Б Д Г А 

3.2.8. 
 

1 2 3 4 
А Г В Д 

3.2.9. 
 

1 2 3 4 
Б Г Д А 

3.2.10. 
 

1 2 3 4 
Б Г В А 

3.2.11.  Г; 3.2.12. А; 3.2.13. Г; 3.2.14. Б; 3.2.15. А 3.2.21. 62 ;   2.2.22.  0;1;3   

3.2.23. 








5

4
;0;

5

3 , 3.2.24.
6

2
cos  , 

6

2
cos  , 

3

22
cos  ;  3.2.25. 










13

12
;

13

5
;0  

Часть 3.3. 
 
23.3.1.   Б;  3.3.2.  Г;  3.3.3.  Б;  3.3.4.  В;  3.3.5.  Г;  3.3.6. 

 

1 2 3 4 
Д Б Г А 

3.3.7. 
 

1 2 3 4 
Г В А Б 

3.3.8. 
 

1 2 3 4 
А Г Б В 

3.3.9. 
 

1 2 3 4 
В А Б В 

3.3.10. 
 

1 2 3 4 
В А Б В 

3.3.11.  Б; 3.3.12. Г; 3.3.13. Г; 3.3.14. В; 3.3.15. А 3.3.21.  0;2;1 ;  3.3.22.  0;1;2 ,  6,1;1;2,1  

3.3.23.  72 ,  3.3.24.  0;14;14   

Часть 3.4. 
3.4.1.   Б;  3.4.2.  В;  3.4.3.  Б;  3.4.4.  А;  3.4.5.  Г;  3.4.6. 

 

1 2 3 4 
А Д Г Б 

3.4.7. 
 

1 2 3 4 
В Б Д А 

3.4.8. 
 

1 2 3 4 
Б Д В Г 

3.4.9. 
 

1 2 3 4 
А Б В Д 

3.4.10. 
 

1 2 3 4 
Д Г В Б 

3.4.11.  Г; 3.4.12. А; 3.4.13. В; 3.4.14. Б; 3.4.15. Б 3.4.21. -6;  3.4.22.  20;40;20  ; 

3.4.23.  а) 42; б) -35; в) 21 , 3.4.24. а) 63; б) 327 ;  
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Часть 3.5. 
3.5.1.   Б;  3.5.2.  Б;  3.5.3.  Г;  3.5.4.  Г;  3.5.5.  А;  3.5.6. 

 

1 2 3 4 
Б Г А В 

3.5.7. 
 

1 2 3 4 
Б А Г В 

3.5.8. 
 

1 2 3 4 
Б Г А Д 

3.5.9. 
 

1 2 3 4 
Д А Б В 

3.5.10. 
 

1 2 3 4 
Д Г Б А 

3.5.11.  В; 3.5.12. Б; 3.5.13. Б; 3.5.14. Г 3.5.15. Г 3.5.21. есть; 3.5.22. есть; 3.5.23. лежат;  

3.5.24. 5,0 ; 3.5.25. 3,1      
 
Часть 3.6. 
3.6.1.   Б;  3.6.2.  А;  3.6.3.  Б;  3.6.4.  Г;  3.6.5.  В;  3.6.6. 

 

1 2 3 4 
Б А В Г 

3.6.7. 
 

1 2 3 4 
В Д Б А 

3.6.8. 
 

1 2 3 4 
А Г Д В 

3.6.9. 
 

1 2 3 4 
Д В Б А 

3.6.10. 
 

1 2 3 4 
Г В А Б 

3.6.11.  Б; 3.6.12. А; 3.6.13. Г; 3.6.14. Б; 3.6.15. В 3.6.21. 138 ;   3.6.22. 90  

3.6.23. 156; 3.6.24. 1) 
2

41
; 2) 3;  3) 2;   3.6.25. 1) 

3

14
; 2) 

3

14
 

Часть 3.7. 
3.7.1.   А;  3.7.2.  В  3.7.3.  Г;  3.7.4.  Б;  3.7.5.  Б;  3.7.6. 

 

1 2 3 4 
Б А В Д 

3.7.7. 
 

1 2 3 4 
Б А Г В 

3.7.8. 
 

1 2 3 4 
Д Б В А 

3.7.9. 
 

1 2 3 4 
В А Б Г 

3.7.10. 
 

1 2 3 4 
Д А Б В 

3.7.11.  Б; 3.7.12. В 3.7.13. Г; 3.7.14. В; 3.7.15. Б 3.7.21. 
с

м5 ;  2.7.22. система не сохраняет импульс; 

3.7.23.  м6,9l;k48M   , 3.7.24. Дж24 ; 3.7.25. Тл45,2  
 
Часть 3.8. 
3.8.1.   Г;  3.8.2.  Б;  3.8.3.  Б;  3.8.4.  А;  3.8.5.  А;  3.8.6. 

 

1 2 3 4 
Б А В Г 

3.8.7. 
 

1 2 3 4 
Б А Г В 

3.8.8. 
 

1 2 3 4 
Б А Д В 

3.8.9. 
 

1 2 3 4 
Б Г Д А 

3.8.10. 
 

1 2 3 4 

В А Б Д 

3.8.11.  Г; 3.8.12. Б; 3.8.13. Г; 3.8.14. В; 3.8.15. Б 3.8.16.  7;5;0АВ  ,  4;4;0АC  ;  3.8.17. 62  

3.8.18.  72 , 3.8.19. 1) 
2

41
; 2) 3;  3) 2; 3.8.20. система не сохраняет импульс 
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Часть 4.1. 
 

4.1.6. 
с

м12 ; 4.1.3. 
с

м5 ; 4.1.4.
с

м6v  ,  
с

м6v  ; 4.1.6. 18t24t16v 2  ;  

4.1.14. 
2

t
sinR2v


 ; 4.1.8. rkv  ; 4.1.9. 6,0arccos ; 4.1.14. 

с
м25v  , м

3

1
83r  ; 

4.1.16. с1t  ; 4.1.17. 2с
м2a  ; 4.1.18. 2Ra  ; 4.1.20. 2с

м0a  ; 

4.1.21. 
  25,66t2

12t4
a

2



 ; 4.1.23. 2n

с
м6,0a  ; 4.1.24. 2

2
n

с
м3a  ; 

4.1.25. 1) с0t  ; 2) 21 с
м4a  , 22 с

м2a  ; 4.1.26. 1) 2с
м6a  ;2) м85s  ;3) 2с

м1,17a  ; 

4.1.27. 1) м24s  ; 2) 
с

м38v  ; 3) 2с
м42a   

4.1.28. 1) 2n
с

м27,0a  ; 2) 2с
м8,0a  ; 3) 2с

м84,0a   

4.1.30. 1) 
с

м53 ; 2) 2с
м26 ; 4.1.31. 1)   2x

A

B
xxy  ; 2)     jBt1AtiAttr  ;  

3)     jBt21AiAtv  ; 4)   jAB2ta   

4.1.33. 2 ; 3.1.34. 
2

t
sinR4


  ; 4.1.35. 102 ;4.1.37.  12

1t




2с/рад  

4.1.38. 1) 2с
м6,0Ra   ; 2) 2

22
n

с
м30Rta   ;3) 2

42

с
м30t1Ra    

4.1.39. 2с
м2a   

 
Часть 4.2. 

4.2.2. 1) Н9,5 ; 2) Н9,3 ; 4.2.3. 1) g
mm

mm
a

21

21 



 ; 2) g

mm

mm2
T

21

21 


 ; 3) g
mm

mm4
F

21

21 


 ; 

4.2.4. 1) H26,2T  ; 2) 2

1 см5,1a  ; 2

2 см75,0a  ; 4.2.5.  2см29,2a  ; 

4.2.6.  1)  2см7,0a  ; 2)  H4,1TT 21  ; 4.2.7 . 222 yxmF   ; 4.2.8.    tcos1
m

F
tr

2



  ; 

4.2.9. Н48F  ; 4.2.10. Н8,0F  ; 4.2.12. tg
k

2
t 

; 4.2.13. с1t  ; 4.2.14. 



t ; 

2m

F2
s




 ;  

4.2.16. H100F  ; 4.2.18. Да на ось OZ ; 4.2.19.   j1t6F  ; 4.2.21. с/мкг5,2P  ;  

4.2.22. с/мкг10P  ; 4.2.23. с/мкг0P  ; 4.2.25. Дж1A  ; 4.2.26. Дж0A ; 4.2.27.

Дж15A  ; 4.2.28. Вт18N  ; 4.2.30. k48M  , м8,4l  ; 4.2.31. 0M  , м0l  ;  

4.2.32 . k5,3M  , м4,1l  ; 4.2.33. k8M  , м4l  ; 4.2.35. k7L  ; 4.2.36. k14L  ;  

4.2.38. 1)
0 ;  2) 

m

F
ac 

; 4.2.39. 1) 90 ; 2) 
m

F
ac  ; 4.2.40. 1) 45 ; 2) 

m

F3
ac


 ; 

 4.2.41. 1) 45 ; 2) 
m

F2
ac


 ; 4.2.42. 1) 45 ; 2) 

m

F
ac  . 
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Часть 4.3. 

4.3.2. 1 )   
a

al
ln

l

m
G


 ;  2 )  

 
i

aal

m
GE 


 ;  4 . 3 . 3 .  1 )    hRh

R

m2
G 22

2
 ;   

2 )  i
Rh

h
1

R

m2
GE

222















 ; 4.3.4.  

R

mgR
RП

2

 ; 4.3.5. 1) H77,2agmT 22  ; 2)

45
g

a
arctg  ; 4.3.6. 1)  

 

2) H83,9
R

mM
GF

2

З

 ; 3) Hм6,23
T

cosmR4
F

2

З

2

ц 


; 4) Hм04,4
T

costgm4
FК 


; 

4.3.7.  см45,4
T3

cosg2
s

3




;  

4.3.9. 1)   м/кВ6,0QQ
l

1
E 2121 


; 2)   м/кВ2,0QQ

l

1
E 2122 


; 

4.3.10. 1) м/В0E1  ; 2) м/В800
R4

Q
E

22 


; 3) м/В450
r4

Q
E

2

2

3 


; 

 

4.3.11. 
3А

r

lQ2

4

1
E 


; 4.3.12. 

3B
r

lQ

4

1
E 


; 

3B
r

p

4

1
E 


; 4.3.13.

м/кВ3
r

Q
cos

rr

QQ2

r

Q

4

1
E

4

2

2

2

2

2

2

1

21

4

1

2

1  
 

; 

 

4.3.18. мН75,1M  ; 4.3.16. 1) 2

m мA4,0p  ; 2) мН2,0M  ; 4.3.18. мкТл4,31
R2

I
B 0 

  

4.3.20. мкТл28
r

1

rR

1

2

I
B 0 
















; 4.3.21.   мкТл178drr

rr

II2

r

I

r

I

2
B 22

2

2

12

2

2

1

21

2

2

2

2

2

1

2

10 


  

4.3.23. мН7,3sincoslIB
2

1
F   ; 4.3.24. Н05,0sinlIBF   ; 4.3.25. Тл04,0

sinlI

F
B 
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