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ГАРАНТИРОВАННОЕ ОЦЕНИВАНИЕ НЕИЗВЕСТНОГО ПАРАМЕТРА, 

ЛИНЕЙНО ВХОДЯЩЕГО В СНОС СТОХАСТИЧЕСКОГО 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ ИТО С ПЕРИОДИЧЕСКИМИ 

КОЭФФИЦИЕНТАМИ 
 
© 2019.   Б.В. Бондарев, Н.Ю. Мельничук 

 
 
В работе построен доверительный интервал для оценки неизвестного параметра в сносе 

стохастического дифференциального уравнения Ито в случае периодических коэффициентов. В работе 
используется техника мартингальных экспоненциальных неравенств, плотность вероятностных мер. В 
качестве оценки неизвестного параметра рассматривается оценка максимального правдоподобия. 
Построен интервал накрытия неизвестного параметра с гарантированной вероятностью накрытия.  

Ключевые слова: оценка; неизвестный параметр; экспоненциальные неравенства; периодические 
коэффициенты; индикатор.  

 
 
Введение. Вопросом оценки неизвестных параметров в сносе стохастического 

дифференциального уравнения посвящено значительное число исследований. Случай 
оцениваемого неизвестного параметра в сносе дифференциала, возмущённого 
винеровским процессом, подробно исследован в монографии Ибрагимова И.А. и 
Хасьминского Р.З. [1]. Случай диффузионных уравнений исследован в книгах 
Липцера Р.Ш. и Ширяева А.Н. [2], Линькова Ю.Н. [3]. В работе [4] рассмотрена задача 
оценки неизвестного параметра в периодическом коэффициенте сноса в условиях 
«слабого сигнала», то есть, когда при коэффициенте сноса стоит малый параметр. 
Оценке неизвестного параметра в системах со слабым сигналом и, в частности, при 
внутреннем и внешнем диффузионном зашумлении, посвящены работы Б.В. Бондарева 
и Ю.О. Курилиной [5, 6]. В данной работе рассматривается случай, когда неизвестный 
параметр линейно входит в снос стохастического дифференциального уравнения Ито с 
периодическими коэффициентами. Результаты для частного случая рассматриваемой 
задачи представлены в [7]. Данная статья является более общим и сложным случаем. 

Постановка задачи. Рассматривается стохастическое дифференциальное уравнение 

0 0 00 1( ) ( ( )) ( ( )) ( ),d t a t dt t dW t                                             (1) 

где 0  – неизвестный параметр, 0 ,   – некоторое ограниченное параметрическое 
множество, 1( )W t  – винеровский процесс. Коэффициенты )(xa , )(x  описываются 
неравенством 

.0
22

)(
)(
)( 2

2

2

2
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
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
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 x
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e
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xa                                             (2) 

Коэффициенты )(xa , )(x , как и в [8], – ограниченные, 1-периодические функции, 
имеющие производные первого порядка, удовлетворяющие условию Гёльдера.  
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Плотность мер для (1) выписывается через соотношение 
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  

  . 

В качестве оценки неизвестного параметра возьмем выражение, которое является 
согласно [9] оценкой максимального правдоподобия: 
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Построим доверительный интервал для неизвестного параметра 

      0 0 0T T TP T R P T R T R                      

     0 0T TP T R P T R         
.  (3) 

Оценим первое слагаемое из правой части (3) следующим образом (второе 
слагаемое оценивается аналогичным образом): 
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Возьмем 0z   и перепишем равенство (4) в виде 
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Выше воспользовались неравенством Чебышева, при этом математическое 
ожидание от экспоненциального мартингала равно 1. 
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Минимизируя правую часть в (5) по )0(,  zz , при Rz * , получим оценку 
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Таким образом, при некотором Rz *  и некотором малом 0  построен 
доверительный интервал для 0  
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Заметим, что при значении параметра 00  ,  0 t  сводится к опорному процессу 
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 Оценим малые уклонения. Перейдем во втором слагаемом (6) к индикатору 
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Применяем в (7) неравенство Гёльдера, коэффициенты для показателей степеней 
которого подбираем следующим образом: 

2 2
0 0 1
2 2

q 
  , 

откуда .
2

2
0

2
0


 

q  

Используя соотношение 111


qp
, нетрудно убедиться в том, что 

2
21

2
0 


p

. 

Оценим 0  сверху, как L0 , при этом неравенство только усилится. 
Далее рассмотрим функцию распределения 
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Возьмем T , тогда 
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Далее воспользуемся идеями, аналогичными представленным в работе [10]. Тогда 
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 является решением уравнения с 

частными производными параболического типа: 
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Введем функцию 
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Непосредственной проверкой убеждаемся в том, что функция ),( xtV  является 
решением вспомогательной задачи. 

В нашем случае выполнено неравенство (2), тогда по теоремам сравнения из [12] 
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Нетрудно заметить, что  .exp),( 2
1 txtV  . Таким образом, справедлива оценка: 
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Тогда используя (9), неравенство (7) может быть использовано в виде: 
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Неравенство (10) получено путем подбора 2 , где 

2
21

2
2

2
1

2

2
2

2






L

L


 . 

Пусть 


 2
1

)( TTR , 10   , тогда с точностью до TT
TR 1)(

  получим 

экспоненциально быстро убывающую оценку 
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Таким образом, выбирая в (11) 
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, 

можем утверждать, что при небольших T  и заданной надежности 1 , можно 
получить оценку с точностью T/1 . 

Выводы. В проведении гарантированного оценивания неизвестного параметра 
получили экспоненциально быстрое убывание справа, что говорит о достаточно 
высоком качестве построенной оценки для неизвестного параметра, линейно входящего 
в снос стохастического дифференциального уравнения Ито с периодическими 
коэффициентами. 
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THE GUARANTEED ESTIMATION OF THE UNKNOWN LINEAR INPUT PARAMETER  
IN THE DRIFT OF THE ITO`S STOCHASTIC DIFFERENTIAL EQUATION  

WITH THE PERIODIC COEFFICIENTS 
 
B.V. Bondarev, N.Y. Melnichuk 
 

In the work in the case of periodic coefficients the confidence interval for the unknown parameter 
estimate in the drift coefficient of the stochastic differential equation is constructed. The technique of martingal 
exponential inequalities and closeness of probabilistic measures are used. As an estimate of the unknown 
parameter, the maximum likelihood estimate is considered. The interval of the unknown parameter covering with 
the guaranteed probability of the covering is constructed. 
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УДК 517.95 
 
ПРИНЦИП МАКСИМУМА ДЛЯ РЕШЕНИЙ ОДНОЙ ЗАДАЧИ КОШИ 

 
© 2019.   А. Д. Манов 

 
 
В данной статье доказывается принцип максимума для решений задачи Коши нелокального 

уравнения теплопроводности. Данный принцип максимума является обобщением принципа максимума 
для решений задачи Коши обычного уравнения теплопроводности. Метод доказательства связан с 
теорией положительно определённых функций и в частности с проблемой Шёнберга. 

Ключевые слова: принцип максимума, дробный оператор Лапласа, положительно определённые 
функции, проблема Шёнберга.  

 
 
Введение. Формулировка результата. Пусть , nx yR . Тогда 

  1 1, : n nx y x y x y   ,  2 : : ,x x x x   и  n
bC R  – множество ограниченных и 

непрерывных на nR  функций.   
Рассмотрим следующую задачу Коши для уравнения теплопроводности:  

 
   

2

0

, 0, ;

,0 , .

n

n

u a u t x
t

u x u x x

     
  

R

R
  (1) 

Хорошо известно, что если, например,  0
n

bu C R , то следующая функция 

является решением задачи (1):  

      0, , ,
n

u x t x y t u y dy  
R

  (2) 

где 

  
 

 

 

2
22 2, 41 1, = .

2 2

x
ta i x ta

n n
n

x t e e d e
t

  
 


  

R

  

Если дополнительно наложить на решения задачи (1) условия непрерывности и 
ограниченности, то других решений нет (см., например, [1, Теорема 6.7], [2]). Для 
решений вида (2) справедлива следующая теорема (см. [1, Лемма 6.3], [2]). 

Теорема A. (Принцип максимума). Пусть функция  ,u x t  имеет вид (2). Тогда 
справедливы неравенства:  

      0 0, , > 0, .supinf n
n nx x
u x u x t u x t x

 

  
R R

R   

Кроме того, если для некоторых > 0t  и nxR  одно из неравенств обращается в 
равенство, то функция constu  . 
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В последнее время особый интерес представляют уравнения с производными 
дробного порядка (см. [3, 4]). В частности, представляет интерес задача Коши для 
нелокального уравнения теплопроводности  

 
 

   0

0, > 0, ;

,0 , ,

s n

n

u u t x
t

u x u x x

     
  

R

R
  (3) 

где дробный оператор Лапласа при 0 < < 1s  на пространстве Шварца ( )nS R  
определяется следующим равенством:  

                  2 ,F , , : F .ss i xn

n
u u u S u u u x e dx          

  
R

R   

Известно (см., например, [3]), что если  0
n

bu C R , то решением задачи (3) 

является следующая функция:  

      0, , ,s
n

u x t x y t u y dy  
R

  (4) 

где 

  
 

 2 ,1, , 0 < < 1.
2

st i x
s n

n
x t e e d s  


  

R

  

В работе [3] (см. Лемма 3.2) рассмотрен один из вариантов принципа максимума 
для решений задачи (3). В данной работе мы докажем следующую теорему, 
являющуюся обобщением теоремы А.  

Теорема 1. Пусть функция  ,u x t  имеет вид (4). Тогда справедливы неравенства: 

      0 0, , > 0.supinf
n nx x
u x u x t u x t

 

 
R R

  

Кроме того, если для некоторых > 0t  и nxR  одно из неравенств обращается в 
равенство, то функция u const .  

Как будет видно из доказательства, теорема 1 справедлива для решений задач 
Коши более общего вида, где дробный оператор Лапласа можно заменить 
псевдодифференциальным оператором с символом специального вида. Отметим также, 
что метод доказательства теоремы 1 связан с теорией положительно определённых 
функций, в частности, с проблемой Шёнберга. Прежде чем сформулировать проблему 
Шёнберга фиксируем некоторые обозначения. 

Пусть E  – нетривиальное вещественное линейное пространство. Функция 
:f E C  называется положительно определённой на E  (  f E ), если при любом 

mN , для любых точек 1, , mx x  из E  и для любой системы комплексных чисел 

1 2, , , mc c c  выполняется неравенство  

  
, 1

0.
m

k j k j
k j

c c f x x


    
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Линейное пространство E  и функцию : E  R  с условиями   0x  , 

   tx t x  , x E , tR , и   0x   наE , мы обозначим  ,E  . Символом 

 ,E   обозначим класс всех непрерывных функций  : 0,f   R  таких, что 

функция  f E  . 

Обозначим символом n
pl  пару  ,n R , nN , с функцией   : ,px x   0 < ,p    

где =1: n pp
kp kx x  при 0 < <p   и 

1
: max k

k n
x x  

  для  1,..., n
nx x x R . 

Бесконечномерные пространства pl  определяются аналогично. 
Проблема Шёнберга формулируется следующим образом: для заданной пары 

 ,E   требуется определить все такие R , для которых функция   tf t e
  

принадлежит классу  ,E  .  
Хорошо известно, что  

     exp , 0 ,t E E         , 

где  

       , : sup 0 : exp , .E t E        (5) 

Величину (5) для данного  ,E   будем называть константой Шёнберга. 

Для пространств n
pl  константы Шёнберга известны:  

  
2, если 1, 0 ;

, если 2, 0 2;
1, если 2, 2 ;
0, если 3, 2 .

n
p

n p
p n p

l
n p
n p



   
        
    

  (6) 

При 0 < 2p   этот результат был известен Шёнбергу, а в остальных случаях 
независимо и разными методами был доказан в 1991 Колдобским [5] и Заставным [6– 8] 
( 2 < ,p    2n  ). Случай p    исследовали в 1989 Misiewiсz [9] ( 3n  ) и Курицын 
[10] ( = 2n ). 

Вспомогательные факты и утверждения. Доказательство теоремы 1. Отметим 
следующие свойства функций из  E . Пусть  , if f E . Тогда: 

1)        0 , ,f x f f x f x x E   ; 

2)           2 2 0 0 , ,Rf x y f x f f f y x y Ee     ; 

3)  1 1 2 2 1 2, , Re ,f f f f f f E   , где 0i  ; 

4) если для всех x E  существует конечный предел    :lim n
n

f x g x


 , то  g E ; 

5)                  2 2 22 20 0 0f f x y f x f y f f x f f y     , ,x y E . 
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Свойства 1)–5) хорошо известны (см., например, [11–14]). 
В 1932 году Бохнер и независимо Хинчин (для 1n  ) доказали следующий 

критерий положительной определённости в nR : Функция ( ) ( )n nf C R R  тогда и 
только тогда, когда существует конечная неотрицательная борелевская мера   на 

nR  такая, что  

        ,
1 1 2 2, , где , ... .

n

i u x n
n nf x e d u x u x u x u x u x     

R

R   

Доказательство этой теоремы можно найти, например, в [12, 14]. Как прямое 
следствие, мы получаем следующий критерий положительной определённости в 
терминах неотрицательности преобразования Фурье: Если ( ) ( )n nf C L R R , то 

 ˆ( ) 0,n nf f u u   R R , где  

      ,ˆ : ,
n

i u x nf u e f x dx u 
R

R  

и в этом случае  ˆ nf L R . 

В [15] была доказана следующая теорема. 
Теорема 2. Если константа Шёнберга  , > 0n R , то  nC  R . Если 

дополнительно   > 0x  для всех nxR , 0x  , то при любом  0 < ,n   R  

преобразование Фурье функции     : expf x x
    положительно в nR , т.е. 

 ˆ > 0f u , nuR .  
Отметим, что для случая евклидовой нормы этот результат был известен ранее 

(см., например, Куттнер [16, Лемма 2], Линник Ю. В. [17] при 1n   и Голубов Б. И. [18, 
Лемма 2] при 2n  ). 

Доказательство теоремы 1. 
Пусть  0

n
bu C R . Тогда выполняются неравенства:  

      0 0 0 .inf inf
n nx x
u x u y u x

 
 

R R
  (7) 

Из (6) вытекает, что  ,s x t  при 0 < < 1s  является преобразованием Фурье 

положительно определённой функции, и значит, неотрицательна на nR . Домножая 
неравенство (7) на  ,s x y t   и интегрируя по всему nR  получим неравенство: 

          0 0, , , , > 0,supinf
n nx x

s t u x u x t s t u x t 
 

 
R R

 

где    , : ,
n

ss t x t dx  
R

. Так как  

    2 ,, ,
s

n

t i x
se x t e dx   

R
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то константа  , 1s t  . Основное утверждение теоремы доказано. 

Предположим теперь, что для некоторых 0 > 0t  и 0
nx R  выполняется равенство 

   0 0 0, sup
nx

u x t u x



R

 . Отсюда вытекает, что  

      0 0 0 0, = 0.sup s
nn x
u x u y x y t dy



 
    

 


RR

  

Так как под интегралом стоит неотрицательная непрерывная функция, то  

      0 0 0 0, 0, .sup n
s

nx
u x u y x y t y



 
      

 R
R   

В силу теоремы 2 выполняется неравенство  0 0, > 0s x y t  , nyR , и значит,  

  0 0= ( ),sup
nx

u y u x
R

 для всех nyR   

Отсюда и из (4) вытекает, что    0, sup
nx

u x t u x



R

 .  

Заключение. В заключении отметим, что если в задаче (3) заменить дробный 
оператор Лапласа псевдодифференциальным оператором с символом     таким, что 

 0 < ,n   R , то основное утверждение теоремы 1 остаётся верным. 
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УДК  531. 38; 531.39 
 
О ДВИЖЕНИИ ТВЕРДОГО ТЕЛА, ИМЕЮЩЕГО НЕПОДВИЖНУЮ ТОЧКУ,  
В РЕШЕНИЯХ УРАВНЕНИЙ ДИНАМИКИ С ТРЕМЯ ИНВАРИАНТНЫМИ 

СООТНОШЕНИЯМИ 
 

© 2019.   Т.В. Белоконь 
 
 
В статье рассмотрены решения уравнений динамики твердого тела, которые характеризуются тремя 

инвариантными соотношениями линейного и дробно- линейного типа. Анализ движения тела основан на 
применении углов Эйлера, теоремы Пуансо, уравнениях П.В. Харламова и формулы Г.В. Горра. 

Ключевые слова: инвариантные соотношения, углы Эйлера, теорема Пуансо, уравнение Харламова. 
 
 
Введение. В динамике твердого тела имеющего неподвижную точку большое 

внимание уделяется геометрическому истолкованию движения тела. Начало 
геометрическим исследованиям положил Л. Пуансо [1], исследуя решения Л. Эйлера 
[2]. Геометрические методы исследования в механике подробно описаны во многих 
монографиях (см., например, [3, 4]). Теорему Л. Пуансо использовали многие ученые 
(обзор приведен в [4]). На развитие метода Пуансо большое внимание оказали уравнения 
П.В. Харламова [5], что отражено в монографии [6]. В статье [7] П.В. Харламов, при 
обсуждении перспектив развития задач динамики, большое внимание обращал на 
необходимость дальнейших исследований в области кинематического истолкования 
движения тела. Обзор результатов по изучению движений тела в различных силовых 
полях представлены в полном объёме в работах [8–10]. 

Развитие геометрических методов в динамике твердого тела происходит и в 
настоящее время. Г.В. Горр в статье [11] указал модифицированный метод Л. Пуансо и 
предложил кинематическую формулу, которая позволяет установить алгебраическую 
связь между углом прецессии тела и полярным углом, входящим в уравнения 
П.В. Харламова. В статьях [12–14] показана эффективность модифицированного 
подхода в истолковании движения твёрдого тела, имеющего неподвижную точку и 
целесообразность комплексного подхода в геометрических задачах динамики [15]. 
Данный метод может быть использован и в задаче о движении твердого тела в 
потенциальном поле сил [16, 17]. 

В динамике твёрдого тела построено большое количество решений [6–9], которые 
получают кинематическое истолкование движения тела или гиростата. Однако, в 
некоторых решениях аналогичные исследования не проводилось. Данная статья 
посвящена геометрическому изучению решений, которые характеризуются линейными 
и дробно-линейными инвариантными соотношениями (ИС), указанным в [18–21]. 
Определены углы Эйлера, уравнения подвижного и неподвижного годографов вектора 
угловой скорости. 

1. Динамические модели движения твердого тела, имеющего неподвижную 
точку. Рассмотрим первую задачу – задачу о движении тяжелого твёрдого тела, 
имеющего неподвижную точку. Уравнения движения запишем в виде 
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( ) ( ), ,A A s e                                                      (1) 

где введены обозначения: 1 2 3( , , )     – вектор угловой скорости; 1 2 3( , , )     – 
единичный вектор, указывающий направление силы тяжести; ( ), ( , 1,3)ijA A i j   – 
тензор инерции, построенный в неподвижной точке ;O s  – произведения веса тела и 

расстояния от неподвижной точки О до центра тяжести C ; 1 2 3( , , ) .e e e e OC OC   

Точка над переменными обозначает относительную производную по времени t. 
Уравнения (1) имеют первые интегралы  

2 ( ) 2 , 1, ,A s e E A k                                                    (2) 

где E,k – произвольные постоянные. 
Вторая задача – задача о движении тяжелого гиростата, имеющего неподвижную 

точку. Если гиростатический момент 1 2 3( , , )     постоянен, то уравнение движения 
тяжелого гиростата  таковы 

( ) ( ), ,A A s e                                                     (3) 

Они имеют первые интегралы 

2 ( ) 2 , 1, ( ) .A s e E A k                                            (4) 

Д. Гриоли обобщил уравнения (3), (4) при рассмотрении задачи о движении твердого 
тела под действием потенциальных и гироскопических сил [22] (третья задача). 

1 2 3 1 2 3( , , ) ( , , ) ,L UA A          
 

 
     

 
                                  (5) 

,                                                                      (6) 

Запишем первые интегралы уравнений (5), (6) 

1 2 3 1 2 32 ( , , ) 2 , ( , , ) , 1.A U E A L k                                      (7) 

В уравнении (5) через 1 2 3 1 2 3( , , ) ( , , ),L U     
 

 
 

 обозначены  градиенты функций 

1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , )L L U U       . Если в уравнениях (5) и  интегралах (7) эти функции 
имеют вид 

1 2 3 1 2 3
1 1( , , ) ( ), ( , , ) ( ) ( ),
2 2

L B U s e C                                (8) 

где 
1 2 3( , , )     – постоянный вектор, то из (5)–(7) получим уравнения четвёртой 

модели [8, 10, 23, 24] 
( ) ( ),A A B C s e                                                     (9) 

,                                                                 (10)  
2 ( ) 2 ,A s e C E                                                       (11)  

1( ) ( ) , 1,
2

A B k                                                   (12) 

Отметим, что матрица ( ), ( , 1,3)ijC C i j   характеризует потенциальные силы, а матрица 

( ), ( , 1,3)ijB B i j  характеризует гироскопические силы, под действием которых 
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происходит движение гиростата. Уравнения (9), (10) с первыми интегралами (11), (12) 
допускают две механические интерпретационные модели. В первой модели заряженное 
и намагниченное тело-носитель движется в силовом поле, которое является суперпози-
цией центрального ньютоновского магнитного и кулоновского полей [8, 23, 24]. 

Вторая механическая модель может быть описана движением твердого тела в 
идеальной несжимаемой жидкости, так как существует линейное невырожденное 
преобразование переменных уравнений (9), (10), которое приводит к уравнениям 
движения второй модели [23–25]. 

2. Кинематические соотношения в истолковании движения гиростата, 
имеющего неподвижную точку. Пусть в результате интегрирования уравнений, 
указанных выше задачах, найдены решения:  

1 1 2 2 3 3( ) ( ) ( ) ( ) ,П t t i t i t i                                                   (13)  
1 1 2 2 3 3( ) ( ) ( ) ( ) ,П t t i t i t i                                                     (14) 

где 
1 2 3, ,i i i  – единичные векторы подвижной системы координат Oxyz . Индекс у 

переменных ( ), ( )П Пt t   указывает на то, что эти векторы записаны в подвижной 
системе координат. В неподвижной системе координат O  введем единичные 
векторы Эഥଵ, Эഥଶ, Эഥଷ			направленные по осям , ,O O O  

. Обозначим через , ,    – углы 
Эйлера, которые определяют положение подвижной системы координат относительно 
неподвижной так, чтобы 3 3( , )i э   . Тогда компоненты векторов (13), (14) таковы  

1 2 3sin sin , sin cos , cos ,                                            (15) 

1 sin sin cos        ,  2 sin cos sin        ,  3 cos                  (16) 

При известных функциях (13), (14) углы Эйлера находятся из соотношений (15), 
(16) [4, 13–15] 

3( ) arccos( ( ) )Пt t i   ,   1

2

( )( ) arctg ,
( )

П

П

t it
t i







                            
(17) 

0

3 3
2

3

( ( ) ) ( ( ) )( )
( ( ) )

t
П П

Пt

i i dt
i

    
 
  


 .                                    (18) 

Как правило, интерпретация движения тела основана на теореме Пуансо [1], 
согласно которой движение тела представимо качением без скольжения подвижного 
аксоида вектора ( )П t  по неподвижному аксоиду вектора ( )Н t  

1 2 3( ) ( ) ( ) ( )Н t t э t э t э        ,                                    (19) 

где [5]  
( ) ( ) ( )П Пt t t    ,  ( ) ( ) cos ( )t t t    , 

( ) ( )sin ( )t t t    ,  2 2 2( ( ) ( ) ( ))Пt t t     ,                         (20) 

0

2

( ( ) ( ( ) ( ))( )
( )

t
П П П

t

t d


      
 

 
 


.                                    (21) 

Уравнение для ( )t  из (21) получил П.В. Харламов [5], а все соотношения (20), 
(21) называются уравнениями Харламова.  

В статье [11] Г.В. Горр указал кинематическую формулу  
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3

3

( ( ) ( )) ( ( ) )tg( ( ) ( )) ( ( ), ( ))
( ( ) ( ))

П П П
П П

П П

t t t it t F t t
i t t

     
 
  

  
 

,                  (22) 

которая позволяет вместо (21) использовать более простую формулу из (22) 
( ) ( ) arctg ( ( ), ( ))П Пt t F t t     ,                                         (23) 

так как в равенство не входит в отличие от (21) производная ( )П t . 
Отметим, что соотношения (15)–(23) применяются в комплексном подходе 

истолкования движения тела, имеющего неподвижную точку [11–14, 17]. 
Замечание. В статье [11] предложен модифицированный метод Пуансо, который 

состоит в том, что вместо вектора ( )П t  вводится вектор ( ) ( ) ( )П Пb t b t t , где ( )b t  – 
некоторая функция времени. Можно показать [11], что движение тела представимо, 
качением без скольжения аксоида с направляющей ( )Пb t  по неподвижному аксоиду с 
направляющей ( ).Нb t  Данный подход позволяет в ряде случаев получить более 
наглядное представление о свойствах движения тела, имеющего неподвижную точку 
(см. [12, 14]). Например, показать, что движение тела в решении В.А. Стеклова 
направляющие линии, указанные выше, являются эллипсами [12]. 

3. Три линейных инвариантных соотношения. Введем вектор x A  –

кинетический момент. Тогда вектор   можно записать в виде 

ax  ,                                                                 (24) 

где ( )ija a  – гирационный тензор. Полагая 1 2 3( , , ),x x x x  зададим три инвариантных 
соотношения (ИС)  
 

1 0 1 1 2 2 3 3x b b b b      , 

  2 0 1 1 2 2 3 3x с с с с      , (25) 

3 0 1 1 2 2 3 3x d d d d      , 
 

где ( 0,3), ( 0,3), ( 0,3)i i ib i c i d i    – постоянные параметры. 
В динамике твердого тела с постоянным гиростатическим моментом три ИС 

изучали  С.А. Чаплыгин [26], П.В. Харламов [25], Х.М. Яхья [27], С.В. Скрыпник [18], 
Г.В. Горр, С.В. Скрыпник [19], Г.В. Горр, Е.К. Узбек [20, 21]. 

Условия существования ИС (25) исследовались и в задаче о движении гиростата 
под действием потенциальных и гироскопических сил с учетом переменности 
гиростатического момента (см. обзор [28]). Основным методом исследования ИС (25) 
являлся метод инвариантных соотношений [29], особенности которого изучены в [30] 
Без ограничения общности положим, что подвижная система является главной, т.е. 

0 ( )ija i j  . 
Обозначая 

11 1 22 2 33 3, ,a a a a a a    для i  имеем ИС 

1 1 0 1 1 2 2 3 3( )a b b b b       , 

2 2 0 1 1 2 2 3 3( )a c c c c       ,                                            (26) 

3 3 0 1 1 2 2 3 3( )a d d d d       . 

В [25] показано, что случай (26) для уравнений (1) имеет место только для 
равномерных вращений тела. 
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Если рассматривать условия существования трех ИС для уравнений Д. Гриоли (5), 
(6), то в рамках решения обратной задачи для (5)–(7) можно использовать результат 
[30]. То есть при выполнении условия  

1 2 3div 0x b c d                                                        (27)  

уравнения (5),(6) имеют решение, которое характеризуется соотношениями (26). 
4. Специальный класс трех ИС. Для рассмотрения ИС (25) запишем уравнения 

(9), (10) и интегралы (11), (12) в переменных ,x   
( ) ( ),x x ax a B C s e                                                 (28)  

  ax   ,                                                            (29) 
12 ( ) 2 , ( ) ( ) , 1
2

x ax s e C E x B k                     .          (30) 

Одной из основных трудностей в задаче о трех ИС (26) является интегрирование 
уравнения Пуассона (29) на данных ИС. В скалярной форме из (29) получим  

 1 3 2 2 3,        2 1 3 3 1    ,   3 2 1 1 2     ,                        (31) 

где ( 1,3)i i   определены равенствами (26). В общем случае задача интегрирования 
уравнений (31) в силу геометрического интеграла 2 2 2

1 2 3 1      сводится к 
интегрированию неавтономной системы второго порядка. Рассмотрим сначала вариант 
[22]. Запишем условия существования решения [22] для уравнений (28), (29) 

0 1 0 2 0 3, ,b c d        ,  2 2 1 2 12 3 3 1 1 13( ) , ( ) ,b a a a B b a a a B      
1 1 2 1

1 1 2 1 12 2 3
2 1

( ) , ,a b a bc a a a B c d
a a

    ,  1
11 2 3 1 3 1 2

2 3

( ),bB а а а а а а
a a

  
 

1 1
22 1 3 2 3 1 2 33 1 2 2 3 1 3

2 3 2 3

( ), ( ),b bB а а а а а а B а а а а а а
a a a a

                           (32)  

1 1 2 2 3 3( )i i i is а b а c а d      ,   1 2 3( ) ( ),ij i j i j i jC а b b а c c а d d i j      
2 2 2

1 2 3( ).ii i i iC а b а c а d     
Поскольку в силу (26), (32), вектор угловой скорости имеет векторное представление  

  1 1m a b n       , (33) 

где   

  2 1 1 3 1 2 1 1 2 2 3 3( , , ), ( , , )n a c a b a b m a a a      , (34) 

то уравнения Пуассона (31) в случае (33) можно записать так  

  ( ) ( )m n n           . (35) 

В статьях [20,21] доказано, что в случае 0m n   2 1 1 2 3 2 3 2 3( 0)a c a b a b    
уравнение (3) допускает первый интеграл 

  

2

0
( )m n m c

m



  




, (36) 

где 
0c  – произвольная постоянная.  
Для интегрирования (35) положим 

0 0, ,m m n n n n n t   , где   – независи-
мая переменная. Тогда, обозначая производную по   штрихом, из уравнения (36) получим  
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0 0 ( )m n n         ,                                            (37) 

где был использован геометрический интеграл 1   , поскольку интегрирование 
ведется на сфере Пуассона. 

Пусть  

  0 0 0 0( )u n v m w n m     .                                          (38) 

Уравнение (37) допускает ИС и первый интеграл: 

  
2 2 2 2

0
1( ) 1, wu m v w c

v


    ,                                         (39)  

где с – произвольная постоянная, введенная вместо 0с  (см. равенство (36)). Для 
интегрирования уравнения полагаем [20] 

   

2 2
2 0

0 0 2

1cos ,
1
c mu R R

c
  

 


.                                         (40) 

С помощью равенства (38)–(40) уравнение (37) интегрируется в элементарных 
функциях от  , так как для переменной   имеет место уравнение  

   0 1 sin      ,  (41) 

где 0
0 1 02 ,

1
m c R

c
    


. 

Полагая 0 1 0   , из (41) найдем зависимость ( )   

2 2
0 10 0

02 2
0 1 0 0

( ) 2arctg( ),
2

tg
tg

     
    


 

 
.                              (42) 

Переменные ,v w  определим из равенств (39) 

0 0
2 22 2

0 0

1( ) sin ( ), ( ) sin ( ).
1 11 1

R cRcv w
c cm c m c

         
  

             (43) 

В равенствах (43) переменная ( )    удовлетворяет уравнению (42). 
При использовании уравнений (17)–(23) следует учитывать в какой подвижной 

системе координат построено исследуемое решение. Так как оно получено в главной 
системе координат ( 0, )ija i j  , то в силу структуры решения (33), (38), в которое 
входят векторы 0 0 0 0 0 0, , ( 0)n m n m n m    целесообразно соотношения (15)–(18) 
вводить на основании тройки ортогональных векторов , ,n m n m . Выберем новый 
базис * * *

1 2 3, ,i i i  следующим образом  

    * * *
1 2 3

0

1, ( ),m ni i n m i
m q n

                                             (44) 

где 0q n m . Тогда вводя обозначения  

0 1 1 0, ,mp a b r
n

                                                      (45) 

из равенств (33),(38) получим 
* * *

0 1 0 2 3( ) ( ) ( )Ï r v i r w i u i                                           (46)    
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* * *
0 0 1 0 0 2 0 3( ( ( ) ( )) ( ( ) ( )) ( )П m r p v nw i r nv p w i p u i                           (47) 

В этом случае целесообразен переход от базиса 1 2 3, ,i i i  к базису * * *
1 2 3, , .i i i   

Подставим выражения (46), (47) в формулу (18) 
0

0 2
( ( )) ,

1 ( ( ))
mr vd p

d u
 

  
 


                                                   (48)  

где учтено, что независимой переменной является  . С учетом уравнения (41) из (48) 
найдем функцию ( )  :  

0

2
0 0

2
0 1

(1 ( )) ( )( )
(1 ( ))( sin )
p u mr v d

u





   
   

 


  .                                      (49) 

Здесь     

                 

2 2
0 0

0 1 02 2
1,

1 1
r c c rR

c c
   

    
 

                                        (50) 

Для изучения функции ( )   используем формулы (22), (46), (47) 

                            

0
2

0

( ) ( )( ) ( ) arctg ,
( ) (1 ( ))
mr u v

mr w n u
 

   
 

 
 

                 (51) 

где  

0 0 1 0 1( ) cos , ( ) sin , ( ) sin ,u R v h h w q q                                 (52) 

0 0
0 1 0 12 22 2

0 0

1, , ,
1 11 1

R cRch h q q
c cr c r c

    
  

.                       (53) 

При применении уравнений (20), которые определяют совместно с уравнением 
(51) неподвижный годограф, подставим выражения (46), (47) в функции 2,    из (20) 

0 0( ) ( ),p mr v                                                     (54) 

0
2 2 2 2 2 2 2 2

0( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ).m n m n r w n u m r v                              (55) 

Углы Эйлера (17) найдем с помощью векторного равенства (46) 
( )( ) arccos ( ), ( ) arctg .
( )

vu
w
    


                                      (56) 

Таким образом, если исследование движения тела основано на использовании 
углов Эйлера, то необходимо рассматривать соотношения (49),(56), в которых 

( ), ( ), ( )u v w    задаются формулами (40), (56). При этом необходимо учитывать  
зависимость ( )   из равенства (42). 

В случае, когда движение тела исследуется с помощью метода Пуансо, следует 
обращаться к соотношениям (51), (54), (55). Методика использования этой теоремы 
описана в [9, 10]. 

5. Случай двух линейных ИС и одного дробно-линейного ИС. Рассмотрим 
задачу [18, 19]. Зададим два линейных ИС 

1 0 1 1 2 2 3 3 2 0 1 1 2 2 3 3,x b b b b x c c c c              .                     (57) 
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В [18, 19] показано, что имеют место два варианта условий существования. 
Рассмотрим один из этих вариантов. Запишем для уравнений (9), (10) условия 
существования 

1 1
0 0 1 2 1 2 2

2

3 3 1 3 3 1
12 13 23

3 3

0, 0, 0, ,

( ) ( )0, , ,

a bb c c b c
a

b a a c a aB B B
a a

       

 
  

 

1 1
11 2 3 1 2 1 3 22 1 3 1 2 2 3

2 3 2 3

1 2 3 31
33 1 2 1 3 2 3 12

2 3 3

1 1 3 1 1 3
13 1 3 23 2 3

3 3

( ), ( ),

( ), ,

( ), ( ),

b bB a a a a a a B a a a a a a
a a a a

a a b cbB a a a a a a C
a a a

a b b a b cC a a C a a
a a

     

    

     
                

(58) 

2 2 21
11 33 1 1 3 3 3 1 2 3

3

2 2 21 1 2
22 33 1 2 3 3 3 2 3 3

3 2 1

1 1 3 3 2 2 3 3 3 1 3 1

[ ( ) ( )] ,

[ ( ) ( ) ],

, , .

aC C b a a b a a a c
a

a a aC C b a a c a a a b
a a a

e a b e a c e a b  

     

     

   

 При  выполнении условий (58) система уравнений (9), (10) преобразуется так [18] 

3 3 2 3 1 1 3 2 1 1 3 3 3 1 3 1 2 3 2( )[ ( )],a x a c a b a b a a b a c                              (59)  
1 3 3 2 3 1 1 2 2 3 3( ),a x a b a c        

2 3 3 1 3 1 1 1 1 3 3( ),a x a b a b                                                (60) 

3 3 2 3 1 1 3 2( ).a c a b      

В уравнениях (59), (60) переменные связаны интегральными соотношениями 
2

3 1 3 1 2 3 3 3 3 3 3 1 1 3 0( ) ( ) ,a b a c a x a b l                                          (61)  
10

3 3 0 3
3

1 ( ),
2
lx d

a
                                                      (62) 

где 0 0,l d  – произвольные постоянные. Отметим, что использование интеграла (61) дает 
возможность упростить процедуру сведения задачи к квадратурам. Пусть [18]  

1 * * 2 * * 3 *sin sin , sin cos , cos .                                      (63)  

Тогда из уравнения для 3  системы (60) и интегралов (61), (62) имеем 

* 0 * 0 * 0 * *
0 * *

1cos cos( ), sin( ) ( )
sin cos

к
к

       
 

                      (64) 

где   

2 2 2 21 3 2 3
0 0 0 1 3 2 3

0 0
cos , sin , ,a b a c к a b a c

к к
                                (65) 

2 0
* 1 1 0 * 3 3 *( ) ( )cos cos .

2
la b d a                                         (66) 
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Зависимость *( )t , в которых *( )   имеет значение (66), из (64) позволяет 
получить  решение, обращая эллиптический интеграл 

2 2 2 2
* * 0 * * *

0 * *
0 * *

sin sin cos ( ),
1sin( ) ( ).

sin cos

к

к

     

   
 

  

 


                                 (67) 

Из (67) следует, что * *( )t   – эллиптическая функция времени. Общее решение 
уравнений (9), (10) находится с помощью (57), (62), (63). Отметим, что ИС (57) в 
данном случае таковы 

1 1 1 3 3 2 2 2 3 3, .x b b x с c                                                (68)  

Замечание. Если ИС (68) и интеграл (62) рассматривать для уравнений Д. Гриоли 
[22],  то условия их существования таковы (в силу (27) 0divx  ): 

01 1 2
0

3 3

( )0, 0,db a al
b a


  

 
то есть параметр 0d  примет постоянное значение. В этом случае соотношение (62) 
примет вид  

1 1 2
3 3

3

( ) .b a ax
a


                                                     (69)  

Таким образом, в случае (68),(69) все ИС имеют линейную структуру, но этот класс ИС 
не входит в уже рассмотренный в п.3 класс трёх ИС в силу различной структуры 
соотношений (32), (58). 

Запишем уравнение (61) с учетом (62)  

0
3 1 3 1 2 3 2 3 3 0 1 1 3[ ( ) ] .

2
la b a c a d a b                                        (70) 

Из равенства (70) следует, что при 0 0l   силу 3 0   имеет место соотношение 

1 3 1 2 3 2 0 1 1 3 3 3( ) .a b a c d a b a                                           (71) 

На основании (71)  выполняется векторное условие   

0g g                                                                (72) 

где  

1 2 3( , , );g g g g 1 1 3 2 2 3 3 0 1 1 0 3 3, , , .g a b g a c g d a b g a                    (73) 

Очевидно, что ИС (72) описывает класс прецессионных движений [8], то есть в 
процессе движения тела постоянен угол между двумя осями, одна из которых 
фиксирована в теле, а другая неподвижна в пространстве. Классы таких движений 
изучены в [8–10]. 

Применим к исследованию ИС (62), (68) комплексный подход в истолковании 
движения. В процессе этого подхода будем использовать формулы (17)–(19), (23). 

В качестве независимой переменной примем 3.  Уравнение для переменной 3( )t  
определим из (67) 

2 2 2 23
0 3 3 3(1 ) ( ),d к

dt


                                                (74)  
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где значение 2
0к  указано в системе (65), а 3( )   имеет вид 

2 0
3 1 1 0 3 3 3 3( ) ( )

2
lb a d a        .                                          (75) 

         Действительности функции 3( )t  можно добиться выбором параметров задачи: 
например, потребовать, чтобы корень уравнения 3( ) 0    принимал значение в 
промежутке (0,1) . 

Найдём вначале     . Используя (62),(68), получим 

1 1 0 3 3 3( )a b l a     .                                                  (76) 

Запишем значения углов Эйлера из (17), (18), (23). В силу принятых условий 
формулы для  ,   таковы  

3 * 3

* 3 0 32
0 3 3

arccos , arctg ( ),
1( ) arcsin ( ),
1к

    

    
 

 

  


                                      (77) 

где 3( )   найдено из второго равенства системы (64) с учетом преобразования этого 
значения к виду (75). Поскольку числитель подынтегральной функции в формуле (18) 
можно преобразовать к виду 3 3( )( )i i     , то в силу ИС (62), (68), равенства (76) 
функция (18) преобразуется так  

20
1 1 3 3 3 0 3

2
3

2
1

la b a v d v

v




  



 .

                                              
(78) 

Для нахождения 3d dv  используем формулы (74), (78) 

3

0
3

2 0
0 3 3 3 3 1 1 3

3 2 2 2 2
3 3 3 3

2
0

[ ( )]
2( ) .

(1 ) (1 ) ( )

v

v

ld v a v a b dv
v

v v vê v






  


  



                                     (79) 

При нахождении полярного угла 3( )   уравнений П.В. Харламова применим равенство 
(22), уравнения (76). Тогда 

3 3
3 2 0

3 3 0 1 1 0
3 3 2 2 2

3 3 3 3
2
0

( )
2( ) ( ) arctg .

(1 ) ( )

la v d a b l v
v v

v v vк v


 



   
 

  
                           (80) 

В процессе нахождения функции ( , )F v   из (22) использованы ИС (62), (68), равенство 

(76) и уравнение (74), которое возникает вследствие равенства 3
2 1 1 2

dvv v
dt

   , 

полученного в результате преобразования правой части первого уравнения из системы 
(60) и соотношения (70). 

Для применения уравнений неподвижного годографа укажем значение функции 
2
 , которое целесообразно вычислять следующим образом. Так как имеет место 

соотношение  2 2 2 2 2
3( ) ( ) ( )             , то в силу (74), (75) получим 
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2 2 4 32
1 1 0 3 3 1 1 0

2 2
0

3 0 3 3
2

2 2 0
1 1 0 3 3 30 0 333

( ) ( )

(

( ) [ ] 2

[ ] 2 .
4

)

a b d b d

l a b d a

к a a

lк l a

   

 

   

  

  

 
                        

(81) 

Таким образом, получены все аналитические

 

соотношения (см. (74), (75), (80), 
(81)), которые можно использовать для применения

 

теоремы Пуансо кинематического 
истолкования движения тела. 

В общем случае из (74), (75) следует, что 3( )t  является эллиптической функцией 
времени. На основании этого можно утверждать, что движение тела будет обладать 
свойством  -условно периодическим движением. 

Замечание. Рассмотрим случай 0 0l  . Тогда в силу (25), (79), (81) получим 

3
3 3( ),d H

dt


                                                       (82) 

где  
2

3 0 1 3 2 3( ) ,H p p p                                                   (83)  
2 2 2 2 2 2

0 1 3 2 3 3 3 1 3 3 1 1 0
2 2 2 2 2 2 2

2 0 1 1 1 3 2 3 1 1 0

, 2 ( ),

2 ,

p a b a c a p a a b d

p d a b a b a c a b d

     

                                 (84) 

0
1 1

2
0 3 3 3 3 3

2
3 3 3

3

[ (
2( )

)]

(1 ) ( )

la

H

d a b d
v

  

 






 





 ,                                 (85) 

3 3 3
3 3

3

0 1 1[ ( )]( ) ( ) arctg
( )
d a ba

H
    




  .
                                (86) 

Инвариантные соотношения (62), (68) примут вид 

1 1
1 1 1 3 3 1 2 3 3 3 0 3

2
, , .a bx b b x c x d

a
                                        (87) 

Из формул (82)–(84) следует, что, во-первых, 3( )t  является элементарной 
функцией времени; во-вторых, на основании этого свойства получим, что функции (8), 
(86) – элементарные функции переменной 3 . Данное обстоятельство в значительной 
степени упрощает кинематическое истолкование движения гиростата. Однако, в силу 
(87) рассматриваемый класс ИС не совпадает с классом ИС п.3. 

Выводы. В статье применяется комплексный подход для истолкования движения 
гиростата под действием потенциальных и гироскопических сил в случае, когда уравнения 
движения допускают либо три линейных инвариантных соотношения, либо два линейных 
инвариантных соотношения и одно дробно- линейное инвариантное соотношение. 
Определены аналитические соотношения для углов Эйлера, получены уравнения, 
описывающие неподвижный годограф вектора угловой скорости, которые позволяют 
применить теорему Пуансо кинематического истолкования движения гиростата. 
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ABOUT THE MOTIONS OF THE RIGID BODY WITH THE FIXED POINT IN SOLUTIONS  
OF EQUATIONS OF DYNAMIC WITH THREE INVARIANT RELATIONS  

 
T.V. Belokon 
 
 The solutions of the equation of dynamics of a rigid body, which are characterized by three invariant 
relations linear and fractional-linear type are considers in the article. Analysis of body motions is based on the 
application Euler’s angles, Poinsot’s theorem, Kharlamov’s equations and  Gorr’s formula.  

 Keywords: invariant relation, Euler’s angles, Poinsot’s theorem, Kharlamov’s equations. 
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НЕЧЕТКО-МНОЖЕСТВЕННЫЕ ОЦЕНКИ ДЛЯ ФАЗОВЫХ СКОРОСТЕЙ 
НОРМАЛЬНЫХ ВОЛН СДВИГА В АНИЗОТРОПНОМ ФУНКЦИОНАЛЬНО-

ГРАДИЕНТНОМ СЛОЕ С РАЗБРОСОМ ЗНАЧЕНИЙ ФИЗИКО-
МЕХАНИЧЕСКИХ ПАРАМЕТРОВ 

 
© 2019.   А.А. Глухов, С.Б. Номбре, С.В. Сторожев, В.А. Шалдырван 
 
 

Представлены результаты разработки и апробации численно-аналитической методики получения 
оценок для значений фазовых скоростей сдвиговых нормальных упругих волн из произвольной моды 
спектра для волновода в виде слоя из функционально-градиентного трансверсально-изотропного 
материала при  учете в рассматриваемой модели разбросов величин экзогенных физико-механических и 
геометрических  параметров. Методика базируется на нечетко-множественном описании 
неопределенных параметров, и на использовании модифицированной формы эвристического принципа 
расширения в процессе перехода к нечетко-множественным аргументам в полученном аналитическом 
представлении для исследуемых фазовых скоростей. 

Ключевые слова: упругий слой-волновод, трансверсально-изотропные функционально-
градиентные материалы, физико-механические и геометрические параметры, разброс экспериментальных 
значений, сдвиговые нормальные волны, оценка неопределенных величин фазовых скоростей,  нечетко-
множественная методика, эвристический принцип обобщения. 
 
 

Введение. Развитие технологий ультраакустических измерений для объектов с 
обладающими высокой степенью неопределенности физико-механическими и 
геометрическими характеристиками, в частности, для изделий листового прокатного 
производства [1] либо глубоко залегающих пластов полезных ископаемых [2], 
предполагает дальнейшую разработку методик предпроектного моделирования 
параметров волновых процессов в неоднородном анизотропном упругом слое при 
максимально корректном учете факторов разброса в значениях экзогенных параметров. 
В ряде случаев для учета влияния неопределенности в значениях некоторых 
характеристик динамического деформирования упругих сред и  элементов конструкций 
могут быть применены методы стохастического моделирования [3, 4].  

Однако, зачастую исходная информация о разбросах экзогенных параметров 
моделей волнового деформирования не имеет корректного статистического  характера, что 
принципиально усложняет применение в этих задачах методов теории вероятностей. 
Ввиду актуальности исследований по охарактеризованной проблематике, в настоящей 
работе представлена разработка альтернативного подхода к оценке степени влияния 
факторов неопределенности на характеристики волновых процессов, базирующегося на 
методах теории нечетких множеств [5–11] с менее жесткими требованиями к природе 
экзогенной информации в рассматриваемых моделях. В ее рамках последовательно 
строится теоретическое решение задачи описания спектра нормальных упругих волн 
сдвига  в функционально-градиентном трансверсально-изотропном деформируемом слое с 
модулями упругости и плотностью, изменяющимися вдоль толщинной координаты по 
экспоненциальному закону. Далее полученные соотношения детерминистической модели 
описания волноводных свойств обобщаются применительно к ситуации учета разбросов в 
значениях параметров модели. Для последней фазы исследования используется подход, 
базирующийся на использовании эвристического принципа расширения в теории нечетких 
множеств [12–14]. 
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Постановка и метод решения задачи. Первая фаза реализуемого исследования 
заключается в получении расчетных соотношений для фазовых скоростей нормальных 
волн сдвига в трансверсально-изотропном функционально-градиентном слое в рамках 
детерминистической модели. 

Рассматривается задача о распространении плоской стационарной нормальной SH 
волны с циклической частотой   и волновым числом k  вдоль координатного 

направления 1Ox  в занимающем область  2
1 2 3( , ) ,V x x R h x h       

трансверсально-изотропном функционально-градиентном упругом слое с 
ориентированной вдоль толщинной координаты 3x  осью анизотропии и жестко 
закрепленными граничными поверхностями  hx3 ,  hx3 . В рассматриваемом 
случае векторное поле волновых упругих перемещений характеризуется единственной 
компонентой ))(exp()(),,( 13212 kxtixtxxu  , а определяющие соотношения для 
ненулевых компонентов тензора напряжений и уравнение волновых движений в рамках 
сформулированных предположений соответственно имеют вид   

,)exp( 2136621 uxc  ,)exp( 2334423 uxc    

0)exp( 2
2

3233211  ux t , 

где 44c , 2/)( 121166 ccc   и   – соответственно параметры упругости и плотности для 
трансверсально-изотропного материала слоя;    – параметр толщиной неоднородности 
материала слоя;  jj x / , tt  /   – операторы частного дифференцирования. 

С учетом введенного исходного представления, задача определения ),,( 212 txxu  
сводится к интегрированию обыкновенного дифференциального уравнения 
относительно функции  )( 3x ,  решение которого может быть записано в виде  

)exp()exp()( 333 xdxdx   ,   2/122 ))2/(()2/(  ,  

44
2

66
22 /)( ckc , 

где d , d  –  произвольные постоянные коэффициенты.  
Далее из граничных условий на закрепленных плоских гранях слоя, которые прини-

мают вид 0))((
33 

hxx  и трансформируются в систему однородных алгебраических 

уравнений относительно постоянных d , в форме равенства нулю ее определителя 
записывается основное дисперсионное соотношения для исследуемых нормальных волн. 
Оно преобразуется в явное аналитическое представление для фазовой скорости )( p

f  

нормальной волны из моды дисперсионного спектра с номером p ),0( p  

  ),,,,,,,( 441211
)( ccchhkFp

p
f  

 2/122
44

2
1211 )]))/((4/)(/()2/()[( 

  hhpckcc .                       (1)       

Функция ),,,,,,,( 441211  ccchhkFp  во всей области допустимых значений 
аргументов обладает, в частности, свойствами знакоопределенности частных производных 

0/  kFp ,  0/  hFp ,  0/  hFp ,  0/ 11  cFp ,  0/ 12  cFp , 
0/ 44  cFp ,  0/  pF ,  0/  pF , 
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используемыми, далее, при  формировании алгоритма получения нечетких оценок для )( p
f .  

Разработка и анализ результатов применения методики учета факторов 
неопределенности. Второй этап осуществляемого исследования заключается в 
формировании и реализации алгоритма получения нечетких оценок для фазовых 
скоростей нормальных волн. В рамках представляемого подхода вводится допущение о 
существовании разбросов в значениях исходных параметров описанной выше модели, 
используемых при расчетах фазовых скоростей исследуемых волн. В общем случае 
полагается, что неопределенные экзогенные параметры  ,,,,,,, 441211 ccchhk , либо 
некоторое их подмножество, описываются выпуклыми нормальными нечеткими 
множествами 

~,~,~,~,~,~,~,~
441211 ccchhk  с соответствующими функциями принадлежности   

),(),(),(),(),(),(),(),( ~~44~12~11~~~~
441211

  
ccchhk ccchhk  и введенные в 

рассмотрение нечеткие множества могут быть представлены в форме суперпозиций   
-срезов:  

],[~

]1,0[



 kkk ,   ],[~

]1,0[



  hhh ,   ],[~

]1,0[



  hhh ,   ],[~
]1,0[

111111 


 ccc , 

   ],[~
]1,0[

121212 


 ccc ,   ],[~
]1,0[

444444 


 ccc ,  ],[~

]1,0[



  ,   ],[~
]1,0[





 . 

Применение к четкому аналитическому представлению (1) для эндогенного 
параметра фазовой скорости )( p

f  модифицированной -уровневой формы 
эвристического принципа расширения [5, 6, 12–14], с учетом установленных свойств 
знакоопределенности  частных производных, приводит к его нечетко-множественному 
описанию )(~ p

f  вида  


]1,0[

)()()( ],[~




p
f

p
f

p
f ,                                                   (2) 

в котором  

),,,,,,,( 441211
)(

  ccchhkFp
p

f , 

),,,,,,,( 441211
)(

  ccchhkFp
p

f . 

Удобным в практическом отношении является также использование вместо экзогенной 
характеристики k  параметра длины рассматриваемой нормальной волны 2 /l k . В 
этом случае 

),,,,,,,( 441211
)(

  ccchhlGp
p

f , 

),,,,,,,( 441211
)(

  ccchhlGp
p

f ;                               (3) 

 ),,,,,,,( 441211 ccchhlGp  

= 2/122
44

2
1211 )]))/((4/)(/())2/(()2/()[(   hhpclcc .                 (4) 

В качестве примера реализации описываемой методики может быть представлен 
случай получения нечетких оценок для фазовых скоростей нормальных волн второй 
моды  анализируемого спектра при задании разбросов в значениях параметров 



ISSN 2415-7058.  Вестник ДонНУ. Сер. А: Естественные науки. – 2019. – № 3-4 

34 Глухов А.А., Номбре С.Б., Сторожев С.В., Шалдырван В.А. 

 ,,,,,,, 441211 ccchhl   нормальными нечеткими трапецеидальными интервалами 

~,~,~,~,~,~,~,~

441211 ccchhl  с соответствующими кортежами реперных значений [15, 16]. С 
учетом того, что, в общем случае, для нормального нечеткого трапецеидального интервала 

~  с кортежем реперных значений ),,,( 4321   может быть записано представление 


]1,0[

],[~



 , 

где 

21)1(  ,  43 )1(  , 

выражения  

),,,,,,,( 441211  ccchhlGp , 

),,,,,,,( 441211  ccchhlGp ,                                     (5) 

также могут быть получены в аналитическом виде.  
В частности, для волновода в виде слоя-пласта из осадочной горной породы 

алевролита [17] с описываемыми в размерности системы СИ нечетко-интервальными   
физико-механическими параметрами 

)28.0,25.0,24.0,22.0(:~
h ,  )16.0,15.0,14.0,12.0(:~

h , 
)6.2,4.2,0.2,8.1(:~

****  ,  )25.0,18.0,15.0,1.0(:~
 , 

)16.7,08.7,05.7,01.7(:~
****11 ccccc ,  )76.2,68.2,64.2,54.2(:~

****12 ccccc , 

)34.2,31.2,29.2,06.2(:~
****44 ccccc ,  10

* 10c ,  3
* 10 , 

функции принадлежности для  эндогенных нечетких оценок фазовых скоростей 
нормальных волн из второй моды анализируемого спектра с нечеткими параметрами 
длины   )7.0,6.0,55.0,4.0(:~

1l ,  )36.0,26.0,24.0,2.0(:~
2l ,  полученные с использованием 

соотношений (2)–(5), соответственно  приводятся в размерности  м/с на рис. 1 и рис. 2.  
 

   
Рис. 1. Функция принадлежности для  нечетко-

множественной оценки фазовой скорости 
нормальной волны второй моды с нечетким 

параметром относительной длины 1l  

Рис. 2. Функция принадлежности для  нечетко-
множественной оценки фазовой скорости 
нормальной волны второй моды с нечетким 

параметром относительной длины 2l  
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Представленные оценки отражают уровни нормированных относительных 
показателей степени уверенности в том, что анализируемая фазовая скорость будет 
принимать соответствующее значение при  заданных разбросах в значениях экзогенных 
параметров модели. 

Выводы. Результатом представленных исследований является разработка 
численно-аналитической методики получения оценок для значений фазовых скоростей 
сдвиговых нормальных упругих волн из произвольной моды спектра для волновода в 
виде слоя из функционально-градиентного трансверсально-изотропного материала при  
учете в рассматриваемой модели факторов неопределенности в виде разбросов величин 
экзогенных физико-механических и геометрических параметров. Методика базируется 
на нечетко-множественном описании неопределенных параметров, а также на 
использовании модифицированной формы эвристического принципа расширения в 
процессе перехода в полученном аналитическом представлении для исследуемых 
фазовых скоростей к нечетко-множественным аргументам. Представлен пример 
реализации разработанной методики. 
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FUZZY-SET ASSESSMENTS FOR PHASE SPEEDS OF NORMAL SHEAR WAVES IN AN 
ANISOTROPIC FUNCTIONAL-GRADIENT LAYER WITH SCATTER ERRORS OF VALUES OF 

PHYSICAL AND MECHANICAL PARAMETERS 
 

А.А. Glukhov, S.B. Nombre, S.V. Storozhev, V.A. Shaldyrvan 
 
The results of the development and testing of a numerical-analytical method for obtaining of estimates for 

the phase velocities of normal shear elastic waves from an arbitrary spectrum mode for a waveguide in the form 
of a layer of a functional gradient transversely isotropic material  taking into account of the scatter errors of 
exogenous physical-mechanical and geometric parameters are presented. The technique on a fuzzy-sets 
description of uncertain parameters and on the use of a modified form of the heuristic principle of generalization 
in the process of transition to fuzzy-set arguments in the obtained analytical representation for the phase 
velocities under study is based. 

Keywords: elastic waveguide layer, transversely isotropic functional gradient materials, physical-
mechanical and geometric parameters, scatter errors of experimental values, shear normal waves, estimation of 
uncertain values of phase velocities, fuzzy-set technique, heuristic generalization principle. 
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КОМПЛЕКСНЫЕ ПОТЕНЦИАЛЫ ТЕОРИИ ИЗГИБА  
ТОНКИХ ЭЛЕКТРОМАГНИТОУПРУГИХ ПЛИТ 

 
© 2019.   С. А. Калоеров 

 
 
Введены и исследованы комплексные потенциалы прикладной теории изгиба тонких электромаг-

нитоупругих плит. Получены выражения основных характеристик через эти функции, граничные усло-
вия для определения функций и их общие представления для случая любой конечной и бесконечной 
многосвязной области. Рассмотрены частные задачи электроупругости, магнитоупругости и классиче-
ской теории упругости. 

Ключевые слова: Теория изгиба тонких плит, пьезоэлектромагнитные плиты, комплексные потен-
циалы, многосвязная плита. 

 
 
В различных областях современной науки и техники широкое распространение в 

качестве элементов конструкций получили тонкие пластины, находящиеся в условиях 
поперечного изгиба и называемые тонкими плитами. В процессе эксплуатации таких 
плит возникают высокие концентрации напряжений, которые могут приводить к их раз-
рушению. В связи с этим нужно иметь методы определения напряженно-
деформированного состояния тонких плит при различных внешних воздействиях. Хотя 
этой проблемой уже с середины XVIII века занимались многие известные ученые, но 
наиболее приемлемое решение были получены лишь в середине XIX века Кирхгоффом 
[1, 2], предложившим прикладную теорию изгиба тонких плит. Но для плит из сложных 
анизотропных материалов фундаментальные результаты были получены лишь в 30-е го-
ды XX века Лехницким С. Г. [3, 4]. Но современные тонкие плиты порой изготавливают-
ся из материалов, обладающих пьезоэффектом, что нужно учитывать при решениях за-
дач. Такой учет приводит к серьезным математическим трудностям, и он в полной мере 
учтен лишь для случаев, когда пластинки  находятся в условиях обобщенного плоского 
напряженного состояния [5, 6]. Для случая же изгиба плит из пьезоматериалов пока 
предложена модель и проблема приведена к решению некоторой краевой задачи для си-
стемы дифференциальных уравнений в частных производных [7].  

В данной статье решения указанных краевых задач получены с использованием 
теории функций комплексного переменного. Введены комплексные потенциалы теории 
изгиба тонких электромагнитоупругих плит, получены через них выражения основных 
характеристик, граничные условия для определения этих функций, их общие представ-
ления для любой многосвязной области, рассмотрены частные случаи, когда для плит 
решаются задачи электроупругости, магнитоупругости и теории упругости.  

1. Комплексные потенциалы теории изгиба тонких электромагнитоупругих 
плит. Как известно [7], решение задачи об изгибе тонкой электромагнитоупругой пли-
ты сводится к нахождению решения неоднородной системы дифференциальных урав-
нений относительно функций прогиба плиты  ,w x y  и плотностей по толщине плиты 

потенциалов электрического поля  0 ,x y  и магнитного поля  0 ,x y  

 4 3 0 3 0 ,s g pL w L L q x y     ,   3 2 0 2 0 0g gg ppL w L L    
, 

3 2 0 2 0 0p pp ppL w L E     ,                                          (1.1) 
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где  

 
4 4 4 4 4

4 11 16 12 66 26 224 3 2 2 3 44 2 2 4sL D D D D D D
x x y x y x y y

     
                

, 

   
3 3 3 3

3 11 21 16 12 26 223 2 2 32 2g g g g g g gL C C C C C C
x x y x y y
   

     
     

, 

   
3 3 3 3

3 11 21 16 12 26 223 2 2 32 2p p p p p p pL C C C C C C
x x y x y y
   

     
     

,  

2 2 2
2 11 12 222 22gg g g gL D D D

x yx y
  

  
  

,  

2 2 2
2 11 12 222 22pp p p pL D D D

x yx y
  

  
  

,   

2 2 2
2 11 12 222 22pp p p pE E E E

x yx y
  

  
  

;                                                         (1.2) 

0ij ijD b D  – упругие жесткости плиты; 0gij gijC c D , 0pij pijC c D , 0gij gijD d D ,  

0pij gijD d D , 0pij pijE e D  – электромагнитные жесткости плиты; 3
0

2
3

D h  – посто-

янная, зависящая от толщины плиты h ; ijb  gijc , pijc , gijd ,   pijd , pije  – постоянные, 
определяемые как элементы обратной матрицы:  

11 12 16 11 21 11 21

12 22 26 12 22 12 22

16 26 66 16 26 16 26

11 12 16 11 12 11 12

21 22 26 12 22 12 22

11 12 16 11 12 11 12

21 22 26 12 22 12 22

g g p p

g g p p

g g p p

g g g g g p p

g g g g g p p

p p p p p p p

p p p p p p p

 b b b c c c c

b b b c c c c

b b b c c c c

c c c d d d d

c c c d d d d

c c c d d e e

c c c d d e e

  

  

  

  

11 12 16 11 21 11 21

12 22 26 12 22 12 22

16 26 66 16 26 16 26

11 12 16 11 12 11 12

21 22 26 12 22 12 22

11 12 16 11 12 11 12

21 22 26 12 22 12 22

s s s g g p p
s s s g g p p
s s s g g p p
g g g
g g g
p p p
p p p

 
  
  
 
 
          
         
       
          

 

1










, 

ijs  – коэффициенты деформации материала, измеренные при постоянных индукциях 

электрического и магнитного полей; ijg  и ijp – пьезоэлектрические и пьезомагнитные 
модули деформации и напряженностей, измеренные при постоянных напряжениях и 
индукциях; ij , ij , ij  – соответственно коэффициенты диэлектрической, магнитной и 
электромагнитной восприимчивостей, измеренные при постоянных напряжениях. 

После решения системы дифференциальных уравнений (1.1) основные характери-
стики электромагнитоупругого состояния (ЭМУС) плиты (механические моменты xM  

yM , xyH , моменты плотности по толщине электрического потенциала   и магнит-

ного потенциала  , моменты электрической индукции dx , dy  и магнитной ин-

дукции bx , by , поперечные силы xN , yN ) вычисляются по формулам  
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2 2 2
11 16 122 22x

w w wM D D D
x yx y

   
       

 

0 0 0 0
11 21 11 21g g p pC C C C

x y x y
   

        
, 

2 2 2
12 26 222 22y

w w wM D D D
x yx y

   
      

 

0 0 0 0
12 22 12 22g g p pC C C C

x y x y
   

        
 

2 2 2
16 66 262 22xy

w w wH D D D
x yx y

   
      

 

0 0 0 0
16 26 16 26g g p pC C C C

x y x y
   

        
;                           (1.3) 

0 0D   ,   0 0D   ;                                                                              (1.4) 
2 2 2

11 16 122 22dx g g g
w w wM C C C

x yx y
  

   
  

 

0 0 0 0
11 12 11 1̀2g g p pD D D D

x y x y
   

   
   

, 

2 2 2
21 26 222 22dy g g g

w w wM C C C
x yx y

  
   

  
 

0 0 0 0
12 22 12 22g g p pD D D D

x y x y
   

   
   

, 

2 2 2
11 16 122 22bx p p p

w w wM C C C
x yx y

  
   

  
, 

0 0 0 0
11 12 11 12p p p pD D E E

x y x y
   

   
   

, 

2 2 2
21 26 222 22by p p p

w w wM C C C
x yx y

  
   

  
 

0 0 0 0
12 22 12 22p p p pD D E E

x y x y
   

   
   

;                         (1.5) 

 
3 3 3 3

11 16 12 66 263 2 2 33 2x
w w w wN D D D D D

x x y x y y

    
     

     
 

 
2 2 2

0 0 0
11 21 16 262 2g g g gC C C C

x yx y
     

    
  

 

 
2 2 2

0 0 0
11 21 16 262 2p p p pC C C C

x yx y

     
    

   
, 
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 
3 3 3 3

16 12 66 26 223 2 2 32 3y
w w w wN D D D D D

x x y x y y

    
     

     
 

 
2 2 2

0 0 0
16 12 26 222 2g g g gC C C C

x yx y
     

    
  

 

 
2 2 2

0 0 0
16 12 26 222 2p p p pC C C C

x yx y

     
    

   
.                         (1.6) 

Решение системы уравнений (1.1) представим в виде суммы частного и общего 
решения этой системы. Частное решение системы зависят от вида функции ( , )q x y , 
легко выбирается для различных заданий этой функции и в общем случае не представ-
ляет интереса. Поэтому остановимся на нахождении общего решения системы (1.1).  

Операторными преобразованиями, аналогичными решению системы 3-х линей-
ных алгебраических уравнений, решение системы (1.1) приведем к решению следую-
щих 3-х уравнений в частных производных 8-го порядка относительно функций 

( , )w x y , 0( , )x y  и 0( , )x y  

 
4 3 3

3 2 2 0 0

3 2 2

, , 0
s g p

g gg pp

p pp pp

L L L

L L L w

L L E

   ,                                       (1.7) 

где ijL , 2ijL  и 2 ppE  – операторы (1.2).  
Решение первого уравнения (1.7) будем искать в виде произвольной некоторой 

функции W  от линейной формы x y , т. е. в виде ( , ) ( )w x y W x y  . Подставляя 
эту функцию в первое уравнение (1.7) и учитывая, что в силу ее произвольности произ-
водная ( )VIIIW x y  не может тождественно равняться нулю при произвольных x  и 
y , приходим к выводу, что равен нулю коэффициент при этой производной: 

4 3 3

3 2 2

3 2 2

0
s g p

g gg pp

p pp pp

l l l

l l l

l l e

 ,                                                         (1.8)

 

или  
4 2 2 3 3 2 3 3 2 4 2 2 3 3 22 0s gg pp g p pp p p gg s pp pp g g ppl l e l l l l l l l l l l l e     ,              (1.9) 

где  

    4 3 2
4 22 26 12 66 66 114 2 2 4sl D D D D D D             

     3 2
3 22 12 26 21 16 112 2g g g g g g gl C C C C C C          , 

     3 2
3 22 12 26 21 16 112 2p p p p p p pl C C C C C C          , 

  2
2 22 12 112gg g g gl D D D      , 

  2
2 22 12 112pp p p pl D D D      , 

  2
2 22 12 112pp p p pe E E E      .                                    (1.10) 
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Как и в задаче теории упругости анизотропного тела [3, 4], можно установить, что 
для реальных пьезоматериалов корни характеристического уравнения 8-го порядка 
(1.9) не могут быть вещественными, а являются обще комплексными или чисто мни-
мыми. Тогда в силу вещественности коэффициентов уравнения эти корни будут попар-
но сопряженными. Обозначим их через k , k  ( 1, 4)k  , и будем рассматривать слу-
чай неравных корней. Этим корням соответствуют обобщенные комплексные перемен-
ные k kz x y  , k kz x y   и функции от них  k kW z  и  4k kW z . Тогда общее 
решение первого уравнения (1.7) является суммой 8-ми функций от переменных kz и 

kz  ( 1, 4)k  . Аналогичным образом получаются решения для второго и третьего урав-
нений (1.7) с тем же характеристическим уравнением. Окончательно для всех трех 
уравнений найдем  

     
4

4
1

, k k k k
k

w x y W z W z


    ,        
4

0 4
1

, k k k k
k

x y z z


      , 

     
4

0 4
1

, k k k k
k

x y z z


      ,                                       (1.11) 

где 
k k k kz x y x i y    ;                                                      (1.12) 

k k ki     ,   0k  ;   k kx x y  ,   k ky y  , 
условие 0k   принято для определенности при отборе 1 , 2 , 3 , 4  среди 8-ми 
корней уравнения (1.8). 

Левые части равенств (1.11) являются вещественными функциями, и для выпол-
нения этого условия для функций в правых частях примем 

4 ( ) ( ) ( )kk k k k kW z W z W z   , 4 ( ) ( )k k k kz z   , 4 ( ) ( )k k k kz z   . Тогда общие 
решения всех уравнений (1.7) запишутся в виде 

   
4

1
, 2Re k k

k
w x y W z


  ,      

4

0
1

, 2Re k k
k

x y z


   , 

   
4

0
1

, 2Re k k
k

x y z


   ,                                               (1.13) 

где  k kW z ,  k kz ,  k kz ( 1, 4)k   – аналитические функции обобщенных ком-

плексных переменных k kz x y  . Но в силу того, что  ,w x y ,  0 ,x y ,  0 ,x y  
должны удовлетворять первоначальной общей системе уравнений (1.1), между функци-
ями  k kW z ,  k kz ,  k kz  существуют некоторые связи. Примем, что 

   k k k k kz W z   ,      k k k k kz W z   ,                                  (1.14) 
где k , k  – неизвестные постоянные. Подставляя выражения (1.14) в уравнения одно-
родной системы (1.1) и учитывая (1.13), получаем 

     4 3 3 0s k k g k k p kl l l        , 

     3 2 2 0g k k gg k k pp kl l l       , 
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     3 2 2 0p k k pp k k pp kl l e          1, 4k  .               (1.15) 

Из 2-го и 3-го уравнений системы (1.15) находим 
1

0

k
k

k


 


,   2

0

k
k

k


 


.                                               (1.16) 

Здесь 
   
   

2 2
0

2 2

gg k pp k
k

pp k pp k

l l

l e

 
 

 
,  

   
   

3 2
1

2 2

g k pp k
k

p k pp k

l l

l e

  
 

  
,  

   
   

2 3
2

2 3

gg k g k
k

pp k p k

l l

l l

  
 

  
.  (1.17) 

Подставив выражения (1.16) в первое уравнение системы (1.15), получим равенство 
4 0 3 1 3 2 0s k g k p kl l l      , 

которое на основе характеристического уравнения (1.9) удовлетворяется тождественно. 
Окончательно с учетом частного решения системы уравнений (1.1) для прогиба и 

плотностей потенциалов по толщине плиты получаем следующие выражения: 

     
4

0
1

, , 2Re k k
k

w x y w x y W z


   ;                                      (1.18) 

     
4

0 00
1

, , 2Re k k k
k

x y x y W z


     , 

     
4

0 00
1

, , 2Re k k k
k

x y x y W z


     ,                              (1.19) 

где  0 ,w x y ,  00 ,x y  и  00 ,x y  – частное решение системы (1.1). 
Подставив функции (1.18), (1.19) в выражения основных характеристик (1.3) – 

(1.6), получим для этих характеристик получим следующие выражения: 

     
4

0 0 0
1

, , , , 2Re , , ( )x y xy x y xy k k k k k
k

M M H M M H p q r W z


   , 

   2
11 16 12 11 21 11 212k k k g g k k p p k kp D D D C C C C             ,  

   2
12 26 22 12 22 11 222k k k g g k k p p k kq D D D C C C C             ,  

   2
16 66 26 16 26 16 262k k k g g k k p p k kr D D D C C C C             ;    (1.20) 

     0 0 0 0 0, , ,D           ,                             (1.21) 

     
4

0 0 0 0
1

, , , , , , 2Re , , , ( )dx dy bx by dx dy bx by xk yk xk yk k k
k

M M M M M M M M d d b b W z


   , 

   2
11 16 12 11 12 11 122xk g g k g k g g k k p p k kd C C C D D D D             , 

   2
21 26 22 12 22 12 222yk g g k g k g g k k p p k kd C C C D D D D             , 

   2
11 16 12 11 12 11 122xk p p k p k p p k k p p k kb C C C D D E E             , 

   2
21 26 22 12 22 12 222yk p p k p k p p k k p p k kb C C C D D E E             ;  (1.22) 
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     
4

0 0
1

, , 2Re , ( )x y x y k k k k
k

N N N N l s W z


   , 

   2 3
16 12 66 26 22 16 12 262 3k k k k g g g ks D D D D D C C C               

   2 2
22 16 12 26 22g k k p p p k p k kC C C C C          , 

   2 3
11 16 12 66 26 11 21 163 2k k k k g g g kl D D D D D C C C              

   2 2
26 11 21 16 26g k k p p p k p k kC C C C C          .          (1.23) 

Здесь величины со значком 0 в индексах относятся к частному решению и вычисляются 
по формулам (1.3)–(1.6), если в них вместо  ,w x y ,  0 ,x y ,  0 ,x y  брать 

 0 ,w x y ,  00 ,x y ,  00 ,x y . При этом можно показать, что 

0k k k xk k yk xk k ykl s d d b b      , 

откуда следуют равенства 

k k kl s  ,   xk k ykd d  ,  xk k ykb b  .                                 (1.24) 

Имеют место и связи  
/k k k ks r p        k k k ks r q   .                                         (1.25) 

Кроме основных характеристик, дифференцируя первую функцию (1.18) по x  и 
y , также найдем выражения для компонент углов поворотов  

 
4

0 0

1
, , 2Re 1, ( )k k k

k

w ww w W z
x y x y 

                 
 .                           (1.26) 

2. Граничные условия для определения комплексных потенциалов. Ком-
плексные потенциалы ( )k kW z  должны удовлетворять определенным граничным усло-
виям на краю плиты. Эти условия получаются из соответствующих условий [7] для ре-
шения системы дифференциальных уравнений (1.1), если в них учитывать приведенные 
выше выражения для основных характеристик. Рассмотрим эти условия.  

Край плиты с контуром lL  загружен внешними воздействиями  в виде изгибаю-
щих моментов ( )lm s , поперечных усилий ( )lp s  и индукционных моментов ( )dlm s , 

( )blm s , то граничные условия для определения функций имеют вид [7] 

      cos cos cos cosx xyM nx H I ny m s nx r s c ny     , 

      cos cos cos cosxy yH I nx M ny m s ny r s c nx     , 

cos cos ( )dx dy dlM nx M ny m s  , cos cos ( )bx by blM nx M ny m s  ,          (2.1) 
где  

 
0

s

nI s N ds  ,      
0

s
r s p s ds  ;                                         (2.2) 

cos cosn x yN N nx N ny  ; 
c  – вещественная постоянная.  
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При обходе области по контуру lL  против часовой стрелки для направляющих 
косинусов имеем  

cos dynx
ds

  ,   cos dxny
ds

                                             (2.3) 

или  

cos cos k k
k

dx dy dzny nx
ds ds


    ,                                (2.4) 

где верхние знаки относятся к внешнему контуру (при положительном обходе области), 
нижние знаки – к контурам отверстий (при отрицательном обхода области. Учитывая 
это, из (1.20), (1.22) и (1.23) получим [8] 

2

0 0
1

cos cos 2Re ( ) k
n x y k k k

k

dzN N nx N ny s W z
ds

   ;                          (2.5) 

2

0
10

2Re ( )
s

n xy k k k
k

I N ds N s W z


    , 

 0 0 0
0

cos cos
s

xy x yN N nx N ny ds  ;                                     (2.6) 

   
4

0 0 0
1

cos cos cos cos 2Re ( )k k
x xy x xy k k

kk

p dzM nx H I ny M nx H I ny W z
ds

     
 , 

   
4

0 0 0
1

cos cos cos cos 2Re ( ) k
xy y xy y k k k

k

dzH I nx M ny H I nx M ny q W z
ds

       , 

4

0 0
1

cos cos cos cos 2Re ( ) k
dx dy dx dy yk k k

k

dzM nx M ny M nx M ny d W z
ds

     , 

4

0 0
1

cos cos cos cos 2Re ( ) k
bx by bx by yk k k

k

dzM nx M ny M nx M ny b W z
ds

     .    (2.7) 

Интегрируя условия (2.1) с учетом (2.7), получим граничные условия для случая 
загруженного края плиты  

 
4

0 1 1
1 0

2Re ( )
s

k
k k xy l l l i

kk

p W z I m dy f dx c x c


    
  , 

 
4

0 2 2
1 0

2 Re ( )
s

k k k xy l l l l
k

q W z I m dx f dy c y c


      ,         

4

0 5
1 0

2 Re ( )
s

yk k k d dl l
k

d W z M m ds c


     ,  
4

0 6
1 0

2 Re ( )
s

yk k k b bl l
k

b W z M m ds c


     ,  (2.8) 

где 

  0 1 0 0 0
0

cos cos
s

xy x xyI M nx H I ny ds   , 
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  0 2 0 0 0
0

cos cos
s

xy xy yI H I nx M ny ds   , 

 0 0 0
0

cos cos
s

d dx dyM M nx M ny ds  ,    0 0 0
0

cos cos
s

b bx byM M nx M ny ds  . 

 01 0 0 0
0

( )
s

xy xy xJ N H dx M dy   ,    02 0 0 0
0

( )
s

y xy xyJ M dx N H dy    , 

0

( ) ( )
s

l lf s p s ds  ;                                                        (2.9) 

lс  – вещественная, ilc  – комплексные постоянные. Здесь, как и ранее, верхние знаки 
относятся к внешнему контуру 0L  области S , нижние – к контурам отверстий lL ; s  – 
длина дуги контура, обходимого простив часовой стрелки.  

В случае незагруженного края плиты в равенствах (2.8) нужно принимать 
( ) ( ) ( ) ( ) 0l l dl blm s p s m s m s    . 

Если на краю плиты заданы прогиб *w  и производная по нормали  *dw dn , то 
граничные условия имеют вид [7] 

* * *
2cos cos cos cosw dw w wnx ny nx ny

x dn x y
         

, 

* * *
2cos cos cos cosw dw w wny nx ny nx

y dn x y
         

, 

cos cos ( )dx dy dlM nx M ny m s  ,   cos cos ( )bx by blM nx M ny m s  ,           (2.10) 
из которого, учитывая выражения производных (1.26), получаем  

*4 * *
20

1
2Re ( ) cos cos cos cosk k

k

w dw w wW z nx ny nx ny
x dn x y

             , 

*4 * *
20

1
2Re ( ) cos cos cos cosk k k

k

w dw w wW z ny nx ny nx
y dn x y

             , 

4

5
1 0

2Re ( )
s

yk k k dl l
k

d W z m ds c


    ,   
4

6
1 0

2Re ( )
s

yk k k bl l
k

b W z m ds c


    .       (2.11) 

Для случая жестко защемленного края плиты получаем 
4

0

1
2Re ( )k k

k

wW z
x

  
 ,   

4
0

1
2Re ( )k k k

k

wW z
y

  
 , 

4

5
1 0

2Re ( )
s

yk k k dl l
k

d W z m ds c


    ,   
4

6
1 0

2Re ( )
s

yk k k bl l
k

b W z m ds c


    .          (2.12) 

Если край плиты жестко подкреплен, то граничные условия будут такими: 
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4
0

3
1

2Re ( )k k l
k

wW z с
x

   
 ,   

4
0

4
1

2Re ( )k k k l
k

wW z с
y

   
 , 

4

5
1 0

2 Re ( )
s

yk k k dl l
k

d W z m ds c


    ,   
4

6
1 0

2 Re ( )
s

yk k k bl l
k

b W z m ds c


    .        (2.13) 

Если контур плиты оперт и загружен распределенными моментами интенсивно-
сти ( )lm s , ( )dlm s и ( )blm s , то граничные условия имеют вид [7] 

0w  ,    2 2cos cos 2 cos cosx y xyM nx M ny H nx ny m s   , 

cos cos ( )dx dy dlM nx M ny m s  ,   cos cos ( )bx by blM nx M ny m s  .         (2.14)  
Заменив прогиб и моменты через комплексные потенциалы и их производные, получим  

4

0
1

2Re ( )k k
k

W z w


  , 

4
2 2

1
2Re [ cos cos 2 cos cos ] ( )k k k k k

k
p nx q ny r nx ny W z



    

 2 2
0 0 0cos cos 2 cos cosx y xy lM nx M ny H nx ny m s    ,  

4

5
1 0

2Re ( ) ( )
s

yk k k dl l
k

d W z m s ds c


    ,    
4

6
1 0

2Re ( )
s

yk k k bl l
k

b W z m ds c


    . (2.15) 

Для свободно опертого незагруженного края плиты в условиях (2.15) нужно принять 
( ) ( ) ( ) 0l dl blm s m s m s   . 
Если имеет место идеальный контакт плиты с упругим включением, то гранич-

ные условия для определения функций имеют вид [7] 

   cos cos cos cos cosl l l
x xy x xyM nx H I ny M nx H I ny c ny      , 

   cos cos cos cos cosl l l
xy y xy yH I nx M ny H I nx M ny c nx      , 

0
lw w

x x
 

 
 

,   0
lw w

y y
 

 
 

, 

( ) ( )cos cos cos cos 0l l
dx dy dx dyM nx M ny M nx M ny    , 

( ) ( )cos cos cos cos 0l l
bx by bx byM nx M ny M nx M ny    . 

( ) 0lM M   ,   ( ) 0lM M   .                                     (2.16) 
Подставив в эти равенства выражения производных (1.26) и  моментов по формулам 
(1.20) и (1.22), найдем условия 

 
4

( ) ( )

1
2Re ( ) ( )l l

kli k k k likli k
k

g W z g W z f


    ( 1, 8)i  ,                        (2.17) 

в которых  

1
k

kl
k

pg 


,   2kl kg q ,   3 1klg  ,   4kl kg   ,   5kl ykg d ,   6kl ykg b , 
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7 8 01kl klg g D  ,   
( )

( )
1 ( )

l
l k

kl l
k

p
g 


,   ( ) ( )

2
l l

kl kg q ,   ( )
3 1l

klg  , 

( ) ( )
4

l l
kl kg   ,   ( ) ( )

5
l l

kl ykg d ,   ( ) ( )
6

l l
kl ykg b ,   ( ) ( )

7 8 ( )
0

1l l
kl kl lg g

D
  ;                 (2.18) 

 1 0 1 1
0

s

l xy l l l lf I m dy f dx c x c    ,   2 0 2 2
0

s

l xy l l l lf I m dx f dy c y c    , 

( )
0 0

3

l

l
w wf

x x
 

 
 

,   
( )
0 0

4

l

l
w wf

y y
 

 
 

,   

( )
15 0 50

0

s
l

d dl ldf M M m ds c    ,   ( )
16 0 60

0

s
l

b bl lbf M M m ds c    ; 

7 7l lf c ,   8 8l lf c .                                                 (2.19) 

все величины со значком ( )l  вверху относятся к включению ( )lS  и получаются по при-
веденным выше соответствующим формулам для плиты заменой величин без значка на 
величины со значком; ( )l

k   1, 2k   – корни характеристического уравнения (1.9) для 

включения ( )lS ;  ( )
0 ,lw x y  – частное решение неоднородного дифференциального урав-

нения (1.1) для этого включения; ( ) ( )l
k kW z  – комплексные потенциалы для включения.  

3. Общие представления комплексных потенциалов для многосвязной обла-
сти. Найдем общие представления комплексных потенциалов для любой конечной и 
бесконечной многосвязных плит. Но вначале получим некоторые полезные для даль-
нейшего формулы.  

Выберем в области S , занимаемой срединной плоскостью плиты, 
дугу AB , целиком лежащую в области с положительным направлением 
перехода от А к В (рис. 3.1). Из соотношений Коши для проекций напря-
жений nX , nY , nZ  на нормаль к дуге и выражений индукций электриче-
ского поля nD  и магнитного поля nB  [5, 6] 

     cos cos cosx xy xz nnx ny nz X      ,  

     cos cos cosxy y yz nnx ny nz Y      ,  

     cos cos cosxz yz z nnx ny nz Z     , 

     cos cos cosx y z nD nx D ny D nz D   , 

     cos cos cosx y z nB nx B ny B nz B                                           (3.1) 
для точек срединной плоскости, для которых cos 0nz  , учитывая равенства [7] 

0
,x

x z
D


     
0

,y
y z

D


     
0

,xy
xy z

D


      2 2

0
,

2
x

xz h z
D


       2 2

02
y

yz h z
D


   , 

0

dx
xD z

D


 ,   
0

dy
y

M
D z

D
 ,   

0

bx
xB z

D


 ,   
0

by
yB z

D


 ,                        (3.2) 

найдем выражения для внутренних усилий, их моментов относительно осей координат 
и моментов индукций вдоль дуги AB : 

Рис. 3.1 

y

A n

B
nY

nX

x
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 
0

1 cos cosn x xyX z M nx H ny
D

  ,    
0

1 cos cosn xy yY z H nx M ny
D

  , 

  2 2

0

1 cos cos
2n x yZ h z N nx N ny

D
   ; 

xn n nM yZ zY  ,   yn n nM zX xZ  ,   zn n nM xY yX  ; 

   cos cosdx dy dnM nx M ny M  ,      cos cosbx by bnM nx M ny M  .        (3.3) 
Проинтегрировав эти выражения по толщине плиты, найдем, что первое, второе и 

шестое соотношения, как и следовало ожидать, приведут к нулевым значениям соот-
ветствующих компонент интегрированных усилий nX , nY  по толщине и момента znM  
относительно оси Oz , а из остальных получим выражения поперечной силы (суммар-
ной по толщине) и моментов относительно осей Ox , Oy : 

cos( ) cos( )n x yP N nx N ny  ,      cos( ) cos( )xn x xy y yM yN H nx yN M ny    , 

   cos( ) cos( )yn x x y xyM xN M nx xN H ny      , 

   cos cosDn Dx DyM M nx M ny  ,      cos cosBn Bx ByM M nx M ny  .     (3.4) 

Учитывая формулы (2.3) для положительного обхода дуги АВ знаками, последние вы-
ражения запишем в виде  

n y x
dx dyP N N
ds ds

    
 

,      xn y y x xy
dx dyM yN M yN H
ds ds

     , 

   yn y xy x x
dx dyM xN H xN M
ds ds

    ,   Dn Dy Dx
dx dyM M M
ds ds

    
 

, 

Bn By Bx
dx dyM M M
ds ds

    
 

.                                              (3.5) 

Для главного вектора внутренних усилий, действующих в точках дуги AB , ком-
понент их главного момента и моментов индукций, исходя из (3.5), получим 

 AB n y x
AB AB

P P ds N dx N dy     ,   

    xAB xn y y x xy
AB AB

M M ds yN M dx yN H dy       , 

    yAB yn y xy x x
AB AB

M M ds xN H dx xN M dy       

 DAB Dn Dy Dx
AB AB

M M ds M dx M dy     , 

 BAB Bn By Bx
AB AB

M M ds M dx M dy     .                                  (3.6) 

Подставив в последние формулы значения моментов и перерезывающих сил (1.20), 
(1.22) и (1.23), найдем 

 
4

0
1

2ReAB AB k k k k
kAB

P P s W z dz


   , 
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 
4

0
1

2RexAB xAB k k k
kAB

M M s yW z


    

           k k k k k k k k k kq W z dx s y W z r W z dy        , 

 
4

0
1

2 ReyAB yAB k k k
kAB

M M s xW z


     

           k k k k k k k k k kr W z dx s x W z p W z dy        , 

 0DAB DAB y x k k
AB

M M d dx d dy W z   ,   0BAB BAB By Bx
AB

M M M dx M dy   .  (3.7) 

где  

 0 0 0AB y x
AB

P N dx N dy   ,       0 0 0 0 0xAB y y x xy
AB

M yN M dx yN H dy     , 

    0 0 0 0 0yAB y xy x x
AB

M xN H dx xN M dy    , 

 0 0 0DAB Dy Dx
AB

M M dx M dy   ,    0 0 0BAB By Bx
AB

M M dx M dy   .         (3.8) 

Проинтегрировав (3.7) с учетом (1.25), получим  

 
4

0
1

2ReAB AB k k k AB
k

P P s W z


     , 

   
4

0
1

2RexAB xAB k k k k k k ABk
M M q W z ys W z



    
  , 

   
4

0
1

2Re k
yAB yAB k k k k k

kk AB

pM M W z xs W z


      
 , 

 
4

0
1

2ReDAB DAB y k k
k

M M d W z


   ,   
4

0
1

2ReBAB DAB y k k
k

M M b W z


   .      (3.9) 

Здесь под  ABR  понимается приращение R  при переходе из A  в B . 
Пусть срединная плоскость плиты занимает конечную многосвязную область S , 

ограниченную внешним контуром 0L  и контурами отверстий lL  1,l    (рис. 3.2). В 

этой многосвязной области, как функции двух переменных x , 
y  определены все основные характеристики изгиба плиты: 
прогиб, углы поворотов относительно осей координат, момен-
ты плотностей по толщине потенциалов, силовые изгибающие, 
скручивающие моменты, индукционные моменты и перерезы-
вающая сила. По своей физической сути все эти функции явля-
ются непрерывными и однозначными. Эти величины выража-
ются через частное решение  0 ,w x y  и комплексные потенци-

алы  k kW z  с их производными. Будем считать, что частное 

0L

lL
lz

lL

1z

1L

z
L

0
1z

0
jz

0
Jz

Рис. 3.2 
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решение  0 ,w x y  и его производные обладают такими свойствами и остается накла-

дывать соответствующие ограничения на комплексные потенциалы  k kW z , опреде-
ленные в многосвязных областях kS , получаемых из заданной области S , аффинными 
преобразованиями (1.12). 

Из непрерывности основных характеристик следует непрерывность вплоть до 
границы функций ( )k kW z  и их производных  k kW z ,  k kW z ,  k kW z . Но однознач-
ность указанных величин  не требует однозначности функций и их производных. В об-
щем случае последние могут быть и многозначными. Но характер их многозначности 
не может быть произвольным и должен обеспечить однозначность основных характе-
ристик изгиба. 

Рассмотрим в области S  произвольный замкнутый контур lL , полностью охва-
тывающий только контур отверстия lL . Обозначим приращения функций  k kW z , 

 k kW z ,  k kW z ,  k kW z  при полном обходе по контуру lL  соответственно через kl , 

kl , kl , kl . Из условий однозначности прогиба (1.18), углов поворота относительно 
осей координат (1.26) и моментов плотностей по толщине потенциалов (1.19), изгиба-
ющих, скручивающих моментов (1.20), индукционных моментов (1.22) и перерезыва-
ющих сил (1.23) получим равенства   

4

1
2Re 0kl

k
  ,                                                   (3.10) 

 
4

1
2 Re 1, , , 0k k k kl

k
v



    ,                                         (3.11) 

 
4

1
2 Re , , , , , , 0k k k yk k yk yk k yk kl

k
p  q  r  d  d b  b



    ,                       (3.12) 

 
4

1
2 Re , 0k k k kl

k
s s



   .                                         (3.13) 

Подставим в уравнения (3.12) значения постоянных kp , kq , kr , ykd , ykb , получим одно-

родную систему из 7-ми уравнений относительно неизвестных 
4

1
2Re kl

k

 , 
4

1
2Re k kl

k

  , 

4
2

1
2 Re k kl

k

  , 
4

1
2 Re k kl
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4

1
2 Re k k kl
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   , 
4

1
2 Re k kl

k
v



 , 
4

1
2 Re k k kl

k
v



  . Три-

виальным решением этой системы будет нулевое решение, т. е.  

 
4

2

1
2Re 1, , , , , , 0k k k k k k k k kl

k
   v  v



        .                             (3.14) 

Систему (3.14) дополним равенствами, следующими из условия механического 
равновесия кольца l lL L , ограниченного контурами lL  и lL . На это кольцо действуют 
распределенные по контуру отверстия lL  заданные внешние воздействия с главным 
вектором поперечных сил lP  и суммарными моментами xlM , ylM , DlM , BlM  относи-
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тельно осей Ox  и Oy , а также внутренние усилия и моменты, распределенные по кон-
туру lL . Вычислив главный вектор и моменты последних усилий по формулам (3.9) 
при полном обходе по контуру lL  и приравняв их с противоположным знаком величи-
нам lP , xlM , ylM  (условия равновесия кольца l lL L ), получим 
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 , 

 
4

0
1

2Re
l

Dl y k kDL L
k

M M d W z 


      ,   
4
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1

2Re
l

Bl y k kBL L
k

M M b W z 


      ,  (3.15) 

где 0 lLP  , 0 lxLM  , 0 lyLM   0DLM  , 0BLM   – величины, вычисляемые по формулам (3.7) для 

контура lL ; qP , xqM , yqM  – главный вектор и компоненты главного момента усилий 
( , )q x y  по поверхности кольца l lL L .  

Вычислив приведенные выше приращения от производных комплексных потен-
циалов по контуру lL , устремив затем контур lL  к контру отверстия lL , проходимому в 
противоположном направлении, с учетом того, что при этом площадь кольца l lL L , а, 
следовательно, и предельные значения qP , xqM , yqM  равны нулю, из (3.15) получим 
равенства 
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в которых 
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l

l y x
L

P N dx N dy   , 

    0 0 0 0 0
l

xl y y x xy
L

M yN M dx yN H dy     , 

    0 0 0 0 0
l

yl y xy x x
L

M xN H dx xN M dy    , 

 0 0 0

l

Dl Dy Dx
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M M dx M dy   ,    0 0 0

l

Bl By Bx
L

M M dx M dy   .          (3.17) 

Заменив в формулах (3.16) ks , kp , kq  соответствующими выражениями (1.20) и 
(1.23), с учетом (3.10) и (3.11) получим 
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Эти уравнения дополняют системы (3.14) и (3.11) для определения kl , kl  соответ-
ственно. Полные системы получаются такими: 
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Из системы (3.19) видно, что приращения kl  являются постоянными, т.е. функции 
( )k kW z  при полном обходе по контуру '

lL  получают постоянные комплексные прира-
щения. Среди элементарных функций только ln( )k klz z , когда kl l k lz x y    и ,l lx y  – 
произвольная точка внутри контура lL , при полном обходе по любому контуру lL  по-
лучает постоянное приращение, равное 2 i , а, следовательно, постоянное комплексное 
приращение получает функция ln( )kl k klA z z , где klA  – комплексное число. Следова-
тельно, функция ( )k kW z  содержит ln( )kl k klA z z  и 

2kl kli A   .                                                        (3.21) 
Таким же образом, учитывая все отверстия многосвязной области, для функции 

 k kW z  окончательно найдем представление 
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    ,                                     (3.22) 

где  0k kW z  – функция, голоморфная в многосвязной области kS . Подставив выраже-
ние (3.21) в уравнения (3.19), для определения klA  получим систему 8-х уравнений с 8-
мя неизвестными 

4
2 0

111

12Re 1, , , , , , , 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0,
2
l l

k k k k k k k k kl
kk

P P   v  v iA
D

   
            

 .  (3.23) 

Интегрируя (3.22), найдем 
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где klB  – комплексные постоянные;  0k kW z  – функции, однозначные в областях kS . 
Учитывая (3.24), найдем 

 2kl kl k kli A z B    .                                                   (3.25) 
Подставив выражение (3.25) в уравнения (3.20), получим систему уравнений 
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Сравнивая в (3.26) справа и слева коэффициенты при ,x y  и свободные члены, придем к 
трем системам уравнений, две из которых на основе (3.23) и характеристического урав-
нения (1.9)  удовлетворяются тождественно, а третья имеет вид  
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и служит для определения klB . 
Заметим, что из (3.24) видно, что производные  k kW z  при обходе по контурам 

klL  не получают приращений, т.е. 0kl  , и соотношения (3.13) удовлетворяются тож-
дественно. 

Представления (3.24) можно распространять и на случай действия сосредоточен-
ных сил и моментов во внутренних точках плиты. Сосредоточенную силу 0

rP  и сосре-

доточенные моменты 0
xrM , 0

yrM , 0
DrM , 0

BrM  в точке 0
rz  можно рассматривать как 

предельные для случая плиты с круговым отверстием, к контуру которого приложены 
равномерно распределенные поперечные усилия и моменты, когда радиус окружности 
стремится к нулю при постоянном сохранении значения равнодействующей 0

rP  и ком-

понентов моментов 0
xrM , 0

yrM , 0
DrM , 0

BrM . Тогда для случая, когда в точках 0
rz  

 1,r R  действуют сосредоточенные силы 0
rP  и моменты 0

xrM , 0
yrM , 0

DrM , 0
BrM , ис-

ходя из представления (3.24), получаем такой вид функций:  
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в котором 0
krA , 0

krB – известные постоянные, вычисляемые по формулам (3.23), (3.27), в 

которых нужно заменить klA , klB , lP , xlM , ylM , DlM , BlM  на 0
krA , 0

krB , 0
rP , 0

xrM , 
0
yrM , 0

DrM , 0
BrM . В случае действия только сосредоточенной силы 0

rP  при отсутствии 

сосредоточенных моментов нужно принять 0 0 0
xr r rM y P , 0 0 0

yr r rM x P  , 
0 0 0Dr BrM M  . Если сосредоточенная сила приложена в начале координат, то 
0 0 0 0 0xr yr Dr BrM M M M    . В этом случае система (3.27) будет однородной с отлич-

ным от нуля определителем и, следовательно, 0 0krB  . 
В случае бесконечной плиты, когда 0L  уходит в бесконечность полностью, вид 

функций (3.28) сохранится. Но в этом случае 0( )k kW z  является голоморфной всюду в 
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областях kS . за исключением, быть может, бесконечно удаленной точки, которая в си-
лу ограниченности изгибающих крутящего моментов может быть полюсом первого по-
рядка. Поэтому в общем случае бесконечной многосвязной плиты комплексные потен-
циалы имеют вид 
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           , (3.29) 

где k  – постоянные, 0 ( )k kW z  – функция, ограниченная в бесконечно удаленной точке. 
Для определения k  в окрестности бесконечно удаленной точки исследуем вид функ-
ций ( )k kW z  и значения некоторых величин. В окрестности этой точки 

   ln ln 1/k kl k kz z z O z   ,       '
0 0 ln 1/k k k k k k k k kW z z A z B z O z     , 

   ''
0 ln 1/k k k k k kW z A z O z    .                                         (3.30) 
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 1 kO z  – ограниченная величина.  
Выберем в области S  окружность RL  с центром в начале координат и радиусом 

R , таким чтоб внутри этой окружности оказались все контуры отверстий плиты и точ-
ки приложения сосредоточенных сил. Применяя к этому контуру ранее полученные 
условия однозначности изгибающих и крутящего моментов при полном обходе по кон-
туру RL  и условия равенства (с противоположным знаком) главного вектора и момен-
тов относительно осей координат всех воздействий внутри RL  главному вектору и мо-
ментам внутренних усилий вдоль RL , найдем 
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где 0P  – главный вектор всех усилий, приложенных к конечной части плиты (к контрам 
отверстий и сосредоточенных сил во внутренних точках); 0xM , 0yM  – моменты воз-
действий относительно осей Ox , Oy . При выводе соотношений (3.32), (3.33) внеш-
ность единичного круга отображалась на внешности контуров, соответствующих кон-
туру RL  в областях kS  и учитывалось, что на соответствующих контурах 
ln ln (1 )kz O   .  

Подставим функции (3.30) в выражения моментов на бесконечности и приравняем 
в полученных равенствах коэффициенты при логарифмах и свободные члены. Учиты-
вая равенства (3.32) и (3.33), получим, что коэффициенты при логарифмах будут тож-
дественно равны нулю, а из сравнения свободных членов найдем равенства 
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где последнее уравнение добавлено в качестве некоторого ограничения на бесконечно-
сти. Выбор этого условия может быть и другим, но как установлено [9, 10], такой вы-
бор не влияет на значения основных характеристик в точках конечной части плиты. 
Вместо этой системы можно из первых 7-ми ее уравнений, решив их как систему отно-

сительно 
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         , 

4

71 72 7̀3 74 75 76 77
1

2Re k k k x y xy dx dy bx by
k

F M F M F H F M F M F M F M      



          ,  (3.35) 

где ijF  – известные коэффициенты, вычисляемые как элементы матрицы 
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При решении системы (3.35) ее нужно дополнять последним уравнением системы 
(3.34). 

Таким образом, в самом общем случае функция ( )k kW z  имеет вид 

           0 0 0
0

1 1
ln ln

L R

k k k k kl k kl k kl kr k kr k kr k k
l r

W z z A z B z z A z B z z W z
 

           , (3.36) 

в котором k  и klA , klB  – постоянные, определяемые из решений систем уравнений 
(3.35) и (3.23), (3.27). Рассмотрим частные случаи.  

Если заданная плита является конечной, то 0k  , а  0k kW z  – функции, голо-
морфные в областях kS , ограниченных всеми контурами, включая  контуры 0kL , полу-
чаемые из внешнего контура 0L  аффинными преобразованиями. Последние функции 
представляются рядами по полиномам Фабера. Если отсутствуют внутренние сосредо-
точенные силы и моменты, то 0 0 0kj kjA B  . Если на контуре отверстия lL  главный век-

тор поперечных сил и изгибающих и крутящих моментов равны нулю, то 0kl klA B  . 
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COMPLEX POTENTIALS OF THE BEND THEORY OF THIN ELECTROMAGNETIC ELECTRIC 
PLATES 

 
S. A. Kaloerov 

 
The complex potentials of the applied theory of the bending of thin electromagnetically elastic plates are 

introduced and investigated. Expressions of the main characteristics through these functions, boundary condi-
tions for determining functions, and their general representations for the case of any finite and infinite multiply 
connected region are obtained. Particular problems of electroelasticity, magnetoelasticity, and the classical theo-
ry of elasticity are considered. 
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УДК 539.3  
 

ЗАДАЧИ ЭЛЕКТРОУПРУГРУГОГО, МАГНИТОУПРУГОГО И УПРУГОГО  
ИЗГИБА ТОНКИХ ПЛИТ, КАК ЧАСТНЫЕ СЛУЧАИ ЗАДАЧИ  

ЭЛЕКТРОМАГНИТОУПРУГОГО ИЗГИБА 
 
© 2019.   С. А. Калоеров 

 
 
Как частные случаи общей задачи электромагнитоусти по изгибу тонких плит получены решения 

задач электроупругости, магнитоупругости и теории упругости по изгибу тонких плит. При этом приве-
дены получаемые из решения общей задачи дифференциальные уравнения, их решения через комплекс-
ные потенциалы, граничные условия для определения функций, общие представления функций для про-
извольных многосвязных областей. Показано, как при проведении численных исследований выбором 
значений некоторых параметров из решения общей задачи следуют решения этих частных задач . 

Ключевые слова: Пьезоэлектирические плиты, пьезомагнитные плиты, краевые задачи, комплекс-
ные потенциалы. 

 
 
В различных областях современной науки и техники широкое распространение в 

качестве элементов конструкций получили тонкие пластины, находящиеся в условиях 
поперечного изгиба и называемые тонкими плитами. В процессе эксплуатации таких 
плит возникают большие напряжения, которые могут приводить к их разрушению. В 
связи с этим нужно иметь методы определения напряженно-деформированного состоя-
ния тонких плит при различных внешних воздействиях. Хотя этой проблемой уже с се-
редины XVIII века занимались многие известные ученые, но наиболее приемлемое ре-
шение было получено лишь в середине XIX века Кирхгоффом [1, 2], предложившим 
прикладную теорию изгиба тонких плит. На этой основе были разработаны различные 
методы решения конкретных задач. Но фундаментальные результаты были получены 
лишь в 30-е годы XX века Лехницким С. Г. [3, 4]. При этом были рассматривались 
лишь случаи плит из изотропных и анизотропных материалов. Но современные тонкие 
плиты часто изготавливаются из материалов, обладающих пьезоэффектом, что нужно 
учитывать при решениях задач. Но такой учет приводит к серьезным математическим 
трудностям, и к настоящему времени модели и методы решения задач для тонких пла-
стин из пьезоматериалов разработаны лишь для случаев, когда они находятся в услови-
ях обобщенного плоского напряженного состояния [5, 6]. Для случая же изгиба плит из 
пьезоматериалов пока предложена лишь модель изгиба тонкой плиты и для решения 
задачи получена краевая задача [7], состоящая из системы 3-х дифференциальных 
уравнений в частных производных относительно прогиба плиты и плотностей по тол-
щине плиты электрического и магнитного потенциалов, с краевыми условиями реше-
ния этой системы. В работе [8] решением этой системы дифференциальных уравнений 
задача сведена к нахождению обобщенных комплексных потенциалов из соответству-
ющих граничных условий, исследованы свойства этих функций с нахождением их об-
щих представлений для произвольной многосвязной области. 

В данной статье как частные случаи общей задачи электромагнитоупругости 
(ЭМУ) изгиба тонких плит [7, 8] даны решения задачи электроупругости (ЭУ), когда не 
учитываются магнитные свойства материала, задачи магнитоупругости (МУ), когда не 
учитываются электрические свойства материала, и классической задачи изгиба тонких 
анизотропных плит (ТУ), когда не учитываются и те и другие свойства материала. Вве-
дены некоторые параметры, придавая которым необходимые значения, по общей про-
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грамме численной реализации решения задач ЭМУ можно получать результаты для 
решения задач ЭУ, МУ и ТУ.  

1. Основные соотношения краевой задача теории изгиба тонких электромаг-
нитоупругих плит. Как показано в работе [7], общее решение задачи об изгибе тонких 
электромагнитоупругих плит при использовании гипотез Кирхгофа, дополненных 
условиями на электромагнитные свойства материала и внешнего воздействия, приво-
дится к решению системы дифференциальных уравнений, состоящих из уравнений равно-
весия [9] 

0xyx xz
x y z

 
  

  
,   0xy y yz

x y z
  

  
  

,   0yzxz z
x y z

 
  

  
;        (1.1) 

уравнений вынужденной электромагнитостатики [10–12] 

0yx zDD D
x y z

 
  

  
,   0yz EE

y z


 
 

,   0x zE E 
z x

 
 

 
,   0yx EE

y x


 
 

;      (1.2) 

0yx zBB B
x y z

 
  

  
,   0yz HH

y z


 
 

,   0x zH H 
z x

 
 

 
,   0yx HH

y x


 
 

;    (1.3) 

уравнений электромагнитоупругого состояния [13, 14] 
11 12 16 11 21 11 21x x y xy x y x ys s s g D g D p B p B           , 

12 22 26 12 22 12 22y x y xy x y x ys s s g D g D p B p B           , 

16 26 66 16 26 16 26xy x y xy x y x ys s s g D g D p B p B           , 

11 12 16 11 12 11 12x x y xy x y x yE g g g D D B B            , 

21 22 26 12 22 12 22y x y xy x y x yE g g g D D B B             , 

11 12 16 11 12 11 12x x y xy x y x yH p p p D D B B             , 

21 22 26 12 22 12 22y x y xy x y x yH p p p D D B B            ,             (1.4) 
а также общепринятых соотношений для малых деформаций и выражений компонент 
векторов напряженностей электромагнитного поля через электрический и магнитный по-
тенциалы при соответствующих механических, электрических и магнитных граничных 
условиях на контурах плиты. При этом ijs  – коэффициенты деформации материала, из-

меренные при постоянных индукциях электрического и магнитного полей; ijg  и ijp  – 
пьезоэлектрические и пьезомагнитные модули деформации и напряженностей, измерен-
ные при постоянных напряжениях и индукциях; ij , ij , ij  – соответственно коэффи-
циенты диэлектрической, магнитной и электромагнитной восприимчивостей, измерен-
ные при постоянных напряжениях. 

В работе [7] решение рассматриваемой общей задачи теории изгиба тонкой элек-
тромагнитоупругой плиты приведено к решению системы дифференциальных уравнений 

 4 3 0 3 0 ,s g pL w L L q x y     ,   

3 2 0 2 0 0g gg ppL w L L     , 
3 2 0 2 0 0p pp ppL w L E                                                         (1.5) 

относительно функций прогиба  ,w x y  и плотностей по толщине плиты потенциалов 

электрического поля  0 ,x y  и магнитного поля  0 ,x y , в которой 
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x yx y
  
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 –                                                        (1.6) 

дифференциальные операторы; 0ij ijD b D  – упругие жесткости плиты; 0gij gijC c D , 

0pij pijC c D , 0gij gijD d D ,  0pij gijD d D , 0pij pijE e D  – электромагнитные жестко-

сти плиты; 3
0

2
3

D h  – постоянная, зависящая от толщины плиты; ijb  gijc , pijc , gijd , 

pijd , pije  – постоянные, определяемые как элементы обратной матрицы:  
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 (1.7) 

Систему дифференциальных уравнений (1.5) нужно решать при заданных условиях 
на краях плиты, например, в случае загруженного внешними воздействиями края, когда 
на нем заданы поперечные усилия  p s , изгибающие моментов  m s , моменты элек-
трической индукции ( )dm s  и магнитной индукции ( )bm s , эти условия имеют вид [7]  

      cos cos cos cosx xyM nx H I ny m s nx r s c ny     , 

      cos cos cos cosxy yH I nx M ny m s ny r s c nx     , 

 cos cosdx dy dM nx M ny m s  ,    cos cosbx by bM nx M ny m s  ,         (1.8) 
где  

 
0

s

nI s N ds  ,      
0

s
r s p s ds  ;                                        (1.9) 

cos cosn x yN N nx N ny  ; 
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xM , yM , xyH , dxM , dyM , bxM , byM  – соответствующие моменты; c  – вещественная 
постоянная. Аналогичные соотношения получены для других граничных условий [7]. 

После решения системы дифференциальных уравнений (1.5) основные характери-
стики электромагнитоупругого состояния (ЭМУС) изгиба плиты (механические момен-
ты xM  yM , xyH , моменты плотности по толщине электрического потенциала   и 

магнитного потенциала  , моменты электрической индукции dx , dy  и магнит-

ной индукции bx , by , поперечные силы xN , yN ) вычисляются по формулам  

2 2 2
11 16 122 22x

w w wM D D D
x yx y

   
       

0 0 0 0
11 21 11 21g g p pC C C C

x y x y
   

       
, 

2 2 2
12 26 222 22y

w w wM D D D
x yx y

   
      

0 0 0 0
12 22 12 22g g p pC C C C

x y x y
   

       
, 

2 2 2
16 66 262 22xy

w w wH D D D
x yx y

   
      

0 0 0 0
16 26 16 26g g p pC C C C

x y x y
   

       
; (1.10) 

0 0D   ,    0 0D   ;                                           (1.11) 
2 2 2

11 16 122 22dx g g g
w w wM C C C

x yx y
  

   
  

0 0 0 0
11 12 11 1̀2g g p pD D D D

x y x y
   

  
   

, 

2 2 2
21 26 222 22dy g g g

w w wM C C C
x yx y

  
   

  
0 0 0 0

12 22 12 22g g p pD D D D
x y x y

   
  

   
, 

2 2 2
11 16 122 22bx p p p

w w wM C C C
x yx y

  
   

  
0 0 0 0

11 12 11 12p p p pD D E E
x y x y

   
  

   
, 

2 2 2
21 26 222 22by p p p

w w wM C C C
x yx y

  
   

  
 

0 0 0 0
12 22 12 22p p p pD D E E

x y x y
   

   
   

;                                 (1.12) 

 
3 3 3 3

11 16 12 66 263 2 2 33 2x
w w w wN D D D D D

x x y x y y

    
     

     
 

 
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11 21 16 262 2g g g gC C C C
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 
2 2 2

0 0 0
11 21 16 262 2p p p pC C C C

x yx y

     
    

   
, 

 
3 3 3 3

16 12 66 26 223 2 2 32 3y
w w w wN D D D D D

x x y x y y

    
     

     
 

 
2 2 2

0 0 0
16 12 26 222 2g g g gC C C C

x yx y
     

    
  

 

 
2 2 2

0 0 0
16 12 26 222 2p p p pC C C C

x yx y

     
    

   
.                            (1.13) 
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В статье [8] решение системы уравнений (1.5) получено в виде функций 

     
4

0
1

, , 2Re k k
k

w x y w x y W z


   , 

     
4

0 00
1

, , 2 Re k k k
k

x y x y W z


     ,    

     
4

0 00
1

, , 2 Re k k k
k

x y x y W z


     ,                                     (1.14) 

в которых  0 ,w x y ,  00 ,x y  и  00 ,x y  – частное решение системы (1.5); 

1

0

k
k

k


 


,   2

0

k
k

k


 


;                                                       (1.15) 

   
   

2 2
0

2 2

gg k pp k
k

pp k pp k

l l

l e

 
 

 
, 

   
   

3 2
1

2 2

g k pp k
k

p k pp k

l l

l e

  
 

  
, 

   
   

2 3
2

2 3

gg k g k
k

pp k p k

l l

l l

  
 

  
; 

 k kW z  – функции обобщенных комплексных переменных k kz x y  ; k  – корни 
характеристического уравнения  

4 3 3

3 2 2

3 2 2

0
s g p

g gg pp

p pp pp

l l l

l l l

l l e

 ,                                                 (1.16)

 

где 

    4 3 2
4 22 26 12 66 66 114 2 2 4sl D D D D D D            , 

     3 2
3 22 12 26 21 16 112 2g g g g g g gl C C C C C C          , 

     3 2
3 22 12 26 21 16 112 2p p p p p p pl C C C C C C          , 

  2
2 22 12 112gg g g gl D D D      ,    2

2 22 12 112pp p p pl D D D      , 

  2
2 22 12 112pp p p pe E E E     .                                          (1.17) 

Для определения комплексных потенциалов ( )k kW z  получены граничные усло-
вия. В частности, если край плиты загружен внешними воздействиями  в виде изгиба-
ющих моментов ( )m s , поперечных усилий ( )p s  и индукционных моментов ( )dm s , 

( )bm s , то граничные условия для определения функций имеют вид [8] 

 
4

0 1 1
1 0

2 Re ( )
s

k
k k xy

kk

p
W z I m dy f dx cx c



    
  , 

 
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0 2 2
1 0

2 Re ( )
s

k k k xy
k

q W z I m dx f dy cy c


      ,  

4

0 3
1 0

2 Re ( )
s

yk k k d d
k

d W z M m ds c


     ,  
4

0 4
1 0

2 Re ( )
s

yk k k b b
k

b W z M m ds c


     ,  (1.18) 
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где 

  0 1 0 0 0
0

cos cos
s

xy x xyI M nx H I ny ds   , 

  0 2 0 0 0
0

cos cos
s

xy xy yI H I nx M ny ds   , 

 0 0 0
0

cos cos
s

d dx dyM M nx M ny ds  ,    0 0 0
0

cos cos
s

b bx byM M nx M ny ds  . 

 01 0 0 0
0

( )
s

xy xy xJ N H dx M dy   ,    02 0 0 0
0

( )
s

y xy xyJ M dx N H dy    , 

0

( ) ( )
s

f s p s ds  ;                                                      (1.19) 

с  – вещественная, ic  – комплексные постоянные. Здесь, как и ранее, верхние знаки от-
носятся к внешнему контуру плиты, нижние – к контурам отверстий в ней; s  – длина 
дуги контура, обходимого простив часовой стрелки. Аналогичные соотношения полу-
чены для других граничных условий [8]. 

После определения комплексных потенциалов основные характеристик ЭМУС 
(1.10)–(1.13) вычисляются по формулам 

     
4

0 0 0
1

, , , , 2Re , , ( )x y xy x y xy k k k k k
k
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
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11 16 12 11 21 11 212k k k g g k k p p k kp D D D C C C C             , 

   2
12 26 22 12 22 11 222k k k g g k k p p k kq D D D C C C C             , 

   2
16 66 26 16 26 16 262k k k g g k k p p k kr D D D C C C C             ;       (1.20) 

     0 0 0 0 0, , ,D           ;                                    (1.21) 

   0 0 0 0, , , , , ,dx dy bx by dx dy bx byM M M M M M M M   
4

1
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   2
21 26 22 12 22 12 222yk g g k g k g g k k p p k kd C C C D D D D             , 
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   2 3
16 12 66 26 22 16 12 262 3k k k k g g g ks D D D D D C C C               

   2 2
22 16 12 26 22g k k p p p k p k kC C C C C          , 

   2 3
11 16 12 66 26 11 21 163 2k k k k g g g kl D D D D D C C C              

   2 2
26 11 21 16 26g k k p p p k p k kC C C C C          .                      (1.23) 

Здесь величины со значком 0 в индексах относятся к частному решению системы (1.5) 
и вычисляются по формулам (1.10)–(1.13), если в них вместо  ,w x y ,  0 ,x y , 

 0 ,x y  взять  0 ,w x y ,  00 ,x y ,  00 ,x y . При этом учтено, что 
0k k k xk k yk xk k ykl s d d b b      , 

откуда следуют равенства 
k k kl s  ,  xk k ykd d  ,  xk k ykb b  ;  /k k k ks r p      k k k ks r q   .   (1.24) 

В самом общем случае многосвязной плиты с отверстиями lL   1,l    для функ-

ций ( )k kW z  получены выражения 
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 

           , (1.25) 

в которых k , klA , klB  – постоянные, определяемые решениями следующих систем 
линейных алгебраических уравнений: 
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4
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kk
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kk

v d b iB


 
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;   (1.28) 

lP  – главный вектор распределенных по контуру отверстия lL  поперечных усилий 
( )lp s ; xlM , ylM  и DlM , BlM  – главные моменты механических воздействий и индук-

ций по контуру отверстия lL ;  

 0 0 0
l

l y x
L

P N dx N dy   , 

    0 0 0 0 0
l

xl y y x xy
L

M yN M dx yN H dy     , 

    0 0 0 0 0
l

yl y xy x x
L

M xN H dx xN M dy    , 

 0 0 0
l

Dl Dy Dx
L

M M dx M dy   ,    0 0 0
l

Bl By Bx
L

M M dx M dy   ;             (1.29) 

0
krA , 0

krB  – постоянные, вычисляемые решением систем, получаемых из систем (1.27), 

(1.28), заменой в них klA , klB , lP , xlM , ylM , DlM , BlM  на 0
krA , 0

krB , 0
rP , 0

xrM , 0
yrM  

при 0 0
0 0l Dr BrP M M   ; 0

rP  – сосредоточенная сила в точке  0 0 0,r r rz x y  с моментами 
0 0 0
xr r rM y P , 0 0 0

yr r rM x P  .  
2. Решение задачи электроупругости. Будем считать, что рассмотренная выше 

плита обладает только электрическим пьезоэффектом, а магнитные ее свойства прене-
брежимо малы. В этом случае первоначальная система уравнений задачи изгиба тонкой 
плиты на основе (1.1)–(1.4) содержит уравнения равновесия  

0xyx xz
x y z

 
  

  
,   0xy y yz

x y z
  

  
  

,   0yzxz z
x y z

 
  

  
;     (2.1) 

уравнения вынужденной электростатики 

0yx zDD D
x y z

 
  

  
,   0yz EE

y z


 
 

,   0x zE E 
z x

 
 

 
,   0yx EE

y x


 
 

;   (2.2) 

уравнения электроупругого состояния  
11 12 16 11 21x x y xy x ys s s g D g D         , 

12 22 26 12 22y x y xy x ys s s g D g D         , 

16 26 66 16 26xy x y xy x ys s s g D g D         , 

11 12 16 11 12x x y xy x yE g g g D D         , 

21 22 26 12 22y x y xy x yE g g g D D         ,                                    (2.3) 
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а также соотношений Коши для малых деформаций и выражений компонент вектора 
напряженностей электрического поля через электрический потенциал при соответствую-
щих механических и электрических граничных условиях на контурах плиты. При этом 

ijs  – коэффициенты деформации материала, измеренные при постоянной индукции элек-

трического поля, ijg  – пьезоэлектрические коэффициенты деформации и напряженностей, 

измеренные при постоянных напряжениях и индукциях, ij  – коэффициенты диэлектриче-
ской восприимчивости, измеренные при постоянных напряжениях. 

Система (1.5) для определения функций прогиба  ,w x y  и плотности по толщине 

плиты потенциала электрического поля  0 ,x y  будет такой: 

 4 3 0 ,s gL w L q x y   ,   3 2 0 0g ggL w L   ,                     (2.4)  

где 4sL , 3gL , 2ggL  – дифференциальные операторы, задаваемые соответствующими 

выражениями (1.6), в которых 0ij ijD b D  – упругие жесткости плиты; 0gij gijC c D , 

0gij gijD d D , – электрические жесткости; ijb  gijc , gijd  – постоянные, определяемые 
как элементы обратной матрицы:  
 

11 12 16 11 21 11 12 16 11 21

12 22 26 12 22 12 22 26 12 22

16 26 66 16 26 16 26 66 16 26

11 12 16 11 1211 12 16 11 12

21 22 26 12 2221 22 26 12 22

g g

g g

g g

g g g g g

g g g g g

   b b b c c s s s g g
b b b c c s s s g g
b b b c c s s s g g

g g gc c c d d
g g gc c c d d

 
 
 
 

 
         

        

1

.


 
 
 
 
 
 
 
 

            (2.5) 

Систему дифференциальных уравнений (2.4) нужно решать при определенных 
краевых условиях на боковой поверхности плиты, например, в случае загруженного 
внешними воздействиями края, когда на краю плиты заданы поперечные усилия  p s , 

изгибающие моменты  m s  и момент электрической индукции ( )dm s , эти условия на 
основе (1.8) имеют вид  

      cos cos cos cosx xyM nx H I ny m s nx r s c ny     , 

      cos cos cos cosxy yH I nx M ny m s ny r s c nx     ,  

 cos cosdx dy dM nx M ny m s  .                                                              (2.6) 
После решения системы дифференциальных уравнений (2.4) основные характери-

стики изгиба электроупругой плиты (механические моменты xM  yM , xyH , моменты 

плотности по толщине электрического потенциала  , моменты электрической ин-

дукции dx , dy , поперечные силы xN , yN ) вычисляются по формулам  
2 2 2

0 0
11 16 12 11 212 22x g g

w w wM D D D C C
x y x yx y

    
            

, 

2 2 2
0 0

12 26 22 12 222 22y g g
w w wM D D D C C

x y x yx y

    
           

, 
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2 2 2
0 0

16 66 26 16 262 22xy g g
w w wH D D D C C

x y x yx y

    
           

;             (2.7) 

0 0D   ;                                                         (2.8) 
2 2 2

0 0
11 16 12 11 122 22dx g g g g g

w w wM C C C D D
x y x yx y

   
    

    
, 

2 2 2
0 0

21 26 22 12 222 22dy g g g g g
w w wM C C C D D

x y x yx y
   

    
    

;            (2.9) 

 
3 3 3 3

11 16 12 66 263 2 2 33 2x
w w w wN D D D D D

x x y x y y

    
     

     
 

 
2 2 2

0 0 0
11 21 16 262 2g g g gC C C C

x yx y

     
    

   
, 

 
3 3 3 3

16 12 66 26 223 2 2 32 3y
w w w wN D D D D D

x x y x y y

    
     

     
 

 
2 2 2

0 0 0
16 12 26 222 2g g g gC C C C

x yx y

     
    

   
.                         (2.10) 

В данном случае решением системы (2.4) будут функции  

     
3

0
1

, , 2Re k k
k

w x y w x y W z


   ;       
3

0 00
1

, , 2Re k k k
k

x y x y W z


     ,  (2.11) 

в которых  0 ,w x y ,  00 ,x y  – частное решение (2.4);    2 3k gg k g kl l     ; 

 k kW z  – функции обобщенных комплексных переменных k kz x y  ; k  – корни 
характеристического уравнения  

4 3

3 2
0

s g

g gg

l l

l l
 ,                                                          (2.12)

 

4sl , 3gl , 2ggl  – полиномы, задаваемые соответствующими выражениями (1.17). 

Для определения комплексных потенциалов ( )k kW z  имеют место определенные 
граничные условия. В частности, если край плиты загружен внешними воздействиями  
в виде изгибающих моментов ( )m s , поперечных усилий ( )p s  и момента индукции 
электрического поля ( )dm s , то граничные условия (1.18) примут вид  

 
4

0 1 1
1 0

2 Re ( )
s

k
k k xy

kk

p W z I m dy f dx cx c


    
  , 

 
4

0 2 2
1 0

2 Re ( )
s

k k k xy
k

q W z I m dx f dy cy c


      ,         

4

0 3
1 0

2 Re ( )
s

yk k k d d
k

d W z M m ds c


     .                                               (2.13) 
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Для нахождения основных характеристик получаются формулы 

     
3

0 0 0
1

, , , , 2Re , , ( )x y xy x y xy k k k k k
k

M M H M M H p q r W z


   , 

 2
11 16 12 11 212k k k g g k kp D D D C C         ,  

 2
12 26 22 12 222k k k g g k kq D D D C C         ,  

 2
16 66 26 16 262k k k g g k kr D D D C C         ;                               (2.14) 

0 0 0D      ,                                                        (2.15) 

     
3

0 0
1

, , 2 Re , ( )dx dy dx dy xk yk k k
k

M M M M d d W z


   , 

 2
11 16 12 11 122xk g g k g k g g k kd C C C D D         , 

 2
21 26 22 12 222yk g g k g k g g k kd C C C D D         ;                      (2.16) 

     
3

0 0
1

, , 2 Re , ( )x y x y k k k k
k

N N N N l s W z


   ,  

  2 3
16 12 66 26 222 3k k k ks D D D D D           

        2
16 12 26 22g g g k g k kC C C C         

  2 3
11 16 12 66 263 2k k k kl D D D D D          

  2
11 21 16 26g g g k g k kC C C C       .                                   (2.17) 

Здесь величины со значком 0 в индексах относятся к частному решению системы (2.4) 
и вычисляются по формулам (2.7)–(2.10), если в них вместо  ,w x y ,  0 ,x y  взять 

 0 ,w x y ,  00 ,x y . При этом учтено, что 
0k k k xk k ykl s d d    , 

откуда следуют равенства 
k k kl s  ,   xk k ykd d  ;  /k k k ks r p        k k k ks r q   .             (2.18) 

В самом общем случае многосвязной плиты с отверстиями lL   1,l    для функ-

ций ( )k kW z  получаются выражения (1.25), где k , klA , klB  – постоянные, для опреде-
ления которых из (1.26)–(1.28) получаются следующие системы линейных алгебраиче-
ских уравнений: 

  
3

2
11 16 12 11 21

1
2Re 2 k k k g g k k x

k
D D D C C M



          ,  

  
3

2
12 26 22 12 22

1
2 Re 2 k k k g g k k y

k
D D D C C M



          , 

  
3

2
16 66 26 16 26

1
2Re 2 k k k g g k k xy

k
D D D C C H



          , 
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  
3

2
11 16 12 11 12

1
2 Re g g k g k k g g k k dx

k
C C C D D M



          , 

  
3

2
21 26 22 12 22

1
2Re g g k g k k g g k k dy

k
C C C D D M



          ,  

3

1

12Re 0k
kk
 

 ;                                                                                             (2.19) 

4
2 0

111

12Re 1, , , , , 0, 0, 0, 0, 0,
2
l l

k k k k k kl
kk

P P   iA
D

   
           

 ;              (2.20) 

4
2

1

12Re 1, , , , ,k k k y kl
kk

d iB


 
     

  

00
0

22
0, 0, 0, , ,

2 2
yl ylxl xl

Dl Dl
M MM M M M

D
 

      
;           (2.21) 

lP  – главный вектор распределенных по контуру отверстия lL  поперечных усилий 
( )lp s ; xlM , ylM  и DlM  – главные моменты механических воздействий и индукций по 

контуру отверстия lL ;  

 0 0 0

l

l y x
L

P N dx N dy   ,       0 0 0 0 0
l

xl y y x xy
L

M yN M dx yN H dy     , 

    0 0 0 0 0
l

yl y xy x x
L

M xN H dx xN M dy    ,   0 0 0
l

Dl Dy Dx
L

M M dx M dy   ;    (2.22) 

0
krA , 0

krB  – постоянные, вычисляемые решением систем, получаемых из (2.20), (2.21), 

заменой в них klA , klB , lP , xlM , ylM , DlM  на 0
krA , 0

krB , 0
rP , 0

xrM , 0
yrM  при 

0
0 0l DrP M  ; 0

rP  – сосредоточенная сила в точке  0 0 0,r r rz x y  с моментами 
0 0 0
xr r rM y P , 0 0 0

yr r rM x P  .  
3. Решение задачи магнитоупругости. Будем считать, что рассмотренная в п. 1 

плита обладает только магнитным пьезоэффектом, электрические свойства пренебре-
жимо малы. В этом случае система уравнений задачи изгиба тонкой плиты на основе 
(1.1)–(1.4) содержит уравнения равновесия   

0xyx xz
x y z

 
  

  
,   0xy y yz

x y z
  

  
  

,   0yzxz z
x y z

 
  

  
;             (3.1) 

уравнения вынужденной магнитостатики  

0yx zBB B
x y z

 
  

  
,   0yz HH

y z


 
 

,   0x zH H 
z x

 
 

 
,   0yx HH

y x


 
 

;      (3.2) 

уравнения магнитоупругого состояния  

11 12 16 11 21x x y xy x ys s s p B p B         , 

12 22 26 12 22y x y xy x ys s s p B p B         , 
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16 26 66 16 26xy x y xy x ys s s p B p B         , 

11 12 16 11 12x x y xy x yH p p p B B         , 

21 22 26 12 22y x y xy x yH p p p B B          ,                                   (3.3) 
а также соотношений Коши для малых деформаций и выражений компонент вектора 
напряженностей магнитного поля через магнитный потенциал при соответствующих 
механических и электрических граничных условиях на контурах плиты. и общеприня-
тые соотношений для малых деформаций и потенциальности магнитного поля при соот-
ветствующих механических и электрических граничных условиях на контурах плиты. 
При этом ijs  – коэффициенты деформации материала, измеренные при постоянных ин-

дукциях магнитного поля, ijp  – пьезомагнитные коэффициенты деформации и напря-

женностей, измеренные при постоянных напряжениях и индукциях; ij  – коэффициенты 
магнитной восприимчивостей, измеренные при постоянных напряжениях. 

Система (1.5) для определения функций прогиба  ,w x y  и плотности по толщине 

плиты потенциала магнитного поля  0 ,x y  будет такой: 

 4 3 0 ,s pL w L q x y   ,   3 2 0 0p ppL w E   ,                                    (3.4) 

где 4sL , 3pL , 2 ppE  – дифференциальные операторы, задаваемые соответствующими 

выражениями (1.6); 0ij ijD b D  – упругие жесткости плиты; 0pij pijC c D , 0pij pijE e D  

– магнитные жесткости плиты; ijb pijc , pije  – постоянные, определяемые как элементы 
обратной матрицы:  
 

11 12 16 11 21 11 12 16 11 21

12 22 26 12 22 12 22 26 12 22

16 26 66 16 26 16 26 66 16 26

11 12 16 11 1211 12 16 11 12

21 22 26 12 2221 22 26 12 22

p p

p p

p p

p p p p p

p p p p p

 b b b c c s s s p p
b b b c c s s s p p
b b b c c s s s p p

p p pc c c d d
p p pc c c d d

   
 
 

 
         

         

1

.




 
 
 
 
 
 



            (3.5) 

 

Систему дифференциальных уравнений (3.4) нужно решать при определенных крае-
вых условиях на боковой поверхности плиты, например, в случае загруженного внешними 
воздействиями края, когда на краю плиты заданы поперечные усилия  p s , изгибаю-

щие моменты  m s  и момент магнитной индукции ( )bm s , эти условия на основе (1.8) 
имеют вид  

      cos cos cos cosx xyM nx H I ny m s nx r s c ny     , 

      cos cos cos cosxy yH I nx M ny m s ny r s c nx     ,  

 cos cosbx by bM nx M ny m s  .                                                               (3.6) 
После решения системы дифференциальных уравнений (3.4) основные характери-

стики изгиба магнитоупругой плиты (механические моменты xM  yM , xyH , моменты 

плотности по толщине магнитного потенциала  , магнитной индукции bx , by , 

поперечные силы xN , yN ) вычисляются по формулам  
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2 2 2
0 0

11 16 12 11 212 22x p p
w w wM D D D C C

x y x yx y

    
            

, 

2 2 2
0 0

12 26 22 12 222 22y p p
w w wM D D D C C

x y x yx y

    
           

, 

2 2 2
0 0

16 66 26 16 262 22xy p p
w w wH D D D C C

x y x yx y

    
           

;                 (3.7) 

0 0D   ;                                                                                                      (3.8) 
2 2 2

0 0
11 16 12 11 122 22bx p p p p p

w w wM C C C E E
x y x yx y

   
    

    
, 

2 2 2
0 0

21 26 22 12 222 22by p p p p p
w w wM C C C E E

x y x yx y
   

    
    

;            (3.9) 

 
3 3 3 3

11 16 12 66 263 2 2 33 2x
w w w wN D D D D D

x x y x y y

    
     

     
 

 
2 2 2

0 0 0
11 21 16 262 2p p p pC C C C

x yx y

     
    

   
, 

 
3 3 3 3

16 12 66 26 223 2 2 32 3y
w w w wN D D D D D

x x y x y y

    
     

     
 

 
2 2 2

0 0 0
16 12 26 222 2p p p pC C C C

x yx y

     
    

   
;                        (3.10) 

В данном случае решением системы (3.4) будут функции  

     
3

0
1

, , 2Re k k
k

w x y w x y W z


   ;       
3

0 00
1

, , 2Re k k k
k

x y x y W z


     ,  (3.11) 

в которых  0 ,w x y ,  00 ,x y  – частное решение (3.4);    2 3k pp k p ke l     ; 

 k kW z  – функции обобщенных комплексных переменных k kz x y  ; k  – корни 
характеристического уравнения  

4 3

3 2
0

s p

p pp

l l

l e
 ;                                                             (3.12) 

4sl , 3pl , 2 ppl  – полиномы, задаваемые соответствующими выражениями (1.17). 

Для определения комплексных потенциалов ( )k kW z  имеют место определенные 
граничные условия. В частности, если край плиты с контуром lL  загружен внешними 
воздействиями  в виде изгибающих моментов ( )m s , поперечных усилий ( )p s  и индук-
ционного момента ( )bm s , то граничные условия (1.18) примут вид  

 
3

0 1 1
1 0

2 Re ( )
s

k
k k xy

kk

p W z I m dy f dx cx c


    
  , 
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 
3

0 2 2
1 0

2 Re ( )
s

k k k xy
k

q W z I m dx f dy cy c


      ,         

3

0 4
1 0

2 Re ( )
s

yk k k b b
k

b W z M m ds c


     .                                                         (3.13) 

Для нахождения основных характеристик получаются формулы 

     
3

0 0 0
1

, , , , 2Re , , ( )x y xy x y xy k k k k k
k

M M H M M H p q r W z


   , 

 2
11 16 12 11 212k k k p p k kp D D D C C         , 

 2
12 26 22 11 222k k k p p k kq D D D C C         , 

 2
16 66 26 16 262k k k p p k kr D D D C C         ;                        (3.14) 

0 0 0D      ,                                                    (3.15) 

   0 0, ,bx by bx byM M M M   
4

1
2 Re , ( )xk yk k k

k
b b W z



 , 

 2
11 16 12 11 122xk p p k p k p p k kb C C C E E         , 

 2
21 26 22 12 222yk p p k p k p p k kb C C C E E         ;                     (3.16) 

     
4

0 0
1

, , 2Re , ( )x y x y k k k k
k

N N N N l s W z


   , 

  2 3
16 12 66 26 222 3k k k ks D D D D D           

        2
16 12 26 22p p p k p k kC C C C       , 

  2 3
11 16 12 66 263 2k k k kl D D D D D          

        2
11 21 16 26p p p k p k kC C C C       .                           (3.17) 

Здесь величины со значком 0 в индексах относятся к частному решению системы (3.4) 
и вычисляются по формулам (3.7)–(3.10), если в них вместо  ,w x y ,  0 ,x y  взять 

 0 ,w x y ,  00 ,x y . При этом учтено, что 

0k k k xk k ykl s b b    , 

откуда следуют равенства 

k k kl s  ,   xk k ykb b  ;   /k k k ks r p    ,   k k k ks r q   .            (3.18) 

В самом общем случае многосвязной плиты с отверстиями lL   1,l    для функций 

( )k kW z  получены выражения (1.25), где k , klA , klB  – постоянные, для определения 
которых из (1.26)–(1.28) получаются следующие системы линейных алгебраических 
уравнений: 
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  
3

2
11 16 12 11 21

1
2Re 2 k k k p p k k x

k
D D D v C C M



          ,  

  
3

2
12 26 22 12 22

1
2Re 2 k k k p p k k y

k
D D D v C C M



          , 

  
3

2
16 66 26 16 26

1
2Re 2 k k k p p k k xy

k
D D D v C C H


          , 

  
3

2
11 16 12 11 12

1
2Re p p k p k k p p k k bx

k
C C C v E E M


          , 

  
4

2
21 26 22 12 22

1
2Re p p k p k k p p k k by

k
C C C v E E M


         , 

4

1

12Re 0k
kk
 

 ;                                                                                             (3.19) 

4
2 0

111

12 Re 1, , , , , 0, 0, 0, 0, 0,
2
l l

k k k k k kl
kk

P P  v  v iA
D

   
         

 ;               (3.20) 

3
2

1

12Re 1, , , , ,k k k y kl
kk

v b iB


 
    

  

0
0

22
0, 0, 0, , ,

2 2
yl ylxl oxl

Bl Bl
M MM M M M

D
 

      
;             (3.21) 

lP  – главный вектор распределенных по контуру отверстия lL  поперечных усилий 
( )lp s ; xlM , ylM  и BlM  – главные моменты механических воздействий и магнитной 

индукции по контуру отверстия lL ;  

 0 0 0

l

l y x
L

P N dx N dy   ,       0 0 0 0 0
l

xl y y x xy
L

M yN M dx yN H dy     , 

    0 0 0 0 0
l

yl y xy x x
L

M xN H dx xN M dy    ,    0 0 0
l

Bl By Bx
L

M M dx M dy   ;     (3.22) 

0
krA , 0

krB  – постоянные, вычисляемые решением систем, получаемых из (3.20), (3.21), 

заменой в них klA , klB , lP , xlM , ylM , BlM  на 0
krA , 0

krB , 0
rP , 0

xrM , 0
yrM  при 

0
0 0l BrP M  ; 0

rP  – сосредоточенная сила в точке  0 0 0,r r rz x y  с моментами 
0 0 0
xr r rM y P , 0 0 0

yr r rM x P  .  
4. Решение задачи теории упругости. Будем считать, что рассмотренная плита 

обладает только упругими свойствами, а электромагнитный пьезоэффект пренебрежимо 
мал. Первоначальная система уравнений задачи изгиба тонкой плиты на основе (1.1)–
(1.4) содержит уравнения равновесия [16]  
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0xyx xz
x y z

 
  

  
,   0xy y yz

x y z
  

  
  

,   0yzxz z
x y z

 
  

  
        (4.1) 

и уравнения состояния (закона Гука) [8, 9] 

11 12 16x x y xys s s       ,   12 22 26y x y xys s s       , 

16 26 66xy x y xys s s       ,                                                 (4.2) 

а также общепринятые соотношения для малых деформаций при соответствующих ме-
ханических граничных условиях на контурах плиты. При этом ijs  – коэффициенты де-
формации материала. 

Система (1.5) для определения функций прогиба  ,w x y  при изгибе плит будет 
содержать только одно уравнение 

 4 ,sL w q x y ,                                                       (4.3) 
где 4sL  – дифференциальный оператор, определяемый соответствующим выражением 
(1.6); 0ij ijD b D  – упругие жесткости плиты; ijb  – постоянные, определяемые как эле-
менты обратной матрицы:  
 

1
11 12 16 11 12 16

12 22 26 12 22 26

16 26 66 16 26 66

.
 b b b s s s
b b b s s s
b b b s s s


   
      
   
   

                                     (4.4) 

 

Дифференциальное уравнение (4.3) нужно решать при определенных краевых 
условиях на боковой поверхности плиты, например, в случае загруженного внешними 
воздействиями края, когда на краю плиты заданы поперечные усилия  p s , изгибаю-

щие и скручивающие моментов  m s , эти условия имеют вид  

      cos cos cos cosx xyM nx H I ny m s nx r s c ny     , 

      cos cos cos cosxy yH I nx M ny m s ny r s c nx     .                  (4.5) 

После решения дифференциального уравнения (4.3) основные характеристики из-
гиба упругой плиты (механические моменты xM  yM , xyH , поперечные силы xN , yN ) 
вычисляются по формулам  

2 2 2
11 16 122 22x

w w wM D D D
x yx y

   
        

, 

2 2 2
12 26 222 22y

w w wM D D D
x yx y

   
       

, 

2 2 2
16 66 262 22xy

w w wH D D D
x yx y

   
       

;                                                   (4.6) 

 
3 3 3 3

11 16 12 66 263 2 2 33 2x
w w w wN D D D D D

x x y x y y

    
            

, 
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 
3 3 3 3

16 12 66 26 223 2 2 32 3y
w w w wN D D D D D

x x y x y y

    
            

.             (4.7) 

Решением уравнения (4.3) будет функция  

     
3

0
1

, , 2Re k k
k

w x y w x y W z


   ,                                 (4.8) 

где  0 ,w x y  – частное решение уравнения (4.3);  k kW z  – функции обобщенных ком-
плексных переменных k kz x y  ; k  – корни характеристического уравнения  

 4 0sl   ;                                                             (4.9) 

 4sl   – полином, задаваемый соответствующим выражением (1.17). 

Для определения комплексных потенциалов ( )k kW z  имеют место определенные 
граничные условия. В частности, если край плиты с контуром lL  загружен внешними 
воздействиями  в виде изгибающих моментов ( )m s , поперечных усилий ( )p s , то гра-
ничные условия (1.18) примут вид  

 
3

0 1 1
1 0

2 Re ( )
s

k
k k xy

kk

p W z I m dy f dx cx c


    
  , 

 
3

0 2 2
1 0

2 Re ( )
s

k k k xy
k

q W z I m dx f dy cy c


      .                                     (4.10) 

Для нахождения основных характеристик получаются формулы 

     
4

0 0 0
1

, , , , 2Re , , ( )x y xy x y xy k k k k k
k

M M H M M H p q r W z


   , 

2
11 16 122k k kp D D D     ,   2

12 26 222k k kq D D D     , 
2

16 66 262k k kr D D D     ;                                             (4.11) 

     
4

0 0
1

, , 2 Re , ( )x y x y k k k k
k

N N N N l s W z


   , 

  2 3
16 12 66 26 222 3k k k ks D D D D D         , 

  2 3
11 16 12 66 263 2k k k kl D D D D D        .                              (4.12) 

Здесь величины со значком 0 в индексах относятся к частному решению уравнения 
(4.3) и вычисляются по формулам (4.6), (4.7), если в них вместо  ,w x y  взять 

 0 ,w x y . При этом  

k k kl s  ,   /k k k ks r p    ,   k k k ks r q   .                       (4.13) 

В самом общем случае многосвязной плиты с отверстиями lL   1,l    для функ-

ций ( )k kW z  получаются выражения (1.25), в которых k , klA , klB  – постоянные, опре-
деляемые решением следующих систем линейных алгебраических уравнений: 
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 
4

2
11 16 12

1
2Re 2 k k k x

k
D D D M


       ,    

 
4

2
12 26 22

1
2Re 2 k k k y

k
D D D M


       , 

 
4

2
16 66 26

1
2Re 2 k k k xy

k
D D D H


       ,    

4

1

12Re 0k
kk
 

 ;                                                                                            (4.14) 

4
2 0

111

12Re 1, , , 0, 0, 0,
2
l l

k k kl
kk

P P  iA
D

   
        

 ;                                       (4.15) 

4
02

221

12Re 1, , , 0, 0, ,
2 2

yl ylxl oxl
k k kl

kk

M MM MiB
D

   
           

 ;          (4.16) 

lP  – главный вектор распределенных по контуру отверстия lL  поперечных усилий ( )lp s ; 

xlM , ylM  – главные моменты механических воздействий по контуру отверстия lL ;  

 0 0 0

l

l y x
L

P N dx N dy   , 

    0 0 0 0 0
l

xl y y x xy
L

M yN M dx yN H dy     , 

    0 0 0 0 0
l

yl y xy x x
L

M xN H dx xN M dy    ;                                       (4.17) 

0
krA , 0

krB  – постоянные, вычисляемые решением систем, получаемых из систем (4.15), (4.16) 

с заменой в них klA , klB , lP , xlM , ylM  на 0
krA , 0

krB , 0
rP , 0

xrM , 0
yrM  при 0 0lP  ; 0

rP  – 

сосредоточенная сила в точке  0 0 0,r r rz x y  с моментами 0 0 0
xr r rM y P , 0 0 0

yr r rM x P  .  

5. Вычислительные процедуры получения решений частных задач из решения 
общей задачи. Для проведения численных исследований в частных случаях (электро-
упругости, магнитоупругости и теории упругости) можно использовать программу для 
решения общей задачи электромагнитоупругости, вводя некоторые параметры, которые 
для этих случаев будут принимать нулевые (в программе достаточно малые) значения.  

Введем параметры g  и p , характеризующие отклонение истинных электро-
магнитных свойств материала плиты от реальных, и рассмотрим плиту из материала, у 
которого упругие постоянные такие же, как для истинного материала, а электромагнит-
ные такие:  

ij g ijg g   ,   gij g ij    ,   /ij ij p    ;                                          (5.1) 

ij p ijp p   ,   pij p ij    ,   /ij ij p    .                                         (5.2) 
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При этом связи для gij , pij  (параметры g , p ) учитывать одновременно только в 
задаче классического изгиба ТУ. 

При 0p   (достаточно малом) имеем 0ij pijp    , ij   . Тогда матрица (1.7) 
будет такой: 

 

11 12 16 11 21 11 12 16 11 21
12 22 26 12 22 12 22 26 12 22

16 26 66 16 26 16 2

11 12 16 11 12

21 22 26 12 22

11 12

12 22

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0

0 0

0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

g g

g g

g g

g g g g g

g g g g g

p p

p p

 b b b c c s s s g g
b b b c c s s s g g
b b b c c s s

c c c d d

c c c d d

e e

e e

 
 
 
 
 
     
   
 
 
 
 
 

1

6 66 16 26

11 12 16 11 12

21 22 26 12 22

11 12

12 22

0 0
0 0 ,
0 0

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

s g g
g g g
g g g


 
 
 
 
 
     
      
  
   

  (5.3) 

 

откуда следуют равенства 0pij pijC D  ,   pijE   , а также тот факт, что последние 2 

равенства (1.4) составляют однородную систему для нахождения xB  и yB  (после разде-

ления обеих частей этих уравнений на ij , значения которых велики). Это соответствует 

задаче электроупругости, для которой 2 0k  , 0k  . Следовательно, если при прове-
дении расчетов по общей программе принять 1g   (кроме связи для gij ), а параметр 

p  модельного материала достаточно малым (а не нулем, так как в случае нулевого зна-
чения могут возникать различные проблемы типа деления на ноль), то полученные чис-
ловые значения основных характеристик будут соответствовать решению задачи, когда 
пренебрегаются магнитные свойства материала, т. е. решению задачи электроупругости, 
Как показывают проведенные расчеты, уже при 310p

   значения основных характе-
ристик, получаемые по общей программе для задачи ЭМУ, оказываются такими, как при 
реализации приведенного в п. 2 решении задачи электроупругости. 

При 0g   (достаточно малом) имеем 0ij gijg    , ij   . Тогда матрица (1.7) 
будет такой: 

11 12 16 11 21 11 12 16 11 21
12 22 26 12 22 12 22 26 12 22

16 26 66 16 26 16 2

11 12

12 22

11 12 16 11 12

21 22 26 12 22

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0

0 0

p p

p p

p p

g g

g g

p p p p p

p p p p p

 b b b c c s s s p p
b b b c c s s s p p
b b b c c s s

d d

d d

c c c e e

c c c e e

 
 
 
 
 
   
 
 
   
 
    

1

6 66 16 26

11 12

12 22

11 12 16 11 12

21 22 26 12 22

0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

0 0
0 0

s p p

p p p
p p p


 
 
 
 
 

  
   
     
      

, 

 

откуда следуют равенства 0gij pijC D  ,   gijD   , а также тот факт, что 4 и 5 урав-

нения равенств (1.4) составляют однородную систему для нахождения xD  и yD . Это 
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соответствует задаче магнитоупругости, 1 0k  , 0k  . Следовательно, если при про-
ведении расчетов по общей программе принять 1p   (кроме связи для pij ), а пара-

метр g  модельного материала достаточно малым, то полученные числовые значения 
основных характеристик будут соответствовать решению задачи, когда пренебрегаются 
магнитные свойства материала, т. е. решению задачи магнитоупругости. Как показывают 
проведенные расчеты, уже при 310g

   значения основных характеристик, получаемые 
по общей программе для задачи ЭМУ, оказываются такими, как при реализации приве-
денного в п. 3 решении задачи магнитоупругости. 

По аналогии с предыдущим в случае классической задачи изгиба упругой плиты 
нужно принять и 310p

  , 310g
  . 
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PROBLEMS OF ELECTROELASTIC, MAGNETOELASTIC AND ELASTIC BEND  
OF THIN PLATES, AS PARTICULARITIES OF THE TASK  

OF ELECTROMAGNETOELASTIC BEND 
 
S. A. Kaloerov 

 
As special cases of the general problem of electromagnetic stability for bending thin plates, solutions to 

the problems of electroelasticity, magnetoelasticity, and the theory of elasticity for bending thin plates are ob-
tained. In this case, the differential equations obtained from the solution of the general problem are given, their 
solutions through complex potentials, boundary conditions for determining functions, general representations of 
functions for arbitrary multiply connected domains. It is shown how, when conducting numerical studies, by 
choosing the values of some parameters from the solution of the general problem, the solutions of these particu-
lar problems follow. 

Keywords: Piezoelectric plates, piezomagnetic plates, boundary value problems, complex potentials. 
 

 
Калоеров Стефан Алексеевич 
Доктор физико-математических наук, профессор; 
профессор кафедры теории упругости и вычисли-
тельной математики ГОУ ВПО «Донецкий нацио-
нальный университет», г. Донецк, ДНР. 
E-mail: kaloerov@mail.ru 

Kaloerov Stefan Alekseevich 
Doctor of Physico-Mathematical Sciences, Full Professor, 
Professor at the Department of Elasticity Theory and 
Computational Mathematics, Donetsk National Uni-
versity, Donetsk. 
E-mail: kaloerov@mail.ru 

 
 



ISSN 2

80  

УДК 539.3
 

В ФУНК

 
© 2019.   И
 
 

Проц
теории упру
задаются не
базисные р
представлен
равномерно 
Представлен
для случаев 

Ключ
нормальные
 
 

Введ
важнейши
математич
построени
градиентн
вида фу
характери
базисные 
неоднород
групповых
с экспоне
изотропны
решений р
протяженн
типом зак

Пост
протяженн
волновод, 
концентри

1R  и 2R  (р
изотропны
волновода
неоднород
всем свои
оси их ани
цилиндра.

* 1R R , а 

415-7058.  

3:534.1 

РА
КЦИОНАЛ

И.А. Моисе

цесс распрост
угости. Моду
езависимой эк
решения сис
нные в матр
и абсолютн

ны также ди
жестко закре
чевые слова
е волны; двус

дение. Уп
ий по ф
ческого мо
ия общих ан
ных матери
ункциональ
истик матер
решения 

дности ма
х скоростей
енциально 
ых материа
решается з
ных цилин
онов радиа
тановка 
ный со
 имеющи
ическое кр
рис. 1). Пол
ые матер
а явл
дными в р
им физико
изотропии 
. Вводитс
также безр

Вестник Д

АСПРОСТ
ЛЬНО-ГРА

ДВУ

еенко, В.А.

транения волн
ули упругост
кспоненциал
стемы диффе
ричной фор
но сходящие
исперсионные
епленной и с
а: функцио
слойный цили

пругие тел
фундамента
оделирован
налитическ
иалов прим
ьного зак
риала волн
модели и
атериала н
й бегущих 
степенным
ала. В данн
задача о р
ндрах из 
альной неод
задачи. 

оставной 
ий в поп
руговое ко
лагается, ч
риалы со
ляются 
радиальных
о-механиче
совпадают
ся нормир
размерные 

ДонНУ. Се

ТРАНЕНИ
АДИЕНТН
УХСЛОЙН

. Моисеенк

н описываетс
ти и плотнос
льно-степенно
еренциальны
рме в виде 
еся степенны
е соотношени
вободной гра
онально-град
индр; аналити

ла цилин
альной и 
ния в вол
ких решени
меняется п
кона ради
овода. Таки
и исследов
на тополо
нормальны
м законом
ном исслед
аспростран
трансверс
днороднос

Рассмат
цилиндр

перечном 
ольцо с ра
что трансве
оставных

функци
х направле
ским свой
т с осью со
рующий п
параметры

ер. А: Есте

Моисеен

ИЕ НОРМА
НЫХ ТРАН
НЫХ ЦИЛ

ко, Р.В. Бо

ся полной си
сть материал
ой функцией
ых уравнений
разложений

ые ряды по р
ия, описываю
аничной пове
диентные м
тические реш

ндрической
прикладн

лновой мех
ий уравнен
подход, осн
иального 
ким способо
ваны эффе
огию дисп
ых волн в с
радиально

довании с п
нении норм
сально-изот
сти материа
тривается 
рический 
сечении 

адиусами 
ерсально-

частей 
ионально-
ениях по 
йствам, а 
оставного 
параметр 
ы 

ественные 

нко И.А., Мо

Рис. 1

АЛЬНЫХ
НСВЕРСА
ЛИНДРАХ

бакова 

истемой урав
ла в каждой 
й от радиальн
й модели в
й радиальны
радиальной 
ющее спектр
ерхности. 
материалы; 
ения; диспер

 геометри
ной значи
ханике де
ний модели
нованный 
изменени
ом построе
екты влиян
персионных
сплошных 
ой неоднор
применение
мальных у
тропных м
алов област

науки. – 2

оисеенко В.А

1. Двуслойны

ВОЛН 
АЛЬНО ИЗ

нений линей
области сост
ной координа
в каждой об
ых составляю
и по кольце
ры гармоник 

трансверсаль
сионные соо

ии предст
имости кл
формируем
и в случае ф
на задании
я физико
ены в анали
ния факто
х спектро
[1] и полых
родности т
ем построе
пругих вол
материалов
тей волнов

2019. – № 3

А., Бобаков

 
ый волновод 

ЗОТРОПН

йной динамич
тавного волн
аты. Использ
бласти волн
ющих решен
евой координ
нормальных

ьно изотро
отношения. 

тавляют с
ласс объе
мых сред. 
функционал
и специаль
о-механиче
итическом 
ора радиал
ов, фазовы
х [2] цилин
трансверсал
енных бази
лн в соста
в с указан
ода. 

3-4 

а Р.В. 

НЫХ 

ческой 
новода 
зуются 
овода, 
ний в 
натам. 
х волн 

опный; 

собой 
ектов 
Для 

льно-
ьного 
еских 
виде 

льной 
ых и 
ндрах 
льно-
исных 
авных 
нным 



ISSN 2415-7058.  Вестник ДонНУ. Сер. А: Естественные науки. – 2019. – № 3-4 

Моисеенко И.А., Моисеенко В.А., Бобакова Р.В. 81 

0 0r  ,   1 1 * 1r R R  ,   2 2 *r R R ,   1 * 2r r r  ,    * 1 2 *max ,h r r r r   .           (1) 

В нормированной параметром *R  безразмерной цилиндрической системе 

координат Or z  волновод занимает область (1) (2)V V V   

    ( )
1, ; , ; ,j

j jV r r r z               1,2j  , 

с поверхностью раздела двух сред (1)  и внешней граничной поверхностью (2) , где 
    ( ) , , , ,j

j r r z          1,2j  . Полагается, что плотности  ( )j r  и 

нормированные параметром *c  модули упругости  ( )j
nmc r  функционально-

неоднородных материалов областей волновода ( )jV   1,2j   описываются 

соотношениями 

    ( ) ( ) ( )
,exp

j j
j j j

qr f r   ,       ( ) ( ) ( )
,exp

j j
j j j

nm nm qc r c f r   

  ; 0 ; 1,2j jq j      ;                                             (2) 

  1
1 1
(1)

1,
q

qf r r       0 1,r r r ,        2
2 2
(2)

2 *,
q

qf r r r h        1 2,r r r .           (3) 

Пространственная линейная математическая модель динамического напряженно-
деформированного состояния упругих тел с усложненными физико-механическими 
свойствами в системе координат Or z , применяемая для областей волновода ( )jV  

 1,2j  , включает систему дифференциальных уравнений движения 

   ( ) 1 ( ) ( ) 1 ( ) ( ) ( ) 2 2 ( )
* * 0j j j j j j j

r rr z rz rr t rrr r R c u                  , 

 ( ) 1 ( ) ( ) 1 ( ) ( ) 2 2 ( )
* *2 0j j j j j j

r z tr z rr r R c u                  , 

 ( ) 1 ( ) ( ) 1 ( ) ( ) 2 2 ( )
* * 0j j j j j j

r rz z zz rz t zzr r R c u               ;                     (4) 

определяющие соотношения линейного закона Гука 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

11 12 13
j j j j j j j

rr rr zzc c c      ,   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
12 11 13

j j j j j j j
rr zzc c c       , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
13 13 33

j j j j j j j
zz rr zzc c c      ,   ( ) ( ) ( )

44
j j j
z zc   ,   ( ) ( ) ( )

44
j j j

rz rzc  , 
( ) ( ) ( )

66
j j j

r rc   ,    ( ) ( ) ( )
66 11 12 2j j jc c c  ;                                     (5) 

уравнения связи между компонентами тензора малых деформаций ( )j
nm   , , ,n m r z  и 

отнесенными к нормирующему параметру *R  компонентами безразмерного вектора 

упругих волновых перемещений ( )j
nu   , ,n r z  

( ) ( )j j
rr r ru   ,   ( ) 1 ( ) 1 ( )j j j

rr u r u      ,   ( ) ( )j j
zz z zu   , 

( ) ( ) 1 ( )j j j
z zz u r u      ,   ( ) ( ) ( )j j j

rz z r r zu u     ,    ( ) 1 ( ) 1 ( )j j j
r rr r u r u        .    (6) 

Здесь ( )j
nm  – отнесенные к нормирующему параметру *c  безразмерные характеристики 
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тензора напряжений в соответствующих областях волновода. Представленная модель 
включает также условия неразрывного контакта областей волновода (1)V  и (2)V  вида 

   (1) (1)
(1) (2)

, , , ,rs rsr z r z 
 

 
 ,   

   (1) (1)
(1) (2)

, , , ,s sr z r z
u u

  
     , ,s r z  

и граничные условия свободной 
  (2)

(2)
, ,

0rs r z



   , ,s r z  либо жестко 

закрепленной 
  (2)

(2)
, ,

0s r z
u

 
   , ,s r z  его внешней поверхности. 

Базисные решения. В работе [1] в виде равномерно и абсолютно сходящихся 
обобщенно-степенных матричных рядов с вычисляемыми из явных рекуррентных 
соотношений коэффициентами построены базисные решения уравнений модели (2)–(6) 
для случая распространения в области (1)V  нормальных упругих волн с круговой 
частотой   и нормированным параметром *R  волновым числом k . Указанные 
решения в осесимметричном случае крутильных волн с точностью до произвольного 
скалярного множителя b  получены в виде 

      
1 1

(1) (1) ( )(1)
,, , exp TW
qu r z t f r i t ikz u r       , 

        
1 1

( ) ( )((1) (1)
,

1)
2, , exp 1 TW TW

qr z t f r i t ikz r   S ST , 

   ( )(1) ( , )(1)TW TW Bu r b u r   ,      ( , )(1)( )(1)TW TW Br b rS S , 

 ( , )(1) 1 ( )(1)

0

TW B m TW
m

m
u r r x





  ,      ( , )(1) ( )(1) ( )(1) ( )(1)

2
0

TW B TW m TW TW
m m

m
r r x r




 S A H ,     (7) 

в осесимметричном случае продольно-сдвиговых волн с точностью до векторного 
коэффициента B  второго порядка получены в виде 

      
1 1
(1)

,
(1) ( ) ( )(1)

1, , exp q
LSW LSWr z t f r i t ikz r   U T U , 

        
1 1

(1) ( ( ) ( )(11)
,

)
2, , exp 1 q

LSW LSWr z t f r i t ikz r    STS  , 

   ( )(1) ( )(1),LSW LSW Br rU U B  ,      ( )(1) ( )(1),LSW LSW Bx xS S B  , 

   ( , )(1) ( )(1) ( )(1)
1

0

LSW LSW LSWB m
m

m
r r r




 U A X , 

     ( , )(1) ( )(1) ( )(1) ( )(1)
2

0

B m
m m

LSW LSW LSW LSW

m
r r r r




 S A H X ,                      (8) 

в случае неосесимметричных волн     с точностью до векторного коэффициента B  

третьего порядка получены в виде 

        
1 1
(1)(1) ( ) (

,
)(1)

1, , , exp qr z t f r i t ikz r
      U T U , 

          
1 1

(1) (1 ( ) ( )(
, 2
) 1), , , exp 1 qr z t f r i t ikz r 

     S ST , 

   ( )(1) ( , )(1)Br r U U B  ,      ( )(1) ( )(1),Br r S S B  , 
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   ( , )(1) (1) ( , ,1)(1) ( , ,2)(1) ( , 2)(1)
1

0
, ,B m

m m m
m

r r r      






   U A X X X , 

         ( , )(1) (1) ( )(1) ( , ,1)(1) ( )(1) ( , ,2)(1) ( 2)(1) ( , 2)(1)
2

0
, ,B m

m m m m m m
m

r r r r r r         


 



   S A H X H X H X . (9) 

Все входящие в представления (7)–(9) объекты с учетом обозначений, использованных 
в соотношениях (2)–(3), определены в [1]. 

В работе [2] для области (2)V  в аналитическом виде построены базисные решения 
уравнений модели (4)–(6) при значениях параметров 1 * 2R R R   и * 1r   в 
соотношениях (1)–(3). С учетом необходимости унификации значения нормирующего 
параметра *R  в виде * 1R R  для обеих областей ( )jV   1,2j   составного волновода, в 

случае соотношений (1)–(3) получены аналогичные представленным в [2] базисные 
решения уравнений модели (4)–(6) в области (2)V  в виде равномерно и абсолютно 
сходящихся степенных матричных рядов по кольцевой координате  *x r r h   с 
вычисляемыми из явных рекуррентных соотношений коэффициентами. Указанные 
решения в осесимметричном случае крутильных волн с точностью до векторного 
коэффициента B  второго порядка получены в виде 

     2(2) ( )(2)
2, , exp q TWu x z t x i t ikz u x       , 

      2 ( ) ( )(2)
2

(2)
2, , exp 1 q TW TWx z t x i t ikz x    S ST  , 

   ( )(2) ( , )(2)TW TW Bu x x  U B ,      ( )(2) ( , )(2)TW TW Bx xS S B  , 

 ( , )(2) ( ,1)(2) ( ,2)(2)

0
,TW B m TW TW

m m
m

x x X X




   U , 

     ( , )(2) ( ,1)(2) ( ,2)(2) ( ,2)(2) ( ,2)(2)

0
,TW B m TW TW TW TW

m m m m
m

x x X x X x




   S H H ,         (10) 

в осесимметричном случае продольно-сдвиговых волн с точностью до векторного 
коэффициента B  четвертого порядка получены в виде 

     2(2) ( ) ( )(2)
2 1, , exp LSW LSWqx z t x i t ikz x    U T U , 

      2 ( ) ( )((2)
2

2)
2, , exp 1 q LSW LSWx z t x i t ikz x     S T S  , 

   ( )(2) ( )(2),LSW LSW Bx xU U B  ,      ( )(2) ( )(2),LSW LSW Bx xS S B  , 

 ( )(2) ( ,1)(2) ( ,2)(, 2)

0
,m

m m
LSW B LSW LSW

m
x x





    X XU , 

   ( )(2) ( ,2)(2) ( ,1)(2), ( ,2)(2)

0
,LSW B LSW LSW LSm

m m
m

W
mx x x





   S H X X ,                 (11) 

в случае неосесимметричных волн     с точностью до векторного коэффициента B  

шестого порядка получены в виде 

       2(2) ( ) ( )(2
2

)
1, , , exp qx z t x i t i k z x      U T U , 
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        2(2)
2

( ) ( )(2)
2, , , exp 1 qx z t x i t ikz x        STS   , 

   ( )(2) ( , )(2)Bx x U U B  ,      ( )(2) ( )(2),Bx x S S B  , 

 ( )(2) ( ,1)(2) ( ,2)(2)

0

, ,B m
m m

m
x x  





   U X X , 

   ( )(2) ( ,2)(2) ( ,1)(2) ( ,2)(2)

0

, ,m
m m m

B

m
x x x   





   S H X X .                          (12) 

В представлениях (10)–(12) сохранены обозначения, использующиеся в [2] с учетом 
соотношений (1)–(3). 

Дисперсионные соотношения. В рассмотренных случаях волновых процессов 
граничные условия свободной либо жестко закрепленной граничной поверхности 
соответственно порождают дисперсионное уравнение, определяющее спектр задачи, а 
также уравнение для определения неизвестного векторного коэффициента Y  в виде 

  
 

( )

( )

det , 0

ˆ,

S

S

k

k

 

  

Φ

Φ Y O




     либо     

  
 

( )

( )

det , 0

ˆ,

U

U

k

k

 

  

Φ

Φ Y O




.                        (13) 

Здесь 2 2
* *
2R c   . В случае крутильных волн на основании базисных решений (7), 

(10) получаются матрицы третьего порядка 

 
   

   
 

( , )(1) ( , )(2)
12 2,1..2

( ) ( , )(1) ( , )(2)
1

( , )(2)
2 2,1..2

1

, 1

0

TW B TW B

S TW B TW B

TW B

x

k u x

x


         
    
  

   

S S

Φ U

S

 

 


, 

 
   

   
 

( , )(1) ( , )(2)
12 2,1..2

( ) ( , )(1) ( , )(2)
1

( , )(2)
2

1

, 1

0

TW B TW B

U TW B TW B

TW B

x

k u x

x


         
    
 
  

S S

Φ U

U

 

 


.                       (14) 

В случае продольно-сдвиговых волн на основании базисных решений (8), (11) 
получаются матрицы шестого порядка 

 
   

   
 

( , )(1) ( )(2)
1(1,4),1..2 (1,4),1..4

( ) ( , )(1) ( )(2)
1

( )(

,

2)
2 (1,4),1..4

,

,

1

, 1

LSW LSW B

LSW LSW B

LS

B

S B

W B

x

k x

x

         
    
  

   

S S

Φ U

O S

U

 

 

 

 , 

 
   

   
 

( , )(1) ( )(2)
1(1,4),1..2 (1,4),1..4

( ) ( , )(1) ( )(2

,

,

,

)
1

( )(2)
2

1

, 1

LSW LSW B

LSW LSW B

LSW

B

U B

B

x

k x

x

         
    
 
  

U

U

S S

Φ U

O

 









 .               (15) 



ISSN 2415-7058.  Вестник ДонНУ. Сер. А: Естественные науки. – 2019. – № 3-4 

Моисеенко И.А., Моисеенко В.А., Бобакова Р.В. 85 

В случае неосесимметричных волн     на основании базисных решений (9), (12) 
получаются матрицы девятого порядка 

 
   

   
 

( , )(1) ( )(2)
1(1,5,6),1..3 (1,5,6),1..6

( ) ( , )(1) ( )(2)
1

( )(2)
2 (1,5,6),

,
. 6

,

.

,

1

1

, 1

B

BS B

B

B x

k x

x

 

 



         
    
  

   

S S

UΦ U

O S

 

 

 

 , 

 
   

   
 

( , )(1) ( )(2)
1(1,5,6),1..3 (1,5,6),1..6

( ) ( , )(1) (

,

, )(2)
1

( )(2)
2

,

1

, 1

B

BB

B

B

U

x

k x

x

 

 



         
    
 
  

S S

Φ U

O

U

U

 









 .                 (16) 

В соотношениях (14)–(16)  *j jx r r h    1,2j  . 

Анализ результатов численного эксперимента. При численном эксперименте 
значение параметра   бралось фиксированным 1 2  , а в качестве однородного 
   , 0,0q   трансверсально-изотропного материала в советующем области 
составного волновода законе радиальной неоднородности (2) были выбраны [3] 

 10 2
* 10c Н м  цинк для (1)V  и кобальт для (2)V  

Zn :   3
11 12 13 33 4416,35; 2,64; 5,17; 5,31; 3,78; 7134c c c c c кг м          , 

Co :   3
11 12 13 33 4430,7; 16.5; 10,27; 35,8; 7.55; 8836c c c c c кг м          . 

Расчет фрагментов спектров бегущих крутильных (TW) нормальных волн проводился 
для жестко закрепленного составного цилиндра с геометрией 1 0.75R м  и 2 1.25R м  

в диапазонах изменения безразмерных волновых параметров  0,25  и  0,50k   

для трех случаев комбинации материалов областей составного волновода (1)V  и (2)V  
соответственно – однородный-однородный, однородный-неоднородный, 
неоднородный-однородный. Ниже представлены спектры бегущих крутильных волн в 
протяженных составных цилиндрах с такими параметрами законов радиальной 
неоднородности (3)  * 4 3r   –    (1), 0,0q  ,    (2)

* *, ,q q   (рис. 2) и 

   (1)
* *, ,q q  ,    (2), 0,0q   (рис. 3). Здесь  * ln 1 2   * 6q  . Нормирующие 

параметры a  и tc  с размерностью соответственно длины и скорости для всех рисунков 

имеют фиксированное значение *a R  и *tc c   . 
Сравнительный анализ построенных спектров показал относительную 

стабильность общей качественной топологической картины при переходе от 
рассмотрения составного волновода из однородных материалов к волноводу, одна из 
областей которого имеет радиально неоднородный материал с указанными выше 
параметрами. Для анализа количественных различий полученных спектров 
использовались функции сравнения парных по номеру в соответствующих спектрах мод 
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Рис. 2 Рис. 3 

      * *,0,0, 0,0,0,0 tqk k k a c       в случае, когда только материал области (2)V  

был неоднородным (рис. 4), и функция       * * 0,0 0,0,0,, 0,q tk k k a c      , когда 

только материал области (1)V  был неоднородным (рис. 5). 

Рис. 4 Рис. 5 

В качестве закономерностей, выявленных в исследованных диапазонах изменения 
волновых параметров отмечаются системное уменьшение фазовых скоростей бегущих 
волн в составном цилиндре, когда материал области (2)V  был неоднородным, по 
отношению к составному волноводу с однородными материалами. 

Заключение. Решена задача исследования волновых процессов в двуслойных 
цилиндрических волноводах из трансверсально-изотропных материалов с различными 
по областям составного цилиндра экспоненциально степенными законами радиальной 
неоднородности физико-механических свойств материалов. Проведен численный 
эксперимент с целью изучения эффектов влияния физико-механических свойств и 
параметров радиальной неоднородности материалов составного волновода на топологию 
дисперсионных спектров бегущих осесимметричных нормальных волн крутильного типа. 
Полученные результаты перспективны для использования в прикладных исследованиях, 
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связанных с расчетами характеристик волноводных компонентов акустоэлектронных 
устройств, анализа моделей ультраакустической диагностики. 
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PROPAGATION OF NORMAL WAVES IN FUNCTIONALLY GRADIENT TRANSVERSALLY 
ISOTROPIC TWO-LAYER CYLINDERS 

 
I.A. Moiseyenko, V.A. Moiseyenko, R.V. Bobakova 
 

The wave propagation process is described by the complete system of equations of the linear dynamic 
theory of elasticity. The elastic moduli and density of the material in each region of the composite waveguide are 
defined by an independent exponentially-power function of the radial coordinate. We use the basic solutions of 
the system of differential equations of the model in each region of the waveguide, presented in matrix form in 
the form of expansions of the radial components of the solutions in uniformly and absolutely converging power 
series in radial and ring coordinates. Dispersion relations are also described, which describes the spectra of 
harmonics of normal waves for cases of a rigidly fixed and free boundary surface. 

Keywords: FGMs; transversely isotropic; normal waves; two-layer cylinder; analytical solutions; 
dispersion relations. 

 
 

Моисеенко Игорь Алексеевич 
Доктор физико-математических наук, доцент; 
профессор кафедры теории упругости и 
вычислительной математики ГОУ ВПО «Донецкий 
национальный университет», г. Донецк, ДНР. 
E-mail: miamia733@mail.ru 
 

Moiseyenko Igor Alekseyevich 
Doctor of Physico-Mathematical Sciences, Docent; 
Donetsk National University, Donetsk 

Моисеенко Виктор Алексеевич 
Кандидат физико-математических наук, доцент; 
доцент кафедры высшей математики и 
информатики ГОУ ВПО «Донбасская 
национальная академия строительства и 
архитектуры», г. Макеевка, ДНР. 
E-mail: vamvamv@ukr.net 
 

Moiseyenko Victor Alekseyevich 
Candidate of Physico-Mathematical Sciences, Docent; 
Donetsk National University, Donetsk 

Бобакова Руслана Валерьевна 
Кафедра теории упругости и вычислительной 
математики ГОУ ВПО «Донецкий национальный 
университет», г. Донецк, ДНР 
E-mail: ruslana.puspus@yandex.ua  

Bobakova Ruslana Valerevna 
Donetsk National University, Donetsk 

 



ISSN 2415-7058.  Вестник ДонНУ. Сер. А: Естественные науки. – 2019. – № 3-4 

88 Прийменко С.А., Сторожев С.В., Шалдырван В.А., Чан Ба Ле Хоанг 

УДК 004.031:539.3:534.1  
 

МЕТОДИКА АНАЛИЗА ФАКТОРОВ НЕОПРЕДЕЛЕННОСТИ В МОДЕЛИ 
РЕЗОНАНСНЫХ КОЛЕБАНИЙ ТРЕХСЛОЙНЫХ КОМПОЗИТНЫХ 

ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ ПАНЕЛЕЙ 
 

© 2019.   С.А. Прийменко, С.В. Сторожев, В.А. Шалдырван, Чан Ба Ле Хоанг 
 
 

Разработана численно-аналитическая нечетко-множественная методика для анализа неопределенных 
эндогенных параметров резонансных частот в теоретической модели колебаний тонких ортотропных 
композитных трехслойных цилиндрических панелей малой кривизны, имеющих симметричную 
структуру с двумя внешними трансверсально-изотропными пьезоэлектрическими слоями и с внутренним 
ортотропным слоем из линейно-вязкоупругого композиционного материала при наличии ошибок 
рассеяния в значениях их структурных экзогенных физико-механических и геометрических параметров. 
Методика основана на переходе к нечетко-интервальным аргументам в аналитических представлениях 
для исследуемых резонансных частот и в применении эвристического принципа обобщения для 
получения оценок значений таких резонансных частот в виде нормальных нечетких множеств. Приведен 
пример реализации рассматриваемой методики.  

Ключевые слова: трехслойные цилиндрические панели, внешние трансверсально-изотропные 
пьезоэлектрические слои, внутренний ортотропный композитный слой, частоты резонансных колебаний, 
неопределенные физико-механические и геометрические параметры, погрешности экспериментальных 
данных, учет технологических разбросов, нечетко-множественная методика, эвристический принцип 
обобщения. 
 
 

Введение. При разработке целого ряда современных конструкций машин, 
приборов, энергетических устройств и аэрокосмической техники, представляющих 
собой тонкие цилиндрические панели из композитных материалов, создаются 
механизмы для активного демпфирования различных режимов их резонансных 
колебаний путем включения в структуру подобных конструкций слоев 
пьезоэлектрических материалов [1–5]. При реализации основных подходов к активному 
виброгашению эти слои играют роль датчиков и исполнительных механизмов для 
создания эффектов демпфирования. В числе факторов, обеспечивающих наибольшую 
эффективность подавления резонансных колебаний, относится правильная оценка 
собственных частот вибрации конструкций при существовании погрешностей в 
значениях экзогенных физико-механических и геометрических параметров их 
механико-математических моделей. Как отмечено в [4, 5], это заключение относится, в 
частности, к панелям из материалов с низкой вязкостью, для которых небольшие 
ошибки в определении механических свойств материалов приводят к большим 
расхождениям в показаниях датчиков вибраций вблизи резонансных частот.  

Задача получения корректной оценки неопределенных характеристик 
собственных частот колебаний трехслойных вязкоупругих композитных 
цилиндрических панелей с учетом разбросов в значениях их конструктивных 
параметров является актуальным предметом исследования в области 
совершенствования систем активного гашения резонансных колебаний в 
интеллектуальных аэрокосмических и промышленных структурах и альтернативно 
может быть решена с помощью методов стохастического анализа [6] либо с 
использованием методов теории нечетких вычислений [7–9]. При оценках 
возможностей применения первого из указанных подходов следует учитывать, что 
исходная неопределенная информация о разбросах экзогенных параметров в моделях 
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динамического волнового деформирования трехслойных вязкоупругих композитных 
цилиндрических панелей в большинстве случаев не носит корректного статистического  
характера, что принципиально затрудняет применение в рассматриваемом случае 
методов стохастического анализа и теории вероятностей.   

В этой связи, целью настоящей работы является синтез и апробация 
предполагающей менее жесткие требования к характеру экзогенной информации 
методики нечетко-множественного анализа модели получения оценок для 
неопределенных резонансных частот колебаний тонких пологих трехслойных 
цилиндрических панелей симметричной структуры с двумя внешними пьезоактивными 
слоями и с внутренним слоем из линейно-вязкоупругого ортотропного композитного 
материала в ситуации существования разбросов в значениях экзогенных 
экспериментальных и технологических конструктивных параметров модели. Методика 
базируется на использовании соотношений детерминистической версии модели 
колебаний трехслойных композитных панелей и на последующем переходе в этих 
соотношениях к нечетким аргументам на базе применения эвристического принципа 
расширения в теории нечетких множеств [10, 11]. 

Постановка задачи и соотношения детерминистического варианта модели.  
В соответствии с результатами [4, 5], теоретическая модель для определения 
резонансных частот поперечных колебаний шарнирно закрепленных по краям 
трехслойных ортотропных цилиндрических панелей радиуса R , имеющих прямо-
угольную форму и малую кривизну, включает в себя следующие элементы описания.  

Панель рассматривается в прямоугольных координатах 321 xxOx  и занимает 
область )]}2/(),2/([],,0[],,0[{ 010132211 hhhhxlxlxV  . Она содержит 
центральный слой толщины 0h , изготовленный из непьезоэлектрического ортотропного 
вязкоупругого материала, а также внешние слои равной толщины 1h , изготовленные из 
пьезоэлектрических поперечно-изотропных вязкоупругих материалов, имеющих 
эквивалентные физико-механические свойства, но противоположные направления 
поляризации. Материал центрального слоя характеризуется плотностью 0 , модулями 
Юнга 1E и 2E , коэффициентами Пуассона )0(

1 и )0(
2 , а также жесткостью на сдвиг 12G . 

В случае рассматриваемых гармонических колебаний для учета вязкоупругих свойств 
материала центрального слоя его механические характеристики вводятся в виде 
комплексных величин )0()0()0(

jIjRj iEEE  , )0()0()0(
jIjRj i  ,  )0(

12
)0(

12
)0(

12 IR iGGG  . Физико-
механическими характеристиками трансверсально-изотропных пьезоэлектрических 
слоев являются параметр плотности 1 , диэлектрическая проницаемость )(

33
T , а также 

деформационные и электромеханические константы )(
11

ES ,  )(
12

ES ,  31d . Для противопо-
ложных внешних пьезоэлектрических слоев  3131 dd  . 

При использовании прикладной теории изгибных колебаний панели, в случае 
шарнирного закрепления ее боковых кромок, резонансные частоты для моды с 
показателями изменяемости ),( nm  могут быть найдены [4, 5] из соотношения  

2/1122244
22

22
6612

4
11

1
* ]))(()2(2([   mnImnRmnRmnRnmRRmRmn RkpDpkDDkD    (1) 

),1,( nm , 

в котором, при наличии в структуре панели внутренних электродов, используемые 
параметры имеют вид:  
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2)1(   ET
p Sdk ,  )(

11
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12
)1( / EE SS .                         (2) 

Таким образом, в рассматриваемой модели частоты резонансных колебаний 
панели являются аналитическими функциями девятнадцати независимых экзогенных 
параметров )0()0( , jIjR EE , )0()0( , jIjR   )2,1( j , )0(

12
)0(

12 , IR GG , 0 , 0h , )(
11

ES , )(
12

ES , 31d , )(
33

T ,  1 , 

1h , R   с  задаваемыми оценками ошибок разброса экспериментальных значений. 
Алгоритм получения нечетких оценок резонансных частот. Из исследуемого 

множества резонансов частот наибольшую опасность для работоспособности 
конструкций, как правило, представляют колебания на наименьшей частоте с формами 

1 nm . Для учета фактора влияния на резонансные частоты mn  разбросов в 
величинах эндогенных физико-механических параметров модели используется 
гипотеза описания этих параметров выпуклыми нормальными нечеткими множествами 

)0()0( ~,~
jIjR EE , )0()0( ~,~

jIjR   )2,1( j , )0(
12

)0(
12

~,~
IR GG , 0

~ , 0
~h , )(

11
~ ES , )(

12
~ ES , 31

~d , )(
33

~ T , 1
~ , 1

~h , R~  с 

ответствующими функциями принадлежности )(),( )0(
~

)0(
~ )0()0( jIEjRE

EE
jIjR

 ,…, )( 1~
1

hh , 

)(~ RR . Эффективным вариантом представления неопределенных экзогенных 
параметров модели является их задание нечеткими нормальными трапецеидальными 
интервалами ,...,),,,(~

4321
)0(

jRjRjRjRjR EEEEE  ),,,(~
43211 rrrr hhhhh  , ),,,(~

4321 RRRRR  . 
Введенные таким образом нечеткие множества представляются разложениями по 
множествам  -уровня:  


]1,0[

4321
]1,0[

)0( ])1(,)1[(],[~





  jRjRjRjRjRjRjR EEEEEEE , …,           


]1,0[

4321
]1,0[

111 ])1(,)1[(],[~





  rrrr hhhhhhh , 


]1,0[

4321
]1,0[

])1(,)1[(],[~





  RRRRRRR .                        (3) 

Использование представлений (1)–(3) позволяет путем применения 
эвристического принципа обобщения [7–11] получить оценку для эндогенного 
параметра резонансной частоты в виде нечеткого множества mn~  с представлением 

],[~
]1,0[







  mnmnmn ,                                                      (4)  

где 
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Альтернативная методика определения mn~  включает этап анализа свойств 
постоянства знаков для частных производных функции (1) по тем переменным во всей 
области их определения, которые могут иметь разбросы экспериментальных значений.  
Таким образом, с использованием соотношений (1), (2) и переходом в них к нечетко-
множественным аргументам, с применением правил арифметики нечетких интервалов, 
и с использованием нечетко-интервальных аргументов )0()0( ~,~

jIjR EE , )0()0( ~,~
jIjR   )2,1( j , 

)0(
12

)0(
12

~,~
IR GG , 0

~ , 0
~h , )(
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~ ES , )(

12
~ ES , 31

~d , )(
33

~ T ,  1
~ , 1

~h , R~ , определяются нечеткие интервалы 

*
~ , RD11

~ , RD12
~ , RD22

~ , RD66
~ , mnR~ , mnI~ , и значения, соответствующие величинам 




*
, 

 * , RD11 , RD11 , … , mnI , mnI .  
Принимая во внимание свойства 

0))(()2(2( 122244
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0/ 66  Rmn D ,  0/  Rmn ,  0/  mnImn ,  0/  mnRmn , 

на основе модифицированной  -уровневой версии эвристического принципа 
обобщения можно получить представления  
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  .                                        (6) 

При этом нечеткая оценка частоты резонансных колебаний mn~  описывается 
выражением (4). 

Результаты численных исследований. Пример расчетов по представленной 
методике выполнен для случая панели со средним слоем из волокнистого углепластика 
с показателем армирования 55 % [12] и внешними слоями из керамики титаната-
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цирконата свинца [4]. Предполагается, что нечетко-интервальными являются параметры 
кривизны панели R , а также плотностей внутреннего 0  и внешних  1   слоев  

)20.3,03.3,95.2,81.2(~
**** llllR  ,  )89.1,78.1,73.1,65.1(~

*0*0*0*00   ,  
)62.7,51.7,45.7,38.7(~

*0*0*0*01   ,  ][1* ml  ,  ]/[10 33
*0 mkg . 

Остальные параметры модели рассматриваются как четкие величины  
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При этом для нечеткого интервала *
~  из (2) с применением правил нечетко-

интервальной арифметики следует выражение 
3 3 3 3

* 0* 0* 0* 0*(34.47 10 , 34.99 10 , 35.38 10 , 36.15 10 )            . 

Функция принадлежности для  
нечетко-множественной оценки 11

~ , 
рассчитанной применительно в этому 
случаю неопределенности исходных 
параметров на основе применения 
описанной методики, представлена на 
рис. 1. Полученная оценка описывает  
показатели степени уверенности в том, 
что низшая резонансная частота 
колебаний панели будет принимать 
соответствующие значения при учете 
задаваемых уровней погрешностей в 
экспериментальных величинах экзогенных 
параметров рассматриваемой модели. 

Выводы. В результате представленных исследований осуществлена разработка 
численно-аналитической методики получения нечетко-множественных оценок для 
значений резонансных частот колебаний интеллектуальной конструкции с эффектом 
самонастраивающегося виброгашения в виде трехслойной цилиндрической панели 
малой кривизны из внутреннего слоя вязкоупругого ортотропного композиционного  
материала и двух внешних слоев из трансверсально-изотропной пьезокерамики, 
выполняющих роль датчиков и устройств активного демпфирования. В 
рассматриваемой модели учтены факторы неопределенности в виде разбросов величин 
экзогенных физико-механических и геометрических параметров. Методика анализа 
модели базируется на нечетко-множественном описании неопределенных экзогенных 
параметров модели  и применении эвристического принципа обобщения для перехода к 
нечетко-множественным аргументам в аналитическом представлении для исследуемых 
резонансных частот. Описан пример реализации разработанной методики. 
 

Рис. 1. Функция принадлежности для  нечетко-
множественной оценки 11

~  низшей резонансной 
частоты упругих колебаний панели 
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METHOD OF ANALYSIS OF UNCERTAINTY FACTORS IN THE MODEL OF RESONANT 
VIBRATIONS OF THREE-LAYER COMPOSITE CYLINDRICAL PANELS 

 
S.A. Priymenko, S.V. Storozhev, V.A. Shaldyrvan, Tran Ba Le Hoang 

 
The results of the development and testing of a numerical-analytical method for obtaining of estimates for 

the phase velocities of normal shear elastic waves from an arbitrary spectrum mode for a waveguide in the form 
of a layer of a functional gradient transversely isotropic material  taking into account of the scatter errors of 
exogenous physical-mechanical and geometric parameters are presented. The technique on a fuzzy-sets 
description of uncertain parameters and on the use of a modified form of the heuristic principle of generalization 
in the process of transition to fuzzy-set arguments in the obtained analytical representation for the phase 
velocities under study is based. 

Keywords: three-layer cylindrical panels, external transversely isotropic piezoelectric layers, internal 
orthotropic composite layer, resonant vibration frequencies, uncertain physical-mechanical and geometric 
parameters, experimental data scatter errors, technological scatter accounting, fuzzy-set technique, heuristic 
generalization principle. 
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УДК 539.376 
 

ПОЛЗУЧЕСТЬ МАССИВОВ АНИЗОТРОПНЫХ ГОРНЫХ ПОРОД  
С ВЫРАБОТКАМИ УСЛОЖНЕННОЙ ФОРМЫ СЕЧЕНИЯ 

 
© 2019.   В.И. Сторожев, Р.Н. Нескородев 
 
 

В работе предложено решение задач ползучести массивов анизотропных горных пород с 
протяженными горизонтальными выработками сложной формы сечения. Выработки находятся в 
условиях обобщенной плоской деформации. Для построения решения предложена методика, основанная 
на алгоритме построения контуров сложной конфигурации в виде составленных из эллиптических или 
круговых дуг граничных контуров пересечений или объединений выпуклых областей. Учет эффектов 
ползучести осуществлен при помощи приема преобразования интегральных уравнений состояния в 
задачах вязкоупругости к уравнениям закона Гука с параметрическими зависимостями деформативных 
характеристик материалов от времени. В качестве примера исследовано напряженно-деформированное 
состояние вблизи выработки с сечением в виде свода и с сечением усложненной формы, контур которого 
составлен из четырех эллиптических дуг. 

Ключевые слова: анизотропный горный массив, горизонтальная выработка сложного сечения, 
напряженно-деформированное состояние, эффекты ползучести геоматериалов. 
 
 

Введение. Исследование напряженно-деформированного состояния вокруг 
подземных горизонтальных выработок, включая определение давления горных пород, 
действующего на крепь, является одной из основных задач практики горного дела. 
Сложность данной задачи объясняется разнообразием свойств горных пород, 
условиями проведения и залегания самих выработок, геометрией выработок и рядом 
других факторов. Для решения таких задач применительно к массивам с выработками 
сложной геометрии используются как численные (преимущественно, метод конечных 
элементов) [1, 2], так и численно-аналитические [3] методы. Учет влияния фактора 
времени на напряжения и перемещения в изотропном горном массиве вокруг 
горизонтальных выработок, имеющих различные контуры поперечного сечения, в 
частности эллиптический, квадратный и в виде свода, рассмотрен в работе [4]. 

Для исследования плоского напряженного состояния вблизи выработок с 
сечениями усложненного очертания в работе [5] предложен метод построения гладких 
выпуклых макроконтуров произвольной конфигурации с задаваемой кривизной в 
любой их точке. Этот метод основан на аппроксимации граничных контуров сечений 
выработок криволинейными элементами, в качестве которых выбираются дуги 
окружностей с гладким соединением. 

В работе [6] предложен алгоритм, позволяющий строить границы областей сложной 
конфигурации на основе двух базовых контуров: макроконтура и эллиптического контура. 
С его применением, рассматривая пересечения нескольких областей, ограниченных 
макроконтурами, а также некоторого необходимого количества эллиптических областей, 
на основе введения характеристических уравнений можно получить области любой 
заданной конфигурации, в том числе с невыпуклыми контурами. 

В работе [7] применительно к проблемам ползучести анизотропных горных 
массивов с горизонтальными выработками предложена методика учета свойств 
геоматериалов деформироваться во времени, базирующаяся на преобразовании 
интегральных уравнений состояния в задачах деформирования вязкоупругих горных 
пород к уравнениям закона Гука с параметрическими зависимостями деформативных 
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характеристик материалов от времени. Предложенный подход не требует построения 
аналитических представлений ядер ползучести и релаксации в специальной форме. С 
использованием описанной методики в работе [8] исследовано вязкоупругое 
напряженное состояние массива анизотропных горных пород с протяженной 
выработкой эллиптического сечения. 

В данной работе с использованием перечисленных методик [5–8] исследуется 
вязкоупругое напряженно-деформированное состояние анизотропных массивов горных 
пород с выработками усложненных форм сечения. 

Основные соотношения рассматриваемой краевой задачи. Рассматривается 
упругое равновесие анизотропного тела – полубесконечного геомассива, отнесенного к 
декартовой системе координат 1 2 3Ox x x , связываемой с центром сечения горной 
выработки, расположенной на глубине H  от граничной (дневной) поверхности 
массива. Массив рассматривается как нижнее полупространство, в котором ось 2Ox  
полагается ориентированной вертикально вверх, а плоскость 1 3Ox x  параллельна 
дневной граничной плоскости. В момент создания в нем выработки (время 0t  ) 
упругие постоянные исследуемого материала характеризуются матрицами A  (модулей 
упругости) или a  (коэффициентов деформации). Решение задачи о напряженном 
состоянии массива с выработкой для начального момента времени строится в рамках 
модели идеально упругого деформирования. 

При дальнейшей эксплуатации выработки (для моментов времени 0t  ) материал 
в ее окрестности продолжает деформироваться. Для описания этого процесса может 
быть использована теория вязкоупругости. Для этого может быть применен и 
альтернативный подход с использованием уравнений закона Гука с параметрическими 
зависимостями деформативных характеристик материалов от времени. Система 
основных соотношений рассматриваемой модели включает дифференциальные 
уравнения равновесия 

1 1 2 6 3 5 0,s s s X         1 6 2 2 3 4 0,s s s Y         1 5 2 4 3 3 0s s s Z       ;   (1) 

уравнения связи между деформациями je   и перемещениями iU  

1 1 1e U  , 2 2 2e U  ,   3 3 3e U  , 4 2 3 3 2e U U    , 

5 1 3 3 1e U U    ,   6 1 2 2 1e U U    ;                                          (2) 

тензорные определяющие соотношения 

m mk ke a s ,         *1mk mk mka a p        , 1,6m k  ;   (3) 

m mk ks A e ,       *1mk mk mkA A r        , 1,6m k  ,   (4) 

в которых ms  – компоненты вектора механических напряжений

 11 22 33 23 13 12, , , , ,s       , а также краевые условия, задаваемые на граничной 
поверхности выработки 

1 1 6 2 5 3 1s n s n s n P   ,   6 1 2 2 4 3 2s n s n s n P   ,   5 1 4 2 3 3 3s n s n s n P   .  (5) 

На основе свойств резольвентных операторов для интегральных уравнений с 
ядрами произвольного вида в работе [7] предложены соотношения для построения 
элементов матрицы уравнений состояния (3) и приведены упругие постоянные mka  и 
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реологические характеристики, определяющие *
mkp  для изотропных и транстропных 

горных пород алевролит и песчаник. В частности, в случае для транстропного 
материала эти соотношения могут быть записаны в виде 

   *
11 22 1 1

1 1 1

1 1 11 E Ea a p p t
E E E

     ,    1 1
12 21 1

1 1 1

11 1
2 Ea a p

E E
  

        
, 

 2
33 1

2 2 1

1 1 1 1E
Ea p

E E E
 

    
 

, 

 2 2 2
13 31 32 23 1

2 2 2 1
1 1

2 E
Ea a a a p

E E E
  

          
, 

44 55
2

1a a
G

  ,   
   66 1

1 1 1

1 1 31 1
2 1 Ea p

G G
 

      
. 

Здесь  1Ep t  – экспериментально найденная кривая ползучести [7]. 

С использованием матрицы      *1mk mk mk mk mka a p a p t tP     в уравнениях 

состояния (3) и описанной в [7] связи матриц  tR  и  tP  может быть построена 

матрица      *1mk mk mk mk mkA A r A r t t    R  в уравнениях состояния (4). 

В работе [9] показано, что если плоскость изотропии материала массива 
ориентирована под углом   к дневной поверхности, ось выработки направлена под 
углом   к плоскости изотропии, а система координат 1 2 3Ox x x  связана с поперечным 
сечением выработки, то уравнения состояния (3) и (4) в координатах 1 2 3Ox x x  будут 
иметь форму, отвечающую уравнениям для материала, обладающего общей 
анизотропией. 

На основе приведенных соотношений может быть предложен метод решения 
задач вязкоупругости для случая обобщенной плоской деформации рассматриваемого 
анизотропного массива горных пород с протяженными выработками сложного 
поперечного сечения. 

Разрешающая система для задачи обобщенной плоской деформации горного 
массива с горизонтальной выработкой. Рассматривается протяженная горная 
выработка с осью, ориентированной вдоль координатной оси 3Ox . Полагается, что 
окрестность выработки находится в состоянии обобщенной плоской деформации и 
плоскостью деформирования является плоскость 1 2Ox x . В этом случае уравнения (2) 
принимают вид  

1 1 1e U  ,   2 2 2e U  ,   3 0e  ,   4 2 3e U  ,   5 1 3e U  ,   6 1 2 2 1e U U    . (6) 

Существуют различные факторы, влияющие на формирование напряженного 
состояния массивов. В данной работе рассматриваются силы гравитации (силы 
тяжести) горных пород. Во введенной системе координат компоненты вектора 
объемных сил принимают вид [10] 0X Z  , Y g  , где g  – ускорение силы 
тяжести, а   – плотность однородного породного массива. В этом случае уравнения 
равновесия (1) принимают вид 



ISSN 2415-7058.  Вестник ДонНУ. Сер. А: Естественные науки. – 2019. – № 3-4 

98   Сторожев В.И., Нескородев Р.Н. 

1 1 2 6 0s s    ,   1 6 2 2s s g     ,   1 5 2 4 0s s    .                      (7) 

При подстановке уравнений состояния (4) в уравнения равновесия (7) с учетом 
соотношений (6) может быть получена система дифференциальных уравнений теории 
вязкоупругости относительно компонент функций перемещений  1 2 3, ,U U UU  

11 1 12 2 13 3 0,L U L U L U    21 1 22 2 23 3 ,L U L U L U g     31 1 32 2 33 3 0L U L U L U   ;   (8) 

2 2
11 11 1 16 1 2 66 22 ,L A A A          2 2

22 66 1 26 1 2 22 22 ,L A A A        
2 2

33 55 1 45 1 2 44 22 ,L A A A          2 2
12 21 16 1 12 66 1 2 62 2( ) ,L L A A A A                (9) 

2 2
13 31 15 1 14 65 1 2 64 2( ) ,L L A A A A            2 2

23 32 65 1 64 25 1 2 24 2( )L L A A A A         , 

в которой операторы mkA  представляются соотношениями (4). Получаемые 
дифференциальные уравнения (8) описывают поведение вязкоупругой среды при  
плоской деформации в самом общем случае анизотропии. 

При дальнейшем анализе полагается, что напряженное состояние горного массива 
включает начальное поле смещений и напряжений в нетронутом массиве и дополни-
тельное поле смещений и напряжений, возникающих за счет появления выработки. 

Методика построения граничных контуров сечений сложной формы с 
использованием характеристических уравнений области. Для формирования 
контуров сечений выработок сложного очертания используется алгоритм определения 
принадлежности произвольно взятой точки M  с координатами  1 2,x x  к 
рассматриваемой области на базе построения специальной характеристической 
функции. Под характеристической функцией этого типа будем понимать функцию 
 1 2,x x , которая принимает положительные значения в области  , нулевые значения 

на границе   и отрицательные значения в области  , являющейся дополнением 
области  . В качестве примера такого алгоритма может быть рассмотрено построение 
характеристической функции для бесконечной плоской области  , имеющей вырез, 
формируемый с использованием заданного макроконтура и эллиптических контуров. 
Символ   рассматривается как имя функции, которая принимает значение, равное 1 в 
рассматриваемой области, и значение, равное 0 – вне ее. Функции такого рода 
называют двузначными предикатами или характеристическими функциями областей 
[11]. Так как значение предикатов есть либо 0, либо 1, то их можно использовать в 
качестве аргументов булевых функций. С использованием методов алгебры логики, 
может быть построен предикат практически для любого геометрического объекта, 
составленного из отрезков известных линий. 

Переход от предикатного описания геометрических объектов к построению их 
уравнений осуществляется путем использования R-функций [11]. Построение 
предикатного уравнения, определяющего заданный объект, связано с анализом 
формирования этого объекта из других, более простых (опорных) элементов. В 
качестве опорных элементов, из которых формируется область  , могут выбираться 
полуплоскости, внешности эллиптических контуров, а также полуплоскости с 
вырезами в виде полуэллипсов (рис. 1). Как частный случай, вместо эллиптических 
могут использоваться круговые контуры. 

Иллюстрируя возможности построения характеристических функций, в 
частности, можно показать, что представление  
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Рис. 1 

      0, 1,2121,121,11121,221
1   rrrrrrrrr xxxxxxxxxxxx   (9) 

есть уравнение прямой, проходящей через точки с координатами 1 2r r rt x ix   и 

1 1, 1 2, 1r r rt x ix    . 

Действительно, пусть точка M  с координатами  10 20,x x  лежит на нормали к 

прямой 1r rt t   на расстоянии rz M    от середины отрезка  1 / 2r r rz t t   . 

Полагается, что обход контура осуществляется в направлении от точки tr  к точке tr1  
так, что область r  остается справа. Тогда координаты  10 20,x x  точки M  
вычисляются по формулам: 

 10 1 1, 1 2, 1 2 / 2r r r rx x x x x       ,    20 2 2, 1 1, 1 1 / 2r r r rx x x x x       .  (10) 

При подстановке представления (10) в (9), можно получить значение функции (9) 
в точке M : 

       .0
2

, 2
11,1

2
21,22010

1   rrrrr xxxxxx     (11) 

Из соотношения (11) следует, что функция   0, 21
1 xxr  в области справа от 

прямой 1rrtt  и   0, 21
1 xxr  слева от нее. Это дает основание рассматривать функцию 

 21
1 , xxr  как характеристическую для области, изображенной на рис. 1, а. 

При построении характеристической функции для области сечения выработки с 
представленным  на рис. 1, б эллиптическим контуром используется соотношение   

 /rrr mRzt  ,     (12) 

где 

 exp i   ,    r
rr

r
ttR 

  1
4

1 ,    r
rr

r
ttm 

  1
4

1 , 

/r r rb a   –  безразмерная величина,   2/1 rrr tta , rb  – полуоси эллипса. 
На основании соотношения (12) определяется функция, отображающая внешность 

единичной окружности на внешность эллипса: 

                                   /r r rz z R m         1  .    (13) 
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Разрешая уравнение (13) относительно переменной  , можно найти 

2

1,2
( ) 4

.
2

r r r r

r

z z z z R m
R

   
     (14) 

Из соотношений (14) следует, что для произвольной точки 0 10 20z x ix   значение 
одной из величин 1 0( )z  или 2 0( )z  будет больше единицы, если она лежит вне 
эллипса и равно единице, если она лежит на контуре эллипса. Если же точка 0z  лежит 
внутри эллиптического контура, то обе величины 1 0( )z  и 2 0( )z  будут меньше 
единицы. На основании вышесказанного можно сделать заключение, что функция 

 2
1 2 1 2 1 2 1 2( , ) / 2 1 max , 1r x x                                 (15) 

является характеристической для области, изображенной на рис. 1, б. 
Отметим, что функция 

 1
1 2( ) 2Rer z i                                                         (16) 

может быть также использована для определения принадлежности точки 0z  к области 
справа от прямой 1rr tt    0, 21

1 xxr  или слева от нее   0, 21
1 xxr . Тем самым, 

функции (9) и (16) являются характеристическими для одной и той же области. 
Несложно убедиться в том, что функция 

 2121213 ,min2/|]|[ rrrrrrr                                         (17) 

является характеристической для области, изображенной на рис. 1, в, а функция 

 4 1 2 1 2 1 2| | / 2 max ,r r r r r r r              (18) 

будет характеристической для области, изображенной на рис. 1, г. 
Характеристические функции (15)–(18) могут быть использованы как опорные 

при построении характеристических функций областей сечения выработок сложной 
формы. 

При введении обозначения r  для заштрихованных областей, изображенных на 
рис. 1, а также при определении двузначного предиката  k

rS 2  соотношением [12] 

2
0, 0,

( )
1, 0

x
S x

x


  
     (19) 

может быть введено понятие определения области r  уравнениями 2 ( )k
rS   ( 1, 4)k  . 

Для построения характеристической функции области сложной формы 
предлагается метод, основанный на использовании R-функций. Конечную замкнутую 
область kD  на рис. 2, а можно построить как пересечение (конъюнкцию) опорных 

областей r   n,r 1 , изображенных на рис. 1, и задать логической формулой 

....21 nkD       (20) 
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Замкнутую область pT  вне отверстия на рис. 2, б можно сформировать как 

объединение (дизъюнкцию) опорных областей r  ),1( mr  , изображенных на рис. 1. 
Соответствующая формула имеет вид 

....21 mpT        (21) 

 
                                                                                 Рис. 2 
 

Предикатные уравнения приведенных областей kD  и pT  могут быть получены на 
основе формальной замены символов конъюнкции в (20) и дизъюнкции в (21) 
символами соответствующих элементарных R-функций, а символов  r  – двузначными 
предикатами  2 rS  : 

       nkk SSSSD  21122112
1

2 ...  ,   (22) 
       mkp SSSST  21122112

2
2 ...  .   (23) 

Для этих предикатных уравнений булевы функции (20) и (21) являются 
сопровождающими [11, 12]. Уравнения (22) и (23) дают возможность представить 
описание областей kD  и pT  в виде неравенств [11, 12] 

0... 11211
1  nk  ,     (24) 

0... 11211
2  mk  ,     (25) 

причем равенство нулю достигается лишь на границе области и поэтому уравнения 

0... 11211
1  nk  ,   0... 11211

2  mk    (26) 

будут уравнениями границ областей kD  и pT  соответственно. Отметим, что в качестве 
элементарных R-функций здесь использованы функции [11]: 

 

 

 

   

 

а 

 

   

 

б 
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 2121212111 ,min)||(
2
1 xxxxxxxxY  , 

 2121212112 ,max)||(
2
1 xxxxxxxxY  .                              (27) 

Построение предикатных уравнений для областей более сложного вида, чем области 
kD  и pT , сводится к объединению (дизъюнкции) областей вида kD , и к пересечению 

(конъюнкции) областей вида pT . Если внешняя область   формируется из областей вида 

),1( kpTp  , то окончательное уравнение этой области запишется в форме 

0... 2
11

2
21

2
1  k ,     (28) 

где 2
p  предикатные уравнения областей ),1( kpTp  , построенные выше. 
Приведенный алгоритм построения характеристических уравнений позволяет 

автоматизировать построение контуров областей сложной формы. На основе описанной 
методики разработано специализированное программное приложение для построения 
областей сложной конфигурации на основе двух базовых контуров – макроконтура и 
эллиптического контура. Путем пересечения нескольких макроконтуров, а также 
необходимого количества эллипсов при использовании характеристических уравнений, 
могут быть получены области любой заданной конфигурации, в том числе с 
невыпуклым контуром. 

Решение задачи о напряженном состоянии около выработки. Начальное 
напряженно-деформированное состояние нетронутого массива в рамках гипотезы о 
завершении в нем процессов ползучести [4] определяется из соотношений [9] 

 0 2
2 2i iU g x Hx        1,3i  ,       0

2k ks g x H        6,1p , 

где величины i , k  зависят от упругих постоянных материала. 
В последующем, как полагается, свойства ползучести горного массива 

проявляются лишь при формировании поля дополнительных напряжений и 
перемещений, которое в произвольный момент времени определяется на основе 
алгоритма решения упругой задачи. 

Задача о напряженном состоянии массива анизотропных горных пород с 
выработкой [9], приводится к определению в областях jS  функций  jj z , 
удовлетворяющих заданным граничным условиям. Для каждого элемента rL  контура 
границы вводятся соответствующие комплексные потенциалы 

./
1






k

k
jrrkjjr   

Если конструируемые на основе описанной методики контуры выработок 
содержит N  элементов, то комплексные потенциалы )( jj z , будут представлены в 
виде суммы отдельных потенциалов, связанных с каждым из элементов 

 
1 1 1

/
N N

k
j j jr rkj jr

r r k
z  



  
     ,    (29) 

и с их использованием нужно удовлетворять граничным условиям на каждом из 
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лит2. Сплошная линия соответствует начальному упругому состоянию ( 0t  ), а 
штриховая – установившемуся ( 600t   ч.). Максимальные по модулю значения 
напряжений возникают в боковых точках выработки (точки А и В) и равны, 
соответственно, 0 3.7017ts gH      и 600 2.9203ts gH     . Расчеты показывают, 
что с течением времени максимальные сжимающие напряжения уменьшаются по 
модулю. Можно также отметить, что на отрезках малой кривизны, соединяющих 
эллиптические контуры, возникают зоны растягивающих напряжений, которые со 
временем незначительно уменьшаются ( 0 0.2866ts gH    , 600 0.2542ts gH    ). 
Исследования также показали, что с увеличением расстояния между эллиптическими 
выработками напряжения, как в боковых точках, так и центральных точках 
прямолинейных элементов, растут. 

Выводы. В рамках разработки методики исследования ползучести массивов 
анизотропных горных пород с выработками усложненной формы сечения при помощи 
методов R-функций и алгебры логики построены характеристические уравнения для 
областей сечений выработок, которые могут быть ограничены прямолинейными 
отрезками и частями эллиптических контуров. Алгоритм нахождения 
характеристических уравнений позволяет автоматизировать построение границ 
областей сечений выработок сложной формы. Предложенная методика позволяет 
изучить эффекты ползучести горных пород вблизи горизонтальных протяженных 
выработок, имеющих сложную форму поперечного сечения. Проведен количественный 
и качественный анализ полученных результатов. 
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CREEP OF MASSIF ANISOTROPIC ROCKS WITH EXCAVATION 
OF THE COMPLICATED SECTION FORM 

 
V.I. Storozhev, R.N. Neskorodev 
 

The paper provides a solution to the problems of creep of anisotropic rocks with extensive horizontal 
excavations of complicated cross-sectional form. The excavations are under conditions of generalized plane 
deformation. To construct the solution, a technique is proposed based on the algorithm for constructing contours 
of complex configuration in the form of boundary contours of intersections or associations of convex regions 
composed of elliptical or circular arcs. The creep effects were taken into account by applying the transformation 
of integral equations of state in viscoelastic problems to the equations of Hooke's law with parametric time-
dependent deformation characteristics of materials. В качестве примера исследовано напряженно-
деформированное состояние вблизи выработки с сечением в виде свода и с сечением усложненной 
формы, контур которого составлен из четырех эллиптических дуг. 

Keywords: anisotropic massif, horizontal excavation of complicated sections, stress-strain state, creep 
effects of geomaterials. 
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КИСЛОТНО-ОСНОВНЫЕ СВОЙСТВА ФЕНОЛОВ В МИЦЕЛЛАХ ПАВ  
 

© 2019.   Т.М. Зубарева, И.А. Белоусова, Т.С. Гайдаш, Н.Г. Разумова, 
Т.М. Прокопьева, В.А. Михайлов 

 
 

Спектрофотометрическим методом исследованы кислотно-основные свойства производных 
фенола в присутствии поверхностно-активных веществ. Изменение величины константы кислотной 
ионизации при переносе процесса ионизации из воды в мицеллы мономерного и димерного катионных 
детергентов практически одинаково. Уменьшение величины константы кислотной ионизации в ряду 
изученных фенолов максимально для динитропроизводных, минимально – для фенола. Одним из 
факторов, ответственным за увеличение кислотности фенолов в присутствии поверхностно-активных 
веществ, выступает эффект концентрирования фенолят-иона в мицеллярной псевдофазе. 

Ключевые слова: производные фенола; константы кислотной ионизации; мономерные и димерные 
катионные поверхностно-активные вещества. 
 
 

Введение. В последние годы особое внимание уделяется созданию 
супрамолекулярных ансамблей, основу которых составляют димерные поверхностно-
активные вещества (ПАВ) [1–6]. Легкость структурной модификации димерных 
детергентов, способность к самоассоциации дают возможность использовать таковые 
как строительные блоки супрамолекулярных систем, находящих широкое применение в 
различных областях знаний, в том числе, и при дизайне биомиметиков [4–7]. 
Варьирование кислотности среды – один из факторов, который может приводить к 
изменению эффективности солюбилизации соединений, поверхностной активности, 
морфологии образующихся агрегатов и т.д. 

При исследовании реакционной способности нуклеофильных реагентов по 
отношению к ацилсодержащим соединениям немаловажную роль играют кислотно-основ-
ные свойства уходящей группы. Знание величин констант кислотной ионизации рКа  
уходящей группы позволяет, во-первых, проводить процесс разложения субстратов в 
оптимальных условиях, во-вторых, оценить роль мицеллярной среды в изменении кислот-
но-основных свойств и, наконец [8], детальный анализ влияния природы нуклеофила и 
уходящей группы дает информацию о структуре переходного состояния реакции. Однако, 
даже в водных растворах установление механизма реакции представляет крайне сложную 
задачу, поскольку не только кислотно-основные свойства ответственны за наблюдаемые 
скорости и направления процесса [9–12]. Тем более в супрамолекулярных системах 
существенную роль играют эффекты концентрирования реагентов (гидрофобные вза-
имодействия), изменение полярности микроокружения, стерические факторы и др. [9–12]. 

В настоящей работе изучены кислотно-основные свойства фенолов (1–8) в 
мицеллах бромида цетилтриметиламмония (ЦТАБ) и димерного катионного ПАВ 
(Gemini surfactant, GS) на основе камфорной кислоты. 

Выбор объектов исследования обусловлен следующими причинами: а) фенолы не 
только являются уходящими группами в процессах разложения экотоксикантов, но и 
сами по себе представляют высокотоксичные соединения и б) представляют собой 
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удобную модель для выяснения роли кислотно-основных свойств уходящей группы 
при широком варьировании структуры субстрата (например, арилтолуолсульфонаты). 

 

HO
R1, R2, R3

 
 R1, R2 = 2,6-(NO2)2; R3 = H (1) 
 R1, R2 = 2,4-(NO2)2; R3 = H (2) 
 R1, R2 = 2,5-(NO2)2; R3 = H (3) 
 R1, R2, R3 = 2,4,6-Cl3     (4) 
 R1 = 4-NO2; R2 = R3 = H        (5) 
 R1 = 4-C6H5N=N; R2 = R3 = H  (6) 
 R1 = 3-NO2; R2 = R3 = H        (7) 
 R1, R2, R3 = H                         (8) 

 

O O N

OH

OO

OH

C16H33
C16H33

Br
N+ +

2

GS

           

C16H25
N  Br

ЦТАБ

+

 

CH3 SO2 O
R1, R2, R3

 
 

Выбор ПАВ – мономерного (ЦТАБ) и димерного (GS) позволит оценить, как 
изменение микроокружения отражается на величинах рКа.  

Экспериментальная часть. Димерный катионный детергент (GS) синтезировали 
по известным методикам [13–14]. Состав, структура и чистота полученного ПАВ 
подтверждена данными ЯМР 1H спектроскопии и элементного анализа. ЦТАБ пере-
кристаллизовывали из ацетонитрила. Фенолы (марки «хч») очищали возгонкой или 
перекристаллизацией из подходящих растворителей (см. табл. 1). Неорганические 
реактивы марки «осч» или «чда» применяли без дополнительной очистки. Для приго-
товления растворов использовали бидистиллированную воду. Кислотно-основные 
свойства фенолов определяли спектрофотометрическим методом при постоянной 
концентрации ПАВ и длинах волн, приведенных в табл. 1. 

 
Таблица 1 

Физико-химические свойства фенолов 

№ 
п/п R в PhOH Т пл., оС 1

[15] 
Растворитель для 

перекристаллизации , нм 2 

1 2,6-(NO2)2 63–64 этанол 430 
2 2,4-(NO2)2 113–113,6 сублим. 360 
3 2,5-(NO2)2 108 (104) этанол 440 
4 2,4,6-Cl3 69,5 гексан 320 
5 4-NO2 63  толуол 400 
6 4-C6H5N=N 152 этанол 430 
7 3-NO2 97 водная НCl 410 
8 H  40 возгонка 235 

           Примечания: 1Температура плавления фенолов.  
2Аналитическая длина волны. 

 
Методика определения рКа спектрофотометрическим методом детально рассмотрена в 
работе [16]. В качестве примера на рис. 1 приведено изменение спектров поглощения  
2,6-динитрофенола в присутствии [GS] = 10-3 моль/л (а) и 3-нитрофенола в присутствии 
[ЦТАБ] = 5,0·10-3 моль/л (б) с варьированием рН среды. Наблюдаемую константу 
кислотной ионизации при [ПАВ] = const рассчитывали по уравнению Хендерсона-
Хассельбаха:																																																																		 

pܭୟ ൌ pH ൅ lg
୅ионି୅

୅ି୅мол
	,                                                (1) 
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где Aион, Aмол, A – поглощение иона, нейтральной молекулы и смеси иона и 
нейтральной молекулы.  

Математическая обработка экспериментальных результатов осуществлялась в 
рамках стандартных процедур. Все спектрофотометрические измерения выполнены на 
приборе «Genesys 10S UV-VIS» (Thermo Electron Corp.). Для измерения рН 
использовали рН-метр «Metrohm 744» (Швейцария). При проведении эксперимента 
температуру поддерживали в пределах 25 ± 0,5 оС. 
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Рис. 1. Спектры поглощения 2,6-динитрофенола в присутствии [GS] = 10-3 моль/л (pH = 5,10 ÷1,23) (а)  
и 3-нитрофенола в присутствии [ЦТАБ] = 5 · 10-3 моль/л (pH = 8,99 ÷ 4,04) (б). 

 
Результаты и их обсуждение. В табл. 2 представлены константы кислотной 

ионизации фенолов в присутствии ЦТАБ и GS. Здесь же приведены величины рКа в 
воде и 30 %-ном водном этаноле (1М KCl), определенные ранее [15].  

Характер влияния заместителей не изменяется при переходе от воды к 
мицеллярным растворам ЦТАБ и GS: величины рКа уменьшаются при переходе от 
фенола (8) к 2,6-динитрофенолу (1) (см. табл. 2, рКа). Динитропроизводные являются 
наиболее сильными электроноакцепторами, а изменение величин рКа примерно 
одинаково для 2,4- и 2,5-динитрофенолов в мицеллах ЦТАБ и GS (см. табл. 2, 
соединения 2, 3). Наиболее кислым фенолом в большинстве сред (исключение рКа в 
ЦТАБ) выступает 2,6-динитрофенол (1), но в мицеллярной среде GS рКа по 
сравнению с фенолом падает на 7,54 единицы рКа, а в ЦТАБ – на 6,28 единиц рКа 
(именно такое же уменьшение имеет место и в воде). Изменение значений рКа при 
переходе от воды к мицеллярным растворам ПАВ тем меньше, чем менее ярко 
выражены электроноакцепторные свойства заместителей. Так, для фенола (8) величины 
рКа в воде и мицеллах GS сопоставимы, а в ЦТАБ всего на 0,41 единицы рКа ниже, чем 
в воде (табл. 2, см. рКа1). При этом необходимо отметить, что увеличение кислотности 
в ряду изученных фенолов в мицеллах ЦТАБ и GS близки и достигают приблизительно 
1,8 единиц рКа по сравнению кислотно-основными свойствами в воде (см. рКа1, 
табл. 2). Вряд ли такое изменение значений рКа может быть связано только с влиянием 
среды на электронные эффекты заместителей, и следовательно, необходим учет 
дополнительных факторов.  

На рис. 2 представлены зависимости «рКа фенолов (30 % EtOH (1М KCl); ЦТАБ, 
GS)) – рКа (Н2О)». Закономерности изменения величин рКа  аналогичны  как в мицеллах 



ISSN 2415-7058.  Вестник ДонНУ. Сер. А: Естественные науки. – 2019. – № 3-4 

110 Зубарева Т.М., Белоусова И.А., Гайдаш Т.С., Разумова Н.Г., Прокопьева Т.М., Михайлов В.А. 

Таблица 2 
Константы кислотной ионизации фенолов в воде, 30 % водном этаноле (1М KCl)  

и в	присутствии	ЦТАБ,	GS;	25оС	

№ 
п/п 

R 
 в PhOH 

рКа 
H2O 
[15] 

рКа 
30% EtOH, 

1М KCl [15] 

рКа 
ЦТАБ1 
 

рКа 
GS1 

рКа 
H2O2 

рКа 
ЦТАБ2 

рКа 
GS2 

рКа1 
ЦТАБ3 

рКа1 
GS3 

1 2,6-(NO2)2 3,71 3,56 3,29 2,26 6,27 6,28 7,54 0,42 1,45 
2 2,4-(NO2)2 4,11 3,88 2,37 2,47 5,87 7,20 7,33 1,74 1,64 
3 2,5-(NO2)2 5,22 5,26 3,37 3,60 4,76 6,20 6,20 1,85 1,62 
4 2,4,6-Cl3 5,99 6,67 4,24 4,43 3,99 5,33 5,37 1,75 1,56 
5 4-NO2 7,15 7,51 6,26 6,37 2,83 3,31 3,43 0,99 0,78 
6 4-C6H5N=N 8,20 8,66 7,31 7,07 1,78 2,26 2,73 0,89 1,13 
7 3-NO2 8,40  7,60 7,68 1,58 1,97 2,12 0,80 0,72 
8 H 9,98  9,57 9,80    0,41 0,18 

Примечани: 1Ошибка в определении рКа  не превышает ± 0,06 единиц рКа.  
2рКа = рКа (8) – рКа  (1 или 2-7) в Н2О, ЦТАБ и GS. 
3Изменение величины рКа при переносе процесса из воды в мицеллы ЦТАБ или GS; 
например, рКа1= рКа (8, Н2О) – рКа (8, ПАВ). 

 
 

ЦТАБ,. GS, так и в 30 %-ном водном 
этаноле (рис. 2). При этом наклоны 
зависимостей «рКа (ЦТАБ, GS, 30% EtOH)
– рКа (Н2О)» практически совпадают 
(уравнения (2)–(4)), различия существуют 
только в отрезках, отсекаемых по оси 
ординат. Более того характер влияния 
заместителей на величины рКа в 
присутствии ПАВ можно описать в рамках 
единой зависимости (5), т.е. факторы, 
ответственные за уменьшение значений рКа
(по сравнению с рКа в воде), в мицеллярной 
псевдофазе имеют близкую природу. 

Рис. 2. Зависимость величин рКа фенолов  
в 30 % EtOH (1М KCl) (●), в ЦТАБ (○)  

и GS () от рКа (Н2О); 25 оС 
 
рКа (30 % EtOH) = (-0,74 ± 0,38) + (1,16 ± 0,06) рКа (Н2О);       n=6;  r = 0,997       (2) 
 
рКа (ЦТАБ) = (-3,06 ± 0,31) + (1,27 ± 0,04) рКа (Н2О);               n=8;  r = 0,994       (3) 
 
рКа (GS) = (-2,54 ± 0,31) + (1,21 ± 0,04) рКа (Н2О);                     n=8;  r = 0,996       (4) 
 

         рКа (GS, ЦТАБ) = (-2,73 ± 0,23) + (1,23 ± 0,03) рКа (Н2О);        n=16;  r = 0,996      (5)  
 
В рамках псевдофазной распределительной модели процесс ионизации фенолов 
протекает по двум параллельным маршрутам – в воде (в.) и мицеллярной псевдофазе 
(м.) и описывается схемой 

PPhOH м.

Kа

PPhOH

PPhO м.
- + H+
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где PPhOH и PPhO- – коэффициенты распределения нейтральной и анионной форм, 
соответственно. При этом константы связывания нейтральной и анионной форм могут 
быть оценены из величин PPhOH и PPhO- : 
 

 KPhOH  ≈ PPhOH ·Vм.         (7) 
 

       KPhO- ≈ PPhO- Vм., 
 

где Vм., л/моль – парциальный мольный объем ПАВ. 
 В случае катионных ПАВ изменение величин рКа при варьировании 
концентрации ПАВ отражает предпочтительное концентрирование в мицеллярной 
псевдофазе ионной формы по сравнению с нейтральной [8, 17]. Кажущаяся константа 
кислотной ионизации в присутствии мицелл равна 
 

    Ка (ПАВ) = Ка (H2Oሻ
ଵାܭPhO- ∙	ୡ

ଵାܭPhOH ∙	௖
                                      (8) 

 

и зависит от величины Ка фенола в воде, концентрации мицелляризованного ПАВ, а 
также констант связывания фенолят-иона (KPhO-) и его сопряженной кислоты (KPhOH) 
мицеллами ЦТАБ и GS. Максимальное изменение рКа имеет место для дизамещенных 
фенолов (см. табл. 2, № 1–3), минимальное для фенола (табл. 2, № 8). Следовательно, 
эффект концентрирования анионной формы должен играть определяющую роль в 
«сдвиге» рКа . 
 В заключение следует отметить: существование единой зависимости (5) для GS 
и ЦТАБ, несмотря на то, что с = 10-3 (GS) и 5,0 · 10-3 (ЦТАБ) моль/л, позволяет 
предположить, что связывание фенолят-иона более эффективно в мицеллах димерного 
катионного ПАВ. 

Выводы. Определены константы кислотной ионизации производных фенола, 
содержащих электроноакцепторные заместители, в присутствии мономерного (ЦТАБ) 
и димерного (GS) катионных ПАВ. 
 Показано, что характер влияния заместителей не изменяется при переносе 
процесса ионизации в мицеллярную псевдофазу, и таковой практически совпадает как 
для мономерного, так и димерного ПАВ. Существование единой зависимости рКа 
(GS, ЦТАБ) от рКа (Н2О) указывает на однотипность факторов, влияющих на кислотно-
основные равновесия в мицеллах ПАВ. 
 В рамках псевдофазной распределительной модели продемонстрировано, что 
изменение значений рКа фенолов в ПАВ по сравнению с рКа в воде, по-видимому, 
свидетельствует об определяющей роли эффекта концентрирования анионной формы в 
мицеллярной псевдофазе катионных ПАВ. 
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ACID-BASE PROPERTIES OF PHENOLS IN MICELLES OF  
SURFACE ACTIVE COMPOUNDS 

 
T.M. Zubareva, I. A. Belousova, T.S. Gaidash, N.G. Razumova, T.M. Prokop’eva, V.A. Mikhailov 

 
Acid-base properties of phenols in the presence of surfaceactive compounds were studied by 

spectrophotometry technique. Changes of acid ionization constants in transfer of ionization process from water 
to the micelles of cationic monomeric and dimeric surfactants are nearly the same. A decrease in acid ioniziation 
constant has maximum value for dinitro-substituted phenols, whereas it is minimum for the parent phenol. One 
of the factors responsible for the increase in acidity of phenols in the presence of surfactants is concentrating 
effect of phenolate ions in micellar pseudophase. 

Keywords: phenol derivatives; acid ionization constants; monomeric cationic surfactants; dimeric 
cationic surfactants 
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ВЫСОКОТЕМПЕРАТУРНЫЕ ТВЕРДОФАЗНЫЕ РЕАКЦИИ  
В ОКСИДНЫХ СИСТЕМАХ С УЧАСТИЕМ СОЕДИНЕНИЙ РУТЕНИЯ (IV) 
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Изучены изотермические разрезы псевдобинарных оксидных систем, содержащих соединения 

рутения (IV). Установлено, что основным фактором, определяющим характер протекания реакций, 
является кислотно-основные характеристики оксидов, входящих в эти системы, а именно, их сила по 
отношению к диоксиду рутения как к кислоте. Результаты исследований будут полезны при 
прогнозировании фазового состава многокомпонентных оксидных систем аналогичных соединений, а 
также новых рутениевых модифицированных резистивных материалов. 

Ключевые слова: соединения рутения (IV); псевдобинарные оксидные системы; рентгенофазовый 
анализ; толстопленочные рутениевые резисторы. 

 
 
Введение. Интерес к химии оксидных соединений рутения (IV) обусловлен тем, 

что они являются перспективными катализаторами, электродами в источниках 
постоянного тока, псевдоконденсаторах и фотокаталитических преобразователях 
солнечной энергии, анодами в технической электрохимии, функциональными 
материалами в толстопленочной микроэлектронике и т.д. [1]. 

В литературе имеются данные об исследовании двух-, трех- и более 
компонентных систем, содержащих RuO2 (табл. 1, 2) [2–38]. 

Таблица 1 
Сведения о соединениях и твердых растворах, полученных в системах RuO2 – ЭnOm 

Система Состав соединений и твердых растворов Литература 
1 2 3 

Li2O – RuO2 Li2RuO3, LiRuO3, Li8RuO6 [2] 

Na2О – RuO2 
Na3RuO4, Na4Ru2O7, NaRu2O4, Na4RuO4, Na2RuO3, NaRu4O8, Na2Ru4O9, 
Na2Ru9O19, Na4Ru3O8, Na3-xRu4Oy 

[3] 

MgО – RuO2 взаимодействие не обнаружено [6] 
Al2О3 – RuO2 взаимодействие не обнаружено [5] 
SiO2 – RuO2 взаимодействие не обнаружено [21] 
К2О –  RuO2 K2RuO3, K2RuO4, KRuO4, K4RuO4, KRu4O8, KRuO3, KxRu8O16 (x<1,5)  [4] 
СaО –  RuO2 CaRuO3, Ca2RuO4, Ca4RuO6  [10] 

TiO2 –  RuO2 
Ru1-xTixO2 (при 1 200 °С растворимость составляет около 2,2 % TiO2  
в RuO2 и 1,5 % RuO2 в TiO2) 

[25] 

VO2 – RuO2 RuxV1-xO2, Ru1-xVxO2 [10] 
V2O5 – RuO2 Ru2VO6 [10] 
Cr2O3 – RuO2 Cr2O3 катализирует окисление RuO2 кислородом воздуха в RuO4 [24] 
CrO2 – RuO2 Ru1-xCrxO2  [24] 
MnО2 – RuO2 взаимодействие не обнаружено [17] 
Fe2O3 – RuO2 (Fe1-xRux)2O3 [19] 
CoO – RuO2 Co2RuO4 [6] 

Co3O4 – RuO2 взаимодействие не обнаружено [13] 
NiО – RuO2 взаимодействие не обнаружено  [7] 
СuО – RuO2 взаимодействие не обнаружено [5] 
Сu2О – RuO2 взаимодействие не обнаружено [6] 
ZnО – RuO2 взаимодействие не обнаружено [6] 

Ga2O3 – RuO2 взаимодействие не обнаружено [18] 
SrO – RuO2 SrRuO3, Sr3Ru2O7, Sr4Ru3O10, SrRuO4, SrRu2O6, Sr4RuO6  [9] 
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Продолжение табл. 1 
1 2 3 

Y2O3 – RuO2 Y2Ru2O7 [17] 
ZrO2 – RuO2 взаимодействие не обнаружено [25] 
NbO2 – RuO2 Металлический Ru и Nb2O5 [1, 29] 
Nb2O5 – RuO2 RuNb10O27, Ru1-xNbxO2 0,0005 ≅ x ≅ 0,5, Ru0.5Nb0.5O2  [1, 29] 
MoO2 – RuO2 RuxMo1-xO2 [21] 
Rh2O3 – RuO2 RuxRh1-xOy  (0<x<0,5) [23] 
PdO – RuO2 взаимодействие не обнаружено [12] 
CdО – RuO2 взаимодействие не обнаружено [11] 
SnO2 – RuO2 (Sn-Ru)O2 (твердые растворы во всем диапазоне составов)  [28] 
Sb2O5 – RuO2 RuSbO4 (взаимодействие с понижением степени окисления рутения) [29] 
BaO – RuO2 BaRuO3, Ba2RuO4, Ba3RuO5, Ba4RuO6, Ba9RuO11, BaRu4O9, Ba3Ru3O10, 

BaRu6O12 
[8] 

La2O3 – RuO2 La3Ru3O11, LaRuO3, La2RuO5, La8Ru4O21, La4Ru4Ru4O19, La3,5Ru4O13  [15] 
CeO2 – RuO2 взаимодействие не обнаружено [27] 
HfO2 – RuO2 Hf0,75Ru0,25O2 [20] 
Ta2O5 – RuO2 RuTa10O27 [1] 
WO2 – RuO2 Ru1-хWхО2, Ru2WO4. Ru2xWxO2 (0<x<0,2) [21] 
IrO2 – RuO2 RuxIr1-xO2 [21] 
PtO2 – RuO2 RuxPt1-xO2 [22] 
Tl2O3 – RuO2 Tl2Ru2O7 [16] 
PbO – RuO2 PbRuO3, Pb2Ru2O7-х [14] 

Bi2O3 – RuO2 Bi2Ru2O7, Bi3Ru3O11, Bi2RuO20, Bi8RuO14 [14] 
 

Таблица 2 
Сведения об условиях термообработки и фазовом составе образцов в многокомпонентных системах  

с участием RuO2 и соединений рутения (IV) 

№ 
п/п 

Фазовый состав образцов Условия термообработки Литература До спекания После спекания Температура, оС Время, ч 
1 2 3 4 5 6 

Система PbO – RuO2 – TiO2 
1 RuO2 + PbTiO3 RuO2 + PbTiO3 800  –  [30] 

RuO2 – TiO2 – ZrO2 

2 RuO2 + PbTiO3  Pb2Ru2О6,5 + TiO3  850–1000  –  [25] RuO2 + PbZrO3  Pb2Ru2О6,5 + 2ZrO3  
Al2O3 – CeO2 – RuO2 

3 A12O3 + CeO2 + RuO2 A12O3 + CeO2 + RuO2 700 и 800 90 [31] CeO2 + Pb2Ru2O6,5 CeO2 + Pb2Ru2O6,5 
RuO2-Bi2O3-CdO-Nb2O5 

4 

RuO2 + Bi2O3 + Nb2O5  Bi2Nb10O28 + RuO2 

1000  –  [11] RuO2 + Bi2O3 + Nb2O5  Bi2Nb2O8 + RuO2 
RuO2 + Bi2O3 + Nb2O5  Bi10Nb6O30 
RuO2 + Bi2O3 + CdO  Bi2-xCdxRuO2O7- x/2  

RuO2 – SrO – ZrO2 

5 

RuO2 + SrO + ZrO2 RuO2, SrRuO3, SrZrO3 

1000 и 1200  –  [9] 

RuO2 + 2SrO + ZrO2 SrRuO3, SrZrO3 
2RuO2 + 4SrO + ZrO2 SrRuO3, Sr2RuO4, SrZrO3 
RuO2 + 3SrO + ZrO2 Sr2RuO4, SrZrO3 
RuO2 + 4SrO + ZrO2 Sr2RuO4, SrO, SrZrO3 
RuO2 + SrO + ZrO2 RuO2, SrZrO3 

RuO2 + SrO + 2ZrO2 RuO2, SrZrO3, ZrO2 
RuO2 – Bi2О3 – ZnO и RuO2 – AI2О3 – ZnO  

6 RuO2 + Bi2O3 + ZnO Bi1,5Zn0,5Ru2O6,75 + Bi2O3  700  –  [32] RuO2 + A12O3 + ZnO RuO2 + ZnA12O3 1150 
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Продолжение табл. 2 
1 2 3 4 5 6 

RuO2 – PbO – CeO2 
7 Pb2Ru2О6,5 + CeO2 Pb2Ru2О6,5 + CeO2 

750 и 800 5 раз 
по 18 [33] 

RuO2 + PbO + CeO2 Pb2Ru2О6,5 + RuO2 + CeO2 
RuO2 + 2 PbO + CeO2 Pb2Ru2О6,5 + PbO + CeO2 

Pb2Ru2О6,5 + PbO + CeO2 Pb2Ru2О6,5 + PbO + CeO2 
RuO2 + PbO + 3 CeО2 Pb2Ru2О6,5 + CeO2 

RuO2 – Bi2O3 – SiO2, 

8 

6Bi2O3 + 2RuO2 + SiO2 Bi2Ru2O7 + Bi12SiO20 

750  –  [34] 

7Bi2O3 + 3RuO2 + 3SiO2 Bi2Ru2O7 + Bi12SiO20 + 
Bi4Si3O12 

3Bi2O3 + 2RuO2 + 3SiO2 Bi2Ru2O7 + Bi4Si3O12 
Bi2O3 + 2RuO2 + SiO2 Bi2Ru2O7 + RuO2 + Bi4Si3O12

2Bi2O3 + 4RuO2 + 3SiO2 RuO2 + Bi4Si3O12 
5Bi2O3 + 22RuO2 + 8SiO2 RuO2 + Bi4Si3O12 

Bi2O3 + 2RuO2 + 4SiO2 RuO2 + Bi4Si3O12 + SiO2 
2Bi2O3 + 4RuO2 + 4SiO2 RuO2 + Bi4Si3O12 + SiO2 

RuO2 – PbO – ZrO2, 

9 

Bi2O3 + RuO2 + ZrO2 Bi2Ru2O7 + α-Bi2O3 + ZrO2 

750 и 800 90 [35] 

17Bi2O3 + 4RuO2 + 2ZrO2 Bi2Ru2O7 + α-Bi2O3 + ZrO2 
(сл.) 

17Bi2O3 + 4RuO2 + 2ZrO2 Bi2Ru2O7 + γ-Bi2O3 + ZrO2 
(сл.) 

6Bi2O3 + 12RuO2 + ZrO2 Bi2Ru2O7 + ZrO2 
Bi2O3 + 2RuO2 + 2ZrO2 Bi2Ru2O7 + ZrO2 
Bi2O3 + 6RuO2 + 2ZrO2 Bi2Ru2O7 + RuO2 + ZrO2 

CaO – RuO2 – SiO2 и CaO – RuO2 – V2O5 

10 

CaRuO3 + CaSiO3 RuO2 + Ca3Si2O7 
355 – 1055 

 –  [36] 

CaRuO3 + SiO2 RuO2 + CaSiO3 
Ca3Si2O7 + Ca3Ru2O7 CaRuO3 + Ca2SiO4  

RuO2 + 2Ca2SiO4 CaRuO3 + Ca3Si2O7 < 400 и > 685
CaRuO3 + Ca7V4O17 Ca3V2O6 + Ca3Ru2O7 с 200 
CaRuO3 + Ca2V2O7  RuO2 + Ca3V2O8  

до 655 CaRuO3 + CaV2O6  RuO2 + Ca2V2O7  
CaRuO3 + V2O5  RuO2 + CaV2O6  

RuO2 – Y2O3 – CeO2 

11 

2RuO2 + Y2O3 + CeO2  Y2Ru2O7 + CeO2 

1000 и 1200  –  [37] Y2Ru2O7 + CeO2 Y2Ru2O7 + CeO2 
RuO2 + Y2O3 + CeO2 Y2Ru2O7 + CeO2 + Y2O3 

6RuO2 + Y2O3 + 2CeO2 Y2Ru2O7 + CeO2 + RuO2  
RuO2 – Ga2O3 – NiO 

12 
3Ga2O3 + 2RuO2 + 2NiO Ga2O3 + RuO2 + NiO 

1000 и 1150 20 [18] Ga2O3 + RuO2 + NiO RuO2 + NiGa2O4
Ga2O3 + 2RuO2 + 2NiO RuO2 + NiGa2O4 + NiO 

RuO2 – Bi2O3 – CeO2 

13 

3RuO2 + 3Bi2O3 + 11CeO2 Bi2Ru2O7 + CeO2* 

750 и 800 90 [38] 
5RuO2 + 4Bi2O3 + 7CeO2 Bi2Ru2O7 + CeO2* 

RuO2 + Bi2O3 + CeO2 Bi2O3 + Bi2Ru2O7 + CeO2* 
2RuO2 + Bi2O3 + 2CeO2 Bi2Ru2O7 + CeO2 
4RuO2 + Bi2O3 + 2CeO2 Bi2Ru2O7 + RuO2 + CeO2 

* – твердый раствор Bi2O3 в CeO2. 
 

Систематизированные сведения показывают, что оксид рутения (IV) не является 
химически инертным, как ему приписывают, соединением. Так, в области температур 
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от 800 до 1 200 оC он реагирует, за некоторыми исключениями, с оксидами металлов, 
находящихся в степени окисления не более + 3 с образованием рутенитов. С оксидами 
элементов, находящихся в степени окисления + 4, RuO2 образует твердые растворы со 
структурой рутила, а с оксидами М2О5 – фазы, являющиеся солями рутения (III и IV). 
Характер взаимодействия RuO2 с оксидами при переходе от двух- к 
многокомпонентным системам не изменяется; а состав продуктов взаимодействия в 
многокомпонентных системах зависит от природы оксидов-сореагентов, соотношения 
компонентов в системе и температуры ее термообработки. 

В тоже время, в литературе имеются сведения о том, что в ряде случаев не 
удалось воспроизвести результаты описанных экспериментов по изучению этих систем. 
Во-первых, процедуры получения образцов детально не описаны; во-вторых, сведения 
о системах, полученные разными авторами, противоречат друг другу и требуют 
проверки; в-третьих, приведенные данные относятся как к объемным образцам, так и к 
пленочным материалам; наконец, имеющаяся информация крайне разобщена во 
времени и по публикациям, относящимся к различным областям химии и технологии. 

Поэтому целью настоящей работы является исследование высокотемпературных 
взаимодействий в оксидных системах с участием соединений рутения (IV) в 
неравновесных условиях и установление закономерностей их протекания. 

Экспериментальная часть. Исследование высокотемпературных твердофазных 
реакций, протекающих в оксидных системах с участием соединений рутения (IV) 
проводили по методу изотермических разрезов псевдобинарных систем. Выбор 
оксидов элементов и их соединений обусловлен тем, что они применяются в качестве 
модификаторов толстопленочных рутениевых резисторов [41–43]. 

Для исследований использовали простые оксиды квалификации «х. ч.». Сложные 
оксиды синтезировали спеканием соответствующих простых оксидов, а соединения 
(NH4)8[CoW11Co(H2O)O39]·nH2O, (NH4)0,2H0,2Me0,1W0,9O3 и K4xMexW1-xO6 – по 
методикам [44, 45]. Фазовый состав полученных соединений подтверждали методом 
рентгенофазового анализа (РФА). 

Образцы готовили гомогенизацией исходных веществ, взятых в мольных 
отношениях: 1:9 ÷ 9:1, с шагом 1 моль с последующей термообработкой в алундовых 
тиглях или на платиновой фольге (для образцов с легкоплавкими компонентами) по 
техническим условиям приготовления толстопленочных резисторов (ТПР) [46, 47]. 
Температурный режим нагревания образцов следующий: равномерный подъем и 
снижение температуры со скоростью 20 град/мин, длительность изотермической 
выдержки при максимальной температуре 850оС составляла 10 мин. 

Идентификацию продуктов взаимодействия в системах осуществляли методом 
(РФА) на дифрактометре ДРОН-2 (Cu-катод, Ni-фильтр); скорость счетчика 2 градуса в 
минуту и 0,2 – при анализе твердых растворов. Состав аморфных фаз не изучался. 

Результаты и их обсуждение. Результаты РФА образцов до и после термо-
обработки представлены в табл. 3. 

Таблица 3 
Фазовый состав по данным РФА образцов до и после термообработки при 850 оС 

№ 
п/п 

Фазовый состав образцов 
до термообработки после термообработки* 

1 2 3 
Исходные образцы на основе RuO2 

1 RuO2 + 2PbO·SiO2 Pb2Ru2O6 
2 RuO2 + PbO·2SiO2 RuO2 
3 RuO2 + Pb(BO2)2 RuO2 
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Продолжение табл. 3 
1 2 3 

Исходные образцы на основе Na2RuO3 
4 Na2RuO3 + PbWO4 Pb2Ru2O6 + Na2WO4 
5 Na2RuO3 + PbSiO4 Pb2Ru2O6 + Na2SiO4 
6 Na2RuO3 + PbTiO3 Pb2Ru2O6 + Na2TiO3 

Исходные образцы на основе CaRuO3 
7 CaRuO3 + PbO·SiO2 Pb2Ru2O6 + RuO2 + фаза φ 
8 CaRuO3 + PbO·2SiO2 RuO2 

Исходные образцы на основе SrRuO3 
9 SrRuO3 + PbSO4 Pb2Ru2O6 + SrSO4 
10 SrRuO3 + PbWO4 Pb2Ru2O6 + SrWO4 

Исходные образцы на основе Pb2Ru2O6 
11 Pb2Ru2O6 + WO3 PbWO4 + RuO2 
12 3Pb2Ru2O6 + 4Nb2O5 Pb1,5Nb2O6,5 + RuO2 
13 Pb2Ru2O6 + 2Nb2O5 PbNb2O6 + RuO2 
14 Pb2Ru2O6 + 4Nb2O5 PbNb4O11 + RuO2 
15 Pb2Ru2O6 + TiO2 PbTiO3 + RuO2 
16 Pb2Ru2O6 + K2TiO3 K2RuO3 + PbTiO3 
17 Pb2Ru2O6 + В2О3 RuO2 
18 Pb2Ru2O6 + H3ВО3 RuO2 
19 Pb2Ru2O6 + Na2В4О7·10H2O   RuO2 
20. Pb2Ru2O6 + Pb(BO2)2 RuO2 
21 Pb2Ru2O6 + SiО2 RuO2 
22 Pb2Ru2O6 + SiО2·В2О3 RuO2 
23 Pb2Ru2O6 + PbO·2SiO2 RuO2 
24 Pb2Ru2O6 + 2PbO·SiO2 Pb2Ru2O6 
25 Pb2Ru2O6 + Bi2O3 Pb2-xBixRu2O7 + PbО 
26 Pb2Ru2O6 + NiWO4 RuO2 + PbWO4 + NiO 
27 7Pb2Ru2O6 + 8NbWO5,5 PbWO4 + RuO2 + Pb1,5Nb2O6,5 
28 5Pb2Ru2O6 + 8NbWO5,5 PbWO4 + RuO2 + PbNb4O11 
29 Pb2Ru2O6 + SrCO3 SrRuO3 + PbO 
30 Pb2Ru2O6 + Pb2Bi4/3W2/3O6 RuO2 + Bi2(WO4)3 + PbWO4 
31 Pb2Ru2O6 + Pb2Ti1,5W0,5O6 RuO2 + PbWO4 + TiO2 
32 Pb2Ru2O6 + Pb2BiNbO6 RuO2 + Pb1,5Nb2O6,5 
33 Pb2Ru2O6 + (NH4)8[CoW11Co(H2O)O39]•nH2O PbWO4 + COWO4 + RuO2 
34 Pb2Ru2O6 + K4xMexW1-xO3 (M-Ni, Co) PbWO4 + RuO2 + MeWO4 
35 Pb2Ru2O6 + (NH4)0,2H0,2Me0,1W0,9O3 (M-Ni,Co) PbWO4 + RuO2 + MeWO4 
36 Pb2Ru2O6 + Cu2O Pb2Ru2O6 + CuO 
37 Pb2Ru2O6 + Cu2O Pb2Ru2O6 + . RuO2 (в среде СО2) 
38 Pb2Ru2O6 + Al2O3 Pb2Ru2O6 + Al2O3 
39 Pb2Ru2O6 + CuO Pb2Ru2O6 + CuO 
40 Pb2Ru2O6 + NiO Pb2Ru2O6 + NiO 
41 Pb2Ru2O6 + PbO Pb2Ru2O6 + PbO 
42 Pb2Ru2O6 + CdO Pb2Ru2O6 + CdO 
43 Pb2Ru2O6 + Pb1,5Nb2O6,5 Pb2Ru2O6 + Pb1,5Nb2O6,5 
44 Pb2Ru2O6 + Pb2Nb2O7 Pb2Ru2O6 + Pb2Nb2O7 
45 Pb2Ru2O6 + PbNb2O6 Pb2Ru2O6 + PbNb2O6 
46 Pb2Ru2O6 + PbWO4 Pb2Ru2O6 + PbNb4O11 
47 Pb2Ru2O6 + NaCl Pb2Ru2O6 + NaCl 

* фазовый состав в точке эквивалентности при протекании химического взаимодействия 
 

Полученные в работе результаты (см. табл. 3) согласуются с данными, 
приведенными в литературе (см. табл. 1, 2). В тоже время, химические реакции, 
протекающие с участием рутенита свинца, могут осложняться процессами обмена с 
кислородом воздуха [30, 41]: 
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4PbO + 4RuO2 + 1/2 O2 → 2Pb2Ru2O6,5 , 
2Pb2Ru2O6,5 + 4TiO2 → 4RuO2 + 4PbTiO3 + 1/2 O2↑ . 

Как следствие, реакции с участием рутенита свинца чувствительны к составу 
атмосферы их проведения [41]. Это подтверждается данными исследования системы 
Pb2Ru2О6 – Cu2O: на воздухе взаимодействие не обнаружено, а в среде углекислого газа 
отмечено (см. табл. 3, серии образцов № 36, 37). 

Приведенные в табл. 3 сведения показывают, что изменение фазового состава 
образцов, содержащих оксидные соединения рутения (IV), после термообработки 
является следствием химического взаимодействия, характер которого зависит от 
степени окисления элемента в оксиде. Направление протекания химических реакций 
можно определить термохимическими расчетами по величине энергии Гиббса (∆G0

298) 
[48–50]. Однако данные для проведения таких расчетов для оксидных систем, 
перечисленных в табл. 1 – 3, отсутствуют или весьма противоречивы [48]. 

В тоже время, известно правило для однотипных реакций, протекающих в 
одинаковых условиях, согласно которому более основный оксид, т.е. оксид, соединения 
которого с данным кислотным оксидом обладают более отрицательным ∆G0

298, может 
вытеснять собою менее основные оксиды, т.е. оксиды, для которых аналогичные 
значения ∆G0

298 менее отрицательны (табл. 4–6) [49, 51]. Данные по фазовому составу, 
приведенные в табл. 3 и соответствующая графа табл. 6 подтверждают это правило. 

Условия эксперимента (выбор одного эталонного вещества и одинаковых условий 
термообработки), оправдывают применение известных кислотно-основных шкал для 
объяснения закономерностей наблюдаемых взаимодействий [49]. 

Среди многообразия таких шкал (например, только шкал электро-
отрицательностей известно около 20) авторы остановили свой выбор на хорошо 
известных, наиболее полных и оправдавших себя при объяснении закономерностей 
твердофазных взаимодействий в оксидных системах (табл. 4–6) [52–54]. Более того, 
выбранные нами шкалы используются как основа для разработки новых шкал или как 
эталон для подтверждения их достоверности [55, 56]. 

Кислотность элементов численно выражается величиной отношения In/ri, где In – 
потенциал ионизации, ri –  ионный радиус или Wi/ri [потенциал Картледжа (ионный 
потенциал)], где Wi – валентность иона, ri – его радиус. С увеличением этих отношений 
усиливаются кислотные свойства элементов [57, c. 164, 167; 58, с. 2–3; 59]. 

При этом, кислотный оксид обладает более высокой электроотрицательностью 
(χ, ЭО), например, шкала по Полингу – χП (в т. ч. уточненная χref) или орбитальные χ 
Малликена (χМал), а основный оксид имеет более низкую электроотрицательность 
(табл. 4) [24]. Аналогичный характер при сопоставлении демонстрирует приведенная 
ЭО – χ/ri (табл. 4) [48, с. 83–84]. Обобщенные электроотрицательности простых и 
смешанных оксидов рассчитывали по формуле: 

zcbayx
OCBAMeM

OCBAMeM zcbayx
zcbayx 
 , 

где χM, χMe, a, b, c, χz – электроотрицательности элементов χref или χМал; x, y, a, b, c, z – 
количество атомов M, Me, А, В, С и O в молекуле, соответственно [63]. 

РФА образцов, содержащих оксидные соединения рутения (IV) (см. табл. 3), с 
позиций кислотно-основных свойств элементов, их ионов и оксидов (табл. 4–6) 
показывает, что рутений по всем критериям находится в середине выбранных шкал и 
поэтому проявляет кислотные свойства по отношению к элементам, с ярко 
выраженными основными свойствами – щелочным и щелочноземельным металлам и 
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элементам со степенью окисления (II), и основные свойства к элементам с ярко 
выраженными кислотными свойствами – элементам со степенью окисления (V). 

 

Таблица 4  Таблица 5 
Критерии оценки кислотно-основных свойств 

элементов 
 Критерии оценки кислотно-основных 

свойств ионов 

Атом 
χП, 

кДж/моль 
[52] 

χref, [52] χ/ri [48,] χМал, 
эВ [54] 

 
Ион Wi/ri 

[60] 
In, Эв 

[57, 61] 
In/R 
[57] 

Н 2,06 2,103 3,14 7,17  Li +  1,28 5,39 7,93 
Li 0,96 0,926 1,08 2,99  В3 +  15,0  37,92 189,6 
В 2,04 2,071 4,90 4,15  О2 – –1,47  –   –  
С 2,47 2,702 8,33 6,27  Na +  1,02 5,13 5,23 
О 3,440 3,534  –  7,54  Mg2 +  2,56 15,03 20,3 
Na 0,93 0,890 0,87 2,74  Al3 +  5,26 28,44 50,0 
Mg 1,31 1,315 1,43 3,81  Si4 +  7,40 45,13 115,7 
Al 1,61 1,760 2,18 3,24  K +  0,75 4,34 3,26 
Si 1,85 1,987 3,15 4,76  Ca2 +  1,89 11,87 11,4 
S 2,58 2,599 5,76 6,21  Ti4 +  6,25 43,24 67,56 
Cl 3,16 2,917 6,90 8,31  V4 +  6,56 48,0 78,7 
K 0,82 0,817 0,60 2,32  Cr3 +  4,69 31 48,45 
Ca 1,08 1,048 0,91 2,08  Cr4 +  9,76 51 124,4 
Ti 1,51 1,408 1,77 3,61  Mn4 +  7,69 53 101,9 
V 1,59 1,627 2,13 3,70  Fe3 +  4,69 30,64 45,73 
Cr 1,60 1,720 2,69 3,87  Co2 +  2,56 17,05 21,86 
Mn 1,56 1,733 2,67 3,33  Co3 +  4,68 33,49 52,3 
Fe 1,82 1,740  –  4,24  Ni2 +  2,70 18,15 24,52 
Co 1,83 1,845  –  4,40  Cu +  1,02 7,72 7,88 
Ni 1,84 1,850  –  4,46  Cu2 +  2,5 20,29 25,4 
Cu 1,90 1,950 1,92 4,48  Zn2 +  2,36 17,96 21,6 
Zn 1,58 1,840 1,89 4,74  Ga3 + 4,84 30,70 49,5 
Ga 2,01 1,749 2,39 3,20  Sr2 +  1,57 11,02 9,18 
Sr 0,95 0,961 0,75 2,06  Y3 +  2,83 20,5 21,15 
Y 1,20 1,200 1,07 2,91  Zr4 +  4,60 33,97 41,4 
Zr 1,40 1,310 1,42 3,64  Nb4 +  5,97 38,3 57,16 
Nb 1,59 1,440 1,57 4,00  Nb5 +  8,70 50,0 75,8 
Mo 1,81 1,530 1,78 4,16  Mo4 +  5,88 46,4 68,27 
Ru 2,32 1,641 2,84 4,44  Ru4 +  5,26 47 75,8 
Rh 2,36 1,748  –  4,07  Rh3 +  5,63 32,8 43,7 
Pd 2.39 1,528  –  4,68  Pd2 + 2,38 19,42 23,12 
Cd 1,74 1,665 1,34 4,36  Cd2 +  2,02 16,9 17,05 
Sn 1,96 1,884 2,07 4,18  Sn4 +  5,97 46,4 69,3 
Sb 2,05 1,979 2,44 4,79  Sb5 +  8,06 62,8 103,0 
Ba 0,90 0,948 0,65 2,36  Ba2 +  1,40 10,00 7,25 
La 1,10 1,192 0,92 3,06  La3 +  2,88 19,17 18,43 
Се 1,12  –  1,05 3,75  Се4 +  4,54 36,70 41,70 
Hf 1,41 1,293 1,45 3,44  Hf4 +  4,88 31 37,8 
Ta 1,46 1,409 1,71 4,02  Ta5 +  8,70 45 68,2 
W 1,70 1,521 1,89 4,24  W4 +  5,88 35 51,47 
Re 1,93 1,628 2,18 4,01  W6 +  9,23 61 93,8 
Ir 2,20 1,727  –  5,54  Re4 + 5,88 38 55,88 
Pt 2,20 1,526  –  5,51  Ir4 +  5,33 39 60,0 
Tl 1,79 1,681 1,40 3,30  Pt4 +  5,33 41 64,1 
Pb 1,80 1,778 1,17 4,20  Tl3 +  2,86 29,8 28,4 

Bi 1,91 1,886 1,86 6,60  Pb2 +  1,65 15,03 11,95 
 Bi3 +  2,59 25,6 21,33 
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Таблица 6 
Критерии оценки кислотно-основных свойств оксидов 

Оксид χ по данным: ОК [62]  – ∆G 0
298 , кДж/моль [51] [52] [54] 

Li2O 1,795 4,51 0,40 562,1 
B2O3 2,945 6,18  1 184,0 – 1 193,7 
Na2O 1,771 4,34 0,38 377,1 
MgO 2,424 5,68 1,27 569,6 
α-Al2O3 2,824 5,82 2,27 1 582,0 

SiO2 3,018 6,61  856,7 (кварц) 
K2O 1,723 4,06 0,35 322,1 
CaO 2,291 4,81 1,10 604,2 
TiO2 2,825 6,25 3,05 888,6 (рутил) 
VO2 2,898 6,26 3,27 665,0 
V2O5 2,989 6,44 3,47 1 421,2 
Cr2O3 2,808 6,07 3,66 1 059,0 
CrO2 2,929 6,32 2,49 540,0 
MnO2 2,934 6,14 1,51 466,7 
Fe2O3 2,816 6,22  740,3 
CoO 2,690 5,97 1,50 213,4 

Co3O4 2,810 6,19  761,5 
NiO 2,692 6,00 1,52 211,6  
Cu2O 2,478 5,50  150,5 
CuO 2,742 6,01  129,4 
ZnO 2,687 6,14 0,98 320,7 

Ga2O3 2,820 5,80  998,2(β) 
SrO 2,248 4,80 2,59 559,8 
Y2O3 2,600 5,69 2,98 1 800,0 
ZrO2 2,793 6,24 3,90 1 042,8 
MoO2 2,866 6,41  533,2 
NbO2 2,836 6,36  739,6 
Nb2O5 2,936 6,53  1 764,1 
RuO2 2,392 6,51 1,52 259,0 
Rh2O3 2,820 6,15 3,47 282,3 
PdO 2,531 6,11 4,51 85,3 
CdО 2,600 5,95 0,94 229,3 
SnO2 2,984 6,42  519,9 
Sb2O5 3,090 6,75  864,7 
BaO 2,241 4,95 2,50 528,4 

La2O3 2,481 5,75 3,69 1 705,8 
СеO2  –  6,28 5,01 1 025,5 
HfO2 2,787 6,17  1 061,1 
Ta2O5 2,927 6,53  1 947,7(α) 
WO2 2,863 6,44  533,7 
WO3 3,031 6,72  763,9 (α) 
ReO2 2,899 6,36 1,49 63,2 
IrO2 2,932 6,87 4,45 188,4 
PtO2 2,865 6,86  84,0 
Tl2O3 2,793 5,84  321,4 
PbO 2,656 5,88  189,1(α) 

Bi2O3 2,875 7,16  497,3 
 

В первом случае RuO2 реагирует с образованием рутенитов, во втором – с 
образованием солей рутения (III) с анионами соответствующих элементов. 
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С оксидами элементов, находящихся в степени окисления (IV), рутений либо 
образует твердые растворы с различной областью гомогенности (в т. ч. сплошной 
гомогенности, если радиус иона Э4 + близок радиусу иона Ru4 +), либо не реагирует 
вовсе. 

В реакциях замещения RuO2 вытесняется из собственных солей оксидами с более 
выраженными кислотными свойствами с образованием их солей. Кроме того, если 
подвергнуть термообработке соль рутения (IV) с оксидом более основным, чем катион 
исходного рутенита, то протекает взаимодействие с образованием рутенита с этим 
оксидом и вытеснением исходного оксида. Когда основные свойства оксида в исходном 
рутените и выбранного оксида приблизительно равны, то термообработка такой смеси 
приводит к образованию твердого раствора – соли с двумя катионами. 

Кроме того, для обменных реакций очевиден факт, что сумма обобщенных ЭО 
компонентов, с учетом коэффициентов стехиометрии, в шихтовых исходных 
материалах выше таковых в прокаленных образцах (табл. 3–7). 

 
Таблица 7 

Электроотрицательность некоторых соединений 

Формула 
соединения 

по данным: Формула 
соединения 

по данным: 
[54] [52] [54] [52] 

Pb2Ru2O6 6,25  2,804 Bi10Nb6O30 6,87 2,903 
Bi2Ru2O7 6,81  2,890 Bi12SiO20 7,11 2,888 
CaRuO3 5,82  2,658 Bi4Si3O12 6,90 2,943 
Ca3Ru2O7 5,66 2,597 SrZrO3 5,66 2,575 
SrRuO3 5,83  2,641 CaSiO3 5,89 2,727 
Sr2RuO4 5,53 2,528 Ca3Si2O7 5,71 2,655 
BaRuO3 5,88  2,638 Ca2SiO4 5,58 2,603 
PbWO4 6,44 2,906 Ca7V4O17 5,62 2,640 
Pb1,5Nb2O6,5 6,33 2,852 Ca2V2O7 5,85 2,735 
PbNb4O11 6,45 2,901 PbNb2O6 6,38 2,874 
Pb2Nb2O7 6,29 2,834 Pb2BiNbO6 6,42 2,809 
PbTiO3  6,09 2,758 Ca3V2O8 5,69 2,667 
PbZrO3 6,09 2,738 CaV2O6  6,08 2,834 
PbAl2Si2O8 6,20 2,888 K0,5Na0,5NbО3 5,83 2,579 
Bi2Nb10O28 6,61 2,928 Bi2A14O9 6,27 2,841 
Bi2Nb2O8 6,79 2,910 K2B2O4 5,39 2,507 
2PbO•SiO2 6,19 2,811 PbO•2SiO2 6,43 2,928 
Pb(BO2)2 6,09 2,865 Na2RuO3 5,42 2,337 
Na2WO4 5,70 2,491 Na2SiO3 5,48 2,395 
Na2TiO3 5,29 2,298 SrWO4 6,08 2,770 
K2TiO3 5,15 2,274 K2RuO3 5,28 2,313 
SiО2•В2О3 6,35 2,975 NiWO4 6,48 2,918 
NbWO5,5 6,23 2,986 Pb2Ti1,5W0,5O6 6,12 2,763 
Pb2Bi4/3W2/3O6 6,53 2,829 PbSO4 6,76 3,086 
SrSO4 6,41 2,949 SrCO3 6,19 2,853 
H3ВО3 6,89 2,712 Na2В4О7 5,76 2,677 

 
Установленные закономерности протекания высокотемпературных твердофазных 

реакций с участием соединений рутения (IV) также подтверждаются результатами 
рентгенофазового состава образцов до и после термообработки по известным 
литературным данным, приведенным в табл. 8. 
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Таблица 8 
Фазовый состав образцов, содержащих соединения рутения (IV), до и после термообработки  

по литературным данным 

№№ 
п/п 

Фазовый состав образцов Литература до термообработки после термообработки 
Исходные образцы на основе RuO2 

1 RuO2 + PbZrO3  Pb2Ru2О6,5 + ZrO2 (при 320 – 1130оС) [30] 
2 RuO2 + Bi2O3 + ZnO  Bi2-xZnxRu2O7-x/2 + Bi2O3 [32] 
3 RuO2 + K0,5Na0,5NbО3 RuO2 + K0,5Na0,5NbО3 [40] 

Исходные образцы на основе CaRuO3 
4 CaRuO3 + CaSiO3 RuO2 + Ca2SiO4 [64] 

Исходные образцы на основе Pb2Ru2О6,5 
5 Pb2Ru2О6,5 + Pb(Zr,Ti)О3 Pb2Ru2О6,5 + Pb(Zr,Ti)О3 [40] 

6 
Pb2Ru2О6,5 + 
0,65Pb(Mg1/3Nb2/3)O3–
0,35PbTiO3 

Pb2Ru2О6,5 + 0,65Pb(Mg1/3Nb2/3)O3-0,35PbTiO3 [40] 

7 Pb2Ru2О6,5 + TiO3 RuO2 + PbTiO3 [30] 
Исходные образцы на основе Bi2Ru2О7 

8 Bi2Ru2О7 + A12O3 RuO2 + Bi2A14O9  [5] 
9 Bi2Ru2О7 + CuO Bi2-xCuxRu2O7 [5] 

 
Выводы. Изучены изотермические разрезы псевдобинарных оксидных систем, 

содержащих оксидные соединения рутения (IV). Установлено, что основным 
критерием, определяющим характер протекания реакций, является кислотно-основные 
характеристики оксидов, входящих в эти системы, а именно, их сила по отношению к 
диоксиду рутения как к кислоте или основанию. При этом, если кислотные свойства 
элемента сильнее, чем у RuO2, происходит вытеснение последнего из 
соответствующего рутенита; если основные свойства элемента сильнее, чем у катиона в 
исходном рутените, протекает обменное взаимодействие с образованием его 
соединения с RuO2 и вытеснением оксида исходного катиона; если кислотно-основные 
свойства элемента и катиона исходного рутенита сопоставимы – образуется твердый 
раствор на основе обеих катионов и оксида рутения (IV) или химическое 
взаимодействие не протекает. 

Аналогичные химические процессы должны протекать при обжиге 
толстопленочных рутениевых резисторов или изготовлении других изделий (катодов, 
преобразователей, термометров) на основе оксидных рутенийсодержащих материалов. 

Результаты исследований будут полезны при прогнозировании фазового состава и 
свойств многокомпонентных оксидных систем, содержащих оксидные соединения 
рутения (IV), а также для прогнозирования фазового состава и функциональных 
свойств новых рутенийсодержащих модифицированных изделий. 
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The isothermal sections of the pseudobinary oxide systems containing a compound of ruthenium (IV) 

have been studied. It is established that the main factor determining the nature of the reactions is the acid-base 
characteristics of the oxides included in these systems, namely, their strength in relation to ruthenium dioxide as 
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ПОЛУЧЕНИЕ СУКЦИНАМИДОВ ПРОИЗВОДНЫХ 
п-АМИНОБЕНЗОЙНОЙ КИСЛОТЫ 
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Получены сукцинамиды производных п-аминобензойной кислоты – анестетиков анестезина и 
новокаина. Установлено, что при синтезе в растворе (хлороформ, 60 °C, 1–2 ч) выход полуамида 
анестезина достигает 85 мас.%, новокаина – 90 мас.%. Механохимическая активация позволяет получить 
до 90 и 80 мас.% соответствующих сукцинамидов при соизмельчении эквимольных смесей исходных 
реагентов в шаровой мельнице в течение 1–3 ч при действии нагрузки 20 Н. Более продолжительная 
механообработка приводит к образованию смеси полуамида и циклического амида. Увеличение 
прилагаемой нагрузки до 340–550 Н не способствует повышению степени амидирования. 

Ключевые слова: амидирование; механоактивация; янтарный ангидрид; анестезин; новокаин; ЯМР 
спектроскопия. 

 
 
Введение. Производные п-аминобензойной кислоты бензокаин (анестезин) и 

новокаин (прокаин) используются в медицине в качестве местноанестезирующих 
средств. Общеклиническая практика показала, что при частом и/или длительном 
применении препаратов, содержащих эти анестетики, существует высокий риск 
формирования аллергических реакций (стоматиты, дерматиты, отек Квинке, 
анафилактический шок) [1]. Модификация структуры позволит устранить побочные 
эффекты анестетиков и создать на их основе новые лекарственные системы с широким 
спектром фармакологического действия. Одним из вариантов такой модификации 
является получение амидов производных п-аминобензойной кислоты, в том числе и 
высокомолекулярных [2].  

Многими видами биологической активности обладают производные янтарной 
кислоты (ЯК), что обеспечивает их использование при разработках лекарственных 
средств с направленным и комплексным действием [3, 4]. Так, известно о 
противобактериальной [5], противовоспалительной [6], противоопухолевой [7] 
активности ряда полуамидов янтарных кислот.  

Целью представленной работы являлось получение сукцинамидов на основе 
бензокаина (БК) и новокаина гидрохлорида (НК) различными методами. 

Экспериментальная часть. Сукцинамиды получали по реакции янтарного 
ангидрида (ЯА) с ароматическими аминами БК и НК при соотношении ЯА : амин = 
= 1 : 1 моль/моль. Реакцию проводили в растворе и в механохимическом реакторе. В 
первом случае 0,001 моль ЯА растворяли в хлороформе (4 мл) в круглодонной колбе 
объемом 30 мл. К полученному раствору добавляли 0,001 моль фармацевтической 
субстанции БК или НК и нагревали смесь при 60 °С с обратным холодильником на 
масляной бане в течение заданного времени. После охлаждения реакционной смеси 
содержимое колбы переносили на стеклянный фильтр с размером пор 16 мкм, 
промывали хлороформом (6 мл) и фильтровали с помощью водоструйного насоса 
(давление 50 мм рт. ст.). Полученный продукт сушили в вакууме при комнатной 
температуре (~25 °С). Раствор, полученный после промывки содержимого реакционной 
колбы, собирали и помещали в холодильник. Через 2–3 ч в растворах, содержащих БК, 
наблюдали образование белых хлопьев, которые отфильтровывали и высушивали как 
описано выше. Выход продукта в реакции с БК составил 72–92 %, с НК – 90 %. 
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Механическую обработку БК, НК, ЯА и смесей веществ проводили в 
лабораторной шаровой мельнице MLW KM1 (3000 об·мин-1, масса шара 0,2 кг; 
прилагаемая нагрузка 20–30 Н, регулировка нагрузки за счет подачи тока 143–272 мА, 
масса навески ~2 г) и в лабораторном вибрационном истирателе 75Т–ДрМ (масса 
рабочего тела 1,13 кг; виброускорение 300–490 м·с–2, виброскорость 0,942–1,57 м·с–1, 
действующая нагрузка 339–550 Н, масса навески ~4,5 г). 

Все полученные продукты анализировали на содержание карбоксильных групп 
(ω (СООН)) методом кислотно-основного титрования и на содержание первичной 
ароматической аминогруппы методом нитритометрии [8] с помощью иономера 
И-160МИ (стеклянный электрод ЭС-10603, хлорсеребряный электрод ЭСр-10103 и 
платиновый электрод ЭПЛ-02, хлорсеребряный электрод ЭСр-10103). Объем титранта, 
пошедший на титрование, определяли по кривым титрования как точку экстремума на 
дифференциальной кривой первого порядка. Количество НСl в прокаине устанавливали 
с помощью аргентометрического титрования [9]. 

Спектры ЯМР 1Н и 13С растворов исходных и синтезированных веществ 
регистрировали с помощью прибора Bruker Avance II (400 и 100 МГц) при 25 °С (в 
CDCl3 или ДМСО-d6).  

Результаты и их обсуждение. Дифференциальные кривые титрования 
гидролизованного ЯА и продуктов его амидирования анестезином в растворе 
представлены на рис. 1. Как видно при сравнении кривых 1 и 2–3 на рис. 1, для 
модифицированных образцов точки экстремума на зависимости ΔpH/ΔVNaOH = f (VNaOH) 
наблюдаются при значительно меньшем объеме щелочи, что говорит о связывании 
карбоксильных групп ЯА аминогруппой анестетика. Аналогичные результаты 
получены при взаимодействии ЯА и НК. Кроме того, согласно результатам 
нитритометрии, в продуктах модификации содержание исходных аминов не превышает 
3·10–5 моль (3,3 мас.% от начального количества), что дополнительно подтверждает 
амидирование янтарного ангидрида анестетиками в выбранных условиях.  
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Рис. 1. Дифференциальные кривые 1-го порядка потенциометрического титрования янтарного ангидрида 

(1) и продуктов его амидирования анестезином в хлороформе при 60 °С в течение 1 ч (2), 4 ч (3) 
 
На основе данных рН-метрии был произведён расчет содержания карбоксильных 

групп и проведено сопоставление полученных значений с этим показателем для полуамида 



ISSN 2415-7058.  Вестник ДонНУ. Сер. А: Естественные науки. – 2019. – № 3-4 

Тюрина Т.Г., Крюк Т.В., Лаврова А.И. 129 

(ПА) янтарного ангидрида и анестезина или новокаина (17,0 или 12,1 мас.% соответствен-
но). Во всех случаях найденные для продуктов реакции с БК значения ω(СООН) на 1,5–
6 мас.% больше, чем для соответствующих сукцинамидов. Из этих результатов следует, 
что выделенный полуамид содержит примесь непрореагировавшего ЯА.  

Принимая, что мольная доля образовавшегося ПА равна х, доля 
непрореагировавшего ЯА составляет (1–х). Тогда содержание карбоксильных групп в 
образце (в мас.%) по результатам титрования определяется уравнением: 

,)2(4500%100
)1(

))1(2(45)СООН(
ЯААНЯАПА ММx
x

МxМx
хx









 

где МПА, МЯА, МАН, 45 – молекулярная масса сукцинамида, янтарного ангидрида,
 анестетика и карбоксильной группы соответственно, г/моль. 
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Доля ПА, определенная по результатам кислотно-основного титрования, 
изменяется в пределах ~ 70–100 мол.% и в среднем составляет ~ 88 мол.% или 78 мас.% 
для сукцинамида анестезина, 96 мол.% или 98 мас.% для сукцинамида новокаина (см. 
табл.). Обращает на себя внимание тот факт, что максимальное количество ПА было 
получено за 2 (БК) или 1 ч (НК), при дальнейшем увеличении продолжительности 
реакции оно снижалось. С учетом общего выхода выделенного продукта, содержащего 
примесь ЯА (см. табл.), выход целевого полуамида БК и НК составил ~ 85 и 90 мас.%. 
после 2 и 1 ч модификации соответственно. 

 

Таблица 
Данные состава продуктов модификации янтарного ангидрида анестезином и новокаина  

гидрохлоридом в хлороформе при 60 °С  

Амин Время,  
ч 

ω(СООН), мас.% 
(расчет 1) / эксперимент) 

Выход 
продукта, % 

ПА, 
мол. доли 

ПА, 
мас. доли 

Анестезин 

1 17,0 / 20,4 79,8 0,89 0,80 
2 17,0 / 18,4 92,3 0,95 0,92 
3 17,0 / 21,1 79,3 0,86 0,75 
4 17,0 / 22,7 81,9 0,82 0,66 
5 17,0 / 20,8 71,6 0,87 0,77 

Новокаина 
гидрохлорид 

1 12,1 / 11,9 90,3 1,0 1,0 
4 12,1 / 12,6 89,5 0,92 0,96 

1) ω(СООН) рассчитывали для случая 100 %-ного превращения карбоксильных групп ЯА  
в полуамидные 

 
В спектре 1Н ЯМР (рис. 2) продукта модификации ЯА анестезином (ДMCO-d6, 

60 °С, 2 ч) присутствуют триплет (1), квадруплет (2) и два дублета (3, 4) с центрами 
1,29; 4,26; 7,72 и 7,88 м. д. соответственно. Интегральные интенсивности этих сигналов 
соотносятся как 3 : 2 : 2 : 2, что позволяет отнести сигнал 1 к резонансу протонов 
метильной группы, 2 – протонов метиленовой группы, 3 и 4 – ароматических протонов 
фрагмента анестезина в составе ПА. В исходном амине соответствующие сигналы 
наблюдаются при 1,255; 4,18; 6,57 и 7,62 м. д. Сигнал, соответствующий протонам 
аминогруппы БК (синглет с максимумом при 5,95 м. д.), отсутствует, при этом 
проявляется синглет 5 в области 10,31-10,33 м. д. с максимумом при 10,32 м. д.; 
соотношение интегральных интенсивностей сигналов 2 и 5 составляет 2 : 1. На 
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основании данных о виде, положении, интенсивности пиков на рис. 3, и сведений о 
положении синглета протонов NН для полуамида ЯК и сульфаниламида (10,2 м. д.) [10, 
11], сигнал 5 однозначно можно отнести к группе –NН– сукцинамида. В спектре 
полученного продукта также присутствуют два мультиплета (6, 7) и два синглета (8, 9) 
с максимумами при 2,54, 2,59, 2,41 и 2,89 соответственно, которые относятся к 
протонам группы –СН2–СН2– фрагмента ЯК в полуамиде (6, 7), не вступившей в 
реакцию с БК янтарной кислоте (8) и свободному ЯА (9). Сигнал 10 при 12,17 м. д. 
относится к протону в карбоксильных группах полуамида и ЯК. С результатами ПМР 
согласуются данные 13С ЯМР. Так, в спектре 13С ЯМР рассматриваемого продукта 
также присутствуют сигналы 4-{[4-(этоксикарбонил)фенил]амино}-4-оксобутановой 
кислоты (полуамида ЯК и БК) и не вступившего в реакцию янтарного ангидрида 
(28,58 м. д. –CH2–CH2–, 173,45 м. д. -С(О)ОС(О)–). Количество ПА в образце по 
данным 1Н ЯМР спектроскопии составляет 90 мол.%, суммарное количество свободных 
ЯА и ЯК – 10 мол.%. 

 
Рис. 2. Фрагменты спектра 1Н ЯМР продукта реакции амидирования янтарного ангидрида  

в хлороформе (60 °С, 2 ч) анестезином (ДМСО-d6, 400 МГц, 25 °С) 
 
Таким образом, основным продуктом амидирования ЯА анестетиками в растворе 

хлороформа является сукцинамид (рис. 3), максимальное количество которого 
образуется при продолжительности реакции от 1 до 2 ч.  
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где R: СН3; СН2–N(С2Н5)2. 
Рис. 3. Схема реакции амидирования янтарного ангидрида анестетиками  

в растворе хлороформа при 60 °С  
 
С целью повышения степени амидирования, снижения энергозатрат, а также 

исключения стадий выделения продукта реакции, удаления из него растворителя и 
сушки, реакцию ЯА с анестетиками провели в механохимическом реакторе. Следует 
отметить, что физико-химические свойства исходных реагентов остаются неизменными 
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после их обработки в выбранных аттриторах, о чем свидетельствует неизменный вид ЯМР 
и ИК–спектров образцов ЯА, БК и НК исходных и выдержанных в камере вибромашины в 
течение 1 мин или в шаровой мельнице в течение 2–4 ч. После механоактивации не 
изменяется количество карбоксильных групп в ЯА, а также мольное соотношение НСl и 
диэтиламиноэтилового эфира п-аминобензойной кислоты в прокаине. 

С применением метода ЯМР (рис. 4) установлено, что амидирование ЯА 
анестезином даже при минимальной нагрузке (20 Н) начинается с первых минут 
соизмельчения смеси.  

 
Рис. 4. Спектры 1Н ЯМР эквимолярной смеси янтарного ангидрида с анестезином (а) и продуктов  

ее механообработки (20 Н) в течение 3 мин (б), 2 ч (в), 4 ч (г)  
(ДМСО-d6, 400 МГц, 25 °С)  

 
При сравнении спектров 1Н ЯМР а и б на рис. 4, соответствующих смеси 

реагентов до и через 3 мин механообработки, видно, что на спектре б появляются 
дополнительные сигналы – синглет 6 с центром 10,31 м. д. и два равноценных дублета 
7 при 2,45–2,55, 2,55–2,65 м. д., принадлежащих протонам аминогруппы БК и группы –
СН2–СН2– ЯК полуамида. Также на спектре б присутствуют сигналы, соответствующие 
резонансу протонов в фрагменте анестезина, входящего в состав ПА: 1' (СН3), 2' (СН2), 
4', 5' (СН бензольного кольца). Интенсивность этих сигналов превышает интенсивность 
сигналов протонов исходного БК (1–5); количество сукцинамида составляет 
62,5 мол.%. Дальнейшая механоактивация приводит к повышению степени конверсии 
смеси и через 2 ч реакции, как видно на спектре в на рис. 5, в системе остается 
незначительное количество БК (1 мол.%) и ЯК (10 мол.%). Однако, повышение 
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времени выдержки реагентов в механохимическом реакторе приводит к частичному 
распаду полуамида и регенерации исходных веществ (рис. 4г).  

С помощью кислотно-основного титрования, результаты которого хорошо 
согласуются с данными ЯМР–спектроскопии, было проверено влияние на 
механохимическую реакцию ЯА с анестетиками продолжительности механоактивации 
и величины действующей нагрузки. Установлено, что максимальное количество ПА 
образуется в шаровой мельнице при соизмельчении реагентов в течение 1–3 ч при 
величине тока 210 мА, при этом эффективность механохимической активации 
амидирования ЯА анестезином несколько выше, чем новокаином (рис. 5а), что может 
быть связано с гидрохлоридной формой НК. При увеличении продолжительности 
реакции до 4 ч при различных значениях величины тока выход сукцинамида заметно 
снижается, однако, образуется циклический амид (рис. 5б). Повышение величины 
нагрузки от 20 до 340–550 Н, как оказалось, не оказывает влияния на процесс 
амидирования. Так, после обработки смеси ЯА и БК в течение 2 ч в шаровой мельнице 
при величине тока 210 мА образуется 89, 4 ч – 48 мол.% полуамида; в течение 2 мин в 
вибромашине – 80, 5 мин – 61 мол.% ПА. Таким образом, увеличение 
продолжительности механоактивации снижает эффективность амидирования 
независимо от величины приложенного давления. 
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Рис. 5. Зависимость количества продуктов амидирования, образующихся при механообработке  
смеси ЯА с БК (1, 3, 4) и НК (2) в шаровой мельнице, от времени при величине тока 200 мА (а)  

и от величины тока (б) в течение 2 ч (3) и 4 ч (4).  
Продукты реакции: 3 – полуамид; 4 – смесь полуамида и циклического амида. 

 
Выводы. С использованием анестезина и новокаина гидрохлорида синтезированы 

соответствующие сукцинамиды в растворе и в механохимическом реакторе. Состав 
полученных образцов подтвержден методами ЯМР спектроскопии, рН–, нитрито– и 
аргентометрии.  

Показано, что при синтезе в растворе (хлороформ, 60 °C, 1–5 ч) основным 
продуктом амидирования является полуамид, выход которого составляет ~ 78 мас.% 
(БК) и 98 мас.% (НК). При механохимической активации максимальное количество 
сукцинамида (~ 90 мас.%) образуется при соизмельчении смеси ангидрида с 
анестезином в шаровой мельнице в течение 1–3 ч при действии нагрузки 20 Н. Более 
продолжительная механообработка приводит к снижению степени конверсии смеси 
исходных реагентов и образованию циклического амида. Увеличение прилагаемой 
нагрузки до 340–550 Н не способствует повышению степени амидирования. 
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SYNTHESIS OF SUCCINAMIDES OF p-AMINOBENZOIC ACID DERIVATIVES 

T.G. Tyurina, T.V. Kryuk, A.I. Lavrova 

The succinamides of p-aminobenzoic acid derivatives, namely such anesthetic drugs as benzocaine and 
procaine, were obtained. It was established that the synthesis in solution (chloroform, 60 °C, 1–2 h) resulted in a 
benzocaine semi-amide with yield of 85 mol%, procaine semi-amide – 90 mol%. In case of mechanochemical 
activation the maximum amount of succinamide is formed by co-grinding anhydride–anesthetic drugs equimolar 
mixture in a ball mill for 1–3 hours by a load of 20 N. Longer mechanoamidation leads to the formation of semi-
amide and cyclic amide mixture. A rise of the applied load to 340–550 N does not increase the degree of amidation. 

Keywords: amidation; mechanical activation; succinic anhydride; benzocaine; procaine; NMR 
spectroscopy. 
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УДК 544.72:541.183 + 547.992 
 

ФОРМИРОВАНИЕ ПОВЕРХНОСТНЫХ СЛОЕВ СОЛЕЙ ГУМИНОВЫХ И 
ГИМАТОМЕЛАНОВЫХ КИСЛОТ НА ГРАНИЦЕ РАЗДЕЛА ЖИДКОСТЬ-ГАЗ 

 
© 2019.   С.Л. Хилько, М.И. Рогатко  

 
 

Исследованы закономерности формирования поверхностных слоев растворов солей гуминовых и 
гиматомелановых кислот на границе раздела жидкость – газ. Тензиометрические экспериментальные 
данные были проанализированы на основе уравнений состояния, изотермы адсорбции и функции 
распределения по состояниям адсорбированных молекул полиэлектролита с различной молярной 
поверхностью (модель двумерных растворов). Экспериментальные зависимости равновесного 
поверхностного натяжения солей гуминовых и гиматомелановых кислот подчиняются теоретической 
модели реальных двумерных растворов биополимеров при бимолекулярной адсорбции. Динамика 
формирования поверхностных слоев солей гуминовых веществ описывается барьерным 
(недиффузионным) механизмом. Показано, что фракции гиматомелановых кислот являются наиболее 
поверхностно активной частью гуминовых кислот. 

Ключевые слова: гуминовые кислоты; гиматомелановые кислоты; полиэлектролиты; 
поверхностное натяжение; поверхностные слои; модель двумерных растворов; бимолекулярная 
адсорбция; динамическая тензиометрия. 
 
 

Ведение. Гуминовые соединения относятся к классу высокомолекулярных 
ароматических полиоксиполикарбоновых кислот. Гуминовые и гиматомелановые 
кислоты считаются наиболее химически активными частями органогенных субстратов 
(уголь, торф, сапропель, горючие сланцы) [1–3], что делает их уникальными объектами 
для решения химически важных задач различного плана. Гиматомелановые кислоты 
(ГМК) – это спирторастворимые фракции гуминовых кислот (ГК), которые, в свою 
очередь, являются растворимыми в щелочах и нерастворимыми в кислотах фракциями 
гумусовых веществ.  

Интерес к гуминовым соединениям обусловлен их составом. Эти соединения 
представляют собой совокупность крупных макромолекулярных структур с 
высокоароматическими сопряженными фрагментами и алифатической частью, 
содержащими большое количество активных кислых групп, карбоксильных и 
гидроксильных, а также эфирные и аминогруппы, которые определяют их реакционную 
способность, физико-химические и биологические свойства.  

Водорастворимые соли щелочных металлов (Na, K)  гуминовых соединений 
проявляют выраженную поверхностную активность на межфазных границах и 
обладают свойствами анионных поверхностно-активных веществ (АПАВ) за счет 
сочетания гидрофобных и гидрофильных участков в молекулах. Они способны 
адсорбироваться на различных границах раздела фаз: вода-уголь, вода-глина и масло-
вода. Многофункциональность действия солей гуминовых веществ в качестве ПАВ 
позволяет использовать их в различных системах, где традиционно используются 
синтетические, обычно дорогостоящие, ПАВ. Нативные и модифицированные 
гуминовые вещества являются основой для получения эффективных ПАВ, которые 
могут использоваться в качестве моющих средств [4, 5], как стабилизаторы буровых 
растворов [6], как пластификаторы топливных суспензий [7, 8] и керамических 
композиций [9], как эмульгаторы и стабилизаторы эмульсий и микроэмульсий [10, 11], 
стабилизаторы наноразмерных систем [12, 13]. Кроме того – это эффективные 
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удобрения [14], биологически-активные пищевые добавки, а также основа для 
получения лекарственных препаратов [15]. 

Известно, что соли гуминовых веществ характеризуются поверхностной 
активностью на границе раздела жидкость – газ [16] и способны образовывать 
мицеллоподобные агрегаты при высоких концентрациях. Однако в литературе 
отсутствуют результаты детальных исследований динамического и равновесного 
поверхностного натяжения и механизма адсорбции различных фракций гуминовых 
веществ на этой межфазной границе.  

Целью настоящей работы было исследование закономерностей формирования 
поверхностных слоев растворов солей гуминовых и гиматомелановых кислот, 
полученных при разных температурах экстракции, на границе раздела жидкость-газ. 

Экспериментальная часть. Гуминовые кислоты выделяли из образцов бурого 
угля Александрийского месторождения после механохимического сульфирования, 
согласно [17], однократной экстракцией при соотношении твердой и жидкой фаз 1 : 8 и 
при температуре 100 °С (ГК100). Затем из «сырого» экстракта получали нерастворимые 
в воде гуминовые кислоты осаждением 5 % раствором HCl, который добавляли при 
постоянном перемешивании до рН 1–2. Выпавший осадок ГК отделяли от 
надосадочной жидкости центрифугированием. Осадок промывали дистиллированной 
водой до нейтральной реакции среды (рН 6–7). Промытые гуминовые кислоты сушили 
при t = 80 °C до постоянной массы. Растворы гуматов натрия (ГН) для исследования 
получали растворением промытых и сухих гуминовых кислот в 0,1 н растворе NaOH. 

Гиматомелановые кислоты получали из гуминовых кислот (ГК100) однократной 
экстракцией этиловым спиртом при соотношении твердой и жидкой фаз 1 : 10, при 
двух температурах: 20 °С и температуре кипения спирта, 80 °С. Образцы 
гиматомелановых кислот: ГМК80 из ГК100 (ГМК80-100) и ГМК20 из ГК100 (ГМК20-100). 

Экстракцию проводили при перемешивании смеси компонентов в интенсивном 
турбулентном режиме с использованием механической мешалки при скорости 
вращения 900 об/мин в течение 2-х часов. Отделяли спирт упариванием, а остаток 
сушили в сушильном шкафу до постоянной массы. Затем весовым методом из сухих 
гиматомелановых кислот готовили растворы натриевых солей необходимых 
концентраций при растворении их в 0,1 н растворе NаОН. 

Поверхностное натяжение (γ, мН/м) водных растворов фракций гуминовых 
веществ при фиксированной концентрации в зависимости от времени жизни 
поверхности (t, сек) измеряли динамическим методом кольца Дю Нуи (тензиометр TE-1, 
Lauda, Germany) в интервале от 10 до 105 секунд. Ошибка при измерении 
поверхностного натяжения не превышала ± 0,1 мН/м.  

Результаты и их обсуждение. Гуминовые соединения являются 
биогеополимерами, их состав определяется набором сходных молекул, который 
отражает характерное поведение полимеров нерегулярного строения [18]. В литературе 
приводятся экспериментально обоснованные основные структурные фрагменты 
гуминовых веществ, представляющие собой минимальные по размеру части их 
молекул, которые содержат все важнейшие структурные составляющие [19–22]. 

На рис. 1 приведены вероятные молекулярные фрагменты гуминовых соединений: 
модель центральной гидрофобной части молекул Орлова [1] и модель периферической 
части молекул Temple-Northeastern-Birmingham, которая наиболее полно отражает 
результаты экспериментальных исследований и ретробиосинтетического анализа [20]. 
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Рис. 1. Схемы строения структурных ячеек гуминовых соединений: 
а – Модель Орлова, б – Модель Temple-Northeastern-Birmingham 

 
На рис. 2 и рис. 3 приведены экспериментальные зависимости изменения 

динамического поверхностного натяжения от времени для солей гуминовых и 
гиматомелановых кислот при разных концентрациях растворов (метод кольца Дю Нуи). 
Время формирования поверхностных слоев растворов солей гуминовых кислот весьма 
значительно (˃ 104 секунд). Величина минимальных значений поверхностного натяжения 
существенно зависит от концентрации раствора. Время достижения равновесных значений 
поверхностного натяжения для солей гиматомелановых кислот также зависит от 
концентрации их растворов, при этом для концентраций, СГМК ˃ 0,5%, поверхностный слой 
формируется гораздо быстрее, t ≈ 103 секунд. Кроме того, соли гиматомелановых кислот 
более эффективно снижают поверхностное натяжение по сравнению с солями гуминовых 
кислот. Минимальные значения равновесного поверхностного натяжения их растворов на 
границе раздела жидкость-газ достигают  38–40 мН/м. 

  
Рис. 2. Изменение динамического поверхностного 
натяжения (γ) от времени для растворов гумата 
натрия (ГК100) при различных концентрациях, 
С, %: 1 – 0,01; 2 – 0,05; 3 – 0,10; 4 – 0,50; 5 – 1,00  

Рис. 3. Изменение динамического поверхностного 
натяжения (γ) от времени для растворов соли 
гиматомелановой кислоты (ГМК80-100) при различ-
ных концентрациях. С, %: 1 – 0,01; 2 – 0,05; 3 – 0,10; 
4 – 0,50; 5 – 0,07; 6 – остаток после экстракции 
ГМК80-100 из гуминовой кислоты ГК100 (С = 0,50 %)
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На рис. 3 (кривая 6) для сравнения приведена зависимость изменения 
динамического поверхностного натяжения от времени для остатка ГК после экстракции 
гиматомелановых кислот. Такие растворы проявляет низкую поверхностную 
активность. Это значит, что фракции гиматомелановых кислот являются наиболее 
поверхностно-активной частью гуминовых кислот. 

Адсорбционное поведение полиэлектролитов на границе раздела жидкость – газ 
существенно отличается от такового для низкомолекулярных ПАВ, поскольку 
молярная поверхность полиэлектролитов велика и может изменяться при варьировании 
поверхностного натяжения [23]. 

Известно [24], что в зависимости от степени диссоциации функциональных 
групп в молекулах гуминовых соединений (прежде всего, -СООН и -ОН) и 
соотношения сил внутри- и межмолекулярных взаимодействий макромолекулы 
гуминовых веществ могут принимать различные конформационные состояния – от 
жесткого клубка до гибкой линейной цепи. Можно предположить, что 
тензиометрические характеристики водных растворов солей гуминовых соединений 
должны быть близки к поверхностно-активным свойствам природных 
полиэлектролитов белковой природы.  

Для описания равновесного поверхностного натяжения и адсорбции ПАВ, 
которые могут существовать в состояниях с различной молярной поверхностью, 
используют теоретическую модель неидеального двумерного раствора слабых 
полиэлектролитов белковой природы [25–33]. Эта модель основана на предположении 
о том, что молекулы полиэлектролитов могут находиться в n состояниях с молярной 
поверхностью, изменяющейся от максимального значения, ωmax, при низкой степени 
заполнения поверхности молекулами полиэлектролита до минимального значения, ωmin, 
при высокой степени заполнения поверхностного слоя.  

Величина суммарной адсорбции молекул полиэлектролитов во всех n состояниях 
определяется соотношением: 
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Общая степень заполнения поверхности раздела молекулами полиэлектролита: 
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где  ω – средняя молярная поверхность полиэлектролита, определяемая как: 
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где 01 )1(   ii , (1 ≤ i ≤ n) – молярная поверхность полиэлектролита в i -ом 
состоянии, ω0 – инкремент молярной поверхности при переходе от одного состояния к 
соседнему. min1   , 01max )1(   n . 

Уравнения состояния поверхностного слоя и изотермы адсорбции для каждого          
j - го состояния молекулы полиэлектролита в поверхностном слое имеют вид:  
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где П = (γо – γ) – поверхностное давление; γо – поверхностное натяжение растворителя; R – 
универсальная газовая постоянная; Т – температура; aР – параметр межмолекулярного 
взаимодействия, Pc  – концентрация полиэлектролита в объеме раствора, bР – константа 
адсорбционного равновесия, ωР – средняя молярная поверхность.  

В теоретической модели адсорбции полиэлектролитов предполагается [25–33], что 
константы равновесия bРj для всех j состояний от i = 1 до i = n имеют одно и то же 
значение, и поэтому константа адсорбционного равновесия для молекулы 
полиэлектролита в целом равна PjPj nbbb  .  

Функция распределения адсорбций полиэлектролита в различных состояниях 
определяется соотношением: 
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При высоких концентрациях растворы полиэлектролитов (в частности, белков) 
способны образовывать бислои (или полислои) на жидких границах раздела фаз [25–
26]. Степень заполнения второго слоя пропорциональна константе адсорбционного 
равновесия bII и степени заполнения первого слоя (при этом предполагается, что 
образование второго и последующих слоев не влияет на поверхностное натяжение). 
Изотерма бислойной адсорбции (Σ – суммарная адсорбция в первом и втором слоях) 
имеет вид [25, 26]: 
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Для описания адсорбционного поведения полиэлектролитов в приведенной выше 
модели используются следующие параметры: ωmax, ωmin, ω0, a, b. Параметры ωmax и ωmin 
определяли по результатам измерений толщины адсорбционного слоя max(min)/V  , 
где V – молярный объем полиэлектролита. Согласно [34], толщина адсорбционного 
слоя для различных образцов солей гуминовых веществ может изменяться в пределах 
от 3 до 20 нм. Параметры V, ωР, aР и bР находили фитированием экспериментальной 
зависимости γ = f (СПАВ) с использованием расчетных программ [35]. Значения 
параметров модели для солей гуминовых соединений приведены в таблице.  

Таблица  
Параметры модели двумерного раствора полиэлектролитов для гуминовых соединений 

 
Образец  

 
а 

ω0×105, 

моль
м2  

ωmin×106,  

моль
м2  

ωmах×106,  

моль
м2  

b×104, 

моль
м3  min

max


  D×10-10,  

сек
м2  

 
М * 

 
[СООН], 
мг-экв/г 

ГК100 0,5 2,75 3,30 13,00 1,00 3,94 1,15 14000 3,2 
ГМК80-100 1,2 7,25 3,50 20,00 1,50 5,70 1,20 12000 2,4 
ГМК20-100 0 3,90 3,00 4,20 0,10 1,40 1,60 5000 3,2 

* Величины средней молекулярной массы, М , фракций ГК и ГМК измерены вискозиметрическим 
методом, согласно [36, 37]. 



ISSN 2415-7058.  Вестник ДонНУ. Сер. А: Естественные науки. – 2019. – № 3-4 

Хилько С.Л., Рогатко М.И.  139 

На рис. 4 приведены экспериментальные зависимости γ = f (СПАВ), полученные 
методом кольца Дю Нуи, для солей гуминовых и гиматомелановых кислот. Кривые на 
рис. 4 были рассчитаны по уравнениям модели реального двумерного раствора для 
случая бимолекулярной адсорбции [25–33]. Наблюдается хорошее согласие между 
экспериментальными и рассчитанными зависимостями γ = f (СПАВ). 

 

 
а  

б 
Рис. 4. Изотермы γ = f (СГМК). а –  гиматомелановые кислоты: 1 – ГМК80-100, 2 – ГМК20-100. 

б – гуминовая кислота ГК100.
 

Низкое значение параметра межмолекулярных взаимодействий для фракции 
ГМК20-100 может быть связано как с меньшей средней молекулярной массой этой 
фракции ( М ) (таблица), так и с меньшей ее активностью на границе раздела фаз 
(рис. 4). Отношение max/min для фракций ГК100 и ГМК80-100 равно, соответственно, 
3,94 и 5,7, а для фракции ГМК20-100 – max/min = 1,4. 

Известно, что макромолекулы белков способны изменять молярную поверхность 
на межфазной границе, причем гибкоцепные белки в большей степени, по сравнению с 
глобулярными: отношение max/min для гибкоцепного β-казеина равно 10, а для 
глобулярного β-лактоглобулина max/min = 2 [38]. В рамках модели двумерного 
раствора полиэлектролитов макромолекулы ГМК20-100 слабо изменяют поверхность на 
границе раздела фаз и близки к β-лактоглобулину, тогда как способность к изменению 
поверхности макромолекул на межфазной границе ГМК80-100 и ГК100 занимает 
промежуточное положение по сравнению с β-лактоглобулином и β-казеином. 

Для выяснения механизма адсорбции солей гуминовых веществ на границе 
раздела жидкость-газ было использовано соотношение между динамической 
адсорбцией Г(t) и приповерхностной концентрацией с (0,t) для свежеобразованной 
недеформируемой поверхности раствора ПАВ, предложенное Уордом и Тордеем, 
которое имеет вид [39]: 

 









 

t

o tdttctcDt
0

'' )(),0(2)(


, 

 

где c0 – концентрация полиэлектролита в объеме раствора, D – коэффициент диффузии,  
t – время, t′ – переменная интегрирования.  
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При совместном решении уравнения Уорда-Тордея с уравнениями, которые 
являются граничными условиями для диффузионного механизма адсорбции [31], было 
показано (рис. 5), что экспериментальные данные описываются этой моделью только 
при очень низких значениях коэффициента диффузии – для солей ГК100 при D = 10-14 м2/с, 
а для гиматомелановых кислот при D = 10-13 м2/с. Для расчета были использованы 
программы представленные в [35]. 

 

а б
Рис. 5. Динамическое поверхностное натяжение растворов а) соли гиматомелановой кислоты  

(ГМК80-100); (СГМК = 0,05%); б) соли гуминовой кислоты (СГК = 0,05%). Пояснения в тексте. 
 
Коэффициенты диффузии молекул гуминовых веществ были рассчитаны по 

формуле Польсона, предложенной для растворов полимеров: 3/191074,2  MD  [40] и 
приведены в таблице. Близкие значения коэффициентов диффузии для гуминовых 
соединений из разных источников были получены различными экспериментальными 
методами в работах [41–43].  

Порядок величины коэффициента диффузии (10-10 м2/сек) указывает на 
недиффузионный (барьерный) механизм адсорбции солей гуминовых веществ на 
границе раздела жидкость-газ [16, 31]. При таком механизме адсорбции скорость 
диффузии ПАВ велика по сравнению со скоростью установления равновесия между 
поверхностным и приповерхностным слоями. В этом случае концентрация ПАВ во всех 
частях раствора, в том числе и в приповерхностном слое, равна Со. Согласно [44, 45], 
недиффузионный механизм адсорбции ПАВ объясняют существованием вблизи 
границы раздела фаз энергетического адсорбционного барьера, который включает в 
себя электростатические и неэлектростатические взаимодействия между молекулами 
ПАВ. Поверхностный барьер определяет замедление перехода молекул ПАВ из 
приповерхностного слоя в поверхностный.  

Выводы. 
1. Методами кольца Дю Нуи исследованы динамическое и равновесное 

поверхностное натяжение водных растворов солей гуминовых и гиматомелановых 
кислот. Характер изотерм равновесного поверхностного натяжения растворов этих 
соединений соответствуют модели реального двумерного раствора при 
бимолекулярной адсорбции, разработанной для полиэлектролитов белковой природы. 

2. При анализе изотерм динамического поверхностного натяжения и расчетных 
значений коэффициентов диффузии гиматомелановых кислот выявлено, что для солей 
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гуминовых и гиматомелановых кислот характерен недиффузионный (барьерный) 
механизм адсорбции на границе раздела жидкость-газ. 

3. Доказано, что фракции гиматомелановых кислот являются наиболее 
поверхностно активной частью гуминовых кислот. Равновесное значение 
поверхностного натяжения их растворов на границе раздела жидкость-газ достигает 
40 мН/м, что соответствует таким промышленно важным ПАВ, как 
цетилтриметиламмоний бромид, додецилсульфат натрия и др.  
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FORMATION OF SURFACE LAYERS OF HUMIC AND HIMATOMELANIC ACIDS SALTS  
AT  LIQUID-GAS INTERFACE 

 
S.L. Khil’ko, M.I. Rogatko 

 
The regularities of the formation of surface layers of solutions of humic and hymatomelanic acid salts at 

the liquid-gas interface are investigated. The tensiometric  experimental data were analyzed based on equations 
of state, the adsorption isotherm and functions of distribution on states of molecules adsorbed polyelectrolyte 
with different molar surface (two-dimensional model solutions). The experimental dependences of the 
equilibrium surface tension of salts of humic and hymatomelanic acids obey the theoretical model of real two-
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dimensional solutions of biopolymers during bimolecular adsorption. The dynamics of the formation of surface 
layers of salts of humic substances is described by a barrier (non-diffusion) mechanism.  It was shown that 
fractions of himatomelanic acids are the most superficially active part of humic acids. 

Keywords: humic acids; himatomelanic acids; polyelectrolytes; surface tension; surface layers; model of 
two-dimensional solutions; bimolecular adsorption; dynamic tensiometry 
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ФОРМИРОВАНИЕ ПОВЕРХНОСТНЫХ СЛОЕВ 
ЭТОКСИЛИРОВАННЫХ ПРОИЗВОДНЫХ ГУМИНОВЫХ КИСЛОТ  

НА ГРАНИЦЕ РАЗДЕЛА ЖИДКОСТЬ-ГАЗ 
 

© 2019.   С.Л. Хилько, М.И. Рогатко, В.C. Шелест, Р.А. Макарова, Р.Г. Семенова, 
О.И. Невечеря, А.С. Хилько  

 
 

Получены этоксилированные производные природных полимеров – гуминовых кислот – методом 
механохимического синтеза в вибрационном аппарате. Введение этокси-групп в полимерную структуру 
гуминовых кислот контролировали методом ИК-спектроскопии. Методами кольца Дю Нуи и максимального 
давления в газовом пузырьке исследованы тензиометрические (динамическое и равновесное поверхностные 
натяжения) свойства поверхностных слоев нативных и модифицированных производных природных 
полимеров. Показано увеличение поверхностной активности этоксилированных производных гуминовых 
кислот на границе раздела жидкость-газ по сравнению с немодифицированной формой. 

Ключевые слова: гуминовые кислоты, реакция этоксилирования, механохимический синтез, 
поверхностное натяжение, динамическая тензиометрия. 

 
 
Введение. Интерес к твердофазным механохимическим реакциям связан с 

перспективами их использования в технике, особенно в области создания новых, так 
называемых «сухих», технологических процессов, которые более экологически безопасны 
и экономически выгодны по сравнению с традиционными [1–3]. В процессах механо-
синтеза под действием механических сил вещества изменяют свой состав и строение.  

В настоящее время известны сотни механохимических реакций, которые могут 
быть осуществлены в различных энергонапряженных аппаратах: аттриторах, 
дезинтеграторах, в ударных волнах, на наковальнях Бриджмена и др. В области 
исследований твердофазных процессов важное значение имеют реакции органического 
синтеза [4–8] и реакции полимерных материалов [9–12].  

Для протекания твердофазных химических реакций наиболее благоприятные 
условия могут быть созданы в вибрационных аппаратах – механохимических 
реакторах. При вибрации возникает эффект интенсивного механического 
взаимодействия между частицами многокомпонентных систем. При этом возникает так 
называемый «виброкипящий» слой, то есть чрезвычайно интенсивные относительные 
колебания твердых частиц. С точки зрения протекания механохимических реакций 
именно такие эффекты представляют наибольший интерес [13]. 

Поверхностную активность природных (нативных) гуминовых кислот (ГК) можно 
увеличить путем введения в состав их макромолекул дополнительных функциональных 
групп. Введение в состав гуминовых кислот оксиэтиленовых (-СН2-СН2-О-СН2-СН2-)n 
групп позволит получать новые виды ПАВ, совмещающие анионактивные, за счет 
присутствующих в макромолекулах ГК -СООН и –ОН групп, и неионогенные 
свойства – за счет оксиэтиленовых групп.  

Целью работы было проведение реакции этоксилирования гуминовых кислот в 
вибрационном аппарате и исследование тензиометрических свойств поверхностных 
слоев продуктов реакции на границе раздела жидкость-газ. 

Экспериментальная часть. Гуминовую кислоту получали из аналитической 
пробы бурого угля Александрийского месторождения однократной экстракцией 
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раствором NaOH (СNaOH = 0,1 н) при соотношении твердой и жидкой фаз 1:8 и 
температуре 100 ºС. Затем из «сырого» экстракта получали нерастворимые в воде ГК 
осаждением 5 % раствором HCl, который добавляли при постоянном перемешивании 
до рН 1–2. Выпавший осадок ГК отделяли от надосадочной жидкости центрифуги-
рованием. Осадок промывали дистиллированной водой до нейтральной реакции среды 
(рН 6–7). Промытую гуминовую кислоту сушили в сушильном шкафу при t = 80 °С до 
постоянной массы. Растворы гумата натрия готовили растворением сухой ГК в 0,1 н 
растворе NaOH. 

Механохимическую реакцию этоксилирования ГК проводили в присутствии 
полиэтиленгликоля (ПЭГ-6000) и NaOH в вибрационном аппарате 75Т-ДрМ при 
частоте вибрации ν = 50 Гц и амплитуде А = 3,0–5,0 мм; величина виброускорения 
(I = 4π2Аν2) составляла 300 ÷ 490 м/с2. После обработки смеси компонентов в 
механореакторе продукты реакции многократно промывали водой. При этом отделяли 
избыток водорастворимых непрореагировавших компонентов – ПЭГ-6000 и NaOH. 
Производные гуминовой кислоты, нерастворимые в воде, отделяли 
центрифугированием. 

ИК-спектры записывали на спектрометре Specord IR-75 в таблетках KBr 
(концентрация гуминовых кислот в таблетке составляла 0,5 %). 

УФ-спектры записывали на спектрофотометре Genesys 10 SUV, Thermo Electron 
Corp. в водных растворах. 

Количество активных кислых групп (-СООН и -ОН) определяли методом 
потенциометрического титрования. Значение рН растворов измеряли на прецизионном 
рН-метре (Metrohm 744 рН Meter, Швейцария). Растворы натриевых солей гуминовых 
веществ (0,05%) титровали 0,1 н раствором НСl. Точки эквивалентности определяли 
как максимумы на дифференциальных кривых ΔрН / ΔV = f (VНСl). 

Величины средней молекулярной массы, М , гуминовых соединений измеряли 
вискозиметрическим методом, согласно [14, 15]. 

Динамическое и равновесное поверхностное натяжение (γ, мН/м) водных 
растворов солей гуминовых соединений при фиксированной концентрации как 
функцию времени жизни поверхности (t, с) измеряли двумя методами. Динамический 
метод кольца Дю Нуи (тензиометр TE-1, Lauda, Germany) [16], без отрыва кольца, 
позволяет определять изменение поверхностного натяжения в диапазоне времени более 
106 секунд.  Полустатическим методом максимального давления в пузырьке газа 
определяли поверхностное натяжение растворов в узком временном диапазоне 
(примерно 10,0 с) [17]. Все измерения выполнены при температуре (20 ± 0,1) ºС. 
Растворы солей гуминовых веществ разных концентраций готовили в очищенной воде 
(Milli-Q), имеющей поверхностное натяжение 72,0 ± 0,2 мН/м. 

Результаты и их обсуждение. Как следует из рис. 1, в ИК спектрах продуктов 
механохимической реакции ГК с ПЭГ-6000 появляется полоса поглощения в области 
1100 см-1, которая соответствует валентным νС-О  колебаниям эфирной группы               
(-СН2-О-СН2-). Эта интенсивная полоса поглощения наблюдается в ИК спектре 
ПЭГ-6000, но отсутствует в немодифицированном образце ГК. На основании данных 
ИК-спектроскопии можно полагать, что в результате механохимической реакции 
происходит введение в структуру макромолекулы ГК оксиэтиленовых групп                  
(-СН2-СН2-О-СН2-СН2-)n.  

Присоединение оксиэтиленовых групп может происходить по -ОН, -СООН, -NН2 
группам [18, 19]. По данным потенциометрического титрования в продуктах 
этоксилированных ГК снижается количество –СООН и –ОН групп (рис. 2, табл. 1), что  
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Рис. 1. ИК спектры образцов (в таблетках KBr): 

1 – ПЭГ-6000, 2 – исходный образец ГК,  
3 – этоксилированный образец ГК 

Рис. 2. Интегральные (1, 2) и дифференциальные 
(3, 4) кривые потенциометрического титрования 

исходного образца соли ГК, (1, 3)  
и этоксилированной соли ГК (2, 4) 

 

Таблица 1 
Характеристики образцов гуминовых соединений 

Образец [OH] мг-экв/г [COOH] мг-экв/г М Е465 / Е665 
Гуминовая кислота 3,2 3,2 14000 5,92 

Этоксигуминовая кислота 3,2 2,4 15500 6,92 
 

может указывать на участие этих групп в механосинтезе производных ГК. С другой 
стороны, при механохимических реакциях с участием полимерных гуминовых 
соединений происходят химические процессы деструкции органического вещества, 
которые связаны, прежде всего, с радикальным механизмом реакций: разрывом 
наиболее слабых С-О связей в кислородных мостиках, разрывом различного рода С-С 
связей (алифатические мостики, связи между ароматическими кольцами, 
алифатические боковые цепи и др.) [20]. Разрыв таких связей в гуминовых кислотах с 
одновременным разрывом связей в макромолекулах полиэтиленгликоля может 
приводить к образованию сополимеров – этоксигуминовых кислот. 

Макромолекулы гуминовых соединений содержат конденсированные 
ароматические фрагменты и алифатические цепи разной длины и разветвленности. Для 
описания молекулярных свойств гуминовых веществ широко используется 
УФ-спектроскопия. Соотношение между ароматической и алифатической частями в 
макромолекулах гуминовых соединений принято определять как отношение 
коэффициентов поглощения при 465 нм и 665 нм, Е465 / Е665 [21, 22]. Низкие значения 
отношения Е465 / Е665 указывает на превалирование конденсированных ароматических 
фрагментов, а высокие величины этого отношения означают преобладание 
алифатических фрагментов в структуре макромолекул гуминовых веществ.  

Как следует из данных, приведенных в табл. 1, в этоксилированном образце ГК 
величина Е465 / Е665 выше, чем у немодифицированной формы, что указывает на 
увеличение доли алифатических фрагментов в структуре макромолекулы. Это может 
быть обусловлено введением этокси-групп.  

Введение этоксильных групп в структуру макромолекулы гуминовой кислоты 
должно оказывать существенное влияние на поверхностно-активные свойства и 
процесс формирование поверхностных слоев таких ПАВ на межфазных границах.  
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Существуют различные методы определения поверхностного натяжения 
растворов ПАВ на границах раздела фаз. Наиболее доступны, аппаратурно просты и 
часто используемые на практике, так называемые, полустатические методы. Это метод 
максимального давления в пузырьке газа, методы отрыва кольца, отрыва или 
втягивания пластины и т.п. Эти методы позволяют определить равновесное значение 
поверхностного натяжения в растворах ПАВ за короткое время: от долей секунды до 10 
с (время, за которое отрывается кольцо или пластина от поверхности раствора ПАВ). 
Динамические методы определения поверхностного натяжения позволяют проводить 
измерения в широком временном диапазоне (до 106 с и выше). 

Согласно данным, приведенным на 
рис. 3, введение этокси-групп в структу-
ру макромолекул ГК изменяет тензио-
метрические характеристики их раство-
ров на границе раздела жидкость-газ. 
Динамическое поверхностное натяжение 
водных растворов ПАВ существенно 
ниже для этоксилированного образца ГК 
по сравнению с нативной формой. Время 
формирования поверхностного слоя 
(достижение равновесных значений 
поверхностного натяжения) составляет 
более 104 с. 

Зависимости равновесного поверх-
ностного натяжения от концентрации 
этоксилированного производного ГК на 
межфазной границе также ниже, чем у 
нативной формы. Как следует из данных, 
приведенных на рис. 4, применение раз-
ных методов измерения поверхностного 
натяжения растворов высокомолекуляр-
ных ПАВ на границе раздела жидкость-
газ приводит к существенной разнице в 
значениях измеряемых величин. В этом 
случае, использование метода макси-
мального давления в пузырьке газа 
(полустатический метод) не может дать 
объективной информации о процессе 
формирования поверхностного слоя. 
Применение этого метода не будет 
являться корректным, поскольку метод 
не учитывает всей динамики образова-
ния поверхностных слоев в широком 
временном диапазоне. Согласно данным, 
приведенным на рис. 3, динамический 
метод измерения поверхностного натя-
жения растворов таких ПАВ показал, 
что время формирования поверхност-
ного слоя для макромолекул гуминовых 
соединений весьма значительно.  

Рис. 3. Изменение динамического поверхностного 
натяжения (γ) от времени. С, %: 0,1 (1, 2) и 1,0 (3, 4,) 
для гумата натрия (1, 3) и его этоксилированного 

производного (2, 4). Метод кольца Дю Нуи 

Рис. 4. Изменение равновесного поверхностного 
натяжения от концентрации растворов гумата натрия 
(1, 3) и его этоксилированного производного (2, 4). 
Метод максимального давления в газовом пузырьке 

(1, 2), динамический метод кольца Дю Нуи (3, 4)  
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В табл. 2 приведены равновесные значения поверхностного натяжения (γр) для 
образцов солей гуминовых кислот и, для сравнения, некоторых известных и широко 
применяемых в промышленности неионогенных и ионогенных ПАВ. Как следует из 
этой таблицы, поверхностная активность этоксилированного гумата натрия выше, чем 
у полиэтиленгликоля и несколько ниже, чем у оксиэтилированного нонилфенола. При 
этом концентрация раствора этоксилированного гумата натрия значительно ниже, чем у 
известных неионогенных ПАВ. Ионогенные ПАВ (додецилсульфат натрия и 
цетилтриметиламмоний бромид) в большей степени снижают поверхностное 
натяжение, но при гораздо больших концентрациях их в растворе. 
 

Таблица 2 
Поверхностно-активные характеристики гуминовых соединений и некоторых  

ПАВ (СР – концентрация раствора ПАВ при равновесном значении  
поверхностного натяжения) 

ПАВ Ср, моль/л  γр, мН/м 
Гумат натрия 3,5×10-4 55,1 
Этоксилированный гумат натрия 4,1×10-4 50,1 
Полиэтиленгликоль-6000 8,3×10-4 61,0 
Оксиэтилированный нонилфенол 
C9H19C6H4(C2H4O)22OH 42×10-4 44,5 

Додецилсульфат натрия 100×10-4 38,8 
Цетилтриметиламмоний бромид 10×10-4 36,0 

 
Выводы. 
1. Разработана методика механохимического синтеза этоксилированных 

производных гуминовых кислот в вибрационном аппарате. 
2. Установлено, что этоксилированный гумат натрия проявляют более 

выраженные поверхностно-активные свойства на границе раздела жидкость-газ по 
сравнению с немодифицированным образцом. 

3. Показано, что для получения корректных результатов для полимерных 
гуминовых соединений необходимо использовать динамические методы измерения 
поверхностного натяжения. 

4. Поверхностная активность этоксилированного гумата натрия сопоставима с 
поверхностной активностью промышленно важных ПАВ. 
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FORMATION OF SURFACE LAYERS OF HUMIC ACIDS ETHOXYLATED DERIVATIVES  
AT THE LIQUID-GAS INTERFACE 

 
S.L. Khil’ko, M.I. Rogatko, V.S. Shelest, R.A. Makarova, R.G. Semenova, O.I. Nevecherya, A.S. Khil’ko  

 
The ethoxylated derivatives of natural polymers, humic acids, were obtained by the method of 

mechanochemical synthesis in a vibration apparatus. The introduction of ethoxy groups into the polymer 
structure of humic acids was controlled by IR spectroscopy. The tensiometric (dynamic and equilibrium surface 
tension) properties of the surface layers of native and modified derivatives of natural polymers were studied 
using the methods of Du Nui and the maximum pressure in a gas bubble. An increase in the surface activity of 
ethoxylated humic acid derivatives at the liquid-gas interface compared with the unmodified form is shown. 

Keywords: humic acids, ethoxylation reaction, mechanochemical synthesis, surface tension, dynamic 
tensiometry. 
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Б И О Л О Г И Ч Е С К И Е  Н А У К И  

 
УДК 57.042; 577.3 
 
ЭКОЛОГО-БИОЛОГИЧЕСКАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА ACER PLATANOIDES L.  

В УСЛОВИЯХ г. ДОНЕЦКА 
 

© 2019.   О.Р. Кольченко, В.О. Корниенко 
 
 

Представлена ранее не описанная в условиях города Донецка эколого-биологическая 
характеристика клена остролистного (Acer platanoides L.). Выявлен высокий уровень антропогенной 
нагрузки на исследуемых участках г. Донецка, установлена тесная связь показателя флуктуирующей 
асимметрии с показателем жизнеспособности и уровнем шумового загрязнения,изучена механическая 
устойчивость Acer platanoides L. в условиях г. Донецка. 

Ключевые слова: Acer platanoides L., антропогенная нагрузка, механическая устойчивость, 
флуктуирующая асимметрия, жизнеспособность. 

 
 
Введение. В современном городе значительно повышен уровень техногенной 

нагрузки. [1]. Городская среда активно аккумулирует и накапливает загрязняющие 
вещества и отходы, засоряя при этом атмосферу, водоемы и почвы [2]. Растительные 
организмы постоянно произрастают в специфической экологической городской среде и 
подвергаются воздействию комплекса антропогенных факторов [3]. Таким образом у них 
наблюдается преждевременное старение, общее ослабление организма, что приводит к 
неспособности бороться с болезнями, снижается жизнеспособность [4]. Цель 
исследования – представить эколого-биологическую характеристику клёна остролистного 
в условиях антропогенной нагрузки. В задачи исследования входило: 1. Определить 
уровень антропогенной нагрузки в г. Донецке; 2. Изучить реакцию листового аппарата 
на антропогенную нагрузку; 3. Определить жизнеспособность Acer platanoides L. на 
исследуемых участках; 4. Определить механическую устойчивость древесной 
тканиAcer platanoides L. в условиях антропогенной нагрузки города Донецка. 

Материалы и методы исследования. Карта местности и участков, на которых 
проводились исследования, представлена на рис. 1. 

 
Рис. 1. Карта исследуемых участков 
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Исследования проводились на пяти участках г. Донецка, находящиеся в 
Калининском и Будёновском районах. На территории дендрария Донецкого 
ботанического сада исследования проводились на участке произрастания куртин (групп 
растений) Acer platanoides  L. 

По Макеевскому шоссе деревья произрастают в один ряд, удаленный от 
дорожного полотна на 3 м.По пр. Ильича исследуемые деревья растут в 2 ряда с 
расстоянием 3,5 м. От дороги первый ряд располагается на расстоянии 3-х метров. 
Дорожное полотно разделено: 1) бордюром, 2) асфальтированной пешеходной дорогой 
(1 м) и 3) небольшим бордюром, отделяющим земляной покров от асфальтированного 
участка.По ул. Светлого Пути исследуемые объекты произрастают в один ряд на 
расстоянии 3,5 м от дорожного полотна. По ул. Крепильщиков деревья растут на 
расстоянии 2 м от дороги. 

На исследуемых участках проводили измерения шума и интенсивности движения 
автотранспорта. 

Разделение исследуемых участков на блоки по пр. Ильича и Макеевскому шоссе 
показано на рис. 2 и рис. 3. 

Рис. 2. Участки измерения шума и интенсивности 
автотранспортного потока по пр. Ильича: № 1 – от 
р. Кальмиус (мост) до ост. Больница им. Калинина; 
№ 2 – от ост. Больница им. Калинина до ул. Серова; 
№ 3 – от ул. Серова до ул. Горячкина 

Рис. 3. Участок измерения уровня шума и 
интенсивности автотранспортного движения по 
Макеевскому шоссе от ост. Мотель до 
ул. Горностаевская 

 
Клён остролистный (Acer platanoides L.) широко распространенный в Европе и 

юго-западной Азии вид. Произрастает в лиственных и смешанных лесах, один из 
эдификаторов широколиственных лесов. Крона овальная, у взрослых деревьев в 
одиночных посадках раскидистая, плотная. Древесина отличается прочностью и 
упругостью, что даёт возможность роста ветвей в горизонтальном направлении и 
захвата пространства вокруг ствола. В чистых насаждениях создаёт сильный 
затеняющий эффект, предотвращая развитие растительности нижних ярусов. 
Теневыносливы только молодые деревья. Дерево очень декоративно кроной и листвой, 
применяется в одиночных, групповых, аллейных насаждениях (см. табл. 1). Также, 
данный вид древесных растений не подвергается гибридизации с другими видами рода 
Acer, имеет ярко выраженные видовые признаки, что помогает легко его отличить от 
других представителей рода. 

Мониторинг содержания токсических веществ в воздухе и почвах проводили в 
период с 2017 по 2018 гг. Для забора воздуха вблизи автомагистралей пользовались 
универсальным газоанализатором ГАНК-4. Содержание оксида азота, диоксида азота, 
оксида углерода, хлора, аммиака и сульфида водорода в атмосферном воздухе определяли  
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Таблица 1 
Эколого-морфологические характеристики клёна остролистного [5] 

Высота 20 м 

Форма кроны овальная, шатровидная (широкая, густая, 
шаровидная) 

Темп роста быстрый 
Критический возраст в городе Донецке 50–60 лет 
Критический возраст в естественных 
условиях 150–300 лет 

Отношение к 
 почве 

 
нетребователен 

 влаге влаголюбив, необходим дренаж 
 температуре морозостоек 

декоративность формой кроны 
использование аллеи, одиночные посадки, массивы, рощи 
Устойчивость к механическим нагрузкам  

 статическим  + 
 динамическим + 

 
согласно руководству РД 52.04.186-89 [6]. Исследование содержания тяжёлых металлов 
в почве проводили на атомно-абсорбционном спектрофотометре (ААС) по ГОСТу [7]. 
Оценку результатов проводили согласно регламентирующим ПДК [8]. Исследование 
вибрационно-акустического шума вдоль автомагистралей проводили с помощью 
измерителя уровня шума GM1351 и портативного осциллографа. 

Для оценки морфометрических параметров листовых пластин исследовали 
показатель флуктуирующей асимметрии. Листья были собраны в середине-конце 
августа. С каждого дерева было собрано по 5–10 листьев с нижней световой части 
кроны. Все измерения проводились в программе Axio Vision ver. 4.8.  

Для определения показателя флуктуирующей асимметрии проводили измерения 
четырех параметров листовой пластины слевой и справой стороны [3]. Для проверки 
исследуемых признаков листовой пластины на флуктуацию, были исключены 
направленная асимметрия и антисимметрия. Данные типы симметрий определялись 
вычислением критического значения коэффициента эксцесса и критерия Уилкоксона.  

Жизнеспособность исследованных деревьев определяли по 8-бальной шкале 
С.А. Савельевой [9]. 

Для оценки прочности и механической устойчивости древесных растений в 
урбанизированных городах использовали следующие параметры:  

1) Pcr и mcr — предельно допустимая нагрузка и масса, при действии которых 
ствол начинает деформироваться или обламывается [10]: 

ݎܿܲ ൌ
πଶܫܧ
2݈ଶ

 (1)

ݎܿ݉ ൌ
ݎܿܲ
݃

 (2)

где I — момент инерции сечения, l — длина ствола, g — ускорение силы тяжести; 
2) Hcr – критическая высота ствола, при достижении которой действие 

собственного веса привело бы к необратимой деформации или облому [11]: 

ݎܿܪ ൌ ܿ ∙
ܧ
ߩ

ଵ/ଷ

∙ ݀ଶ/ଷ (3)
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где С — коэффициент соотношения массы кроны и ствола, d — диаметр основания 
ствола; 

3) RRB – относительное сопротивление изгибу [10]: 

ܤܴܴ ൌ
ܧଶݎ
4ρ

 (4)

где r – радиус основания ствола, E – модуль упругости, ρ – плотность древесины. 
В частности, способность сопротивляться изгибу определяется как произведение 

модуля упругости (Е) и второго момента сечения (I) ствола. 
Для статистической обработки данных использовали программы «Statistica 8» 

(StatSoftInc.) и «Excel 2010» (Microsoft Corporation). Достоверность отличий средних 
значений полученных данных определяли с использованием t-критерия Стьюдента. 
Коэффициент вариации вычисляли согласно рекомендациям Лакина [12]. Для описания 
зависимостей использовали методы регрессионного анализа. 

Результаты и обсуждения. В результате проведенных исследований был 
выявлен высокий уровень антропогенной нагрузки в г. Донецке. Данная нагрузка 
оказывает значительное влияние на деревья клена остролистного, произрастающих 
вдоль автомобильных магистралей города Донецка. По данным, полученным в ходе 
исследования, выявлено, что уровень звукового давления на автомагистралях 
превышен в среднем на 10–14 %.  

Из-за имеющегося высокого уровня вибро-акустической нагрузки автомагистра-
лей, были измерены и вычленены из общего спектра, амплитудно-частотные спектры 
основных видов транспорта (рис. 4–7). 

 

Рис. 4. Амплитудно-частотные спектры  
от тяжелого грузового транспорта 

 

Рис. 5. Амплитудно-частотные спектры от 
легкового автомобиля иностранного производства 

 

Рис. 6. Амплитудно-частотные спектры  
от автомобилей марки «ГАЗель» 

Рис. 7. Амплитудно-частотные спектры  
от пассажирских маршрутных автобусов 
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Вибрационная волна распространяется на древесную ткань, вызывая колебания 
древесины, что, в свою очередь, может негативно сказаться на растительном организме 
и мембранном транспорте веществ в нем. Уровень вибрационно-акустического шума 
вносит изменения в состав почв. Это отражается на концентрации тяжелых металлов в 
почвах близ автомагистралей. Так, содержание Zn в почвах вдоль автомагистралей 
превышено в среднем в 1,8 раза, Cu– в 16 раз. Для Cr превышение составило 2 раза от 
ПДК, но только на одном участке (ул. Крепильщиков). Исследования на содержание 
токсических веществ в воздухе показали превышение ПДК только по H2S 
(сероводород) в среднем в 2,2 раза. 

Жизнеспособность Acer platanoides L. в условиях г. Донецка. В результате 
такой техногенной нагрузки мы наблюдали снижение показателя жизнеспособности 
древесных растений по ул. Светлого пути, ул. Крепильщиков и пр. Ильича в 1 ряду. 
Эти территории характеризуются высоким уровнем вибрационно-акустической 
нагрузки и повышенным содержанием тяжелых металлов в почвах. 

На примере пр. Ильича была проведена подробная оценка и анализ древесных 
растений произрастающих в разных рядах относительно автомагистрали (табл. 2). 

 
Таблица 2 

Анализ параметров жизнеспособности Acer platanoides L. по пр. Ильича г. Донецка 

Параметр, % 
1 ряд 2 ряд 

ܺ±Sx 
Повреждения кроны**** 30 2 
Повреждения ствола* 23 10 

Опухоли** 12 4 
Дефолиация 28 1 

Асимметрия*** 37 4 
Примечание: * Морозобойные трещины, дупла, наличие гнили; ** наросты; *** Угол 
наклона ствола от вертикали (оценивается по трём градациям: 1) 10 % и менее; 2) 11–40 %; 
3) более 40 %.); ****Суховершинность, сухобочинность. 
 
Между деревьями в первом и втором ряду имеются значительные отличия в рамках 

исследуемых параметров. Так, в первом ряду в 15 раз чаще встречаются повреждения 
кроны, в 2 раза – повреждения ствола различного типа, развитие наростов и опухолей 
наблюдается в 3 раза чаще. Также большинство деревьев имели асимметрию ствола, что 
повышает степень их аварийности, а также имелась высокая степень ранней дефолиации 
(превышение в 28 раз по сравнению со вторым рядом деревьев). 

Оценка морфометрических параметров стволов исследуемого вида деревьев и их 
сравнение с естественными условиями обитания представлена в табл. 3. 

Таблица 3 
Морфометрические параметры стволов Acer platanoides L. по пр. Ильича г. Донецка 

Вид 
В естественных условиях В искусственных насаждениях 

вдоль пр. Ильича 
Высота, м 

ܺ 
Диаметр, м 

ܺ
Высота, м 
ܺ±Sx 

Диаметр, м 
ܺ±Sx

Acer platanoides L. 30* 0,29** 15,6±8,9 0,2±0,10 
Примечания: * [13]; ** [14] 
 

По данным таблицы 3 видно, что в городских условиях по пр. Ильича в 2 раза 
сокращается высота древесных растений по сравнению с естественными условиями 
обитания. Также чуть меньше диаметр ствола, что можно связать с гипоактивной 
деятельностью камбия в условиях антропогенного стресса. 
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Морфометрические исследования листовой пластинки. В конце вегетацион-
ного периода у сформировавшихся листьев клена остролистного наблюдаются 
различные реакции (рис. 7). На рис. 7 и 
далее обозначены следующие участки 
контроля: 0 – ДБС; 1– пр. Ильича, 1 ряд; 
2 – пр. Ильича, 2 ряд; 3 – ул. Крепиль-
щиков;  4 – ул. Светлого пути; 5 – 
Макеевское шоссе. Так, на участках по 
пр. Ильича в первом и втором ряду 
наблюдается увеличение длины (в 
среднем на 2,8 см) по сравнению с 
контрольной группой. 

На участках же в Буденовском 
районе (ул. Светлого пути и ул. Крепиль-
щиков) наблюдается значительное снижение длины листовых пластин (в среднем на 
4,4 см). На территории вдоль Макеевского шоссе имеется небольшое увеличение 
листовых пластин на 0,9 см. 

Имеющиеся отличия в реакциях листовых пластин на различных территориях 
предположительно могут быть связаны с концентрациями тяжелых металлов в почвах. 
В районе пр. Ильича имеются превышения Zn и Cu. Эти же металлы присутствуют и на 
участках в Буденовском районе, но их концентрация в 1,5 и 3,5 раза выше 
соответственно, чем по пр. Ильича. 

Таким образом, можно заключить, что значительное уменьшение листовых 
пластин клена остролистного может быть вызвано значительными превышениями 
тяжелых металлов (Zn и Cu) в почвах. 

В конце вегетационного периода у листьев клена остролистного при наблюдается 
аналогичная разрозненность результатов на исследуемых территориях различные 
реакции на каждом из исследуемых участков (рис. 8). 

По пр. Ильича в первом и втором 
ряду ширина листовых пластин (15,5 см и 
16 см соответственно) практически не 
отличается от контрольной группы 
(15,3 см). По Макеевскому шоссе имеется 
небольшое превышение (в среднем на 1 см). 

На участках ул. Светлого пути и 
ул. Крепильщиков аналогично с пара-
метром длины имеется значительное 
уменьшение ширины листовых пластин 
(на 6,4 см). 

Площадь листовой пластины. 
Измерения площади листовых пластин 
имеют подобную тенденцию с их длиной 
(рис. 9). 

На трех участках: пр. Ильича (1 и 2 
ряд) и Макеевское шоссе имеется 
увеличение площади листовых пластин 
по сравнению с контрольной группой 
(92,2 см2) в среднем в 1,3 раза (110 см2, 
119,7 см2 и 127 см2 соответственно.) 

Рис. 7. Длина листовых пластин Acer platanoides L.

Рис. 8.  Ширина листовых пластин Acer platanoides L. 

Рис. 9. Площадь листовых пластин Acer platanoides L
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По ул. Светлого пути и ул. Крепильщиков имеется аналогичное уменьшение пло-
щади листовой пластины, так же как уменьшение длины и ширины. Площади листовых 
пластин на данных участках меньше в среднем в 2,5 раза по сравнению с контрольной 
группой и составляют по ул. Светлого пути 46 см2 и по ул. Крепильщиков 33,9 см2. 

Флуктуирующая асимметрия листовой пластины. Acer platanoides L. отлично 
подходит для анализа показателя флуктуирующей асимметрии. Данный вид древесных 
растений имеет крупные листовые пластины, что значительно снижает погрешность 
измерений по сравнению с измерением мелких листовых пластин. Одной из важных 
особенностей клена остролистного является то, что он не подвержен гибридизации в 
отличии от Betula pendula Roth [15], что также снижает вероятность не правильной 
оценки данного показателя, так как известно, что гибридизация увеличивает 
вероятность повышения показателя флуктуирующей асимметрии [16]. Прежде чем 
анализировать стабильность развития Acer platanoides L. в условиях антропогенной 
нагрузки с помощью показателя флуктуирующей асимметрии необходимо убедиться во 
флуктуирующем характере каждого используемого признака для измерений [17, 18]. 

Для этого нами была проведена оценка наличия или же отсутствия двух других 
типов асимметрии – направленной и антисимметрии. Результаты исследования наличия 
антисимметрии и направленной асимметрии исследуемых признаков листовой 
пластины представлены в табл. 4. 

Таблица 4 
Результаты оценки наличия антисимметрии и направленной асимметрии значений билатеральных 

признаков листовой пластинки Acer platanoides L. 

Учас-
ток 

Приз-
нак 

Антисимметрия Направленная асимметрия 

Эмпиричес-
кое значение 
коэффициен-
та эксцесса 

Критическое 
значение 

коэффициен-
та эксцесса 
при Р = 0,01 

Наличие 
антисим-
метрии 

Эмпирическое 
значение 
критерия 

Уилкоксона 

Критическое 
значение 
критерия 

Уилкоксона 
при Р = 0,01 

Наличие 
направленной 
асимметрии 

0 

1 0,260 

0,890 нет 

113 

92 нет 2 -0,377 144 
3 -0,456 138 
4 -0,048 181 

1 

1 -0,639 

0,877 нет 

327 

185 нет 2 -0,830 297 
3 -0,809 265 
4 0,085 235 

2 

1 -0,591 

0,877 нет 

265 

162 нет 2 -0,221 261 
3 -0,704 262 
4 0,664 276 

3 

1 1,109 

0,890 нет 

130 

69 нет 2 0,170 111 
3 -0,068 132 
4 -0,625 82 

4 

1 -0,304 

0,914 нет 

49 

23 нет 2 -0,238 68 
3 -0,028 47 
4 -0,33 33 

5 

1 0,984 

0,900 нет 

97 

62 нет 2 -0,570 119 
3 -0,224 90 
4 0,033 137 
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В результате проведенного теста на значимость коэффициента эксцесса 
значений билатеральных признаков следует отметить, что у всех выбранных признаков 
для анализа показателя флуктуирующей асимметрии отсутствует антисимметрия. 

Проведенный статистический анализ показал, что выбранные признаки листовой 
пластины не имеют направленного характера. 

Таким образом, можно сказать, что выбранные нами признаки для исследования 
показателя флуктуирующей асимметрии носят флуктуирующий характер, так как 
наличия антисимметрии и направленной асимметрии обнаружено не было. 

Оценка показателей флуктуирующей асимметрии на исследуемых территориях в 
конце вегетационного периода листовых пластин приведена в табл. 5. 

Таблица 5 
Оценка уровня антропогенной нагрузки и реакции растительного организма по показателю 

флуктуирующей асимметрии 

Участок* Показатель ФА Уровень антропогенной 
нагрузки Реакция организма max  

1 0,087 0,045±0,004 Минимальный Условная норма 
2 0,119 0,051±0,007 Высокий Существенные нарушения 
3 0,141 0,063±0,007 Критический Критическое состояние 

4 0,120 0,049±0,008 Средний Небольшие отклонения  
от нормы 

5 0,145 0,066±0,001 Критический Критическое состояния 
6 0,132 0,059±0,005 Очень высокий Опасные нарушения 

Примечания: *1 – ДБС (дендрарий); 2 – Макеевское шоссе; 3 – пр. Ильича, 1 ряд; 4 – пр. Ильича, 2 ряд;  
5 – ул. Светлого пути; 6 – Ул. Крепильщиков. 

 
Нами было проведено исследование динамики развития флуктуирующей 

асимметрии в течение всего вегетационного периода листовых пластин с мая по август 
(рис. 10). Исследование динамики является важным для понимания развития 
асимметричности листовых пластин. Данный параметр пока мало изучен и требует 
дополнительных исследований. 

 

 
Рис. 10. Динамика флуктуирующей асимметрии на исследуемых участках в г. Донецке 

пр. Ильича 1 ряд пр. Ильича 2 ряд ул. Крепильщиков ул. Светлого Пути
МАЙ 0,045 0,044 0,052 0,048
ИЮНЬ 0,059 0,044 0,063 0,046
ИЮЛЬ 0,057 0,050 0,067 0,062
АВГУСТ 0,063 0,049 0,059 0,066
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По данным, полученным в ходе мониторинга динамики флуктуирующей 
асимметрии, заметно, что наибольшие увеличение показателей имеются в июле и 
августе. В эти месяцы имеет место окончание вегетационного периода. Поэтому, 
вероятнее всего, такое значительное увеличение уровня асимметрии связано с полной 
развитостью листовых пластин и лучше всего отражает отклонения от условной нормы. 

На участках по ул. Светлого пути и по пр. Ильича (1 ряд) деревья клена 
остролистного находятся в критическом состоянии, что также говорит о критическом 
состоянии окружающей среды на территории их произрастания. Высокий уровень 
антропогенной нагрузки имеется на участке по ул. Крепильщиков. Также большие 
нарушения в развитии растительных организмов наблюдаются на участке по 
Макеевскому шоссе. Наименьшее влияние антропогенных факторов испытывают 
растения, произрастающие по пр. Ильича во втором ряду и на территории ДБС, взятой 
за условный контроль. 

Связывая жизнеспособность расти-
тельных объектов с показателями флук-
туирующей асимметрии их листовых 
пластин, наблюдается зависимость между 
этими двумя параметрами (рис. 11).  

Т.е., чем выше показатель флук-
туирующей асимметрии, тем ниже 
жизнеспособность древесного растения. 
Таким образом, по данным флуктуиру-
ющей асимметрии можно оценить 
жизнеспособность всего растительного 
организма клена остролистного (по 
результатам исследований). 

Также прослеживается зависи-
мость показателя флуктуирующей асим-
метрии с уровнем шума исходящим от 
автомагистрали на исследуемых терри-
ториях (рис. 12). Таким образом, при 
повышении уровня шума, наблюдается 
увеличение показателя флуктуирующей 
асимметрии. 

Можно заключить, что при повы-
шенном уровне зашумленности автома-
гистралей, в особенности, превышаю-
щем ПДУ, снижается жизнеспособность 
всего растительного организма, произрас-
тающего на зашумленной территории. 

Благодаря механическим свойствам древесины и развитой корневой системе клен 
остролистный обладает высокой устойчивостью к ветрам и другим механическим нагруз-
кам (рис. 13). В период вегетации листья создают значительный парусный эффект, поэтому в 
случае сильных ветров, особенно в засушливый период, есть риск облома ветвей. 

Меры по увеличению механической устойчивости – санитарная обрезка, 
зауживание кроны (укорочение длинных горизонтальных ветвей), необходим полив в 
период засухи. Произрастая вдоль транспортного полотна, при надлежащем уходе, в 
засушливый период порода устойчива к комплексному воздействию транспортного 
потока и пригодна для посадки в первом ряду вдоль дорог. 

Рис. 11. Зависимость показателя флуктуирующей 
асимметрии от жизнеспособности клена остролистного 

в условиях города Донецка 

Рис. 12. Зависимость показателя флуктуирующей 
асимметрии от уровня шума вдоль автомагистралей 

города Донецка 
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Рис. 13. Зависимость параметров механической устойчивости от морфологического маркера d/l   
для Acer platanoides L. в условиях г. Донецка 

а – зависимость жесткости на изгиб от отношения d/l,  
б – зависимость отношения высоты к критической высоте от отношения d/l. 

 
Выводы. В ходе исследований был выявлен высокий уровень антропогенной 

нагрузки. В связи с этим значительно снижается жизнеспособность клёна 
остролистного. Также имеются достоверные морфологические изменения листовых 
пластин. По высоким показателям флуктуирующей асимметрии можно судить о 
чувствительности листового аппарата клена остролистного, что дает возможность 
использования данного вида древесных растений в качестве биоиндикатора. 
Вследствие воздействия антропогенной нагрузки наблюдается снижение 
жизнеспособности Acer platanoides L. Установлена тесная связь показателя 
флуктуирующей асимметрии с показателем жизнеспособности (R2 = 0.91) и уровнем 
шумового загрязнения (R2 = 0.7). По результатам исследований Acer platanoides L. 
является механически устойчивой породой в условиях г. Донецка.Для повышения 
механической устойчивости рекомендуется производить санитарную обрезку с целью 
зауживания кроны (укорочение длинных горизонтальных ветвей). В целом произрастая 
вдоль автомагистралей, при надлежащем уходе, вид устойчив к комплексному 
воздействию транспортного потока и пригоден для посадки в первом ряду вдоль дорог. 
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ECOLOGICAL AND BIOLOGICAL CHARACTERISTICS OF ACER PLATANOIDES L.  
IN THE CONDITIONS OF DONETSK 

 
O.R. Kolchenko, V.O. Kornienko 

 
The ecological and biological characteristics of Holly maple (Acer platanoides L.), not previously 

described in the conditions of the city of Donetsk, are presented. A high level of anthropogenic load on the 
studied areas of Donetsk was revealed, a close relationship between the fluctuating asymmetry index and the 
viability index and the level of noise pollution was established, the mechanical stability of Acer platanoides L. in 
the conditions of Donetsk was studied. 
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В статье впервые приводятся данные об особенностях биологии, распространения и изменчивости 
Adonis vernalis в условиях Северного Алтая. 

Ключевые слова: Adonis vernalis; Ranunculaceae; Северный Алтай; особенности биологии. 
 

 
Введение. Adonis vernalis L. европейско-азиатский вид семейства лютиковые, 

гемикриптофит [1]. Стебли прямостоячие, обычно маловетвистые, с прижатыми 
ветвями. Листья сидячие, цветки крупные, желтые (рис. 1). Корневище толстое 
короткое. Плод – многоорешек, состоящий из многочисленных односемянных орешков 
с опушенными плодиками [2, 3]. 

Цветет в мае, плодоносит в июне [4, 
5]. Обитает на степных, иногда солонце-
ватых лугах, степных, задернованных, 
редко каменистых, склонах, на залежах и 
в поскотинах, по окраинам степных 
березовых колков [6, 2]. 

Сердечные гликозиды в траве Adonis 
vernalis обладают высокой биологической 
активностью. Растение применяется как 
лекарственное сырье для лечения сердеч-
ных, почечных и нервно-психических заболеваний [7]. 

Ареал Adonis vernalis протягивается от Пиренейского полуострова до 
Минусинских степей, от 5°30' з.д. до 90°02' в.д. и от 35°15' до 57°15' с.ш. [8]. 

По литературным данным известны некоторые находки Adonis vernalis на 
территории России. В работе Ю. А. Бучиной [9] Adonis vernalis приводится для 
окрестностей села Тушна Сенгилеевского района Ульяновской области. Adonis vernalis 
отмечен спорадически по лесостепным и степным районам, достигая в некоторых 
урочищах большого обилия. Растет также на карбонатной почве по остепненным лугам, 
склонам и опушкам леса [10]. По словам М. М. Гафуровой, А. Н. Александрова [11] в 
Чувашской республике Adonis vernalis растет на луговостепных и остепненных склонах 
преимущественно южной и юго-западной экспозиций, на карбонатных почвах. В 
работе Н. В. Саидовой, Е. Л. Любарского [12] на территории Республики Татарстан 
Adonis vernalis зарегистрирован на склонах южных экспозиций и в северных районах на 
остепненных участках. 

Adonis vernalis требует постоянной охраны, занесен во многие региональные 
Красные книги России [13–17].  

К настоящему времени на территории Республики Алтай подробных 
комплексных исследований Adonis vernalis, практически не проводилось. Имеется 
некоторая информация о модельном объекте во флористических списках видов нашего 
региона [18]. Несомненно, необходимо подробное изучение особенностей биологии 

Рис. 1. Adonis vernalis 
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Adonis vernalis и постоянный мониторинг для сохранения вида, занесенного в Красную 
книгу Республики Алтай [5]. Adonis vernalis охраняется в Алтайском заповеднике [19, 20]. 

Цель работы – дать подробное описание особенностей биологии Adonis vernalis в 
условиях Северного Алтая. 

Исходя из поставленной цели, решены следующие задачи: 
1) изучение фитоценоза Adonis vernalis в условиях Алтая;  
2) анализ вариативности вегетативных и генеративных органов растений. 
Материал и методы. Фитоценотические особенности анализировались по 

апробированной методике [21]. Брался модельный участок биотопа Adonis vernalis 10 
на 10 метров. Определялись все основные представители исследованного фитоценоза, 
оценивалось обилие вида (рис. 2). Исследования проведены в первой декаде июня 2019 
года. 

 
Рис. 2. Закладка модельной площадки исследования 

 
Проанализированы некоторые континуальные и дискретные признаки Adonis 

vernalis: общая высота растений, расстояние от цветка до корня, расстояние от чашечки 
до корня, диаметр цветка, диаметр чашечки, диаметр куста, количество побегов, число 
цветков. По полученным данным рассчитаны некоторые элементы описательной 
статистики.  

Результаты и обсуждение. Adonis vernalis зарегистрирован в низко и 
среднегорной полосе Северного Алтая. Исследовано два ключевых участка:  

1) склон горы Тугая на участке луговостепной растительности (N 51°57'9,16''; 
E 085°56' 9,22''). Обнаружено 7 экземпляров Adonis vernalis. В данной точке 
произрастания Adonis vernalis в фитоценоз также входили виды Euphorbia pilosa L., 
Orchis maculata L. Primula veris L., Phlomoides tuberosa (L.) Moench, Gentiana aquatica 
L., Oxytropis pilosa (L.) DC. Указанные виды являются обычными для исследуемых 
ключевых точек, с высоким обилием формируют единый с Adonis vernalis фитоценоз. 
Растения Adonis vernalis в среднем достигали высоты 27,24 см, диаметр цветка 4,5 см, 
диаметр чашечки – 1,32 см, количество побегов – 8,3, диаметр куста – 18,6 см. 
количество цветков 2,14. 

2) окрестности села Черга Шебалинского района (N 51°35'2,82''; E 085°34' 0,21''). 
С Adonis vernalis образовывали единый фитоценоз виды Euphorbia pilosa L., Primula 
veris L., Phlomoides tuberosa (L.) Moench, Gentiana aquatica L., Orchis maculata L., 
Aconitum L. – типичные представители исследуемого локалитета. Adonis vernalis в 
условиях среднегорий Алтая имеет в среднем высоту 23,96 см, диаметр цветка – 
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3,46 см, диаметр чашечки – 1,21 см, количество побегов – 4,43, диаметр куста – 17 см, 
количество цветков 1,14. Помимо явного уменьшения значений признаков высотой 
местности отмечено сильное опушение побегов Adonis vernalis в среднегорьях Алтая 
(рис. 3).  

 

    
Рис. 3. Опушение побегов Adonis vernalis (слева окрестности села Черга, справа склон горы Тугая) 

 
Рассматриваемый вид редко встречается на Алтае, иных местообитаний не 

найдено. 
Заключение. Adonis vernalis – вид, занесенный в Красную книгу Республики 

Алтай со статусом 3 (R) [5]. В настоящем исследовании приводятся новые 
местонахождения для Алтая этого представителя семейства лютиковых. Обнаружены 
географические различия в изменчивости вегетативных и генеративных органов 
растений. Чергинские растения Adonis vernalis характеризуются большим опушением, 
что вероятнее всего нужно связывать с затененностью и температурным режимом 
биотопа в сравнении с низкогорной выборкой.  
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ФИТОИНДИКАЦИОННАЯ ОЦЕНКА СОСТОЯНИЯ ТЕХНОГЕННОЙ СРЕДЫ  

С ПОМОЩЬЮ CAPSELLA BURSA-PASTORIS (L.) MEDIC. 
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На основании данных морфологической пластичности вида-индикатора Capsella bursa-pastoris (L.) 
Medic. по вегетативным органам проведен экологический мониторинг промышленных и селитебных 
объектов Центрального Донбасса. Составлен список признаков, важных для биодиагностики объектов 
урбо- и техногенеза в Донецком экономическом регионе.  

Ключевые слова: экологический мониторинг, стратегии выживания, фитоиндикация, Донбасс, 
экспертиза промышленных объектов 

 
 
Введение. Методы фитоиндикации в научной литературе рассматриваются как 

часть комплексных биологических исследований для проведения оценки состояния 
среды и режимов экологических факторов [1–2]. В Донецком национальном 
университете многолетние изучения биосистем промышленного региона позволяют 
рассматривать индикацию как часть нормирования качества состояния среды, экотопов 
и(или) локальных ландшафтов, в которых происходят эволюционные процессы 
компенсаторного или негативного содержания для геосистем регионально уровня; 
разработаны шкалы, группы информативных организмов с целью оценки по изменениям 
или возвратным колебаниям негативных признаков антропотехногенеза [3–5]. 
Ботаническую экспертизу рассматривают часто как составляющую экологического 
мониторинга в промышленном регионе [6], также при оценке определенного уровня 
тератогенеза растений [7] возможно проводить инвентаризацию [8] и независимую 
экспертизу [9] состояния природных сред при решении также фундаментального 
процесса – проявления реализованных стратегий выживания и характера 
распространения растительных организмов [10]. В таких разработках все полученные 
данные о состоянии растений рассматривают в комплексе с функциональными их 
характеристиками [5, 9, 11], вычленяя при этом причинно-следственные связи в системе 
"индикатор – индикат" [12–14], что в целом важно для проведения экологического 
мониторинга на всех уровнях его организации любой территориальной принадлежности 
[15–17]. В связи с этим для динамически трансформированных техногенных систем, к 
которым в полной мере принадлежит территория Донбасса, существенно важна база 
новых адекватных и информативных признаков, доступных в полевых условиях 
визуального контроля, – что на примере вида с широкой экологической амплитудой 
можно реализовать во всех экотопах региона.  

Цель работы – провести фитоиндикационную оценку состоянии экотопов 
техногенной трансформации в Донбассе с помощью вида рудеральной популяционной 
стратегии Сapsella bursa-pastoris (L.) Medic.  

Материал и методика исследования. Квантификационный мониторинг 
реализован в соответствии с требованиями к экспериментам фитоиндикационного 
назначения [6, 13, 15, 17]. Экотопы были разделены по степени имеющейся в 
актуальных публикациях техногенной нагрузки в Донбассе [8, 9, 13]. В установленном 
экспериментальном блоке исследований использованы признаки вегетативных 
стратегий растения-индикатора С. bursa-pastoris, а именно типы листовой пластинки 
прикорневой розетки: heteris (H), rhomboidea (R), tenuis (T), simplex (S). 
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Анализ результатов. Визуализированные модели наглядного полевого 
эксперимента по идентификации листового аппарата модельного вида представлены на 
рис. 1. Пайноморфизм (морфологическая тенденция трансформации листа в условиях 
стресса) проявляется по типу усиления рассеченности цельного листа струговидного 
или лировидного типа в норме. Поэтому четыре регистрируемых типа розеточных 
листа в подавляющем количестве (рис. 1) представляют собой результат выносливости 
растительного организма, – вида широкой экологической пластичности в целом, но 
чувствительного к изменениям среды по показателям базовой организации 
вегетативных органов. Установлено, что чем более выражены доли и сегменты 
листового аппарата, тем в худших условиях произрастает вид. Поскольку экземпляры 
рудерального вида с одинаковой частотой встречаются по основным различиям в 
климатических условиях (затенение, увлажнение субстрата, орография местности), то 
дифференциация экотопов в данных условиях связана с разницей в геохимической 
среде (преимущественно – токсичность природных сред), учитывая розеточность 
габитуса, то наибольший контакт характерен для среды с фактором химического 
(токсического для вида) почвенного раствора. Розеточные листья позволяют 
установить тренд токсической нагрузки, что подтверждено статистическими методами 
при подсчете доминирования типа листового аппарата (табл. 1). 

 

         
 а б  

          
 в г  
Рис. 1. Типы листовой пластинки прикорневой розетки Сapsella bursa-pastoris (L.) Medic.: 

а – heteris (Н), б – rhomboidea (R), в – tenuis (T), г – simplex (S) 
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В табл. 1 представлены результаты эксперимента по выявлению доминирующей 
вегетативной жизненной стратегии Сapsella bursa-pastoris с указанием координат 
экотопов – точек сбора материала. Пробные площади разбиты на категории по 
эктопической принадлежности в зависимости от степени и специфики воздействия на 
природные среды. 

 
Таблица 1  

Локализация пробных площадей мониторингового эксперимента помощью вида  
рудеральной популяционной стратегии Сapsella bursa-pastoris (L.) Medic.  

по вегетативным признакам строения листового аппарата в прикорневой розетке  

№ 
п/п 

Координаты WGS-84, м Долгота, L Широта, B Вегетативная стратегия 
x y ° ° доминант субдоминант 

Экотопы промышленных зон, техногенно трансформированные 

1 6 108 346 4 211 418 37,8318131 48,0089630 heteris rhomboidea 
2 6 105 240 4 213 424 37,8498292 47,9902917 heteris rhomboidea 
3 6 106 626 4 217 761 37,8887917 47,9986230 rhomboidea heteris 
4 6 111 861 4 214 106 37,8559604 48,0300854 heteris rhomboidea 
5 6 112 422 4 218 324 37,8938465 48,0334549 heteris rhomboidea 
6 6 144 376 4 240 212 38,0904685 48,2250427 heteris rhomboidea 
7 6 146 244 4 234 200 38,0364676 48,2362206 heteris rhomboidea 
8 6 149 772 4 224 750 37,9515782 48,2573288 heteris rhomboidea 

Экотопы урбанизированной среды, жилой застройки 

9 6 116 848 4 212 407 37,8406966 48,0600310 rhomboidea tenuis 
10 6 156 956 4 230 293 38,0013721 48,3002740 tenuis rhomboidea 
11 6 115 436 4 206 794 37,7902705 48,0515539 tenuis rhomboidea 
12 6 112 946 4 210 461 37,8232165 48,0366020 rhomboidea tenuis 
13 6 110 476 4 209 525 37,8148071 48,0217618 rhomboidea tenuis 
14 6 148 930 4 261 926 38,2855301 48,2522885 rhomboidea tenuis 
15 6 150 041 4 255 629 38,2289623 48,2589350 tenuis rhomboidea 
16 6 119 266 4 232 937 38,0251172 48,0745506 rhomboidea tenuis 
17 6 122 267 4 241 821 38,1049300 48,0925564 rhomboidea tenuis 

Экотопы хозяйственно-бытового назначения, рудеральные полигоны  

18 6 094 181 4 203 692 37,7624097 47,9237652 tenuis rhomboidea 
19 6 092 778 4 224 176 37,9464205 47,9153185 tenuis rhomboidea 
20 6 100 865 4 223 009 37,9359352 47,9639855 tenuis rhomboidea 
21 6 119 565 4 226 006 37,9628560 48,0763446 tenuis rhomboidea 
22 6 126 148 4 222 472 37,9311113 48,1158381 tenuis rhomboidea 
23 6 122 377 4 219 655 37,9058047 48,0932178 rhomboidea tenuis 
24 6 134 857 4 253 510 38,2099263 48,1680429 tenuis rhomboidea 
25 6 115 061 4 246 937 38,1508798 48,0493035 tenuis rhomboidea 

Эктопы малонарушенных природных территорий  

26 6 101 515 4 261 428 38,2810585 47,9678926 simplex rhomboidea 
27 6 109 189 4 261 063 38,2777843 48,0140279 simplex tenuis 
28 6 117 245 4 259 620 38,2648189 48,0624193 simplex tenuis 
29 6 114 356 4 265 065 38,3137334 48,0450704 simplex tenuis 
30 6 110 548 4 270 016 38,3582033 48,0221957 simplex tenuis 
31 6 126 470 4 266 466 38,3263166 48,1177718 simplex tenuis 
32 6 122 735 4 277 482 38,4252730 48,0953683 simplex tenuis 
33 6 099 650 4 228 471 37,9850022 47,9566736 simplex tenuis 
34 6 104 214 4 229 321 37,9926372 47,9841208 simplex rhomboidea 
35 6 134 857 4 274 015 38,3941281 48,1680429 simplex rhomboidea 
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Все 35 мониторинговых площадей в соотношении к разным формам 
трансформации ландшафта были проанализированы по доминирующему 
количественному проявлению степени рассеченности листовой пластинки вида-
индикатора. Нижняя формация листьев наиболее информативна и пластична для 
данного вида, поскольку сама розетка формируется на ранних стадиях онтогенеза и 
функционально сопряжена в контактном расположении на поверхности субстрата в 
непосредственной близости к нему, что соединяет развитие особи и характеристики 
грунтов в неразрывной связи при росте и развитии тест-вида. Установлено, что для 
разных экотопов количественное соотношение типов листового аппарата С. bursa-
pastoris имеет зависимость и ранжируется следующим образом: heteris (H) характерен 
для территорий промышленных площадок с максимальными значениями токсической 
нагрузки на эдафической горизонт грунтов; rhomboidea (R) тяготеет больше к 
селитебным территориям – районам плотной жилой застройки городов Донецкой 
Народной Республики; tenuis (T) в большинстве случаев формируется в экотопах 
социально-бытового назначения, рудеральных полигонах (см. табл. 1), что 
предположительно отражает высокий уровень загрязнения среды продуктами горения и 
органическими остатками; тип листовой пластинки С. bursa-pastoris по морфологи 
simplex (S) (см. рис. 1) характерен территориям минимальной антропогенной нагрузки 
(преимущественно объектам природно-заповедного фонда, рекреационного назначения 
или их буферным территориям, где не наблюдается регистрация высоких показателей 
приоритетных загрязнителей и механическая трансформация корнеобитаемого слоя 
почв), что обусловлено соответствием архитектоники вида его нормальному состоянию 
в генетико-морфологической норме.  

Выводы.  
1. При анализе морфологии листового аппарата С. bursa-pastoris в различных 

экотопах Донбасса установлена вегетативная стратегия вида к уровню и специфике 
влияния техногенеза на природные среды. Ранжированный ряд пайноморфности 
соответствует перечню: simplex, tenuis, rhomboidea и heteris. 

2. Поскольку семенной материал был использован с однородной генетической 
структурой на ценопопуляционном уровне ожидаемой вариабельности, то вывод о 
норме реакции считаем сделать правомкрным при регистрации разницы в потомках 
первого поколения для указанных экотопов. 

 
СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ 

1. Душкова Д.О. Применение биоиндикационных методов при проведении мониторинговых 
исследований окружающей среды / Д.О. Душкова, А.Г. Горецкая, А.В. Евсеев // Проблемы 
региональной экологии. – 2017. – № 2. – С. 10-15. 

2. Ибрагимова Э.Э. Мониторинг состояния окружающей среды методами фитоиндикации техногенного 
химического загрязнения / Э.Э. Ибрагимова // Человек – Природа – Общество: Теория и практика 
безопасности жизнедеятельности, экологии и валеологии. – 2018. – № 4 (11). – С. 57-61. 

3. Determination of bioindicators sensitivity thresholds for ecologically unfavourable environmental factors / 
S.V. Bespalova, O.S. Goretsky, A.Z. Glukhov, A.I. Safonov // Проблемы экологии и охраны природы 
техногенного региона. – 2010. – № 1(10). – С. 9-25. 

4. The criteria of assessment of ecological state of environment on thresholds of sensitivity of bioindicators / 
S.V. Bespalova, O.S. Goretsky, A.Z. Glukhov, A.I. Safonov // Проблемы экологии и охраны природы 
техногенного региона. – 2011. – № 1. – С. 25-43. 

5. Conceptual approaches to standardization in system of environmental biomonitoring / S.V. Bespalova, 
O.S. Goretsky, A.D. Shtirts, A.I. Safonov // Проблемы экологии и охраны природы техногенного 
региона. – 2013. – № 1. – С. 8-15. 

6. Safonov A.I. Approbation of botanical expertise method in ecological monitoring / A.I. Safonov, 
Y.S. Safonova // Геополитика и экогеодинамика регионов. – 2014. – Т. 10, № 2. – С. 219-221. 



ISSN 2415-7058.  Вестник ДонНУ. Сер. А: Естественные науки. – 2018. – № 3-4 

170 Кравсун Т.И., Федоркина И.А.  

7. Сафонов А.И. Тератогенез растений-индикаторов промышленного Донбасса / А.И. Сафонов // 
Разнообразие растительного мира. – 2019. – № 1 (1). – С. 4-16. 

8. Сафонов А.И. Инвентаризация промышленных объектов Донбасса по фитоиндикационным 
критериям / А.И. Сафонов // Вестник Донецкого национального университета. Серия А: 
Естественные науки. – 2019. – № 1. – С. 121–128. 

9. Сафонов А.И. Экспертиза промышленных предприятий Донбасса по состоянию фитокомпонентов / 
А.И. Сафонов // Проблемы экологии и охраны природы техногенного региона. – 2019. – № 1-2. – 
С. 35-43. 

10. Сафонов А.И. Стратегическая потенциализация фитоиндикаторов техногенных загрязнений / 
А.И. Сафонов // Аграрная Россия. – 2009. – № 51. – С. 58-59. 

11. Сафонов А.И. Функциональная ботаника в Донбассе: экологический мониторинг, информационные 
ресурсные технологии, фитодизайн / А.И. Сафонов // Проблемы экологии и охраны природы 
техногенного региона. – 2017. – № 1-2. – С. 8-14. 

12. Сафонов А.И. Чек-лист индикаторных признаков сорно-рудеральной фракции урбанофлоры 
г. Донецка (1998-2018 гг.) / А.И.  Сафонов // Проблемы экологии и охраны природы техногенного 
региона. – 2018. – № 3-4. – С. 67-72. 

13. Safonov A.I. Phyto-qualimetry of toxic pressure and the degree of ecotopes transformation in Donetsk 
region / A.I. Safonov // Проблемы экологии и охраны природы техногенного региона. – 2013. – № 1. – 
С. 52-59. 

14. Сафонов А.И.  Фитоквантификация как информационный ресурс экологического мониторинга 
Донбасса / А.И. Сафонов // Донецкие чтения 2018: Образование, наука, инновации, культура и 
вызовы современности: Матер. III Междунар. научн. конф. (Донецк, 25 октября 2018 г.). – Т. 2. Хим.-
биол. науки. – Донецк: Изд-во ДонНУ, 2018. –  C. 216-217. 

15. Safonov A.I. Phytoindicational monitoring in Donetsk / A.I. Safonov // Наука. Мысль. – 2016. – № 4. – 
С. 59-71. 

16. Khondhodjaeva N.B. Bioindication and its importance in the conducting of ecological monitoring / 
N.B. Khondhodjaeva, K.B. Ismillaeva, N.T. Ruzimbayeva // European Science. – 2018. – № 4 (36). –  
P. 68-70. 

17. Сафонов А.И. Индикаторная роль растений в системе управления городом в промышленном 
регионе / А.И. Сафонов // Экологическая ситуация в Донбассе. – М.: Изд-во МНЭПУ. – 2016. – Т. 1. – 
С. 288-293. 

Поступила в редакцию 21.11.2019 г. 
 

 
PHYTOINDICATIVE ASSESSMENT OF THE INDUSTRIAL ENVIRONMENT STATE  

USING CAPSELLA BURSA-PASTORIS (L.) MEDIC. 
 
Т.I. Kravsun, I.A. Fedorkina 

 
Ecological monitoring of industrial and residential facilities in  the Central Donbass has been carried out 

based on morphological plasticity of the indicator species Capsella bursa-pastoris (L.) Medic. by vegetative 
organs. A list of features important for biodiagnostics of the objects of urban and technogenesis in the Donetsk 
economic region has been compiled. 

Keywords: environmental monitoring, survival strategies, phytoindication, Donbass, industrial facility 
expertise. 
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КОМПЛЕКСНЫЙ ПОКАЗАТЕЛЬ НАРУШЕННОСТИ ЭКОТОПОВ  
ПО ФИТОИНДИКАЦИОННОМУ КРИТЕРИЮ В г. ДОНЕЦКЕ  
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Индекс трансформации локальных природных экосистем г. Донецка рассчитан по совокупному 
коэффициенту степени структурной трансформации растений-индикаторов: тератологические проявления, 
дефектность пыльцы, эмбрионального аппарата и общего габитуального состояния информативных для 
экологической экспертизы видов растений. Получена картографическая модель распределения совокупного 
признака для центральных районов промышленного мегаполиса (г. Донецка).  

Ключевые слова: экологический мониторинг, фитоиндикация, Донецк, ботаническая экспертиза 
 
 
Введение. Биомониторинг является частью программы стандартизации и 

нормирования воздействия человеческой деятельности на окружающую среду [1–3]. 
Методы фитоиндикации часто используют для проведения экологических наблюдений, 
оценок, прогнозов и элементов менеджмента в промышленно напряженных регионах 
или при высоких уровнях химического загрязнения [4–5]. Растения напрямую связаны 
с факторами среды, поскольку используемые индикаторы локально не меняют своих 
геоиформационных характеристик и не имеют возможности мигрировать на 
протяжении одного вегетационного периода, или всех сроков периода культивационного 
эксперимента [2, 6], что приемлемо для проведения инвентаризации промышленных 
объектов и мест чрезмерного импакта антропогенеза [7], в том числе по показателю 
структурных аномалий [8] и индивидуального строения растительного организма в 
норме реакции [9]. В донецком экономическом регионе фитоиндикационные критерии 
использовали как для оценки состояния среды, так и для анализа нежелательной 
динамики процессов трансформации природных систем [10–13]. Работа с 
экологической информацией в картографировании является актуальной экологической 
задачей [10, 14, 15]. 

Цель работы – провести оценку степени нарушенности локальных экотопов по 
комплексному фитоиндикационному критерию в г. Донецке.  

Материал и методика исследования. Фитоиндикационная значимость 
нарушенности экотопов Донбасса выделена как совокупный критерий, состоящий их 
четырех блоков данных по структурной организации растительных организмов, для 
которых уже опубликованы результаты их информативных признаков в связи с 
конкретными уровнями и спецификой загрязнения или изменения среды. Общая 
методология фитомониторингового эксперимента представлена в предыдущих 
публикациях [2, 5–10].  

Блоки информационной значимости (по одному из указанных видов растений):  
1) коэффициент тератообразования Atriplex patula L., Berteroa incana (L.) DC., 

Cichorium intybus L., Tripleurospermum inodorum (L.) Sch. Bip., Reseda lutea L., Capsella 
bursa-pastoris  (L.) Medik., Diplotaxis muralis  (L.) DC., Tanacetum vulgare L. и  Plantago 
major L.;  

2) показатель дефектности пыльцевых зерен Cichorium intybus L., Tragopogon 
major Jacq., Berteroa incana (L.) DC., Tripleurospermum inodorum (L.) Sch. Bip., Reseda 
lutea L., Echium vulgare L., Plantago major L. и  Tanacetum vulgare L. при окрашивании 
метиленовым синим;  
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3) габитуальная разнокачественность Amaranthus retroflexus L., Cichorium 
intybus L., Daucus carota L., Tripleurospermum inodorum (L.) Sch. Bip., Reseda lutea L., 
Tanacetum vulgare L., Sisymbrium polymorphum (Murray) Roth, Convolvulus arvensis L., и 
Plantago major L.;  

4) трансформация зародышевого аппарата и сопутствующих эмбриональных 
гистологических структур Diplotaxis muralis  (L.) DC., Cichorium intybus L., Tragopogon 
major Jacq., Tripleurospermum inodorum (L.) Sch. Bip., Echium vulgare L., Reseda lutea L., 
Tanacetum vulgare L., Plantago major L. и Thlaspi arvense L. 

Каждый блок оценен по максимальной шкале значимости от 0 до 5: 0–1 – не 
зафиксированные воздействия; 2–3 – трансформации экотопа средней степени; 4–5 – 
существенная нарушенность системы по аддитивной шкале (10:2) методик [7–9]. Таким 
образом, максимально возможное значение показателя воздействия на экотоп равно 20 
(преимущественно необратимое состояние как нуль-момент в эцезисе). При плотности 
мониторинговой сети в 3–4 км расстояния от узлов локализации отбора проб только 
такая комбинация растительного материала позволяет обеспечить достоверную 
выборку полевых сборов для картографической визуализации данных в г. Донецке на 
одной плоскости – использование встроенного и дополнительно разработанного 
инструментария интерполяции и анализа близости в геоинформационной системе 
(ГИС) ArcGIS 10.4. Первичная оценка экотопов Донбасса по такой схеме начата в 
2015–2017 гг., общие скрининговые программы с анализом данных для 
картографирования получены в 2018–2019 гг. 

Анализ результатов. На рис. 1 представлены результаты распределения 
значений индекса нарушенности (трансформации) природных экотопов по четырем 
критериям состояния растений-индикаторов в летний период 2019 года. В 
распределении значений и для дифференцированного иллюстрирования наиболее 
показательной была определена шкала в пяти состояниях системы. Индексы 
варьирования признака (5 балльные интервалы) для каждого диапазона представлены 
на рис. 1, где также содержатся процентные соотношения площадной занятости 
каждым интервалом от общей площади проведенного эксперимента по 120 пробным 
площадям полевых сборов. Установлено, что полностью трансформированными или 
искусственно переформированными могут считаться экотопы, занимающие более 18 % 
территории, что для высоко урбанизированного пространства (на примере г. Донецка) 
не является высоким критическим значением. По ожидаемым прогнозам 
минимальному значению (интервал от 0 до 4 баллов) соответствует крайне малый 
процент территории (меньше 3), и тот зафиксирован в единичных случаях и в 
зависимости от года может иметь гораздо меньшее значение с маргинально точечной 
локализацией.  

Выделить наиболее информативный вид растений в данном эксперименте не 
представлялось возможным (хотя по списку основных наиболее часто задействованных 
видов можно предполагать, что это растения типологического опыта, как было указано 
в  [9] приоритетного списка), поскольку только на компенсаторных значениях можно 
было получить визуализацию. Наибольшие пертурбации наблюдались за последние 
годы в колебаниях численных значений второго и третьего интервальных уровней. Они 
менее тяготеют по территории к локализации промышленного сектора и более связаны 
с экотопами хозяйственно-бытового назначения в селитебных элементах зонирования 
при более плотной жилой застройке в тех районах, где более развита социальная 
инфраструктура города. 
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Рис. 1. Распределение индекса нарушенности 

(трансформации) природных экотопов по состоянию 
растений-индикаторов (центральные районы 

г. Донецка, 2019 год) 
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Интервал значений (третий) от 9 до 12 балльных единиц (см. рис. 1) в большей 
степени сформирован значениями высоких уровней тератных проявлений у Berteroa 
incana (L.) DC. и Capsella bursa-pastoris  (L.) Medik. в весенне-летний период, Atriplex 
patula L. и Tanacetum vulgare L. в летне-осенний период проведения полевого 
эксперимента. Cichorium intybus L., Tragopogon major Jacq. наиболее показательны при 
оценке эмбриональной разнокачественности (зародышевого аппарата и тканей 
зародышевых эпителиев). Значения четвертого уровня (предпоследнего) интервального 
показателя (рис. 1) трансформации систем в городе Донецке в большей степени 
зависимы от общей габитуальной разнокачественности Reseda lutea L., 
Tripleurospermum inodorum (L.) Sch. и Cichorium intybus L. Самым консервативным из 
блоковых критериев определен признак изменчивости зародышевого аппарата и 
сопутствующих ему эмбриональных гистологических структур, что отражает в 
определенной степени стратегию сохранности генеративных элементов в условиях 
специфического и неспецифического стресса при формировании растительного 
организма в городской среде. 

Выводы.  
1. Выбранные критерии экологический фитоэкспертизы города Донецка 

(тератологический, габитуальный, палинологический и гисто-эмбриологический) в 
сумме отражают специфику уровня трансформации экосистемы на локальном точечном 
уровне.  

2. С помощью картографического метода получена одноплоскостная визуальная 
модель сплошного распределения признака по всей территории фитомониторингового 
эксперимента, на основании чего экотопы центральных районов г. Донецка 
ранжированы по пяти диапазонам (уровням) трансформации локальных геосистем.  

3. Выделены территории экологического бедствия, для которых характерны 
максимальные значения показателя структурной организации растений-индикаторов, 
что позволяет рассматривать полученную карту как обоснование для функционального 
зонирования отдельных участков города Донецка, а также как аргумент принятия 
решений в хозяйственной деятельности урбосреды мегаполиса.  
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A COMPREHENSIVE INDICATOR OF ECOTOPE DISTURBANCE BY PHYTOINDICATION 
CRITERION IN DONETSK 

 
A.I. Safonov, E.A. Germonova  

 
The transformation index of local natural ecosystems in Donetsk has been calculated based on the 

cumulative coefficient of the degree of indicator plants structural transformation: teratological manifestations, 
defective pollen, embryonic apparatus and general habitat status of plant species informative for environmental 
impact assessment. A cartographic model of the distribution of the aggregate attribute for the central regions of 
the industrial metropolis (Donetsk) is obtained. 
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