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УДК 517.927.4

О РАЗНОСТИ РЕЗОЛЬВЕНТ НЕКОТОРЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ
ОПЕРАТОРОВ

© 2020. А.В. Агибалова, А. А. Лунев

Работа посвящена изучению свойств одномерных возмущений неограниченных операторов, порож-
денных специальными граничными задачами для 2× 2 систем дифференциальных уравнений на конечном
интервале.

Также для ранга разности резольвент операторов, соответствующих граничным задачам для 𝑛 × 𝑛
систем, найдена простая формула в терминах коэффициентов граничных условий.

Ключевые слова: система типа Дирака, резольвента, одномерное возмущение.

Введение. В течение последних двадцати лет одномерные возмущения самосопря-
женных операторов интенсивно изучались Саймоном, Дель Рио, Макаровым и многими
другими авторами в связи с проблемой устойчивости точечного спектра и при изучении
сингулярного непрерывного спектра (см. [1], [2] и обзор [3]). Некоторые недавние ре-
зультаты можно найти в работах [4], [5]. Для возмущений компактных самосопряженных
операторов (или самосопряженных операторов с компактной резольвентой), но возмуще-
ния которых уже не самосопряженные, спектральная структура становится неожиданно
богатой и сложной, как только покинуть классы, охватываемые классическими теория-
ми (диссипативных операторов или слабых возмущений в смысле Мацаева, см. книги [6]
и [7]). Больше, чем в данной работе, результатов содержится в [8].

В последнее время появилось значительное число работ, посвящённых полноте и
базисности Рисса в 𝐿2([0, 1];C𝑛) граничных задач для общих систем дифференциальных
уравнений первого порядка

ℒ𝑦 := ℒ(𝐵,𝑄)𝑦 := −𝑖𝐵−1𝑦′ +𝑄(𝑥)𝑦 = 𝜆𝑦, 𝑦 = col(𝑦1, ..., 𝑦𝑛). (1)

Здесь 𝐵 – невырожденная диагональная 𝑛× 𝑛 комплекснозначная матрица:
𝐵 = diag(𝑏1, 𝑏2, . . . , 𝑏𝑛) ∈ C𝑛×𝑛, и 𝑄(·) =: (𝑄𝑗𝑘(·))𝑛𝑗,𝑘=1 ∈ 𝐿1([0, 1];C𝑛×𝑛) – потенци-

альная матрица.
Чтобы получить граничную задачу, к уравнению (1) присоединим краевые условия

𝐶𝑦(0) +𝐷𝑦(1) = 0, 𝐶 = (𝑐𝑗𝑘), 𝐷 = (𝑑𝑗𝑘) ∈ C𝑛×𝑛. (2)

Всегда предполагаем условие максимальности rank(𝐶 𝐷) = 𝑛.
Рассмотрим операторы 𝐿𝐶,𝐷 := 𝐿𝐶,𝐷(𝐵,𝑄) ассоциированные с граничной зада-

чей (1)–(2) в общем 𝑛× 𝑛 случае. Найдём явную формулу для ранга разности резольвент
двух таких операторов. Напомним, что для ограниченного оператора 𝐴, действующего в
гильбертовом пространстве H, его ранг – это размерность образа: rank𝐴 := dim(ran𝐴).

Пусть 𝜆 ∈ C и Φ(·, 𝜆) ∈ 𝐴𝐶 ([0, 1];C𝑛×𝑛) – фундаментальная матрица системы (1),
т.е.

−𝑖𝐵−1Φ′(𝑥, 𝜆) +𝑄(𝑥)Φ(𝑥, 𝜆) = 𝜆Φ(𝑥, 𝜆) для всех 𝑥 ∈ [0, 1], Φ(0, 𝜆) = 𝐼𝑛. (3)

© Агибалова А. В., Лунев А.А., 2020 3
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Хорошо известно, что Φ(𝑥, 𝜆) невырождена для всех 𝑥 ∈ [0, 1] и, значит, абсолютно
непрерывна: Φ−1(·, 𝜆) ∈ 𝐴𝐶 ([0, 1];C𝑛×𝑛). В дальнейшем обозначим через 𝑅𝐶,𝐷(𝜆) :=
(𝐿𝐶,𝐷 − 𝜆)−1 резольвенту оператора 𝐿𝐶,𝐷, ассоциированного с граничной задачей (1)–(2).
Вначале напомним простую лемму из [3].

Лемма 1 ( [3, Следствие 4.2]). Пусть 𝜆 ∈ 𝜌 (𝐿𝐶,𝐷). Тогда

(𝑅𝐶,𝐷(𝜆)𝑓) (𝑥) = (𝐾𝜆𝑓)(𝑥) − Φ(𝑥, 𝜆)𝑀𝐶,𝐷(𝜆)(𝐾𝜆𝑓)(1), (4)

где

𝑀𝐶,𝐷(𝜆) := (𝐶 +𝐷Φ(1, 𝜆))−1𝐷, (5)

(𝐾𝜆𝑓)(𝑥) := Φ(𝑥, 𝜆)

∫︁ 𝑥

0

Φ−1(𝑡, 𝜆)𝑖𝐵𝑓(𝑡)𝑑𝑡. (6)

Наряду с оператором 𝐿𝐶,𝐷 рассмотрим оператор 𝐿 ̃︀𝐶, ̃︀𝐷 := 𝐿 ̃︀𝐶, ̃︀𝐷(𝐵,𝑄), ассоцииро-
ванный с уравнением (1) и граничными условиями

̃︀𝐶𝑦(0) + ̃︀𝐷𝑦(1) = 0, ̃︀𝐶, ̃︀𝐷 ∈ C𝑛×𝑛, rank( ̃︀𝐶 ̃︀𝐷) = 𝑛.

Следующая формула для ранга разности резольвент следует непосредственно из Леммы 1.
Лемма 2. Пусть 𝜆 ∈ 𝜌(𝐿𝐶,𝐷) ∩ 𝜌(𝐿 ̃︀𝐶, ̃︀𝐷). Тогда

rank
(︀
𝑅 ̃︀𝐶, ̃︀𝐷(𝜆) −𝑅𝐶,𝐷(𝜆)

)︀
= rank ̂︁𝑀(𝜆), (7)

где ̂︁𝑀(𝜆) := 𝑀𝐶,𝐷(𝜆) −𝑀 ̃︀𝐶, ̃︀𝐷(𝜆). (8)

Кроме того, если ранг разности в (7) равен 1, то ̂︁𝑀(𝜆) допускает представление

̂︁𝑀(𝜆) = 𝛼(𝜆) · 𝛽(𝜆)* =
(︁
𝛼𝑗(𝜆)𝛽𝑘(𝜆)

)︁𝑛
𝑗,𝑘=1

(9)

с некоторыми вектор-функциями 𝛼, 𝛽 : C → C𝑛. И для любой 𝑓 ∈ 𝐿2 ([0, 1];C𝑛) имеем(︀
𝑅 ̃︀𝐶, ̃︀𝐷(𝜆) −𝑅𝐶,𝐷(𝜆)

)︀
𝑓 =

(︀
𝑓,Ψ*(·, 𝜆)𝛽(𝜆)

)︀
𝐿2([0,1];C𝑛)

· Φ(·, 𝜆)𝛼(𝜆),

где
Ψ(·, 𝜆) := 𝑖Φ(1, 𝜆)Φ−1(·, 𝜆)𝐵. (10)

Доказательство. (i) Из Леммы 1 (формула (4)) следует, что(︀
𝑅 ̃︀𝐶, ̃︀𝐷(𝜆)𝑓 −𝑅𝐶,𝐷(𝜆)𝑓

)︀
(𝑥) = Φ(𝑥, 𝜆)

(︀
𝑀𝐶,𝐷(𝜆) −𝑀 ̃︀𝐶, ̃︀𝐷(𝜆)

)︀[︀
(𝐾𝜆𝑓)(1)

]︀
(11)

для любой 𝑓 ∈ H := 𝐿2 ([0, 1];C𝑛). Из определения 𝐾𝜆 (формула (6)) нетрудно вывести,
что

{(𝐾𝜆𝑓)(1) : 𝑓 ∈ H} = C𝑛. (12)

Именно, для 𝑢 ∈ C𝑛, (𝐾𝜆𝑓)(1) = 𝑢, и достаточно положить 𝑓(𝑥) = Ψ−1(𝑥, 𝜆)𝑢. Так
как Φ(·, 𝜆),Φ−1(·, 𝜆) ∈ 𝐴𝐶 ([0, 1];C𝑛×𝑛), то формула (7) непосредственно следует из ра-
венств (11), (12) и (8).
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(ii)Если ранг разности в (7) равен 1, то̂︁𝑀(𝜆) имеет ранг 1 и таким образом допускает
представление (9). Теперь из (11) и определения𝐾𝜆 и Ψ(·, 𝜆) (формулы (6) и (10)) следует,
что для любой 𝑓 ∈ H(︀

𝑅 ̃︀𝐶, ̃︀𝐷(𝜆) −𝑅𝐶,𝐷(𝜆)
)︀
𝑓 = Φ(·, 𝜆)𝛼(𝜆) · 𝛽(𝜆)* ·

∫︁ 1

0

Ψ(𝑡, 𝜆)𝑓(𝑡)𝑑𝑡 =

= Φ(·, 𝜆)𝛼(𝜆) ·
∫︁ 1

0

⟨𝑓(𝑡),Ψ*(𝑡, 𝜆)𝛽(𝜆)⟩C𝑛𝑑𝑡 =

=
(︀
𝑓,Ψ*(·, 𝜆)𝛽(𝜆)

)︀
H
· Φ(·, 𝜆)𝛼(𝜆),

что завершает доказательство. �
Следующий результат даёт явную формулу ранга разности резольвент операторов

𝐿 ̃︀𝐶, ̃︀𝐷 и 𝐿𝐶,𝐷 в терминах матриц 𝐶,𝐷, ̃︀𝐶, ̃︀𝐷.
Предложение 1. Пусть 𝜆 ∈ 𝜌(𝐿𝐶,𝐷) ∩ 𝜌(𝐿 ̃︀𝐶, ̃︀𝐷). Тогда

rank
(︁
𝑅 ̃︀𝐶, ̃︀𝐷(𝜆) −𝑅𝐶,𝐷(𝜆)

)︁
= rank

(︂
𝐶 𝐷̃︀𝐶 ̃︀𝐷

)︂
− 𝑛. (13)

Доказательство. Положим 𝐴 := 𝐴(𝜆) := 𝐶 + Φ(1, 𝜆)𝐷 и ̃︀𝐴 := ̃︀𝐴(𝜆) := ̃︀𝐶 +

Φ(1, 𝜆) ̃︀𝐷. Заметим, что матрицы 𝐴 и ̃︀𝐴 невырождены, так как 𝜆 ∈ 𝜌(𝐿𝐶,𝐷) ∩ 𝜌(𝐿 ̃︀𝐶, ̃︀𝐷).
Принимая это во внимание, получаем

rank

(︂
𝐶 𝐷̃︀𝐶 ̃︀𝐷

)︂
= rank

(︂
𝐶 + Φ(1, 𝜆)𝐷 𝐷 =̃︀𝐶 + Φ(1, 𝜆) ̃︀𝐷 ̃︀𝐷

)︂
= rank

(︂
𝐴 𝐷̃︀𝐴 ̃︀𝐷

)︂
=

= rank

(︂(︂
𝐴 0

0 ̃︀𝐴
)︂(︂

𝐼𝑛 𝐴−1𝐷

𝐼𝑛 ̃︀𝐴−1 ̃︀𝐷
)︂)︂

= rank

(︂
𝐼𝑛 𝐴−1𝐷 =

𝐼𝑛 ̃︀𝐴−1 ̃︀𝐷
)︂

=

= rank

(︃
0 𝐴−1𝐷 − ̃︀𝐴−1 ̃︀𝐷 =

𝐼𝑛 ̃︀𝐴−1 ̃︀𝐷
)︃

= 𝑛+ rank
(︁
𝐴−1𝐷 − ̃︀𝐴−1 ̃︀𝐷)︁ =

= 𝑛+ rank
(︁(︀
𝐶 + Φ(1, 𝜆)𝐷

)︀−1
𝐷 −

(︀ ̃︀𝐶 + Φ(1, 𝜆) ̃︀𝐷)︀−1 ̃︀𝐷)︁ =

= 𝑛+ rank
(︁
𝑀𝐶,𝐷(𝜆) −𝑀 ̃︀𝐶, ̃︀𝐷(𝜆)

)︁
= 𝑛+ rank ̂︁𝑀(𝜆). (14)

Теперь формула (13) следует из равенств (7) и (14). �
Рассмотрим случай 𝑛 = 2. Имеем систему

− 𝑖𝐵−1𝑦′ +𝑄(𝑥)𝑦 = 𝜆𝑦, 𝑦 = col(𝑦1, 𝑦2), 𝑥 ∈ [0, 1], (15)

с невырожденной матрицей 𝐵 и комплекснозначной потенциальной матрицей 𝑄:

𝐵 = diag(𝑏1, 𝑏2) и 𝑄 =

(︂
0 𝑄12

𝑄21 0

)︂
∈ 𝐿1

(︀
[0, 1];C2×2

)︀
. (16)

В этом случае условия (2) удобнее переписать в виде

𝑈𝑗(𝑦) := 𝑎𝑗1𝑦1(0) + 𝑎𝑗2𝑦2(0) + 𝑎𝑗3𝑦1(1) + 𝑎𝑗4𝑦2(1) = 0, 𝑗 ∈ {1, 2}, (17)

предполагая, что линейные формы {𝑈𝑗}2𝑗=1 линейно независимы. Также будем писать
𝐿𝑈1,𝑈2 вместо 𝐿𝐶,𝐷.
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Пусть Φ(𝑥, 𝜆) – фундаментальная матрица системы (15)

Φ(𝑥, 𝜆) :=
(︀
Φ1(𝑥, 𝜆) Φ2(𝑥, 𝜆)

)︀
, Φ𝑗(𝑥, 𝜆) :=

(︂
𝜙1𝑗(𝑥, 𝜆)
𝜙2𝑗(𝑥, 𝜆)

)︂
, 𝑗 ∈ {1, 2}.

Собственные значения задачи (15)–(17) есть корнихарактеристического уравнения∆(𝜆) :=
det𝑈(𝜆) = 0, где

𝑈(𝜆) :=

(︂
𝑈1(Φ1(𝑥, 𝜆)) 𝑈1(Φ2(𝑥, 𝜆))
𝑈2(Φ1(𝑥, 𝜆)) 𝑈2(Φ2(𝑥, 𝜆))

)︂
=:

(︂
𝑢11(𝜆) 𝑢12(𝜆)
𝑢21(𝜆) 𝑢22(𝜆)

)︂
. (18)

Далее, обозначим

𝐴𝑗𝑘 :=

(︂
𝑎1𝑗 𝑎1𝑘
𝑎2𝑗 𝑎2𝑘

)︂
и 𝐽𝑗𝑘 := det𝐴𝑗𝑘, 𝑗, 𝑘 ∈ {1, . . . , 4}. (19)

Заметим, что граничные условия (17) примут вид (2) если мы положим 𝐶 := 𝐴12 и 𝐷 :=
𝐴34. В частности, 𝑈(𝜆) = 𝐶 +𝐷Φ(1, 𝜆).

Принимая во внимание обозначения (19),приходим к следующему выражению для
характеристического определителя:

∆(𝜆) = 𝐽12 + 𝐽34𝑒
𝑖(𝑏1+𝑏2)𝜆 + 𝐽32𝜙11(𝜆) + 𝐽13𝜙12(𝜆) + 𝐽42𝜙21(𝜆) + 𝐽14𝜙22(𝜆), (20)

где 𝜙𝑗𝑘(𝜆) := 𝜙𝑗𝑘(1, 𝜆). Если 𝑄 = 0, то 𝜙12(𝑥, 𝜆) = 𝜙21(𝑥, 𝜆) = 0, и характеристический
определитель ∆0(·) имеет вид

∆0(𝜆) = 𝐽12 + 𝐽34𝑒
𝑖(𝑏1+𝑏2)𝜆 + 𝐽32𝑒

𝑖𝑏1𝜆 + 𝐽14𝑒
𝑖𝑏2𝜆.

В дальнейшем обозначим через 𝑅𝑈1,𝑈2(𝜆) := (𝐿𝑈1,𝑈2 − 𝜆)−1 резольвенту оператора
𝐿𝑈1,𝑈2 , ассоциированного с граничной задачей (15)–(17). Несложные вычисления приводят
к явной формуле для матрицы-функции 𝑀𝑈1,𝑈2(𝜆) := 𝑀𝐶,𝐷(𝜆), заданной (5), благодаря
определителям 𝐽𝑗𝑘 из (19). Наряду с оператором 𝐿𝑈1,𝑈2 рассмотрим оператор 𝐿̃︀𝑈1,̃︀𝑈2

:=
𝐿̃︀𝑈1,̃︀𝑈2

(𝐵,𝑄), ассоциированный с уравнением (15) и граничными условиями̃︀𝑈𝑗(𝑦) := ̃︀𝑎𝑗1𝑦1(0) + ̃︀𝑎𝑗2𝑦2(0) + ̃︀𝑎𝑗3𝑦1(1) + ̃︀𝑎𝑗4𝑦2(1) = 0, 𝑗 ∈ {1, 2}.

Аналогично (20) имеем следующую формулу для характеристического определителя ̃︀∆(·)
оператора 𝐿̃︀𝑈1,̃︀𝑈2

:̃︀∆(𝜆) = ̃︀𝐽12 + ̃︀𝐽34𝑒𝑖(𝑏1+𝑏2)𝜆 + ̃︀𝐽32𝜙11(𝜆) + ̃︀𝐽13𝜙12(𝜆) + ̃︀𝐽42𝜙21(𝜆) + ̃︀𝐽14𝜙22(𝜆),

где ̃︀𝐽𝑗𝑘 := det ̃︀𝐴𝑗𝑘, ̃︀𝐴𝑗𝑘 :=

(︂̃︀𝑎1𝑗 ̃︀𝑎1𝑘̃︀𝑎2𝑗 ̃︀𝑎2𝑘
)︂
, 𝑗, 𝑘 ∈ {1, . . . , 4}.

Заметим, что 𝐿̃︀𝑈1,̃︀𝑈2
= 𝐿 ̃︀𝐶, ̃︀𝐷 с ̃︀𝐶 := ̃︀𝐴12 и ̃︀𝐷 := ̃︀𝐴34. Следующий результат непосредствен-

но следует из Предложения 1.
Следствие 1. Пусть 𝐿𝑈1,𝑈2 ̸= 𝐿̃︀𝑈1,̃︀𝑈2

и 𝜆 ∈ 𝜌(𝐿𝑈1,𝑈2) ∩ 𝜌(𝐿̃︀𝑈1,̃︀𝑈2
). Тогда разность

резольвент 𝑅̃︀𝑈1,̃︀𝑈2
(𝜆) −𝑅𝑈1,𝑈2(𝜆) одномерна тогда и только тогда, когда

det

(︂
𝐴12 𝐴34̃︀𝐴12

̃︀𝐴34

)︂
= 0, (21)

что, в свою очередь, эквивалентно равенству

𝐽12 ̃︀𝐽34 + ̃︀𝐽12𝐽34 + 𝐽13 ̃︀𝐽42 + ̃︀𝐽13𝐽42 + 𝐽14 ̃︀𝐽23 + ̃︀𝐽14𝐽23 = 0. (22)
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Доказательство. Из равенств rank(𝐴12 𝐴34) = rank( ̃︀𝐴12
̃︀𝐴34) = 2 и 𝐿𝑈1,𝑈2 ̸=

𝐿̃︀𝑈1,̃︀𝑈2
следует, что

𝑟 := rank

(︂
𝐴12 𝐴34̃︀𝐴12

̃︀𝐴34

)︂
∈ {3, 4}.

Следовательно, 𝑟 = 3 только в том случае, если условие (21) выполнено. В свою оче-
редь, 𝑟 = 3 эквивалентно тому, что разность резольвент 𝑅̃︀𝑈1,̃︀𝑈2

(𝜆) − 𝑅𝑈1,𝑈2(𝜆) одномерна
согласно Предложению 1.

Наконец, применяя к определителю в (21) по первым двум строкам разложение
Лапласа и принимая во внимание определения 𝐽𝑗𝑘 и ̃︀𝐽𝑗𝑘, приходим к эквивалентности (21)
и (22). �

Теперь рассмотрим ситему (15)

ℒ𝑦 = −𝑖𝐵−1𝑦′ +𝑄(𝑥)𝑦 = 𝜆𝑦, 𝑦 = col(𝑦1, 𝑦2), 𝑥 ∈ [0, 1]. (23)

с граничными условиями специального вида

̃︀𝑈1(𝑦) := 𝑦1(0) − ℎ1𝑦2(0) = 0, ̃︀𝑈2(𝑦) = 𝑦1(1) − ℎ2𝑦2(0) = 0. (24)

Здесь 𝑄 задаётся (16) и ℎ1, ℎ2 ∈ C ∖ {0}.
Обозначим через 𝐿̃︀𝑈1,̃︀𝑈2

= 𝐿̃︀𝑈1,̃︀𝑈2
(𝐵,𝑄) оператор, ассоциированный с задачей (23)–

(24) в H = 𝐿2([0, 1];C2).
В следующей теореме мы укажем простое алгебраическое условие на коэффициенты

общей задачи (15)–(17), обеспечивающее одномерность разности резольвент операторов
𝐿𝑈1,𝑈2 и 𝐿̃︀𝑈1,̃︀𝑈2

. Более того, мы дадим явную форму этой разности.
Теорема 1. Пусть 𝐿̃︀𝑈1,̃︀𝑈2

̸= 𝐿𝑈1,𝑈2 и 𝜆 ∈ 𝜌(𝐿𝑈1,𝑈2) ∩ 𝜌(𝐿̃︀𝑈1,̃︀𝑈2
).

(i) Тогда разность резольвент 𝑅̃︀𝑈1,̃︀𝑈2
(𝜆) −𝑅𝑈1,𝑈2(𝜆) тогда и только тогда, когда

𝐽34ℎ2 + 𝐽14ℎ1 = 𝐽42. (25)

(ii) Пусть условие (25) нарушено и к тому же

𝛾(𝜆) := 𝐽14 + 𝐽34𝜙11(𝜆) ̸= 0, (26)

Тогда разность резольвент 𝑅̃︀𝑈1,̃︀𝑈2
(𝜆) − 𝑅𝑈1,𝑈2(𝜆) допускает представление (2) с

вектор-функциями 𝛼 =: col(𝛼1, 𝛼2) и 𝛽 =: col(𝛽1, 𝛽2), задаваемыми равенствами

𝛼1(𝜆) = ℎ1 −
𝐽34 ̃︀∆(𝜆)

𝛾(𝜆)
, 𝛼2(𝜆) = 1, (27)

𝛽1(𝜆) =
𝐽13 − 𝐽34𝜙21(𝜆)

∆(𝜆)
− 1̃︀∆(𝜆)

, 𝛽2(𝜆) =
𝛾(𝜆)

∆(𝜆)
. (28)

Доказательство. (i) Из (24) следует, что ̃︀𝐴12 =

(︂
1 −ℎ1
0 −ℎ2

)︂
и ̃︀𝐴34 =

(︂
0 0
1 0

)︂
.

Следовательно, из определения ̃︀𝐽𝑗𝑘 имеем
̃︀𝐽12 = −ℎ2, ̃︀𝐽13 = 1, ̃︀𝐽32 = ℎ1, ̃︀𝐽14 = ̃︀𝐽42 = ̃︀𝐽34 = 0. (29)

Агибалова А. В., Лунев А.А. 7

http://www.donnu.ru
http://www.donnu.ru/vestnikA


ISSN 2415–7058. Вестник ДонНУ. Сер. А: Естественные науки. – 2020. –№ 2

Т. о. условие (22) преобразуется в (25). Теперь следствие 1 заканчивает доказательство
пункта (i).

(ii) Согласно пункту (i) и Лемме 2, условие (25) даёт, что rank ̂︁𝑀(𝜆) = 1. Значит,̂︁𝑀(𝜆) допускает представление (9), которое при 𝑛 = 2 превращается в

̂︁𝑀(𝜆) =

(︂
𝛼1(𝜆)𝛽1(𝜆) 𝛼1(𝜆)𝛽2(𝜆)

𝛼2(𝜆)𝛽1(𝜆) 𝛼2(𝜆)𝛽2(𝜆)

)︂
. (30)

Проверим формулы (27)–(28) для 𝛼1(𝜆), 𝛼2(𝜆), 𝛽1(𝜆), 𝛽2(𝜆). Из (20) и (29) следует, что

̃︀∆(𝜆) = −ℎ2 + ℎ1𝜙11(𝜆) + 𝜙12(𝜆), 𝑀̃︀𝑈1,̃︀𝑈2
(𝜆) =

1̃︀∆(𝜆)

(︂
ℎ1 0
1 0

)︂
. (31)

Положим
𝑀𝑈1,𝑈2(𝜆) =:

(︂
𝑚11 𝑚12

𝑚21 𝑚22

)︂
, (32)

где для удобства мы опустили зависимость от 𝜆. Из (31) и (32) следует, что

̂︁𝑀(𝜆) =

(︃
𝑚11 − ℎ1̃︀Δ(𝜆)

𝑚12

𝑚21 − 1̃︀Δ(𝜆)
𝑚22

)︃
=:

(︂̂︀𝑚11 ̂︀𝑚12̂︀𝑚21 ̂︀𝑚22

)︂
. (33)

Если ̂︀𝑚22 ̸= 0 и det ̂︁𝑀(𝜆) = 0, то легко можно увидеть, что представление (30) имеет
место, например, при

𝛼1(𝜆) =
̂︀𝑚12̂︀𝑚22

, 𝛼2(𝜆) = 1, 𝛽1(𝜆) = ̂︀𝑚21, 𝛽2(𝜆) = ̂︀𝑚22. (34)

Из (33) и определения (26) 𝛾(𝜆) следует, что

̂︀𝑚12 =
𝐽42 − 𝐽34𝜙12(𝜆)

∆(𝜆)
, ̂︀𝑚21 =

𝐽13 − 𝐽34𝜙21(𝜆)

∆(𝜆)
− 1̃︀∆(𝜆)

, ̂︀𝑚22 =
𝛾(𝜆)

∆(𝜆)
. (35)

Так как 𝛾(𝜆) ̸= 0, то ̂︀𝑚22 ̸= 0. Теперь формула (28) непосредственно следует из (34) и (35).
Для 𝛼1(𝜆) выводим из (35), (25), (31) и (26)

𝛼1(𝜆) =
̂︀𝑚12̂︀𝑚22

=
𝐽42 − 𝐽34𝜙12(𝜆)

𝛾(𝜆)
=
𝐽14ℎ1 + 𝐽34(ℎ2 − 𝜙12(𝜆))

𝛾(𝜆)

=
𝐽14ℎ1 + 𝐽34(ℎ1𝜙11(𝜆) − ̃︀∆(𝜆))

𝛾(𝜆)
= ℎ1 −

𝐽34 ̃︀∆(𝜆)

𝛾(𝜆)
.

Это завершает доказательство. �
Далее покажем, что почти для каждой граничной задачи (15)–(17), существует такая

граничная задача (23)–(24), что соответствующая разность резольвент одномерна.
Следствие 2. Пусть 𝐿𝑈1,𝑈2 – оператор, ассоциированный с задачей (15)–(17), и

пусть 𝐽𝑗𝑘 определяются (19). Предположим, что среди чисел {𝐽14, 𝐽42, 𝐽34} либо по
крайней мере два не равны нулю, либо все равны нулю. Тогда существует пара чисел
{ℎ1, ℎ2} с условием ℎ1ℎ2 ̸= 0, такая что разность резольвент 𝑅̃︀𝑈1,̃︀𝑈2

(𝜆) − 𝑅𝑈1,𝑈2(𝜆)
одномерна.

В частности, последнее выполнено для любых регулярных граничных условий
𝑈1, 𝑈2.
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Доказательство. Согласно Теореме 1, достаточно выбрать ℎ1, ℎ2 ̸= 0 удовлетво-
ряющие (25). Если все 𝐽14, 𝐽42, 𝐽34 нули, то подходит любая пара {ℎ1, ℎ2} с ℎ1ℎ2 ̸= 0.
Если хотя бы два из этих чисел ненулевые, то существование требуемых чисел {ℎ1, ℎ2}
непосредственно следует из (25). Теперь предположим, что граничные условия регулярны.
В обоих случаях 𝑏1/𝑏2 ∈ R и 𝑏1/𝑏2 /∈ R это означает, что 𝐽14𝐽32 ̸= 0. В этом случае 𝐽34 и
𝐽42 не могут одновременно равняться нулю, так как в противной случае 𝐽32 будет нулём.
Таким образом, среди чисел 𝐽14, 𝐽42, 𝐽34 как минимум два ненулевые. �
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УДК 517.444

ЕДИНСТВЕННОСТЬ РЕШЕНИЙ УРАВНЕНИЙ ИСКАЖЕННОЙ СВЕРТКИ НА
КОМПЛЕКСНЫХ ЕВКЛИДОВЫХ ПРОСТРАНСТВАХ

© 2020. В.В. Волчков, Вит.В. Волчков

Пусть C𝑛 – комплексное евклидово пространство размерности 𝑛, ⟨𝑧, 𝑤⟩ – эрмитово скалярное про-
изведение в C𝑛, 𝑑𝑚𝑛 – мера Лебега в C𝑛. В работе изучаются операторы искаженной свертки вида

𝑓 → (𝑓 ⋆ 𝑇 )(𝑧) =

∫︁
C𝑛

𝑓(𝑧 − 𝑤)𝑇 (𝑤)𝑒
𝑖
2 Im⟨𝑧,𝑤⟩𝑑𝑚𝑛(𝑤),

где 𝑇 – радиальная функция (распределение) с компактным носителем на C𝑛. Приводится построение
трансмутационных преобразований операторов искаженной свертки в оператор свертки на вещественной
оси. Показано применение таких преобразований к различным задачам интегральной геометрии и теории
периодических в среднем функций.

Ключевые слова: операторы преобразования, преобразование Фурье, сферические гармоники, вы-
рожденные гипергеометрические функции, сферические средние, группа Гейзенберга

1. Введение.
Пусть R𝑚 – вещественное евклидово пространство размерности 𝑚 с евклидовой

нормой | · |. Предположим, что𝑚 > 2, 𝑓 ∈ 𝐿1,loc(R𝑚) и выполнено равенство∫︁
|𝑥|≤𝑟

𝑓(𝑥+ 𝑦)𝑑𝑥 = 0 (1)

при некотором фиксированном 𝑟 > 0 и всех 𝑦 ∈ R𝑚. Верно ли, что 𝑓 = 0? Этот вопрос
был рассмотрен в 1929 году известным румынским математиком Д. Помпейю, который
утверждал, что при𝑚 = 2 ответ является положительным [1]. Однако, спустя пятнадцать
лет Л. Чакалов обнаружил (см. [2]), что доказательство Д. Помпейю содержит ошибку.
Более того, он показал, что функция 𝑓(𝑥1, 𝑥2) = sin(𝜆𝑥1) имеет нулевые интегралы по
всем единичным кругам в R2, если число 𝜆 является нулём функции Бесселя 𝐽1. Впослед-
ствии выяснилось, что аналогичные примеры ненулевых функций с условием (1) можно
построить, используя метод, предложенный И. Радоном ещё в 1917 году [3]. Этот метод
основан на теореме о среднем для собственных функций оператора Лапласа и может быть
распространён на произвольное двухточечно-однородное пространство𝑋 (см. [4, часть 2,
п. 2.4]). Кроме того, он позволяет строить ненулевые функции на 𝑋 , имеющие нулевые
интегралы по всем сферам фиксированного радиуса.

Обозначим через 𝑉𝑟(R𝑚) множество функций 𝑓 ∈ 𝐿1,loc(R𝑚), удовлетворяющих (1)
при всех 𝑦 ∈ R𝑚. Данный класс функций, а также различные его аналоги и обобщения
активно изучались в течение последних пятидесяти лет в работах Ф. Йона, Д. Дельсар-
та, Д. Смита, Л. Зальцмана, К.А. Беренстейна и других авторов (см. обзоры [5]– [7] и
монографии [4], [8], [9], содержащие обширную библиографию). Перечислим основные
направления в этих исследованиях.

1. Изучение нулевых множеств и соответствующие теоремы единственности для
класса 𝑉𝑟(R𝑚) [4], [8]– [11]. Данное направление восходит к теореме единственности
Ф. Йона [10, гл. 6] для функций с нулевыми сферическими средними.
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2.Исследование допустимых ограничений на рост ненулевыхфункций класса𝑉𝑟(R𝑚)
и его аналогов на неограниченных областях (теоремы типа Лиувилля [4], [8]– [13]).

3. Изучение функций с условиями типа (1), в которых 𝑟 принадлежит заданному
двухэлементному множеству [4]– [9], [11], [14], [15] (теоремы о двух радиусах). Первым
результатом в этом направлении является классическая теорема Д. Дельсарта [16], [17] о
характеризации гармонических функций посредством уравнения средних значений, вы-
полненного только для двух радиусов.

4. Описание функций класса 𝑉𝑟(R𝑚) в виде рядов по сферическим гармоникам [4],
[8], [9], [11] (аналоги разложений Тейлора и Лорана из теории аналитических функций).

5. Проблема продолжения [4], [8], [9].
6. Теоремы о стирании особенностей [4], [8], [9], [11], [19].
7. Задачи интегральной геометрии о восстановлении функций из заданных классов

по известным шаровым средним [4], [9], [20]– [23].
8. Аппроксимация функций с нулевыми шаровыми средними линейными комбина-

циями специальных функций [4], [8], [9].
9. Изучение аналогов и обобщений класса 𝑉𝑟(R𝑚) на различных однородных про-

странствах и группах (например, на римановых симметрических пространствах) [4]–
[9], [13]– [15], [21]– [23].

В частности, важным направлением в рассматриваемой тематике является изучение
подобных задач на группах Гейзенберга, которые широко используются в современных
исследованиях по гармоническому анализу и уравнениям в частных производных (см.,
например, [24], [25]). Вещественная (2𝑛+ 1)-мерная группа Гейзенберга𝐻𝑛 представляет
собой множество C𝑛 × R1 с законом умножения

(𝑧, 𝑡)(𝑤, 𝑠) =

(︂
𝑧 + 𝑤, 𝑡+ 𝑠+

1

2
Im⟨𝑧, 𝑤⟩

)︂
, 𝑧, 𝑤 ∈ C𝑛, 𝑡, 𝑠 ∈ R1,

где ⟨𝑧, 𝑤⟩ – эрмитово скалярное произведение в комплексном евклидовом простран-
стве C𝑛. Факторизация 𝐻𝑛 по подгруппе Γ = {(0, 2𝜋𝑘) : 𝑘 = 0,±1,±2, . . .} порождает
редуцированную группу Гейзенберга 𝐻𝑛

red, функции на которой отождествляются с 2𝜋-
периодическими по 𝑡 функциями на 𝐻𝑛 (см. [25, § 1.2]). Исследование аналогов урав-
нения (1) на 𝐻𝑛 интересно, по меньшей мере, в силу того, что 𝐻𝑛 является модельным
представителем такого важного класса групп Ли, как нильпотентные, и результаты, полу-
ченные на 𝐻𝑛, могут приводить к интересным задачам и гипотезам в общем случае.

Используя подходящий вариант преобразования Фурье, уравнения типа (1) на груп-
пе𝐻𝑛(соответственно,𝐻𝑛

red) можно свести к искаженным уравнениям свертки на C𝑛 вида∫︁
|𝑤|≤𝑟

𝑓(𝑧 − 𝑤)𝑒
𝑖
2
Im⟨𝑧,𝑤⟩𝑑𝑚𝑛(𝑤) = 0, (2)

где 𝑑𝑚𝑛 – мера Лебега в C𝑛. Для изучения (2) ранее применялись методы теории иде-
алов, преобразование Вейля, а также спектральная теория лапласиана Гейзенберга-Кона
и оператора 𝑖 𝜕

𝜕𝑡
, развитая Р. Стрихарцем (см. [13], [26] и имеющиеся там ссылки). Од-

нако, полученные при этом результаты были далеки от завершения. В частности, они
содержали существенные ограничения на рост рассматриваемых функций. Кроме того,
системы искаженных уравнений свертки на ограниченных областях вC𝑛 исследованию не
поддавались.

В работах авторов [27], [28] был предложен принципиально новый подход к зада-
чам указанного типа, который позволил преодолеть перечисленные выше трудности и
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состоит в следующем. Для изучения (2) вводятся и исследуются операторы, заданные
на основных инвариантных подпространствах решений (2), которые устанавливают го-
меоморфизмы между этими подпространствами и пространствами решений специальных
одномерных систем уравнений свертки. Их определение существенно опирается на анало-
ги сферического преобразования для искаженной свертки. Построенные гомеоморфизмы
в некотором обобщенном смысле коммутируют с оператором искаженной свертки, что
позволяет свести ряд проблем, связанных с (2), к одномерному случаю.

Настоящая статья содержит описание основных идей и конструкций теории транс-
мутационных преобразований операторов искаженной свертки (§§ 3–8), а также краткий
обзор полученных с их помощью результатов в интегральной геометрии и теории периоди-
ческих в среднемфункций (§§ 9–12).При ее написании частично использованы сведенияиз
статей [27]– [31]. Отдельные аспекты теории детально рассмотрены вмонографиях [4], [9],
в которых можно найти дополнительные сведения и литературные указания.

2. Основные обозначения.
Как обычно, обозначим через Z, Z+, N соответственно множества целых, целых

неотрицательных и натуральных чисел;
(︀
𝑗
𝑘

)︀
– биномиальные коэффициенты; Γ – гамма

функция; (𝑎)𝑘 = Γ(𝑎+ 𝑘)/Γ(𝑎) – символ Похгаммера.
Ниже будут встречаться следующие пространства функций и распределений на от-

крытом множестве 𝒪 ⊂ R𝑚 (в дальнейшем, как правило,𝑚 = 2𝑛, 𝑛 > 1):
𝐶𝑠(𝒪) (𝑠 ∈ Z+ или 𝑠 = ∞) – пространство 𝑠 раз непрерывно дифференцируемых

функций;
𝐶(𝒪) = 𝐶0(𝒪), ℰ(𝒪) = 𝐶∞(𝒪);
𝐶𝑐(𝒪) – функции из 𝐶(𝒪) с компактным носителем;
𝐶𝑠
𝑐 (𝒪) = (𝐶𝑠 ∩ 𝐶𝑐)(𝒪), 𝒟(𝒪) = 𝐶∞

𝑐 (𝒪);
RA (𝒪) – класс вещественно-аналитических функций;
𝐿𝑝(𝒪) и 𝐿𝑝,loc(𝒪) (𝑝 ∈ [1,+∞)) – класс 𝑝-интегрируемых и соответственно 𝑝-

локально интегрируемых на 𝒪 функций по мере Лебега 𝑑𝑥;
𝒟′(𝒪) – пространство распределений на 𝒪;
ℰ ′(𝒪) – пространство распределений на 𝒪 с компактным носителем.
Как обычно, пространство 𝐿1,loc(𝒪) вкладывается в𝒟′(𝒪) посредством сопоставле-

ния функции 𝑓 ∈ 𝐿1,loc(𝒪) распределения

𝜓 →
∫︁
𝒪
𝑓𝜓𝑑𝑥, 𝜓 ∈ 𝒟(𝒪).

Для носителя распределения 𝑇 используется символ supp𝑇 . Определим 𝑟(𝑇 ) равен-
ством

𝑟(𝑇 ) = inf {𝑟 > 0 : supp𝑇 ⊂ 𝐵𝑟},

где 𝐵𝑟 = {𝑥 ∈ R𝑚 : |𝑥| < 𝑟} – открытый шар радиуса 𝑟 с центром в нуле в R𝑚. Например,
если 𝛿0 – дельта-функция Дирака в точке 0, то 𝑟(𝛿0) = 0.

Пусть 𝒫(−𝑟, 𝑟) (0 < 𝑟 ≤ +∞) – некоторое пространство функций или распределе-
ний на интервале (−𝑟, 𝑟). Символом 𝒫♮(−𝑟, 𝑟) будем обозначать множество всех четных
элементов из 𝒫(−𝑟, 𝑟).

Аналогично, если 𝑚 > 2 и 𝒫(𝐵𝑟) – некоторое пространство функций или распре-
делений в шаре 𝐵𝑟, то 𝒫♮(𝐵𝑟) – совокупность всех элементов из 𝒫(𝐵𝑟), инвариантных
относительно ортогональной группы O(𝑚) в R𝑚.
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Преобразование Фурье ̂︀𝑇 распределения 𝑇 ∈ ℰ ′(R𝑚) определяется равенством

̂︀𝑇 (𝜁) = ⟨𝑇 (𝑥), 𝑒−𝑖(𝑥1𝜁1+···+𝑥𝑚𝜁𝑚)⟩, 𝜁 = (𝜁1, . . . , 𝜁𝑚) ∈ C𝑚.

Если 𝑇1, 𝑇2 ∈ 𝒟′(R𝑚) и хотя бы одно из этих распределений имеет компактный носитель,
то определена свертка 𝑇1 * 𝑇2 ∈ 𝒟′(R𝑚), действующая по правилу

⟨𝑇1 * 𝑇2, 𝜙⟩ = ⟨𝑇1(𝑥), ⟨𝑇2(𝑦), 𝜙(𝑥+ 𝑦)⟩⟩, 𝜙 ∈ 𝒟(R𝑚).

Пусть также
𝒵(𝑓) = {𝑧 ∈ C : 𝑓(𝑧) = 0}

для функции 𝑓 : C → C.
3. Искаженная свертка распределений на C𝑛

Пусть 𝑇1, 𝑇2 ∈ 𝒟′(C𝑛) и пусть 𝑇1 ⊗ 𝑇2 – тензорное произведение распределений 𝑇1
и 𝑇2 (см. [32, гл. 5.2]). Напомним, что 𝑇1 ⊗ 𝑇2 ∈ 𝒟′(C2𝑛) и

supp (𝑇1 ⊗ 𝑇2) = supp 𝑇1 × supp 𝑇2, (3)

где× в правой части (3) обозначает декартово произведение. Если 𝑇1 или 𝑇2 принадлежат
ℰ ′(C𝑛), положим

⟨𝑇1 ⋆ 𝑇2, 𝜓⟩ = ⟨𝑇1(𝑧) ⊗ 𝑇2(𝑤), 𝜓(𝑧 + 𝑤)𝑒
𝑖
2
Im⟨𝑧,𝑤⟩⟩ (4)

для всех 𝜓 ∈ 𝒟(C𝑛), 𝑧, 𝑤 ∈ C𝑛. Тогда 𝑇1 ⋆ 𝑇2 корректно определено равенством (4) как
распределение в𝒟′(C𝑛). Это распределение называется искаженной сверткой 𝑇1 с 𝑇2 (см.,
например, [25, гл. 1]). Поскольку тензорное произведение обладает правилом Фубини,

⟨𝑇1⋆𝑇2, 𝜓⟩ = ⟨𝑇1(𝑧), ⟨𝑇2(𝑤), 𝜓(𝑧+𝑤)𝑒
𝑖
2
Im⟨𝑧,𝑤⟩⟩⟩ = ⟨𝑇2(𝑤), ⟨𝑇1(𝑧), 𝜓(𝑧+𝑤)𝑒

𝑖
2
Im⟨𝑧,𝑤⟩⟩⟩. (5)

Соотношение (5) влечет, что 𝑇1 ⋆ 𝑇2 ∈ 𝐶∞(C𝑛), если 𝑇1 или 𝑇2 принадлежат 𝒟(C𝑛). При
этом

(𝑇1 ⋆ 𝑇2)(𝑧) = ⟨𝑇2(𝑤), 𝑇1(𝑧 − 𝑤)𝑒
𝑖
2
Im⟨𝑧,𝑤⟩⟩ (6)

для 𝑇1 ∈ 𝒟(C𝑛), и
(𝑇1 ⋆ 𝑇2)(𝑤) = ⟨𝑇1(𝑧), 𝑇2(𝑤 − 𝑧)𝑒

𝑖
2
Im⟨𝑧,𝑤⟩⟩ (7)

для 𝑇2 ∈ 𝒟(C𝑛). В силу (5)–(7) равенство (4) можно переписать в виде

⟨𝑇1 ⋆ 𝑇2, 𝜓⟩ = ⟨𝑇1, 𝑇2 ⋆ 𝜓⟩ = ⟨𝑇2, 𝜓 ⋆ 𝑇1⟩, 𝜓 ∈ 𝒟(C𝑛), (8)

где 𝑇𝑖(𝑧) = 𝑇𝑖(−𝑧), 𝑖 = 1, 2. С помощью (8) видно, что (6) (соответственно (7)) остается
справедливым для 𝑇1 ∈ 𝐶∞(C𝑛), 𝑇2 ∈ ℰ ′(C𝑛) (соответственно 𝑇1 ∈ ℰ ′(C𝑛), 𝑇2 ∈ 𝐶∞(C𝑛)).
Кроме того,

(𝑇1 ⋆ 𝑇2)(𝑧) =

∫︁
C𝑛

𝑇1(𝑧 − 𝑤)𝑇2(𝑤)𝑒
𝑖
2
Im⟨𝑧,𝑤⟩𝑑𝑚𝑛(𝑤),

если 𝑇1 ∈ 𝐿1,loc(C𝑛), 𝑇2 ∈ (𝐿1,loc ∩ ℰ ′)(C𝑛).
Для 𝑧 = (𝑧1, . . . , 𝑧𝑛) ∈ C𝑛 положим 𝑧 = (𝑧1, . . . , 𝑧𝑛) ∈ C𝑛. Введем специальный

оператор Эрмита (искаженный лапласиан)

L =
|𝑧|2

4
Id +

𝑛∑︁
𝑘=1

(︂
𝑧𝑘

𝜕

𝜕𝑧𝑘
− 𝑧𝑘

𝜕

𝜕𝑧𝑘
− 4

𝜕2

𝜕𝑧𝑘𝜕𝑧𝑘

)︂
, (9)
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где Id – тождественный оператор. Оператор L инвариантен относительно искаженных
сдвигов 𝜏(𝑤)ℎ(𝑧) = ℎ(𝑧 + 𝑤)𝑒

𝑖
2
Im⟨𝑧,𝑤⟩, т.е.,

L (𝜏(𝑤)ℎ(𝑧)) = 𝜏(𝑤)(Lℎ)(𝑧). (10)

Предложение 1. Предположим 𝑇𝑖 ∈ 𝒟′(C𝑛), 𝑖 = 1, 2, 3, и хотя бы два из распреде-
лений 𝑇𝑖 имеют компактный носитель. Тогда:

(i) (𝜆𝑇1 + 𝜇𝑇2) ⋆ 𝑇3 = 𝜆(𝑇1 ⋆ 𝑇3) + 𝜇(𝑇2 ⋆ 𝑇3), 𝜆, 𝜇 ∈ C;
(ii) (𝑇1 ⋆ 𝑇2)̌ = 𝑇1 ⋆ 𝑇2;
(iii) supp (𝑇1 ⋆ 𝑇2) ⊂ supp 𝑇1 + supp 𝑇2;
(iv) 𝑇1 ⋆ 𝑇2 = 𝑇2 ⋆ 𝑇1;
(v) (𝑇1 ⋆ 𝑇2)(𝑧) = (𝑇2 ⋆ 𝑇1)(𝑧), если 𝑇𝑖(𝑧) = 𝑇𝑖(𝑧), 𝑖 = 1, 2. В частности,

𝑇1 ⋆ 𝑇2 = 𝑇2 ⋆ 𝑇1

для 𝑇1, 𝑇2 ∈ 𝒟′
♮(C𝑛);

(vi) (𝑇1 ⋆ 𝑇2) ⋆ 𝑇3 = 𝑇1 ⋆ (𝑇2 ⋆ 𝑇3);
(vii) 𝑇1 ⋆ 𝛿0 = 𝛿0 ⋆ 𝑇1 = 𝑇1;
(viii) (𝜏(𝑤)𝑇1) ⋆ 𝑇2 = 𝜏(𝑤)(𝑇1 ⋆ 𝑇2);
(ix) L(𝑇1 ⋆ 𝑇2) = 𝑇1 ⋆L𝑇2, L*(𝑇1 ⋆ 𝑇2) = (L*𝑇1) ⋆ 𝑇2, (L𝑇1) ⋆ 𝑇2 = 𝑇1 ⋆L

*𝑇2, где L* –
сопряженный к оператору L.

Доказательство. Соотношения (i)–(viii) следуют из (3)–(8) с помощью простых
преобразований. Для доказательства (ix) достаточно использовать (6), (8), (9) и (10). �

Замечание 1. Оператор L* удовлетворяет соотношению L*(𝑇 ) = L𝑇 . Далее,

L*𝑇 = L𝑇

для любого радиального распределения 𝑇 ∈ 𝒟′(C𝑛).
Предложение 2. Пусть 𝑇, 𝑇𝑘 ∈ 𝒟′(C𝑛), 𝑘 ∈ N. Допустим 𝑇𝑘 → 0 в 𝒟′(C𝑛) и

выполнено по крайней мере одно из следующих условий :
1) 𝑇 ∈ ℰ ′(C𝑛);
2) существует𝑅 > 0 такое, что supp 𝑇𝑘 ⊂ 𝐵𝑅 для всех 𝑘 ∈ N, где𝐵𝑅 = {𝑧 ∈ C𝑛 :

|𝑧| < 𝑅}.
Тогда 𝑇𝑘 ⋆ 𝑇 → 0 в 𝒟′(C𝑛).
Доказательство.Аналогично доказательству подобного утверждения для обыч-

ной свертки (см., например, [33, гл. 1, § 5]). �
Если𝒪1,𝒪2 – непустые открытые подмножестваC𝑛, 𝑇1 ∈ 𝒟′(𝒪1), 𝑇2 ∈ ℰ ′(C𝑛) и𝒪2 –

supp 𝑇2 ⊂ 𝒪1, то свертка 𝑇1 ⋆ 𝑇2 корректно определена равенством (4) как распределение
в 𝒟′(𝒪2). При этом отображение 𝑇1 → 𝑇1 ⋆ 𝑇2 непрерывно из 𝒟′(𝒪1) в 𝒟′(𝒪2).

4. Разложения по биградуированным сферическим гармоникам
Пусть 𝑚 > 2, S𝑚−1 = {𝑥 ∈ R𝑚 : |𝑥| = 1},

𝜔𝑚−1 = 2𝜋𝑚/2/Γ(𝑚/2) − мера S𝑚−1,

индуцированная мерой Лебега в R𝑚, 𝜌 и 𝜎 – полярные координаты точки 𝑥 ∈ R𝑚

(𝜌 = |𝑥|, а если 𝑥 ∈ R𝑚∖{0}, то 𝜎 = 𝑥/𝜌). Обозначим через ℋ𝑚,𝑘 пространство сфе-
рических гармоник степени 𝑘 на S𝑚−1, рассматриваемое как подпространство 𝐿2(S𝑚−1)
(см. [34, гл. 4]). При отождествлении C𝑛 с R2𝑛 имеет место равенство

ℋ2𝑛,𝑘 =
∑︁ ⨁︁

𝑝+𝑞=𝑘

ℋ𝑛,𝑝,𝑞,
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где ℋ𝑛,𝑝,𝑞 – пространство сферических гармоник бистепени (𝑝, 𝑞) на S2𝑛−1 [35, гл. 12].
Как известно [35, теоремы 12.2.7, 12.2.8], квазирегулярное представление 𝑇 𝑛(𝜏)𝑓(𝜎) =
𝑓(𝜏−1𝜎) унитарной группы U(𝑛) в 𝐿2(S2𝑛−1) является прямой суммой попарно неэквива-
лентных неприводимых унитарных представлений 𝑇 𝑛,𝑝,𝑞(𝜏), действующих на ℋ𝑛,𝑝,𝑞. При
𝑛 > 2 размерность 𝑑(𝑛, 𝑝, 𝑞) пространстваℋ𝑛,𝑝,𝑞 вычисляется по формуле

𝑑(𝑛, 𝑝, 𝑞) =
(𝑝+ 𝑛− 2)! (𝑞 + 𝑛− 2)! (𝑝+ 𝑞 + 𝑛− 1)

𝑝! 𝑞! (𝑛− 1)! (𝑛− 2)!

(см. [9, гл. 12, § 12.2]). Обозначим через {𝑆𝑝,𝑞𝑙 }, 𝑙 ∈ {1, . . . , 𝑑(𝑛, 𝑝, 𝑞)}, – фиксированный
ортонормированный базис в ℋ𝑛,𝑝,𝑞. Будем считать, что 𝑆0,0

1 = 1/
√
𝜔2𝑛−1. Функции 𝑆𝑝,𝑞𝑙

можно продолжить до многочленов на C𝑛, используя соотношение 𝑆𝑝,𝑞𝑙 (𝑧) = 𝜌𝑝+𝑞𝑆𝑝,𝑞𝑙 (𝜎),
𝑧 = 𝜌𝜎.

Пусть 𝒪 – непустое открытое U(𝑛)-инвариантное подмножество C𝑛. Каждая функ-
ция 𝑓 ∈ 𝐿1,loc(𝒪) имеет разложение Фурье вида

𝑓(𝑧) ∼
∞∑︁

𝑝,𝑞=0

𝑑(𝑛,𝑝,𝑞)∑︁
𝑙=1

𝑓𝑝,𝑞,𝑙(𝜚)𝑆𝑝,𝑞𝑙 (𝜎), 𝑧 = 𝜚𝜎, 𝜎 ∈ S2𝑛−1, (11)

где
𝑓𝑝,𝑞,𝑙(𝜚) =

∫︁
S2𝑛−1

𝑓(𝜚𝜎)𝑆𝑝,𝑞𝑙 (𝜎)𝑑𝜔(𝜎),

𝑑𝜔 – поверхностная мера. По теореме Фубини функция 𝑓𝑝,𝑞,𝑙 является локально сумми-
руемой на множестве {𝑟 > 0 : 𝑆𝑟 ⊂ 𝒪}, где 𝑆𝑟 = {𝑧 ∈ C𝑛 : |𝑧| = 𝑟}. Аналогично,
функция

𝑓𝑝,𝑞,𝑙(𝑧) = 𝑓𝑝,𝑞,𝑙(𝜚)𝑆𝑝,𝑞𝑙 (𝜎)

принадлежит классу 𝐿1,loc(𝒪).
Пусть {𝑡𝑝,𝑞𝑘,𝑙 (𝜏)} (𝑘, 𝑙 ∈ {1, ..., 𝑑(𝑛, 𝑝, 𝑞)}, 𝜏 ∈ U(𝑛)) – матрица представления 𝑇 𝑛,𝑝,𝑞(𝜏)

в базисе {𝑆𝑝,𝑞𝑙 }, то есть,

𝑇 𝑛,𝑝,𝑞2 (𝜏)𝑆𝑝,𝑞𝑙 =

𝑑(𝑛,𝑝,𝑞)∑︁
𝑘=1

𝑡𝑝,𝑞𝑘,𝑙 (𝜏)𝑆𝑝,𝑞𝑘 . (12)

Ввиду ортогональности {𝑆𝑝,𝑞𝑙 } имеем

𝑡𝑝,𝑞𝑘,𝑙 (𝜏) =

∫︁
S2𝑛−1

𝑆𝑝,𝑞𝑙 (𝜏−1𝜎)𝑆𝑝,𝑞𝑘 (𝜎)𝑑𝜔(𝜎).

Предложение 3. Пусть 𝑑𝜏 – нормированная мера Хаара на группе U(𝑛). Тогда для
почти всех 𝜚 ∈ {𝑟 > 0 : 𝑆𝑟 ⊂ 𝒪} и всех 𝜎 ∈ S2𝑛−1 имеет место равенство

𝑓𝑝,𝑞,𝑙(𝜚)𝑆𝑝,𝑞𝑘 (𝜎) = 𝑑(𝑛, 𝑝, 𝑞)

∫︁
U(𝑛)

𝑓(𝜏−1𝑧)𝑡𝑝,𝑞𝑘,𝑙 (𝜏)𝑑𝜏. (13)

Доказательство.Мыможемсчитать, без ограниченияобщности, что 𝑓 ∈ 𝐿2,loc(𝒪).
При этом ряд (11) сходится к 𝑓(𝜚𝜎) в пространстве 𝐿2(S2𝑛−1) для почти всех 𝜚 ∈ {𝑟 > 0 :
𝑆𝑟 ⊂ 𝒪}. Поэтому непрерывность оператора представления и соотношение (12) влекут
равенство

𝑓(𝜏−1𝑧) =
∞∑︁

𝑝,𝑞=0

𝑑(𝑛,𝑝,𝑞)∑︁
𝑘,𝑙=1

𝑓𝑝,𝑞,𝑙(𝜚)𝑡𝑝,𝑞𝑘,𝑙 (𝜏)𝑆𝑝,𝑞𝑘 (𝜎). (14)
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Используя (14) и соотношения ортогональности для матричных элементов (см. [36, гл. 1,
§ 4]), получаем (13). � Формула (13) показывает, что если 𝑓 ∈ 𝐶𝑠(𝒪) при некотором
𝑠 ∈ Z+ ∪ {∞}, то функция

𝑓𝑝,𝑞,𝑘,𝑙(𝑧) = 𝑓𝑝,𝑞,𝑙(𝜚)𝑆𝑝,𝑞𝑘 (𝜎)

совпадает почти всюду с функцией класса 𝐶𝑠(𝒪). Далее, для каждой 𝜓 ∈ 𝒟(𝒪) имеем∫︁
𝒪
𝑓𝑝,𝑞,𝑘,𝑙(𝑧)𝜓(𝑧)𝑑𝑚𝑛(𝑧) = 𝑑(𝑛, 𝑝, 𝑞)

∫︁
𝒪
𝑓(𝑧)

∫︁
U(𝑛)

𝜓(𝜏−1𝑧)𝑡𝑝,𝑞𝑙,𝑘 (𝜏)𝑑𝜏𝑑𝑚𝑛(𝑧) =

=

∫︁
𝒪
𝑓(𝑧)(𝜓)𝑝,𝑞,𝑘(𝜚) 𝑆𝑝,𝑞𝑙 (𝜎)𝑑𝑚𝑛(𝑧).

Теперьмыможемпродолжить отображение 𝑓 → 𝑓𝑝,𝑞,𝑘,𝑙 иразложение (11) на распределения
𝑓 ∈ 𝒟′(𝒪) следующим образом:

⟨𝑓𝑝,𝑞,𝑘,𝑙, 𝜓⟩ =

⟨
𝑓, 𝑑(𝑛, 𝑝, 𝑞)

∫︁
U(𝑛)

𝜓(𝜏−1𝑧)𝑡𝑝,𝑞𝑙,𝑘 (𝜏)𝑑𝜏

⟩
=
⟨
𝑓, (𝜓)𝑝,𝑞,𝑘(𝜚)𝑆𝑝,𝑞𝑙 (𝜎)

⟩
, 𝜓 ∈ 𝒟(𝒪),

(15)

𝑓 ∼
∞∑︁

𝑝,𝑞=0

𝑑(𝑛,𝑝,𝑞)∑︁
𝑙=1

𝑓𝑝,𝑞,𝑙, (16)

где 𝑓𝑝,𝑞,𝑙 = 𝑓𝑝,𝑞,𝑙,𝑙. Ряд (16) сходится в 𝒟′(𝒪) (соответственно ℰ(𝒪)) для 𝑓 ∈ 𝒟′(𝒪)
(соответственно 𝑓 ∈ ℰ(𝒪)). В силу (15) отображение 𝑓 → 𝑓𝑝,𝑞,𝑘,𝑙 является непрерывным
оператором из 𝒟′(𝒪) в 𝒟′(𝒪).

Предложение 4. Пусть 𝑓 ∈ 𝒟′(𝒪) и 𝑇 – радиальное распределение из ℰ ′(C𝑛).
Предположим, что множество 𝒰 = {𝑧 ∈ C𝑛 : 𝑧 − supp 𝑇 ⊂ 𝒪} является непустым.
Тогда

(𝑓 ⋆ 𝑇 )𝑝,𝑞,𝑘,𝑙 = 𝑓𝑝,𝑞,𝑘,𝑙 ⋆ 𝑇 в 𝒰 . (17)

В частности,
(𝑃 (L)𝑓)𝑝,𝑞,𝑘,𝑙 = 𝑃 (L)𝑓𝑝,𝑞,𝑘,𝑙 (18)

для любого полинома 𝑃 : R1 → C.
Доказательство. Возьмем произвольную функцию 𝜓 ∈ 𝒟(𝒰). Из (5) и (15)

получаем

⟨︀
(𝑓 ⋆ 𝑇 )𝑝,𝑞,𝑘,𝑙, 𝜓

⟩︀
=

⟨
𝑓(𝑧),

⟨
𝑇 (𝑤), 𝑑(𝑛, 𝑝, 𝑞)

∫︁
U(𝑛)

𝜓(𝜏−1𝑧 + 𝜏−1𝑤)𝑡𝑝,𝑞𝑙,𝑘 (𝜏)𝑑𝜏 𝑒
𝑖
2
Im⟨𝑧,𝑤⟩

⟩⟩
=

=

⟨
𝑓(𝑧), 𝑑(𝑛, 𝑝, 𝑞)

∫︁
U(𝑛)

⟨
𝑇 (𝑤), 𝜓(𝜏−1𝑧 + 𝑤)𝑒

𝑖
2
Im⟨𝜏−1𝑧,𝑤⟩

⟩
𝑡𝑝,𝑞𝑙,𝑘 (𝜏)𝑑𝜏

⟩
=

=
⟨
𝑓𝑝,𝑞,𝑘,𝑙(𝑧),

⟨
𝑇 (𝑤), 𝜓(𝑧 + 𝑤)𝑒

𝑖
2
Im⟨𝑧,𝑤⟩

⟩⟩
=
⟨︀
𝑓𝑝,𝑞,𝑘,𝑙 ⋆ 𝑇, 𝜓

⟩︀
.

Это доказывает (17). Подставляя 𝑇 = 𝑃 (L)𝛿0 в (17) и применяя предложение 1 (ix), мы
приходим к (18). � Для заданного классаW(𝒪) распределений на 𝒪 определим класс
W𝑝,𝑞,𝑙(𝒪) равенством

W𝑝,𝑞,𝑙(𝒪) = {𝑓 ∈ W(𝒪) : 𝑓 = 𝑓𝑝,𝑞,𝑙}.
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Ясно, чтоW0,0,1(𝒪) = W♮(𝒪), гдеW♮(𝒪) = {𝑓 ∈ W(𝒪) : ⟨𝑓, 𝜓⟩ = ⟨𝑓, 𝜓∘𝜏⟩ для всех 𝜓 ∈
𝒟(𝒪), 𝜏 ∈ U(𝑛)}. Положим также conj (W𝑝,𝑞,𝑙(𝒪)) = {𝑓 ∈ 𝒟′(𝒪) : 𝑓 ∈ W𝑝,𝑞,𝑙(𝒪)}.

В завершение этого пункта приведем некоторые формулы, связанные с действием
оператора L на пространстве 𝐶2

𝑝,𝑞,𝑙(𝒪). Пусть 𝐸 – непустое открытое подмножество из
(0; +∞). Для любого 𝑠 ∈ Z рассмотрим дифференциальный оператор 𝐷𝑖(𝑠), 𝑖 = 1, 2,
определенный на 𝐶1(𝐸) следующим образом:

(𝐷𝑖(𝑠)𝜙)(𝜚) = 𝜚𝑠𝑒(−1)𝑖+1 𝜚2

4
𝑑

𝑑𝜚

(︂
𝜚−𝑠𝑒(−1)𝑖 𝜚

2

4 𝜙(𝜚)

)︂
, 𝜙 ∈ 𝐶1(𝐸). (19)

Предложение 5. Пусть 𝑓 ∈ 𝐶2
𝑝,𝑞,𝑙(𝒪). Тогда

(i) (L + (𝑛+ 2𝑞)Id)𝑓(𝑧) = −(𝐷2(1 − 2𝑛− 𝑝− 𝑞)𝐷1(𝑝+ 𝑞)𝑓𝑝,𝑞,𝑙)(𝜚)𝑆𝑝,𝑞𝑙 (𝜎);
(ii) (L− (𝑛+ 2𝑝)Id)𝑓(𝑧) = −(𝐷1(1 − 2𝑛− 𝑝− 𝑞)𝐷2(𝑝+ 𝑞)𝑓𝑝,𝑞,𝑙)(𝜚)𝑆𝑝,𝑞𝑙 (𝜎);
(iii) (L + (𝑛+ 2𝑞 − 2)Id)𝑓(𝑧) = −(𝐷1(𝑝+ 𝑞 − 1)𝐷2(2 − 2𝑛− 𝑝− 𝑞)𝑓𝑝,𝑞,𝑙)(𝜚)𝑆𝑝,𝑞𝑙 (𝜎);
(iv) (L− (𝑛+ 2𝑝− 2)Id)𝑓(𝑧) = −(𝐷2(𝑝+ 𝑞 − 1)𝐷1(2 − 2𝑛− 𝑝− 𝑞)𝑓𝑝,𝑞,𝑙)(𝜚)𝑆𝑝,𝑞𝑙 (𝜎).
Доказательство. Прямым вычислением с использованием (9) находим

(L𝑓)(𝑧) = (L𝑝,𝑞𝑓𝑝,𝑞,𝑙) (𝜚)𝑆𝑝,𝑞𝑙 (𝜎), (20)

где
L𝑝,𝑞 = − 𝑑2

𝑑𝜚2
− 2𝑛− 1

𝜚

𝑑

𝑑𝜚
+

(︂
(𝑝+ 𝑞)(2𝑛+ 𝑝+ 𝑞 − 2)

𝜚2
+

1

4
𝜚2 + 𝑝− 𝑞

)︂
Id.

Теперь требуемые формулы следуют из (19). �
5. Вырожденные гипергеометрические функции
Пусть 1𝐹1(𝑎; 𝑏; 𝜁) – вырожденная гипергеометрическая функция Куммера (см. [37,

гл. 6]). Функция

𝑀𝛼,𝛽(𝜁) = 𝜁𝛽+1/2𝑒−𝜁/21𝐹1(1/2 − 𝛼 + 𝛽; 1 + 2𝛽; 𝜁)

называется вырожденной гипергеометрическойфункциейУиттекера (см. [37, гл. 6]).Функ-
ция 1𝐹1(𝑎; 𝑏; 𝜁) удовлетворяет уравнению

𝜁𝑢′′(𝜁) + (𝑏− 𝜁)𝑢′(𝜁) − 𝑎𝑢(𝜁) = 0.

Аналогично, функция𝑀𝛼,𝛽(𝜁) удовлетворяет уравнению

𝑣′′(𝜁) +

(︂
−1/4 +

𝛼

𝜁
+

1/4 − 𝛽2

𝜁2

)︂
𝑣(𝜁) = 0. (21)

Подставляя в (21) 𝑣 = 𝑣𝛼,𝛽 , где 𝑣𝛼,𝛽 – функция Уиттекера с параметрами 𝛼, 𝛽, и полагая
𝛼 = 𝛼1, 𝛼2, находим

𝑑

𝑑𝜁
(𝑣𝛼1,𝛽(𝜁)𝑣′𝛼2,𝛽

(𝜁) − 𝑣′𝛼1,𝛽
(𝜁)𝑣𝛼2,𝛽(𝜁)) =

𝛼1 − 𝛼2

𝜁
𝑣𝛼1,𝛽(𝜁)𝑣𝛼2,𝛽(𝜁).

Отсюда
𝑢𝑎2,𝑏(𝜁)

𝑑2

𝑑𝜁2
(𝜁𝑏/2𝑒−𝜁/2𝑢𝑎1,𝑏(𝜁)) − 𝑢𝑎1,𝑏(𝜁)

𝑑2

𝑑𝜁2
(𝜁𝑏/2𝑒−𝜁/2𝑢𝑎2,𝑏(𝜁)) =

=
(𝑎1 − 𝑎2)𝜁

𝑏/2−1𝑢𝑎1,𝑏(𝜁)𝑢𝑎2,𝑏(𝜁)

𝑒𝜁/2
,
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где 𝑢𝑎,𝑏(𝜁) = 1𝐹1(𝑎; 𝑏; 𝜁). Следуя [37, гл. 6, § 6.4], положим

𝐴𝑘(𝜇, 𝜆) =
1

𝑘!

(︂
𝑑

𝑑𝜁

)︂𝑘 (︀
𝑒2𝜇𝜁(1 − 𝜁)𝜇−𝜆(1 + 𝜁)−𝜇−𝜆

)︀⃒⃒
𝜁=0

, 𝑘 ∈ Z+.

Функции 𝐴𝑘(𝜇, 𝜆) обладают следующими свойствами (см. [37, гл. 6, § 6.4]):

(1) 𝐴0(𝜇, 𝜆) = 1, 𝐴1(𝜇, 𝜆) = 0, 𝐴2(𝜇, 𝜆) = 𝜆 и

(𝑘 + 1)𝐴𝑘+1(𝜇, 𝜆) = (𝑘 + 2𝜆− 1)𝐴𝑘−1(𝜇, 𝜆) − 2𝜇𝐴𝑘−2(𝜇, 𝜆) при 𝑘 > 2;

(2) 𝐴𝑘(𝜇, 𝜆) =
[𝑘/3]∑︀
𝑚=0

𝑎𝑚,𝑘(𝜆)𝜇𝑚, где 𝑎𝑚,𝑘(𝜆) = 1
𝑚!

(︁
𝑑
𝑑𝜇

)︁𝑚
(𝐴𝑘(𝜇, 𝜆))|𝜇=0;

(3) 𝐴𝑘(−𝜇, 𝜆) = (−1)𝑘𝐴𝑘(𝜇, 𝜆).

Кроме того, согласно разложению Трикоми

𝑒−𝜁/21𝐹1(𝑎; 𝑏; 𝜁) = Γ(𝑏)(𝑐𝜁)(1−𝑏)/2
∞∑︁
𝑘=0

𝐴𝑘(𝑐, 𝑏/2)

(︂
𝜁

4𝑐

)︂𝑘/2
𝐽𝑘+𝑏−1(2

√︀
𝑐𝜁),

где 𝐽𝜈 – функция Бесселя с индексом 𝜈,

𝑐 = 𝑏/2 − 𝑎. (22)

Используя это разложение, можно получить следующий результат (см. [27]).
Предложение 6. Пусть Re 𝑏 > 1/2 и 𝑥 > 0. Тогда

𝑥𝑏−1𝑒−𝑥/21𝐹1(𝑎; 𝑏;𝑥) =

∫︁ 2
√
𝑥

0

cos(
√
𝑐 𝑡)𝑘𝑏(𝑥, 𝑡)𝑑𝑡,

где 𝑐 задается равенством (22) и

𝑘𝑏(𝑥, 𝑡) =
Γ(𝑏)√
𝜋 22𝑏−3

∞∑︁
𝑘=0

1

Γ(𝑏+ 𝑘 − 1/2)8𝑘

[𝑘/3]∑︁
𝑚=0

(−1)𝑚𝑎𝑚,𝑘(𝑏/2)
𝑑2𝑚

𝑑𝑡2𝑚
(︀
(4𝑥− 𝑡2)𝑘−3/2+𝑏

)︀
.

(23)
При этом функция 𝑘𝑏(𝑥, 𝑡)(4𝑥 − 𝑡2)3/2−𝑏 является бесконечно дифференцируемой для
(𝑥, 𝑡) ∈ R2.

Указанное представление функции 1𝐹1(𝑎; 𝑏;𝑥) в виде преобразования Фурье позво-
ляет найти ее асимптотическое поведение.

Предложение 7. Пусть 𝑏 ∈ C фиксировано и 0 < 𝑥1 6 𝑥 6 𝑥2 <∞. Тогда для
любого 𝜀 ∈ (0, 𝜋) при 𝑐 → ∞, | arg

√
𝑐𝑥| 6 𝜋 − 𝜀 имеет место асимптотическое разло-

жение
√
𝜋𝑒−𝑥/21𝐹1(𝑎; 𝑏;𝑥)

Γ(𝑏)
=

cos(2
√
𝑐𝑥− 𝜋

4
(2𝑏− 1))

(
√
𝑐𝑥)𝑏−1/2

+
1

4

(︂
𝑥2

3
− (2𝑏− 3)(2𝑏− 1)

4

)︂
·

sin(2
√
𝑐𝑥− 𝜋

4
(2𝑏− 1))

(
√
𝑐𝑥)𝑏+1/2

+𝑂

(︂
𝑒|Im(2

√
𝑐𝑥)|

(
√
𝑐𝑥)𝑏+3/2

)︂
(24)

где константа в знаке 𝑂 зависит только от 𝑏, 𝑥1, 𝑥2, 𝜀.
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Доказательство. При Re 𝑏 > 1/2 соотношение (24) следует из предложения 6
и асимптотического разложения интегралов Фурье (см. [38, гл. 2, доказательство теоре-
мы 10.2]). Используя теперь [37, 6.4 (3)], мы получаем (24) в общем случае. �

6. Функции 𝜑𝜆,𝜂,𝑝,𝑞,𝑙
Пусть 𝜂, 𝑝, 𝑞 ∈ Z+, 𝜁 ∈ C и 𝜚 ∈ (0,+∞). Положим

𝑎 = 𝑝+
𝑛− 𝜁2

2
, 𝑏 = 𝑛+ 𝑝+ 𝑞, 𝑥 =

𝜚2

2
, 𝑦 = 𝜚𝑝+𝑞𝑒−

𝜚2

4 . (25)

Для 𝜆 ∈ C, 𝑙 ∈ {1, ..., 𝑑(𝑛, 𝑝, 𝑞)} и 𝑧 = 𝜚𝜎 ∈ C𝑛 определим

𝜑𝜆,𝜂,𝑝,𝑞,𝑙(𝑧) =

{︃√
𝜔2𝑛−1 𝜑𝜆,𝜂,𝑝,𝑞(𝜚)𝑆𝑝,𝑞𝑙 (𝜎), если 𝑧 = 𝜚𝜎 ∈ C𝑛∖{0}

𝛿0,𝜂𝛿0,𝑝+𝑞, если 𝑧 = 0,
(26)

где

𝜑𝜆,𝜂,𝑝,𝑞(𝜚) =

(︂
𝜕

𝜕𝜁

)︂κ

(𝑦 1𝐹1(𝑎; 𝑏;𝑥))

⃒⃒⃒⃒
𝜁=𝜆

, (27)

κ = 𝜂, если 𝜆 ̸= 0, κ = 2𝜂, если 𝜆 = 0. Нетрудно видеть, что 𝜑𝜆,𝜂,𝑝,𝑞,𝑙 ∈ RA (C𝑛).
Рассмотрим основные свойства функций (26), (27).
Предложение 8. Пусть 𝐷𝑖(𝑠), 𝑖 = 1, 2 – дифференциальные операторы, опреде-

ленные равенством (19). Тогда при 𝑠 = 𝑝+ 𝑞 справедливы соотношения:

𝐷1(𝑠)𝜑𝜆,0,𝑝,𝑞 = −(𝑛+ 2𝑞 + 𝜆2)

2(𝑛+ 𝑠)
𝜑𝜆,0,𝑝,𝑞+1, 𝑝, 𝑞 ∈ Z+; (28)

𝐷2(𝑠)𝜑𝜆,0,𝑝,𝑞 =
(𝑛+ 2𝑝− 𝜆2)

2(𝑛+ 𝑠)
𝜑𝜆,0,𝑝+1,𝑞, 𝑝, 𝑞 ∈ Z+; (29)

𝐷1(2 − 𝑠− 2𝑛)𝜑𝜆,0,𝑝,𝑞 = 2(𝑛+ 𝑠− 1)𝜑𝜆,0,𝑝−1,𝑞, 𝑝 ∈ N, 𝑞 ∈ Z+; (30)

𝐷2(2 − 𝑠− 2𝑛)𝜑𝜆,0,𝑝,𝑞 = 2(𝑛+ 𝑠− 1)𝜑𝜆,0,𝑝,𝑞−1, 𝑝 ∈ Z+, 𝑞 ∈ N. (31)

Доказательство. Применим формулу дифференцирования для функции 1𝐹1

(см. [37, 6.4 (8)]. Учитывая связь между смежными вырожденными гипергеометрическими
функциями (см. [37, 6.4 (4) и 6.4 (5)]), приходим к (28)–(31). �

Предложение 9. Если 𝑘 ∈ Z+, 𝜇 ∈ C∖{0}, то в C𝑛 справедливы следующие соот-
ношения:

L𝑘𝜑0,𝜂,𝑝,𝑞,𝑙 =

{︃
(−2𝜂)2𝑘𝜑0,𝜂−𝑘,𝑝,𝑞,𝑙, если 𝑘 6 𝜂

0, если 𝑘 > 𝜂,

L𝑘𝜑𝜇,𝜂,𝑝,𝑞,𝑙 =

𝜂∑︁
𝜈=max{0,𝜂−2𝑘}

(︂
𝜂

𝜈

)︂
(2𝑘)!𝜇2𝑘−𝜂+𝜈

(2𝑘 − 𝜂 + 𝜈)!
𝜑𝜇,𝜈,𝑝,𝑞,𝑙,

(L− 𝜇2)𝑘𝜑𝜇,𝜂,𝑝,𝑞,𝑙 =

𝜂∑︁
𝜈=max{0,𝜂−2𝑘}

(−1)𝜈−𝜂
𝜂!22𝑘−𝜂+𝜈(−𝑘)2𝑘−𝜂+𝜈
𝜈!(2𝑘 − 𝜂 + 𝜈)!

𝜇2𝑘−𝜂+𝜈𝜑𝜇,𝜈,𝑝,𝑞,𝑙.

В частности, для 𝜆 ∈ C
(L− 𝜆2)𝜂+1𝜑𝜆,𝜂,𝑝,𝑞,𝑙 = 0. (32)
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Доказательство. В силу (20) уравнение (L − 𝜁2)(𝑓(𝜚)𝑆𝑝,𝑞𝑙 (𝜎)) = 0 можно пере-
писать в виде

𝑓 ′′(𝜚)+
𝑓 ′(𝜚)

𝜚
(2𝑛−1)− 𝑓(𝜚)

𝜚2

(︂
(𝑝+ 𝑞)(2𝑛+ 𝑝+ 𝑞 − 2) + (𝑝− 𝑞 − 𝜁2)𝜚2 +

1

4
𝜚4
)︂

= 0. (33)

Подстановка 𝑓(𝜚) = 𝑦 𝑢(𝑥) (см. (25)) сводит (33) к уравнению для вырожденной гипергео-
метрической функции. Отсюда следует (32) при 𝜂 = 0. Доказательство остальных формул
из предложения 9 содержится в [9, глава 12]. �

Предложение 10. Справедливо интегральное представление

𝜑𝜆,0,𝑝,𝑞(𝜚) =
1

√
𝜔2𝑛−1

∫︁ 𝜚

0

cos(𝜆𝑡)K𝑛,𝑝,𝑞(𝜚, 𝑡)𝑑𝑡, (34)

где K𝑛,𝑝,𝑞(𝜚, ·) ∈ 𝐿1[0, 𝜚]. При этом

K𝑛,𝑝,𝑝(𝜚, 𝑡) = 4𝑛+2𝑝−1√𝜔2𝑛−1
(𝜚2 − 𝑡2)𝑛+2𝑝−3/2

𝜚2𝑛+2𝑝−2

(︀
𝑘𝑛+2𝑝(𝑢, 𝑣)(4𝑢− 𝑣2)3/2−𝑛−2𝑝

)︀⃒⃒
𝑢=𝜚2/2, 𝑣=

√
2𝑡
,

где 𝑘𝑛+2𝑝(𝑢, 𝑣) определяется равенством (23).
Доказательство. В соответствии с предложением 6

𝜑𝜆,0,𝑝,𝑞(𝜚) =
1

𝜚𝑛+𝑏−2

∫︁ 𝜚

0

cos(
√︀
𝜆2 + 𝑞 − 𝑝 𝑡)(𝜚2 − 𝑡2)𝑏−3/2𝒦𝑛,𝑝,𝑞(𝜚, 𝑡)𝑑𝑡, (35)

где
𝒦𝑛,𝑝,𝑞(𝜚, 𝑡) = 4𝑏−1𝑘𝑏(𝑢, 𝑣)(4𝑢− 𝑣2)3/2−𝑏

⃒⃒
𝑢=𝜚2/2, 𝑣=

√
2𝑡
.

Осталось использовать (35), (24) и теорему Винера-Пэли для косинус-преобразования
Фурье. �

Замечание 2. Доказательство предложения 10 показывает, что функция K𝑛,𝑝,𝑞(𝜚, ·)
принадлежит 𝐿2[0, 𝜚] при 𝑏 > 1.

Используя (24) и [37, 6.13 (15),(26)], можно получить следующие оценки функций
𝜑𝜆,𝜂,𝑝,𝑞,𝑙 и их производных (см. [9, глава 12]).

Предложение 11. Пусть 0 < 𝑟 < 𝑅 < ∞ и 𝛼, 𝛽 ∈ Z𝑛+. Тогда при 𝜆 → ∞ имеют
место следующие оценки

sup
|𝑧|<𝑟

⃒⃒⃒⃒
𝜕|𝛼|+|𝛽|

𝜕𝑧𝛼𝜕𝑧𝛽
𝜑𝜆,𝜂,𝑝,𝑞,𝑙(𝑧)

⃒⃒⃒⃒
= 𝑂

(︀
|𝜆||𝛼|+|𝛽|−𝑝−𝑞𝑒𝑟|Im𝜆|

)︀
, (36)

sup
𝑟<|𝑧|<𝑅

⃒⃒⃒⃒
𝜕|𝛼|+|𝛽|

𝜕𝑧𝛼𝜕𝑧𝛽
𝜑𝜆,𝜂,𝑝,𝑞,𝑙(𝑧)

⃒⃒⃒⃒
= 𝑂

(︀
|𝜆||𝛼|+|𝛽|+1/2−𝑏𝑒𝑅|Im𝜆|)︀ ,

где константы в 𝑂 не зависят от 𝜆.
Приведем теперь некоторые важные свойства нулей функций 𝜑𝜆,0,𝑝,𝑞(𝑟) [9, глава 12].
Предложение 12. Для фиксированных 𝑝, 𝑞 ∈ Z+ и 𝑟 ∈ (0,+∞) справедливы следу-

ющие утверждения.
(i) Функция 𝜑𝜆,0,𝑝,𝑞(𝑟) имеет бесконечно много нулей 𝜆.
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(ii) Все нули 𝜑𝜆,0,𝑝,𝑞(𝑟) являются вещественными, простыми и расположены сим-
метрично относительно точки 𝜆 = 0.

(iii) Пусть 𝜆𝑙 = 𝜆𝑙(𝑝, 𝑞, 𝑟, 𝑛), 𝑙 ∈ N – последовательность всех положительных
нулей функции 𝜑𝜆,0,𝑝,𝑞(𝑟), занумерованная в порядке возрастания, и пусть 0 < 𝑎 6 𝑟 6
𝑏 < +∞. Тогда

𝑟𝜆𝑙 = 𝜋

(︂
2𝑏+ 1

4
+ 𝑙 + 𝑗(𝑝, 𝑞, 𝑟, 𝑛)

)︂
+

(︂
𝑟3

12
+ (𝑝− 𝑞)𝑟 − (2𝑏− 3)(2𝑏− 1)

4𝑟

)︂
1

2𝜆𝑙
+𝑂

(︂
1

𝜆3𝑙

)︂
,

где 𝑗(𝑝, 𝑞, 𝑟, 𝑛) ∈ Z не зависит от 𝑙, а константы в 𝑂 зависят только от 𝑝, 𝑞, 𝑛, 𝑎, 𝑏.
Обозначим 𝑁𝑝,𝑞(𝑟) = {𝜆 > 0 : 𝜑𝜆,0,𝑝,𝑞(𝑟) = 0}. Для 𝜆, 𝜇 ∈ 𝑁𝑝,𝑞(𝑟) определим

𝜂(𝜆, 𝜇) =

∫︁ 𝑟

0

𝜚2𝑛−1𝜑𝜆,0,𝑝,𝑞(𝜚)𝜑𝜇,0,𝑝,𝑞(𝜚)𝑑𝜚.

Лемма 1. Пусть 𝜆, 𝜇 ∈ 𝑁𝑝,𝑞(𝑟). Тогда 𝜂(𝜆, 𝜇) = 0, если 𝜆 ̸= 𝜇, и

𝜂(𝜆, 𝜆)𝜆2(𝑛+𝑝+𝑞) > 𝑐,

где 𝑐 > 0 не зависит от 𝜆.
Лемма 2. Пусть 𝑣 ∈ 𝐿[0, 𝑟] и∫︁ 𝑟

0

𝜚2𝑛−1𝑣(𝜚)𝜑𝜆,0,𝑝,𝑞(𝜚)𝑑𝜚 = 0

для всех 𝜆 ∈ 𝑁𝑝,𝑞(𝑟). Тогда 𝑓 = 0.
Далее, если 𝑢 ∈ 𝐿[0, 𝑟], 𝜆 ∈ 𝑁𝑝,𝑞(𝑟), положим

𝑐𝜆(𝑢) = (𝜂(𝜆, 𝜆))−1

∫︁ 𝑟

0

𝜚2𝑛−1𝑢(𝜚)𝜑𝜆,0,𝑝,𝑞(𝜚)𝑑𝜚.

Пусть также L𝑝,𝑞 – дифференциальный оператор, заданный равенством (20).
Предложение 13. Предположим, что при некотором 𝜁 > 1

2
(𝑝+ 𝑞+ 1) +𝑛функция

𝑢 удовлетворяет следующим условиям:
1) L𝑠𝑝,𝑞𝑢 ∈ 𝐶2[0, 𝑟], если 𝑠 = 0, 1, . . . , 𝜁 − 1, и L𝜁𝑝,𝑞𝑢 ∈ 𝐶[0, 𝑟];
2)
(︀
L𝑠𝑝,𝑞𝑢

)︀
(𝑟) = 0, 𝑠 = 0, 1, . . . , 𝜁 − 1.

Тогда 𝑐𝜆(𝑢) = 𝑂
(︀
𝜆−2𝜁+2𝑛+𝑝+𝑞

)︀
при 𝜆→ +∞ и справедливо разложение

𝑢(𝜚) =
∑︁

𝜆∈𝑁𝑝,𝑞(𝑟)

𝑐𝜆(𝑢)𝜑𝜆,0,𝑝,𝑞(𝜚), 𝜚 ∈ [0, 𝑟],

в котором ряд сходится в 𝐶𝑠[0, 𝑟] при 𝑠 < 𝜁 − 𝑛− 1
2
(𝑝+ 𝑞 + 1).

Для 𝑗 ∈ Z+ положим
𝜆𝑗 =

√︀
2𝑝+ 𝑛+ 2𝑗, (37)

𝜇𝑗 =
21−𝑛−𝑝−𝑞

𝜔2𝑛−1(𝑛+ 𝑝+ 𝑞 − 1)!

(︂
𝑛+ 𝑝+ 𝑞 + 𝑗 − 1

𝑛+ 𝑝+ 𝑞 − 1

)︂
. (38)

В терминах многочленов Лагерра 𝐿𝛼𝑗 (см. [37, 6.9 (36)]) имеем(︂
𝑛+ 𝑝+ 𝑞 + 𝑗 − 1

𝑛+ 𝑝+ 𝑞 − 1

)︂
𝜑𝜆𝑗 ,0,𝑝,𝑞(𝜚) = 𝜚𝑝+𝑞𝑒−𝜚

2/4𝐿𝑛+𝑝+𝑞−1
𝑗 (𝜚2/2).
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Предложение 14. Система функций {𝜑𝜆𝑗 ,0,𝑝,𝑞,𝑙}∞𝑗=0 образует ортогональный базис
в 𝐿2

𝑝,𝑞,𝑙(C𝑛). Кроме того, ∫︁
C𝑛

|𝜑𝜆𝑗 ,0,𝑝,𝑞,𝑙(𝑧)|2𝑑𝑚𝑛(𝑧) =
1

𝜇𝑗
.

Доказательство. Пусть 𝑔 ∈ 𝐿2((0,+∞), 𝑡𝑛+𝑝+𝑞−1𝑒−𝑡𝑑𝑡) и
𝐺(𝑧) = 𝜚𝑝+𝑞𝑒−𝜚

2/4𝑔(𝜚2/2)𝑆𝑝,𝑞𝑙 (𝜎). Тогда∫︁
C𝑛

|𝐺(𝑧)|2𝑑𝑚𝑛(𝑧) =

∫︁ ∞

0

∫︁
S2𝑛−1

𝜚2(𝑛+𝑝+𝑞)−1𝑒−𝜚
2/2|𝑔(𝜚2/2)|2·

|𝑆𝑝,𝑞𝑙 (𝜎)|2𝑑𝜚𝑑𝜔(𝜎) = 2𝑛+𝑝+𝑞−1

∫︁ ∞

0

𝑡𝑛+𝑝+𝑞−1𝑒−𝑡|𝑔(𝑡)|2𝑑𝑡.

Поэтому отображение 𝑔 → 𝐺 является изоморфизмом 𝐿2((0,+∞), (2𝑡)𝑛+𝑝+𝑞−1𝑒−𝑡𝑑𝑡) на
пространство 𝐿2

𝑝,𝑞,𝑙(C𝑛). Так как полиномы 𝐿𝛼𝑗 (𝑗 ∈ Z+) образуют ортогональный базис в
𝐿2((0,+∞), 𝑡𝛼𝑒−𝑡𝑑𝑡) и ∫︁ ∞

0

𝑡𝛼𝑒−𝑡(𝐿𝛼𝑗 (𝑡))2𝑑𝑡 =
Γ(𝛼 + 𝑗 + 1)

𝑗!

(см. [37, 10.12 (2)]), получаем требуемое. �
7. Преобразование ℱ𝑝,𝑞

𝑙

Пусть 𝑝, 𝑞 ∈ Z+, 𝑙 ∈ {1, ..., 𝑑(𝑛, 𝑝, 𝑞)}. Для любого 𝑓 ∈ ℰ ′

𝑝,𝑞,𝑙(C𝑛) положим

ℱ𝑝,𝑞
𝑙 (𝑓)(𝜆) = ⟨𝑓, 𝜑𝜆,0,𝑝,𝑞,𝑙⟩ =

√
𝜔2𝑛−1 ⟨𝑓, 𝜑𝜆,0,𝑝,𝑞(𝜚)𝑆𝑝,𝑞𝑙 (𝜎) ⟩, 𝜆 ∈ C. (39)

Согласно (27), ℱ𝑝,𝑞
𝑙 (𝑓) является четной целой функцией по 𝜆. Если 𝑓 ∈ ℰ ′

♮(C𝑛), то будем
писать ̃︀𝑓(𝜆) вместо ℱ0,0

1 (𝑓)(𝜆), т.е.,

̃︀𝑓(𝜆) = ⟨𝑓, 𝜑𝜆,0,0,0,1⟩.

Перечислим основные свойства преобразования ℱ𝑝,𝑞
𝑙 (см. [27], [28]).

Предложение 15. Пусть 𝑇 ∈ ℰ ′

♮(C𝑛). Предположим, что 𝑅 ∈ (𝑟(𝑇 ),+∞], 𝑓 ∈
𝒟′

(𝐵𝑅) и L𝑓 = 𝜆2𝑓 при некотором 𝜆 ∈ C. Тогда

𝑓 ⋆ 𝑇 = ̃︀𝑇 (𝜆)𝑓 в шаре 𝐵𝑅−𝑟(𝑇 ). (40)

Предложение 16. Если 𝑓 ∈ ℰ ′

𝑝,𝑞,𝑙(C𝑛) и 𝑇 ∈ ℰ ′

♮(C𝑛), то

ℱ𝑝,𝑞
𝑙 (𝑓 ⋆ 𝑇 )(𝜆) = ℱ𝑝,𝑞

𝑙 (𝑓)(𝜆)̃︀𝑇 (𝜆). (41)

Доказательство. Из (32) и (40) имеем⟨︀
𝑓 ⋆ 𝑇, 𝜑𝜆,0,𝑝,𝑞,𝑙

⟩︀
=
⟨
𝑓, 𝜑𝜆,0,𝑝,𝑞,𝑙 ⋆ 𝑇

⟩
=

⟨
𝑓, ̃︀𝑇 (︀𝜆)︀𝜑𝜆,0,𝑝,𝑞,𝑙⟩ = ̃︀𝑇 (𝜆)

⟨︀
𝑓, 𝜑𝜆,0,𝑝,𝑞,𝑙

⟩︀
,

что доказывает (41) (см. (39)). �

Предложение 17. Преобразование ℱ𝑝,𝑞
𝑙 является инъективным на ℰ ′

𝑝,𝑞,𝑙(C𝑛).
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Предложение 18. (i) Пусть 𝑓 ∈ (𝐶𝑠 ∩ ℰ ′
𝑝,𝑞,𝑙)(C𝑛) при некотором 𝑠 ∈ Z+. Тогда

|ℱ𝑝,𝑞
𝑙 (𝑓)(𝜆)| 6 𝑐

𝑒𝑟(𝑓)|Im𝜆|

(1 + |𝜆|)𝑠+𝑝+𝑞
, 𝜆 ∈ C,

где константа 𝑐 не зависит от 𝜆.
(ii) Пусть 𝑓 ∈ ℰ ′

𝑝,𝑞,𝑙(C𝑛), 𝑠 ∈ Z+. Предположим, что ℱ𝑝,𝑞
𝑙 (𝑓)(𝜆𝑗) = 𝑂(𝑗−𝑛−

𝑝+𝑞+𝑠
2

−1)
при 𝑗 → +∞, где 𝜆𝑗 определяется равенством (37). Тогда 𝑓 ∈ 𝐶𝑠(C𝑛).

Доказательство. (i) Согласно (39),

ℱ𝑝,𝑞
𝑙 (𝑓)(𝜆) =

√
𝜔2𝑛−1

∫︁ ∞

0

𝜚2𝑛−1𝑓𝑝,𝑞,𝑙(𝜚)𝜑𝜆,0,𝑝,𝑞(𝜚)𝑑𝜚. (42)

Для функции 𝜑𝜆,0,𝑝,𝑞 мы имеем формулы дифференцирования (28)–(31). Поэтому повтор-
ное интегрирование по частям в (42) дает

ℱ𝑝,𝑞
𝑙 (𝑓)(𝜆) = 𝜅

∫︁ 𝑟(𝑓)

0

𝜚2𝑛−1
(︁
𝑑
𝑠−2[𝑠/2]
2 (𝑑1𝑑2)

[𝑠/2]𝑓𝑝,𝑞,𝑙

)︁
(𝜚)𝜑𝜆,0,𝑝+𝑠−2[𝑠/2],𝑞(𝜚)𝑑𝜚,

где𝑑1 = 𝐷1(1−2𝑛−𝑝−𝑞),𝑑2 = 𝐷2(𝑝+𝑞),𝜅 =
√
𝜔2𝑛−1(2𝑝+𝑛−𝜆2)−[𝑠/2](−2(𝑛+ 𝑝+ 𝑞))−𝑠+2[𝑠/2].

Теперь (i) следует из (36). Утверждение (ii) доказывается непосредственно с помощью
предложения 14, (39) и (36). �

Для 𝑟 ∈ [0,+∞) положим 𝐵𝑟 = {𝑧 ∈ C𝑛 : |𝑧| ≤ 𝑟}. Следующее утверждение
является аналогом теоремы Винера-Пэли для ℱ𝑝,𝑞

𝑙 .
Теорема 1. (i) Пусть 𝑓 ∈ ℰ ′

𝑝,𝑞,𝑙(C𝑛) и supp 𝑓 ⊂ 𝐵𝑟. Тогда

|ℱ𝑝,𝑞
𝑙 (𝑓)(𝜆)| 6 𝑐1(1 + |𝜆|)𝑐2𝑒𝑟|Im𝜆| для всех 𝜆 ∈ C, (43)

где 𝑐1, 𝑐2 > 0 не зависят от 𝜆. Обратно, для каждой четной целой функции 𝑤(𝜆),
удовлетворяющей оценке вида (43), существует распределение 𝑓 ∈ ℰ ′

𝑝,𝑞,𝑙(C𝑛), такое
что

supp 𝑓 ⊂ 𝐵𝑟 и ℱ𝑝,𝑞
𝑙 (𝑓) = 𝑤. (44)

(ii) Если 𝑓 ∈ 𝒟𝑝,𝑞,𝑙(C𝑛) и supp 𝑓 ⊂ 𝐵𝑟, то для любого 𝑁 ∈ Z+ существует
константа 𝑐𝑁 > 0, такая что

|ℱ𝑝,𝑞
𝑙 (𝑓)(𝜆)| 6 𝑐𝑁(1 + |𝜆|)−𝑁𝑒𝑟|Im𝜆|, 𝜆 ∈ C. (45)

Обратно, для каждой четной целой функции 𝑤(𝜆), удовлетворяющей оценке вида (45)
для всех 𝑁 ∈ Z+, существует функция 𝑓 ∈ 𝒟𝑝,𝑞,𝑙(C𝑛), такая что выполнены усло-
вия (44).

Следствие 1. Пусть 𝑟 > 0, 𝑢 ∈ 𝐿[0, 𝑟] и∫︁ 𝜚

0

𝑢(𝑡)K𝑛,𝑝,𝑞(𝜚, 𝑡)𝑑𝑡 = 0

для почти всех 𝜚 ∈ (0, 𝑟), где K𝑛,𝑝,𝑞(𝜚, 𝑡) определено в (34). Тогда 𝑢 = 0.
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Доказательство. Пусть 𝜓 ∈ 𝒟♮(−𝑟, 𝑟). По теореме Винера-Пэли и теореме 1 су-
ществует функция ℎ ∈ 𝒟𝑝,𝑞,1(C𝑛) с носителем в𝐵𝑟, такая что ̂︀𝜓 = ℱ𝑝,𝑞

1 (ℎ). Используя (34)
и (39), из этого равенства находим

𝜓(𝑡) =
1

2

∫︁ 𝑟

𝑡

𝜚2𝑛−1ℎ𝑝,𝑞,1(𝜚)K𝑛,𝑝,𝑞(𝜚, 𝑡)𝑑𝜚, 𝑡 ∈ (0, 𝑟).

Тогда по условию получаем ∫︁ 𝑟

0

𝑢(𝑡)𝜓(𝑡)𝑑𝑡 = 0.

Поскольку функция 𝜓 выше выбиралась произвольно, 𝑢 является нулевой на [0, 𝑟]. �

Замечание 3. Из теоремы 1 (i) и предложений 18 и 16 имеем:
(i) если 𝑓 ∈ ℰ ′

𝑝,𝑞,𝑙(C𝑛), то

ℱ𝑝,𝑞
𝑙 (𝑓)(𝜆) = 𝑂

(︀
(1 + |𝜆|)ord𝑓−𝑝−𝑞𝑒𝑟(𝑓)|Im𝜆|

)︀
, 𝜆 ∈ C,

где ord𝑓 – порядок распределения 𝑓 ;
(ii) для распределения 𝑓 ∈ ℰ ′

𝑝,𝑞,𝑙(C𝑛), удовлетворяющего (43), выполнена оценка

ord𝑓 6 max

{︂
0, 2

[︂
𝑐2 + 2𝑛+ 𝑝+ 𝑞 + 4

2

]︂}︂
.

Используя теорему 1 и теорему Винера-Пэли для R1 заключаем, что отображение
Λ𝑝,𝑞,𝑙 : conj (ℰ ′

𝑝,𝑞,𝑙(C𝑛)) → ℰ ′
♮(R1), заданное равенствами

̂Λ𝑝,𝑞,𝑙(𝑇 )(𝜆) = ℱ𝑝,𝑞
𝑙 (𝑇 )(𝜆) = ⟨𝑇, 𝜑𝜆,0,𝑝,𝑞,𝑙⟩, 𝜆 ∈ C,

является биекцией и 𝑟(Λ𝑝,𝑞,𝑙(𝑇 )) = 𝑟(𝑇 ). Кроме того, ord Λ𝑝,𝑞,𝑙(𝑇 ) 6 max{0, ord𝑇 − 𝑝 −
𝑞 + 2}. В случае 𝑝 = 𝑞 = 0, 𝑙 = 1 будем писать Λ вместо Λ0,0,1.

Предложение 19. Пусть 𝑓 ∈ (ℰ ′

𝑝,𝑞,𝑙 ∩ 𝐶𝑠)(C𝑛) при некотором 𝑠 > 2𝑛+ 2. Тогда

𝜇𝑗ℱ𝑝,𝑞
𝑙 (𝑓)(𝜆𝑗) = 𝑂

(︁
𝑗

1
2
(2𝑛+𝑝+𝑞−2−𝑠)

)︁
при 𝑗 → +∞ (46)

и

𝑓(𝑧) =
∞∑︁
𝑗=0

𝜇𝑗ℱ𝑝,𝑞
𝑙 (𝑓)(𝜆𝑗)𝜑𝜆𝑗 ,0,𝑝,𝑞,𝑙(𝑧), 𝑧 ∈ C𝑛, (47)

где 𝜆𝑗 и 𝜇𝑗 определены в (37), (38).
Доказательство. Оценка (46) следует из предложения 18 (i). Соотношение (47)

является частным случаем разложения по многочленам Лагерра (см. предложения 11 и
14). �

8. Трансмутационные отображения, связанные с разложением по многочленам
Лагерра

Пусть 𝑝, 𝑞 ∈ Z+, 𝑙 ∈ {1, . . . , 𝑑(𝑛, 𝑝, 𝑞)}, 𝑅 ∈ (0,+∞], 𝑓 ∈ 𝒟′
𝑝,𝑞,𝑙 (𝐵𝑅). Для 𝜓 ∈

𝒟(−𝑅,𝑅) выберем 𝜂 ∈ 𝒟♮(𝐵𝑅) так, что 𝜂 = 1 в 𝐵𝑟(𝜓)+𝜀 при некотором 𝜀 ∈ (0, 𝑅 − 𝑟(𝜓)).
Положим

⟨A𝑝,𝑞,𝑙(𝑓), 𝜓⟩ =
∞∑︁
𝑗=0

𝜇𝑗 (ℱ𝑝,𝑞
𝑙 (𝑓𝜂)) (𝜆𝑗)

∫︁ 𝑅

−𝑅
𝜓(𝑡) cos(𝜆𝑗𝑡)𝑑𝑡 (48)
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(см. (37) и (38)). Можно показать, что A𝑝,𝑞,𝑙(𝑓) корректно определено с помощью (48) как
распределение в 𝒟′

♮(−𝑅,𝑅) и A𝑝,𝑞,𝑙(𝑓 |𝐵𝑟) = A𝑝,𝑞,𝑙(𝑓)|(−𝑟,𝑟) для любого 𝑟 ∈ (0, 𝑅]. Кроме
того, имеет место следующий результат (см. [9, глава 12]).

Теорема 2. При 𝑅 ∈ (0,+∞], 𝑁 ∈ Z+ и 𝜈 = 2 + 2𝑛 + 𝑝 + 𝑞 + 𝑁 справедливы
следующие утверждения.

(i) Пусть 𝑓 ∈ 𝒟′
𝑝,𝑞,𝑙 (𝐵𝑅) , 𝑟 ∈ (0, 𝑅]. Тогда 𝑓 = 0 в 𝐵𝑟 в том и только том случае,

когда A𝑝,𝑞,𝑙(𝑓) = 0 на (−𝑟, 𝑟).
(ii) Если 𝑓 ∈ 𝐶𝜈

𝑝,𝑞,𝑙 (𝐵𝑅) , то A𝑝,𝑞,𝑙(𝑓) ∈ 𝐶𝑁
♮ (−𝑅,𝑅). Кроме того,

𝑓𝑝,𝑞,𝑙(𝜚) =

∫︁ 𝜚

0

(A𝑝,𝑞,𝑙𝑓) (𝑡)K𝑛,𝑝,𝑞(𝜚, 𝑡)𝑑𝑡, 0 < 𝜚 < 𝑅,

где K𝑛,𝑝,𝑞(𝜚, 𝑡) задается равенством (34), и

A𝑝,𝑞,𝑙(𝑓)(0) =
1

√
𝜔2𝑛−1

lim
𝜚→0

𝑓𝑝,𝑞,𝑙(𝜚)𝜚−𝑝−𝑞.

(iii) Отображение A𝑝,𝑞,𝑙 является непрерывным из 𝒟′
𝑝,𝑞,𝑙 (𝐵𝑅) в 𝒟′

♮(−𝑅,𝑅) и из
𝐶𝜈
𝑝,𝑞,𝑙 (𝐵𝑅) в 𝐶𝑁

♮ (−𝑅,𝑅).
(iv) Пусть 𝑓 – распределение в 𝒟′

𝑝,𝑞,𝑙 (𝐵𝑅) порядка N. Тогда A𝑝,𝑞,𝑙(𝑓) имеет порядок
не выше 𝜈.

(v) Предположим, что уфункции 𝑓 ∈ 𝐶𝜈
𝑝,𝑞,𝑙 (𝐵𝑅) все производные порядка не выше 𝜈

в нуле равны нулю. Тогда
𝑑𝑠

𝑑𝑡𝑠
(A𝑝,𝑞,𝑙𝑓) |𝑡=0 = 0

для 𝑠 = 0, . . . , 𝑁 .
(vi) При 𝜆 ∈ C, 𝜇 ∈ Z+ имеет место равенство

A𝑝,𝑞,𝑙 (𝜑𝜆,𝜇,𝑝,𝑞,𝑙) = 𝑢𝜆,𝜇, где 𝑢𝜆,𝜇(𝑡) =

{︂
(𝑖𝑡)𝜇𝑒𝑖𝜆𝑡+(−𝑖𝑡)𝜇𝑒−𝑖𝜆𝑡

2
, 𝜆 ̸= 0

(−1)𝜇𝑡2𝜇, 𝜆 = 0.

(vii) Пусть 𝑇 ∈ conj (ℰ ′
𝑝,𝑞,𝑙(C𝑛)), 𝑟(𝑇 ) < 𝑅 и 𝐹 ∈ 𝐶𝑠

𝑝,𝑞,𝑙(𝐵𝑅) при 𝑠 = max{2𝑛 + 𝑝 +
𝑞 + 2,
ord 𝑇 + 2𝑛+ 4}. Тогда ⟨𝑇, 𝑓⟩ = ⟨Λ𝑝,𝑞,𝑙(𝑇 ),A𝑝,𝑞,𝑙(𝑓)⟩.

(viii) Пусть 𝑓 ∈ 𝒟′
𝑝,𝑞,𝑙(𝐵𝑅), 𝑇 ∈ ℰ ′

♮(C𝑛) и 𝑟(𝑇 ) < 𝑅. Тогда на (𝑟(𝑇 ) − 𝑅,𝑅 − 𝑟(𝑇 ))
выполнено соотношение

A𝑝,𝑞,𝑙(𝑓 ⋆ 𝑇 ) = A𝑝,𝑞,𝑙(𝑓) * Λ(𝑇 ).

Замечание 4. Если 𝑓 ∈ 𝐶𝜈
𝑝,𝑞,𝑙(𝐵𝑅), 𝑟 ∈ (0,+∞), положимA𝑝,𝑞,𝑙(𝑓) = A(𝑝,𝑞),𝑙(𝑓1)|[−𝑟,𝑟],

где 𝑓1 – продолжение 𝑓 наC𝑛, принадлежащее𝐶𝜈
𝑝,𝑞,𝑙(C𝑛). В силу теоремы 3 (i) (ii) A𝑝,𝑞,𝑙(𝑓)

не зависит от выбора 𝑓1 и A𝑝,𝑞,𝑙(𝑓) ∈ 𝐶𝑁
♮ [−𝑟, 𝑟].

Теорема 3. Пусть 𝑟 ∈ (0,+∞). Тогда существует константа 𝑐 > 0, такая что

∫︁ 𝑟

−𝑟

⃒⃒⃒
(A𝑝,𝑞,𝑙(𝑓))(𝑀)(𝑡)

⃒⃒⃒
𝑑𝑡 6 𝑐

𝑛+2+[ 𝑝+𝑞
2

]∑︁
𝑖=0

∫︁
𝐵𝑅

⃒⃒⃒
L[𝑀+1

2
]+𝑖𝑓(𝑧)

⃒⃒⃒
𝑑𝑚𝑛(𝑧)

для всех𝑀 ∈ Z+ и 𝑓 ∈ 𝐶𝑠
𝑝,𝑞,𝑙(𝐵𝑅), где 𝑠 = 2

(︀
𝑀 − [𝑀/2] + 2𝑛+ 4 + [𝑝+𝑞

2
]
)︀
.
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Относительно других аспектов теории трансмутационных операторов см. [4], [9],
[39] и библиографию к этим работам.

9. Сферические средние на группах Гейзенберга
Пусть, как и выше, 𝐻𝑛 = C𝑛 × R – группа Гейзенберга, Γ = {(0, 2𝜋𝑘) : 𝑘 ∈ Z},

𝐻𝑛
red = 𝐻𝑛/Γ – редуцированная группа Гейзенберга. Обозначим через 𝜇𝑟 нормированную

поверхностную меру на сфере {(𝑤, 0) : |𝑤| = 𝑟}. В работе [13] был получен следующий
результат.

Теорема 4. Пусть 𝑓 – непрерывная функция на 𝐻𝑛
red медленного роста и

𝑓 ⋆ 𝜇𝑟1 = 𝑓 ⋆ 𝜇𝑟2 = 0 (49)

для некоторых фиксированных 𝑟1, 𝑟2 > 0, удовлетворяющих следующим условиям:
(i) (𝑟1/𝑟2)

2 не является отношением нулей многочленов Лагерра 𝐿𝑛−1
𝑘 (𝑥) для лю-

бого 𝑘;
(ii) 𝑟1/𝑟2 не является отношением нулей функции Бесселя 𝐽𝑛−1(𝑥).
Тогда 𝑓 = 0.
Подобный результат для ограниченных непрерывных функций на группе 𝐻𝑛 содер-

жится в [40]. Отметим, что методы из [13] основаны на спектральной теории лапласиана
Гейзенберга-Кона и оператора 𝑖 𝜕

𝜕𝑡
, развитой Р. Стрихарцем. В работе [40] применяются

теоремы тауберова типа. Используя свойства трансмутационных операторов A𝑝,𝑞,𝑙, можно
снять условие на рост функции 𝑓 в теореме 4, и, более того, получить локальный аналог
сформулированного результата (см. [29], [30] и теорему 7 ниже).

Для 𝑅 > 0 положим

𝐶𝑅 = {{(𝑧, 𝑡+ 2𝜋𝑘) : 𝑘 ∈ Z} ∈ 𝐻𝑛
red : 𝑧 ∈ 𝐵𝑅, 0 6 𝑡 < 2𝜋} ,

где 𝐵𝑅 =
{︁
𝑧 ∈ C𝑛 : |𝑧| =

√︀
⟨𝑧, 𝑧⟩ < 𝑅

}︁
. Отождествим функции на 𝐶𝑅 с 2𝜋 – периоди-

ческими по переменной 𝑡 функциями на 𝐵𝑅 × R. Будем писать 𝑓 ∈ 𝐿1,loc(𝐶𝑅), если при
любом 𝑟 ∈ (0, 𝑅) ∫︁ 2𝜋

0

∫︁
𝐵𝑟

|𝑓(𝑧, 𝑡)|𝑑𝑚(𝑧)𝑑𝑡 <∞.

Сферическое среднее функции 𝑓 ∈ 𝐿1,loc(𝐶𝑅) определяется равенством

(𝑓 * 𝜇𝑟)(𝑧, 𝑡) =

∫︁
|𝑤|=𝑟

𝑓

(︂
𝑧 − 𝑤, 𝑡− 1

2
Im⟨𝑧, 𝑤⟩

)︂
𝑑𝜇𝑟(𝑤).

Отметим, что эта свертка существует при почти всех (𝑧, 𝑡) ∈ 𝐵𝑅−𝑟×R и для любого 𝑘 ∈ Z

1

2𝜋

∫︁ 2𝜋

0

(𝑓 * 𝜇𝑟)(𝑧, 𝑡)𝑒−𝑖𝑘𝑡𝑑𝑡 =

∫︁
|𝑤|=𝑟

𝑓𝑘(𝑧 − 𝑤)𝑒−
𝑖𝑘
2
Im⟨𝑧,𝑤⟩𝑑𝜇𝑟(𝑤), 𝑧 ∈ 𝐵𝑅−𝑟, (50)

где

𝑓𝑘(𝑧) =
1

2𝜋

∫︁ 2𝜋

0

𝑓(𝑧, 𝑡)𝑒−𝑖𝑘𝑡𝑑𝑡, 𝑧 ∈ 𝐵𝑅.

Обозначим H𝑟(𝐶𝑅), 0 < 𝑟 < 𝑅, – множество функций 𝑓 ∈ 𝐿1,loc(𝐶𝑅), удовлетворяющих
уравнению

(𝑓 * 𝜇𝑟)(𝑧, 𝑡) = 0, (𝑧, 𝑡) ∈ 𝐵𝑅−𝑟 × R.
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Для целого 𝑠 > 0 (или для 𝑠 = ∞) положим

H𝑠
𝑟(𝐶𝑅) = H𝑟(𝐶𝑅) ∩ 𝐶𝑠(𝐶𝑅), H𝑠

𝑟1,𝑟2
(𝐶𝑅) = H𝑟1,𝑟2(𝐶𝑅) ∩ 𝐶𝑠(𝐶𝑅),

где H𝑟1,𝑟2(𝐶𝑅) = H𝑟1(𝐶𝑅) ∩ H𝑟2(𝐶𝑅).
Пусть Υ – последовательность всех положительных нулей функции Бесселя 𝐽𝑛−1,

занумерованная в порядке возрастания, 𝐸 – множество чисел вида 𝛼/𝛽, где 𝛼, 𝛽 ∈ Υ.
Число 𝜏 > 0 хорошо приближается элементами 𝐸, если для любого 𝑐 > 0 существуют
𝛼, 𝛽 ∈ Υ, такие что

|𝜏 − 𝛼/𝛽| < (1 + 𝛽)−𝑐.

Положим
𝒩0 = {(𝑟1, 𝑟2) : 𝑟1/𝑟2 /∈ 𝐸} , Ω0 = {(𝑟1, 𝑟2) : 𝑟1/𝑟2 ∈ 𝐴} ,

где 𝐴 – множество чисел, которые хорошо приближаются элементами 𝐸. Пусть 𝑟 > 0 –
фиксировано, 𝑁(𝑟) – возрастающая последовательность всех положительных корней 𝜆
уравнения 1𝐹1 (−𝜆;𝑛; 𝑟2/2) = 0 (см. предложение 12). Для 𝑘 = 1, 2, . . . положим

𝒩𝑘 =
{︁

(𝑟1, 𝑟2) : 𝑁(
√
𝑘𝑟1) ∩𝑁(

√
𝑘𝑟2) = ∅

}︁
.

Обозначим Ω𝑘 – множество пар (𝑟1, 𝑟2), для которых выполнено следующее условие: при
любом 𝑐 > 0 существует 𝜆 ∈ 𝑁(

√
𝑘𝑟1), такое что

|1𝐹1

(︀
−𝜆;𝑛; 𝑘𝑟22/2

)︀
| < (1 + 𝜆)−𝑐.

Теорема 5. Пусть 0 < 𝑟 < 𝑅. Тогда:
1) если 𝑓 ∈ H𝑠

𝑟(𝐶𝑅) и 𝑓 = 0 в 𝐶𝑟, то (𝑓𝑘)𝑝,𝑞,𝑙(𝜌) = 0 в 𝐵𝑅 при любых 𝑘 ∈ Z,
0 6 𝑝+ 𝑞 6 𝑠+ 3 и 1 6 𝑙 6 𝑑(𝑛, 𝑝, 𝑞);

2) если 𝑓 ∈ H∞
𝑟 (𝐶𝑅) и 𝑓 = 0 в 𝐶𝑟, то 𝑓 = 0 в 𝐶𝑅;

3) для любого целого 𝑠 > 0 существует ненулевая 𝑓 ∈ H𝑠
𝑟(𝐶𝑅) такая, что 𝑓 = 0 в

𝐶𝑟;
4) для любого 𝜀 ∈ (0, 𝑟) существует ненулевая функция 𝑓 ∈ H∞

𝑟 (𝐶𝑅) такая, что
𝑓 = 0 в 𝐶𝑟−𝜀.

Доказательство. При 𝑘 > 0 равенство∫︁
|𝑤|=𝑟

𝑓𝑘(𝑧 − 𝑤)𝑒−
𝑖𝑘
2
Im⟨𝑧,𝑤⟩𝑑𝜇𝑟(𝑤) = 0, 𝑧 ∈ 𝐵𝑅−𝑟 (51)

означает, что
𝑓𝑘(

𝑧√
𝑘

) ⋆ 𝜇√
𝑘𝑟 = 0

в 𝐵√
𝑘𝑅−

√
𝑘𝑟. При 𝑘 < 0 равенство (51) означает, что

𝑓𝑘(
𝑧√
−𝑘

) ⋆ 𝜇√
−𝑘𝑟 = 0

в 𝐵√
−𝑘𝑅−

√
−𝑘𝑟. Наконец, при 𝑘 = 0 соотношение (51) равносильно обычному уравнению

свертки в C𝑛. Используя теперь (50), теорему 2 (i) (viii) и теорему единственности для
уравнения свертки в R𝑚 (см. [8, часть 3, теоремы 1.1, 2.1]), получаем второе утверждение
в теореме 5. Доказательства остальных утверждений содержатся в [9, глава 17]. �

Волчков В. В., Волчков Вит. В. 27

http://www.donnu.ru
http://www.donnu.ru/vestnikA


ISSN 2415–7058. Вестник ДонНУ. Сер. А: Естественные науки. – 2020. –№ 2

Используя свойство волнового уравнения, М. Аграновский и Е. Нараянан [41] полу-
чили другое доказательство второго утверждения теоремы 5. Однако их подход, в отличие
от приведенного выше, не работает в случае общего искаженного уравнения свертки.

Отметим также, что аналог второго утверждения теоремы 5 для функций класса
𝐶∞(R3) с нулевыми интегралами по всем сферам фиксированного радиуса получен Ф. Йо-
ном (см. [10]). Ряд далеко идущих обобщений и уточнений теоремы Йона содержатся в [4]
и [9].

В следующей теореме 𝑘𝑓 = 𝑓𝑘, если 𝑘 6 0 и 𝑘𝑓 = 𝑓𝑘, если 𝑘 > 0.
Теорема 6. Пусть 𝑓 ∈ 𝐶∞(𝐶𝑅). Тогда для того, чтобы 𝑓 ∈ H𝑟(𝐶𝑅), необходимо и

достаточно, чтобы при всех 𝑘 ∈ Z, 𝑝, 𝑞 > 0, 1 6 𝑙 6 𝑑(𝑛, 𝑝, 𝑞) имели место равенства

(𝑘𝑓)𝑝,𝑞,𝑙(𝜌)

𝜌𝑝+𝑞
𝑒

𝜌2|𝑘|
4 =

∑︁
𝜆∈𝑁

(︁√
|𝑘|𝑟

)︁ 𝑐𝜆,𝑘,𝑝,𝑞,𝑙 1𝐹1

(︂
𝑝− 𝜆;𝑛+ 𝑝+ 𝑞;

𝜌2|𝑘|
2

)︂
, 𝑘 ̸= 0,

(𝑓0)𝑝,𝑞,𝑙(𝜌) = 𝜌1−𝑛
∑︁
𝜆∈Λ

𝑐𝜆,0,𝑝,𝑞,𝑙𝐽𝑛+𝑝+𝑞−1

(︂
𝜆𝜌

𝑟

)︂
, 𝑘 = 0,

где 𝑐𝜆,𝑘,𝑝,𝑞,𝑙 ∈ C и 𝑐𝜆,𝑘,𝑝,𝑞,𝑙 = 𝑂 (𝜆−𝑐) при 𝜆→ +∞ для любого фиксированного 𝑐 > 0.

Доказательство.Достаточно применить рассуждения из предыдущей теоремы и
описание функций с нулевыми сферическими средними вR2𝑛 (см. [8, часть 2, лемма 1.21]).
� Положим 𝒩 =

∞⋂︀
𝑘=0

𝒩𝑘, Ω =
∞⋂︀
𝑘=0

Ω𝑘.

Теорема 7. Пусть 0 < 𝑟1 < 𝑟2 < 𝑅. Тогда:
1) если 𝑟1 + 𝑟2 < 𝑅, (𝑟1, 𝑟2) ∈ 𝒩 и 𝑓 ∈ H𝑟1,𝑟2(𝐶𝑅), то 𝑓 = 0;
2) если 𝑟1 + 𝑟2 = 𝑅, (𝑟1, 𝑟2) ∈ 𝒩 и 𝑓 ∈ H∞

𝑟1,𝑟2
(𝐶𝑅), то 𝑓 = 0;

3) если 𝑟1 + 𝑟2 = 𝑅, (𝑟1, 𝑟2) ∈ 𝒩 ∩ Ω и 𝑓 ∈ H𝑟1,𝑟2(𝐶𝑅), то 𝑓 = 0;
4) если 𝑟1 + 𝑟2 = 𝑅, (𝑟1, 𝑟2) /∈ Ω, то для любого целого 𝑠 > 0 существует ненулевая

функция 𝑓 ∈ H𝑠
𝑟1,𝑟2

(𝐶𝑅);
5) если 𝑟1 + 𝑟2 > 𝑅, то существует ненулевая функция 𝑓 ∈ H∞

𝑟1,𝑟2
(𝐶𝑅);

6) если (𝑟1, 𝑟2) /∈ 𝒩 , то существует ненулевая вещественно аналитическая функ-
ция 𝑓 ∈ H𝑟1,𝑟2 (𝐻𝑛

red).

Доказательство. Как и выше, доказательство теоремы сводится к доказатель-
ству подобного результата для искаженной свертки наC𝑛 и функций с нулевыми сфериче-
скими средними вR2𝑛.Используя [8, часть 3, раделы 1.6, 1.7, 4.2], теорему 2 и рассуждения
из теоремы 5, мы приходим к требуемому результату. �

10. Характеризация голоморфных функций в терминах искаженных сфериче-
ских средних

Характеризация голоморфных функций в терминах различных интегральных усло-
вий изучалась многими авторами. В ряде работ последних десятилетий рассматривался
случай, когда контуры интегрирования в интегральном условии конгруэнтны (относитель-
но некоторой группы) одному или нескольким фиксированным контурам. Классическая
формула Грина показывает, что указанные варианты теоремы Мореры тесно связаны с
известным преобразованием Помпейю, которое было предметом активных исследований,
начиная с семидесятых годов двадцатого века (см. [4]– [9] и имеющуюся там библиогра-
фию).
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Здесь мы рассмотрим свойства функций, удовлетворяющих взвешенным условиям
типа Мореры вида ∫︁

|𝑤|=𝑟
𝑓(𝑧 − 𝑤)𝑒

𝑖
2
Im(𝑧𝑤)𝑑𝑤 = 0, (52)

где 𝑟 является фиксированным числом или принадлежит заданному двухэлементному
множеству. Интерес к уравнению (52) обусловлен тем, что оно тесно связано с 𝐶𝑅-
функциями на группе Гейзенберга𝐻1. Напомним, что последние определяются как реше-
ния уравнения (︂

𝜕

𝜕𝑧
− 𝑖

𝑧

4

𝜕

𝜕𝑡

)︂
𝑓(𝑧, 𝑡) = 0.

Ряд теорем типа Мореры для 𝐶𝑅-функций на𝐻1 был установлен в [13], [42]. Нали-
чие экспоненты в (52) препятствует простой связи между Помпейю и Морера свойствами
на 𝐻1, которая существует в обычной евклидовой ситуации. В связи с этим, доказатель-
ство теорем типа Мореры на 𝐻1 требует значительных усилий. Доказательства в [13]
опираются на спектральную теорию, развитую Cтрихарцем. В [42] авторы существенно
используют тауберову теорему для подалгебры радиальных функций из 𝐿1(𝐻1), принад-
лежащуюХуланики и Риччи. Соответственно, все результаты в [13], [42] носят глобальный
характер и включают ограничения на рост функции на бесконечности.

Используя технику трансмутационных операторов, развитую выше, можно изучить
уравнение (52) локально, а именно для 𝑓 ∈ 𝐶(𝐵𝑅), где 𝐵𝑅 = {𝑧 ∈ C : |𝑧| < 𝑅},
𝑅 ∈ (𝑟,∞). Здесь мы приведем для этого случая описание функций с условием (52),
теорему единственности, а также характеризацию решений уравнения

𝐷𝑓(𝑧) :=
𝜕𝑓

𝜕𝑧
(𝑧) − 𝑧

4
𝑓(𝑧) = 0 (53)

в терминах указанных интегральных средних (см. теоремы 8–11 ниже). Эти результаты
позволяют получить также локальную теорему типа Мореры для 𝐶𝑅-функций на группе
Гейзенберга (см. теорему 12).

Для 𝜆 ∈ C,𝑚 ∈ Z, 𝑡 > 0 положим

𝜑𝜆,𝑚(𝑡) = 𝑡|𝑚|𝑒−𝑡
2/4

1𝐹1

(︂
𝑚+ |𝑚| + 1 − 𝜆2

2
; |𝑚| + 1;

𝑡2

2

)︂
.

Отметим, что функции Φ𝜆,𝑚(𝑧) = 𝜑𝜆,𝑚(𝜌)𝑒𝑖𝑚𝜙, где 𝜌, 𝜙 – полярные координаты точки
𝑧 ∈ C, удовлетворяют уравнению

LΦ𝜆,𝑚 = 𝜆2Φ𝜆,𝑚,

где
L =

1

4
|𝑧|2Id +

(︂
𝑧
𝜕

𝜕𝑧
− 𝑧

𝜕

𝜕𝑧

)︂
− ∆.

Кроме того, нетрудно убедиться, что L𝑓 = −𝑓 , если 𝑓 принадлежит ядру оператора 𝐷.
Предложение 20. Пусть 𝑓 ∈ 𝐶(𝐵𝑅), L𝑓 = 𝜆2𝑓 в 𝐵𝑅 и 𝑟 ∈ (0, 𝑅). Тогда в круге

𝐵𝑅−𝑟 имеет место равенство∫︁
|𝑤|=𝑟

𝑓(𝑧 − 𝑤)𝑒
𝑖
2
Im(𝑧𝑤)𝑑𝑤 = −2𝜋𝑟𝑖𝜑𝜆,−1(𝑟)(𝐷𝑓)(𝑧). (54)
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Пусть𝑀𝑟(𝐵𝑅) – множество функций 𝑓 ∈ 𝐶(𝐵𝑅), удовлетворяющих уравнению (52)
при |𝑧| < 𝑅 − 𝑟. Равенство (54) показывает, что важную роль в структуре класса𝑀𝑟(𝐵𝑅)
играют нули 𝜆 целой функции 𝜑𝜆,−1(𝑟) (см. предложение 12).

Приведем описание гладких функций класса 𝑀𝑟(𝐵𝑅). Представим функцию 𝑓 ∈
𝐶∞(𝐵𝑅) в виде ряда Фурье

𝑓(𝑧) =
∞∑︁

𝑚=−∞

𝑓𝑚(𝑧),

где

𝑓𝑚(𝑧) =
1

2𝜋

∫︁ 2𝜋

0

𝑓(𝜌𝑒𝑖𝜃)𝑒−𝑖𝑚𝜃𝑑𝜃 𝑒𝑖𝑚𝜙.

Теорема 8. Пусть 𝑓 ∈ 𝐶∞(𝐵𝑅). Тогда для того, чтобы 𝑓 ∈𝑀𝑟(𝐵𝑅), необходимо и
достаточно, чтобы при всех𝑚 ∈ Z имели место равенства

𝑓𝑚(𝑧) = 𝑐𝑚𝑧
𝑚𝑒|𝑧|

2/4 +
∑︁

𝜆∈𝑁(𝑟)

𝑑𝜆Φ𝜆,𝑚(𝑧), (55)

где 𝑐𝑚, 𝑑𝜆 – константы, удовлетворяющие условиям: 1) 𝑐𝑚 = 0 при 𝑚 < 0; 2) 𝑑𝜆 =
𝑂(𝜆−𝑐) при 𝜆→ +∞ для любого фиксированного 𝑐 > 0.

Указанное условие на 𝑑𝜆 влечет сходимость ряда (55) в пространстве𝐶∞(𝐵𝑅). Мож-
но показать, что аналогичное разложение справедливо для всех функций класса𝑀𝑟(𝐵𝑅).
При этом коэффициенты 𝑑𝜆 растут не быстрее фиксированной степени 𝜆, а ряд (55) схо-
дится в смысле распределений.

Доказательство теоремы 8 существенно опирается на следующую теорему един-
ственности для класса𝑀𝑟(𝐵𝑅).

Теорема 9. (i) Пусть 𝑓 ∈𝑀𝑟(𝐵𝑅) и 𝑓 = 0 в𝐵𝑟+𝜀 для некоторого 𝜀 > 0. Тогда 𝑓 = 0
в 𝐵𝑅.

(ii) Если 𝑓 ∈ (𝑀𝑟 ∩ 𝐶∞)(𝐵𝑅) и 𝑓 = 0 в 𝐵𝑟, то 𝑓 = 0 в 𝐵𝑅.
(iii) Для любого 𝑠 ∈ N существует ненулевая функция 𝑓 ∈ (𝑀𝑟 ∩ 𝐶𝑠)(𝐵𝑅), такая,

что 𝑓 = 0 в 𝐵𝑟.
(iv) Для любого 𝜀 ∈ (0, 𝑟) существует ненулевая функция 𝑓 ∈ (𝑀𝑟 ∩ 𝐶∞)(𝐵𝑅),

такая, что 𝑓 = 0 в 𝐵𝑟−𝜀.
Теорема 8 позволяет получить характеризацию решений уравнения 𝐷𝑓 = 0 в тер-

минах интегральных средних (52) по окружностям двух фиксированных радиусов.
Пусть 𝑟1, 𝑟2 ∈ (0, 𝑅), 𝑟1 ̸= 𝑟2. Определим 𝑀𝑟1,𝑟2(𝐵𝑅) = 𝑀𝑟1(𝐵𝑅) ∩𝑀𝑟2(𝐵𝑅). Для

целого 𝑠 > 0 (или для 𝑠 = ∞) положим 𝑀 𝑠
𝑟1,𝑟2

(𝐵𝑅) = 𝑀𝑟1,𝑟2(𝐵𝑅) ∩ 𝐶𝑠(𝐵𝑅). Свойства
𝑀𝑟1,𝑟2(𝐵𝑅) существенно зависят от наличия общих элементов у множеств 𝑁(𝑟1) и 𝑁(𝑟2),
а также от скорости сближения элементов этих множеств на бесконечности. Обозначим
𝑁(𝑟1, 𝑟2) = 𝑁(𝑟1) ∩ 𝑁(𝑟2) и пусть Ω – множество пар (𝑟1, 𝑟2), для которых выполнено
следующее условие: при любом 𝑐 > 0 существует 𝜆 ∈ 𝑁(𝑟1) такое, что |𝜑𝜆,−1(𝑟2)| <
(1+𝜆)−𝑐. Очевидно, что (𝑟1, 𝑟2) ∈ Ω, если𝑁(𝑟1, 𝑟2) ̸= ∅. Перечислим некоторые свойства
множеств 𝑁(𝑟1, 𝑟2) и Ω.

Предложение 21. (i) При любом 𝑟1 > 0 множество {𝑟2 > 0 : 𝑁(𝑟1, 𝑟2) ̸= ∅}
является счетным и всюду плотным на (0,∞).

(ii) При любом 𝑟1 > 0 пересечение множества {𝑟2 > 0 : (𝑟1, 𝑟2) ∈ Ω} с любым
интервалом (𝑎, 𝑏) ⊂ (0,∞) является несчетным.
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(iii) При любом 𝑟1 > 0 множество {𝑟2 > 0 : (𝑟1, 𝑟2) ∈ Ω} имеет нулевую лебегову
меру на (0,∞).

(iv) Если (𝑟1, 𝑟2) ∈ Ω и 𝑁(𝑟1, 𝑟2) = ∅, то число 𝑟1/𝑟2 иррационально.
Обозначим через A(𝐵𝑅) совокупность локально интегрируемых в 𝐵𝑅 функций, удо-

влетворяющих уравнению (53) (в смысле обобщенных функций). Следующий результат
является локальной теоремой типа Мореры для функций класса A(𝐵𝑅).

Теорема 10. (i) Если 𝑟1 + 𝑟2 < 𝑅, 𝑁(𝑟1, 𝑟2) = ∅ и 𝑓 ∈𝑀𝑟1,𝑟2(𝐵𝑅), то 𝐷𝑓 = 0.
(ii) Если 𝑟1 + 𝑟2 = 𝑅, 𝑁(𝑟1, 𝑟2) = ∅ и 𝑓 ∈𝑀∞

𝑟1,𝑟2
(𝐵𝑅), то 𝐷𝑓 = 0.

(iii) Если 𝑟1 + 𝑟2 = 𝑅, 𝑁(𝑟1, 𝑟2) = ∅, (𝑟1, 𝑟2) ∈ Ω и 𝑓 ∈𝑀𝑟1,𝑟2(𝐵𝑅), то 𝐷𝑓 = 0.
(iv) Если 𝑟1 +𝑟2 = 𝑅, (𝑟1, 𝑟2) /∈ Ω, то для любого целого 𝑠 > 0 существует функция

𝑓 ∈𝑀 𝑠
𝑟1,𝑟2

(𝐵𝑅)∖A(𝐵𝑅).
(v) Если 𝑟1 + 𝑟2 > 𝑅, то существует функция 𝑓 ∈𝑀∞

𝑟1,𝑟2
(𝐵𝑅)∖A(𝐵𝑅).

(vi) Если 𝑁(𝑟1, 𝑟2) ̸= ∅, то существует вещественно-аналитическая функция
𝑓 ∈𝑀𝑟1,𝑟2(𝐵𝑅)∖A(𝐵𝑅).

Предложение 21 показывает, что все ситуации, описанные в теореме 10, реализуются
при подходящих 𝑟1, 𝑟2.

Утверждения (iv), (ii) и (vi) теоремы 10 позволяют сделать вывод о характере до-
пустимой гладкости функций класса𝑀𝑟1,𝑟2(𝐵𝑅)∖A(𝐵𝑅). В частности, максимальная глад-
кость (вещественная аналитичность) у таких функций возможна в случае 𝑁(𝑟1, 𝑟2) ̸= ∅.
При условиях утверждения (iv) возможна любая конечная гладкость и этот результат немо-
жет быть улучшен (см. утверждение (ii)). В остальных случаях (то есть, когда𝑁(𝑟1, 𝑟2) = ∅
и 𝑟1 + 𝑟2 > 𝑅), вопрос о точной характеристике максимальной гладкости функций класса
𝑀𝑟1,𝑟2(𝐵𝑅)∖A(𝐵𝑅) решается в терминах теории квазианалитических классов функций.

Теорема 11. Пусть 𝑅 > 𝑟2 > 𝑟1 > 0. Тогда выполнены следующие утверждения.

(i) Если 𝑁(𝑟1, 𝑟2) = ∅, 𝑓 ∈ 𝑀∞
𝑟1,𝑟2

(𝐵𝑅) и существует последовательность {𝑀𝑞}∞𝑞=0

положительных чисел, такая, что
∞∑︁
𝑗=1

(︂
inf
𝑞>𝑗

𝑀1/𝑞
𝑞

)︂−1

= ∞ (56)

и
sup
𝑧∈𝐵𝑟1

⃒⃒⃒⃒(︂
𝜕

𝜕𝑧

)︂𝛼1
(︂
𝜕

𝜕𝑧

)︂𝛼2

𝑓

⃒⃒⃒⃒
6𝑀𝛼1+𝛼2 (57)

для всех 𝛼1, 𝛼2 ∈ Z+, то 𝐷𝑓 = 0.

(ii) Если 𝑟1 + 𝑟2 > 𝑅, то для любой последовательности {𝑀𝑞}∞𝑞=0 положительных
чисел, такой, что

∞∑︁
𝑗=1

(︂
inf
𝑞>𝑗

𝑀1/𝑞
𝑞

)︂−1

<∞,

существует функция 𝑓 ∈𝑀∞
𝑟1,𝑟2

(𝐵𝑅)∖A(𝐵𝑅), удовлетворяющая условию

sup
𝑧∈𝐵𝑅

⃒⃒⃒⃒(︂
𝜕

𝜕𝑧

)︂𝛼1
(︂
𝜕

𝜕𝑧

)︂𝛼2

𝑓

⃒⃒⃒⃒
6𝑀𝛼1+𝛼2

для всех 𝛼1, 𝛼2 ∈ Z+.
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Согласно известной теореме Данжуа-Карлемана, условия (56) и (57) означают, что
𝑓 принадлежит квазианалитическому классу функций в круге 𝐵𝑟1 . При 𝑁(𝑟1, 𝑟2) ̸= ∅
первое утверждение теоремы 11 неверно (см. утверждение (vi) теоремы 10).

Метод доказательства теорем 8–10 позволяет получить их аналоги для группы Гей-
зенберга. В качестве примера приведем аналог утверждения (ii) теоремы 10.

Для 𝜆 ∈ C,𝑚 ∈ Z, 𝑠 ∈ Z∖{0} введем функции

𝜑𝑠𝜆,𝑚(𝑡) = 𝑡|𝑚|𝑒−𝑠𝑡
2/4

1𝐹1

(︂
𝑚+ |𝑚| + 1 − 𝜆2

2
; |𝑚| + 1;

𝑠𝑡2

2

)︂
, 𝑡 > 0.

Положим
𝑁𝑠(𝑟) =

{︀
𝜆 > 0 : 𝜑𝑠𝜆,−1(𝑟) = 0

}︀
,

если 𝑠 > 0, и
𝑁𝑠(𝑟) =

{︀
𝜆 > 0 : 𝜑𝑠𝑖𝜆,−1(𝑟) = 0

}︀
,

если 𝑠 < 0.
Теорема 12. Пусть 𝑓 ∈ 𝐶∞(𝐶𝑅) и∫︁
|𝑤|=𝑟𝑗

𝑓
(︁
𝑧 − 𝑤, 𝑡− 1

2
Im(𝑧𝑤)

)︁
𝑑𝑤 = 0 при |𝑧| < 𝑅− 𝑟𝑗, 0 6 𝑡 < 2𝜋, 𝑗 = 1, 2.

Тогда, если 𝑅 > 𝑟1 + 𝑟2, 𝑁𝑠(𝑟1) ∩𝑁𝑠(𝑟2) = ∅ при любом 𝑠 ∈ Z∖{0} и

𝑟1/𝑟2 ̸∈
{︁
𝛼/𝛽 : 𝐽1(𝛼) = 𝐽1(𝛽) = 0, 𝛼 > 0, 𝛽 > 0

}︁
,

то 𝑓 является 𝐶𝑅-функцией в 𝐶𝑅.
Относительно других локальных теорем типа Мореры см. [4], [8] и имеющиеся там

ссылки.
11. Структура пространств, инвариантных относительно искаженных сдвигов
Функция вида

𝑥→ 𝑃 (𝑥)𝑒⟨𝜆,𝑥⟩, 𝑥 ∈ R𝑛,

где 𝜆 ∈ C𝑛 и 𝑃 – многочлен, называется экспоненциальным полиномом на R𝑛. Предполо-
жим, что подпространство 𝒰 ⊂ ℰ(R𝑛) инвариантно относительно сдвигов, т.е. для любой
функции 𝑓 ∈ 𝒰 и для любого ℎ ∈ R𝑛 функция 𝑥 → 𝑓(𝑥 + ℎ) также принадлежит 𝒰 .
Говорят, что подпространство 𝒰 допускает спектральный синтез, если 𝒰 совпадает с за-
мыканием линейной оболочки экспоненциальных полиномов, содержащихся в 𝒰 . Отсюда
следует, в частности, что 𝒰 допускает спектральный анализ, т.е. существует 𝜆 ∈ C𝑛 такое,
что 𝑒⟨𝜆,𝑥⟩ ∈ 𝒰 .

В 1947 г. Л. Шварц [43, § 7] установил, что всякое инвариантное относительно
сдвигов подпространство в ℰ(R) допускает спектральный синтез. Кроме того, в той же
работе он высказал гипотезу, что подобный результат справедлив и в R𝑛 при 𝑛 > 2.
Однако в 1975 г. Д. И. Гуревич [44] опроверг указанную гипотезу Шварца даже относи-
тельно спектрального анализа в ℰ(R𝑛), 𝑛 > 2. Вопрос о том, когда справедливы аналоги
теоремы Шварца для ℰ(R𝑛) и пространств гладких функций на других многообразиях
привлекает значительное внимание. В 1973 г. Л. Браун, Б.М. Шрейбер и Б.А. Тейлор [45]
доказали, что любое подпространство в ℰ(R𝑛), инвариантное относительно сдвигов и
вращений, порождается содержащимися в нем экспоненциальными полиномами. Различ-
ные теоремы о возможности и невозможности спектрального синтеза на симметрических
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пространствах и пространствах Деймека-Риччи получены в работах [46]– [52]. Структура
подпространств, инвариантных относительно двусторонних сдвигов на различных группах
изучалась в [53]– [56].

Используя свойства операторов A𝑝,𝑞,𝑙, можно получить теорему о спектральном син-
тезе для подпространств в ℰ(C𝑛), инвариантных относительно унитарной группы U(𝑛)
и искаженных сдвигов, а также ее аналог для редуцированной группы Гейзенберга 𝐻𝑛

red.
Сформулируем соответствующие результаты.

Символом cl𝒳𝑀 будем обозначать замыкание множества𝑀 в топологическом век-
торном пространстве 𝒳 . Пусть также ℒ𝑖𝑛𝐸 – линейная оболочка заданного множества
𝐸 ⊂ 𝒳 .

Определим функции Φ𝑠
𝜆,𝜇,𝑝,𝑞,𝑙 (𝑠 ∈ Z) с помощью соотношения

Φ𝑠
𝜆,𝜇,𝑝,𝑞,𝑙(𝑧) =

⎧⎨⎩
𝜑𝜆,𝜇,𝑝,𝑞,𝑙(

√
−𝑠 𝑧), 𝑠 < 0

𝜑𝜆,𝜇,𝑝,𝑞,𝑙(
√
𝑠 𝑧), 𝑠 > 0

Φ𝜆,𝜇,𝑝,𝑞,𝑙(𝑧), 𝑠 = 0,

где

Φ𝜆,𝜇,𝑝,𝑞,𝑙(𝑧) = 2𝑛−1 Γ(𝑛)
√
𝜔2𝑛−1 𝑆

𝑝,𝑞
𝑙 (𝜎)

(︂
𝑑

𝑑𝜁

)︂κ (︀
𝜚𝑝+𝑞 I𝑛+𝑝+𝑞−1(𝜁𝜌)

)︀ ⃒⃒⃒
𝜁=𝜆

,

I𝜈(𝜁) =
𝐽𝜈(𝜁)

𝜁𝜈
, κ =

{︃
𝜇, 𝜆 ̸= 0

2𝜇, 𝜆 = 0.

Теорема 13. Пусть 𝑠 ∈ Z, 𝑉 – ненулевое подпространство в ℰ(C𝑛), инвариантное
относительно унитарной группы 𝑈(𝑛) и сдвигов

𝑓(𝑧) → 𝑓(𝑧 + 𝑤) 𝑒
𝑖
2
𝑠 Im ⟨𝑧,𝑤⟩, 𝑤 ∈ C𝑛.

Тогда

𝑉 = clℰ(C𝑛) ℒ𝑖𝑛
{︀

Φ𝑠
𝜆,𝜇,𝑝,𝑞,𝑙 ∈ 𝑉 : 𝜆 ∈ C, 𝜇, 𝑝, 𝑞 ∈ Z+, 1 ≤ 𝑙 ≤ 𝑑(𝑛, 𝑝, 𝑞)

}︀
.

Теорема 14. Пусть 𝒰 – ненулевое подпространство в ℰ(𝐻𝑛
red), инвариантное от-

носительно сдвигов

𝑓(𝑧, 𝑡) → 𝑓((𝑧, 𝑡)(𝑤, 𝛼)), (𝑤, 𝛼) ∈ 𝐻𝑛
red

и преобразований
𝑓(𝑧, 𝑡) → 𝑓(𝜏𝑧, 𝑡), 𝜏 ∈ 𝑈(𝑛).

Тогда

𝒰 = clℰ(𝐻𝑛
red)

ℒ𝑖𝑛
{︀

Φ𝑠
𝜆,𝜇,𝑝,𝑞,𝑙(𝑧) 𝑒𝑖𝑠𝑡 ∈ 𝒰 : 𝜆 ∈ C, 𝜇, 𝑝, 𝑞 ∈ Z+, 𝑠 ∈ Z, 1 ≤ 𝑙 ≤ 𝑑(𝑛, 𝑝, 𝑞)

}︀
.

Частные случаи теорем 13, 14 (теоремы о спектральном анализе) были получены
авторами в работе [27]. Там же приводятся некоторые более слабые результаты предше-
ственников.

12. Поведение на бесконечности решений искаженного уравнения свертки
Пусть 𝒪 – непустое открытое множество в C𝑛. Для 𝑟 > 0 символ 𝒪𝑟 обозначает

множество центров всех замкнутых шаров радиуса 𝑟, содержащихся в 𝒪.
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Множество𝒪 называется 𝛿-областью, если выполнены следующие условия: (i) каж-
дая точка из 𝒪 лежит в некотором замкнутом шаре радиуса 𝛿, содержащемся в 𝒪; (ii)
множество 𝒪𝛿 является связным.

Из определения видно, что при 𝛿 = 0 понятия 𝛿-области и обычной области в C𝑛

совпадают.
Пусть 𝑇 ∈ ℰ ′

♮(C𝑛). Предположим, что𝒪 – открытое подмножество C𝑛, для которого
𝒪𝑟(𝑇 ) ̸= ∅. Рассмотрим искаженное уравнение свертки

𝑓 ⋆ 𝑇 = 0 в 𝒪𝑟(𝑇 ) (58)

с неизвестным 𝑓 . Обозначим через 𝒟′
𝑇 (𝒪) множество всех 𝑓 ∈ 𝒟′(𝒪), удовлетворяю-

щих (58).
В работе [31] исследуется следующая
Проблема 1. Пусть 𝑇 ∈ ℰ ′

♮(C𝑛), 𝑇 ̸= 0 и пусть 𝒪 – неограниченная 𝛿-область в C𝑛

при 𝛿 = 𝑟(𝑇 ). Предположим, что 𝑓 ∈ (𝐿1,loc ∩𝒟′
𝑇 )(𝒪). При каких ограничениях на рост 𝑓

на бесконечности отсюда следует, что 𝑓 = 0?

Отметим, что условие на 𝒪 в проблеме 1 является естественным, поскольку для
произвольных областей 𝒪, для которых 𝒪𝑟(𝑇 ) ̸= ∅, уравнение (58) может не содержать
каких-либо ограничений на 𝑓 в некотором открытом подмножестве 𝒪.

Аналоги проблемы 1 для уравнений с обычной сверткой на областях в вещественном
евклидовом пространстве R𝑛 изучаются более семидесяти лет, начиная с классического
результата Ф. Йона о сферических средних (см. [10, гл. 6]). Однако, несмотря на активную
работу в этой области, полученных точных результатов относительно немного. Все они
касаются случаев, когда𝒪 = R𝑛,𝒪 – внешность компакта,𝒪 – некоторый класс областей,
содержащих полупространство (см. [4], [9]).

В отличие от случая уравнений с обычной сверткой, проблема 1 представляется
гораздо более трудной. В значительной мере это объясняется существенным нарушением
групповой структуры сдвигов, играющей важную роль при изучении оператора свертки
и, соответственно, невозможностью применения методов, связанных с преобразованием
Фурье.

В работе [26] С. Сангавелу получил следующий результат: если 𝑇 ∈ ℰ ′
♮(C𝑛) является

мерой и сферическое преобразование ̃︀𝑇 не имеет нулей 𝜆, удовлетворяющих условию

𝑛− 𝜆2

2
∈ {0,−1,−2, . . .}, (59)

то всякое непрерывное решение уравнения (58) на C𝑛 умеренного роста равно нулю тож-
дественно. Условие (59) в теореме С. Сангавелу убрать нельзя. Доказательство теоремы
С. Сангавелу основано на применении преобразования Вейля, которое является аналогом
преобразования Фурье в R𝑛 на пространстве распределений умеренного роста (см. [24]–
[26]).

В работе [31] на основе техники трансмутационных операторов получено существен-
ное уточнение и обобщение указанного результата С. Сангавелу. В частности, условие
умеренного роста для решений уравнения (58) из этой теоремы ослаблено до экспонен-
циального роста с квадратичным полиномом в показателе экспоненты. Приведем точные
формулировки основных результатов из [31].
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Положим

𝐸(𝑅, 𝑟) = {𝑧 ∈ C𝑛 : 𝑅− 𝑟 < |𝑧| < 𝑅 + 𝑟}, где 0 < 𝑟 < 𝑅.

Для распределения 𝑇 ∈ ℰ ′
♮(C𝑛) обозначим через 𝑁𝑇 множество нулей 𝜆 функции ̃︀𝑇 ,

удовлетворяющих (59). Пусть также

RA𝑇 (𝒪) = (𝒟′
𝑇 ∩ RA)(𝒪).

Теорема 15. Пусть 𝑇 ∈ ℰ ′
♮(C𝑛), 𝑇 ̸= 0 и 𝑓 ∈ (𝐿1,loc ∩𝒟′

𝑇 )(C𝑛). Тогда имеют место
следующие утверждения.

(i) Если 𝑁𝑇 = ∅ и для некоторых 𝛾 > 𝑟(𝑇 ), 𝜂 < 1
2
(𝛾 − 𝑟(𝑇 ))

lim
𝑅→+∞

𝑒−
𝑅2

4
−𝜂𝑅

∫︁
𝐸(𝑅,𝛾)

|𝑓(𝑧)|𝑑𝑚𝑛(𝑧) = 0, (60)

то 𝑓 = 0.

(ii) Если 𝑁𝑇 ̸= ∅ и для некоторых 𝛾 > 𝑟(𝑇 ), 𝜂 < 1
2
(𝛾 − 𝑟(𝑇 ))

lim
𝑅→+∞

𝑒
𝑅2

4
−𝜂𝑅

∫︁
𝐸(𝑅,𝛾)

|𝑓(𝑧)|𝑑𝑚𝑛(𝑧) = 0, (61)

то 𝑓 = 0.

Рассмотрим теперь случай, когда 𝒪 – внешность компакта.

Теорема 16. Пусть 𝑇 ∈ ℰ ′
♮(C𝑛), 𝑇 ̸= 0 и пусть 𝒪 – 𝛿-область в C𝑛, где 𝛿 = 𝑟(𝑇 ),

которая является внешностью некоторого компакта в C𝑛. Предположим, что 𝑓 ∈
(𝐿1,loc ∩ 𝒟′

𝑇 )(𝒪) и для некоторых 𝛾 > 𝑟(𝑇 ), 𝜂 < 1
2
(𝛾 − 𝑟(𝑇 )) выполнено условие (61).

Тогда 𝑓 = 0.

Отметим, что второе утверждение теоремы 15 следует из теоремы 16, если положить
в ней 𝒪 = C𝑛∖{0}.

Следующий результат показывает, что теоремы 15 и 16 носят окончательный харак-
тер.

Теорема 17. Пусть 𝑇 ∈ ℰ ′
♮(C𝑛). Тогда выполнены следующие утверждения.

(i) Для любых 𝛾 > 0, 𝜂 > 𝛾/2 существует ненулевая функция 𝑓 ∈ RA𝑇 (C𝑛), для
которой ∫︁

𝐸(𝑅,𝛾)

|𝑓(𝑧)|𝑑𝑚𝑛(𝑧) = 𝑂
(︁
𝑒

𝑅2

4
+𝜂𝑅
)︁

при 𝑅 → +∞.

(ii) Если 𝑁𝑇 ̸= ∅, то для любых 𝛾 > 0, 𝜂 > 𝛾/2 существует ненулевая функция
𝑓 ∈ RA𝑇 (C𝑛), такая, что∫︁

𝐸(𝑅,𝛾)

|𝑓(𝑧)|𝑑𝑚𝑛(𝑧) = 𝑂
(︁
𝑒−

𝑅2

4
+𝜂𝑅
)︁

при 𝑅 → +∞. (62)
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(iii) Для любых 𝛾 > 0, 𝜂 > 𝛾/2 существует ненулевая функция 𝑓 ∈ RA𝑇 (C𝑛∖{0}),
удовлетворяющая условию (62).

Сравнение теорем 15, 16 и 17 показывает, что главные члены в показателях экспо-
ненты в условиях (60) и (61) являются точными.

Положим𝐵𝑎,𝑏 = {𝑧 ∈ C𝑛 : 𝑎 < |𝑧| < 𝑏}. Теоремы 15 и 16 допускают следующее обоб-
щение [31].

Теорема 18. Пусть {𝑇𝑗}𝑚𝑗=1 – семейство ненулевых распределений из ℰ ′
♮(C𝑛) и

пусть 𝑇 = 𝑇1 ⋆ . . . ⋆ 𝑇𝑚. Предположим, что множество {1, . . . ,𝑚} является объ-
единением попарно непересекающихся множеств 𝐴1, . . . , 𝐴𝑙, таких, что множества⋃︀
𝑗∈𝐴𝑠

𝒵( ̃︀𝑇𝑗), 𝑠 = 1, . . . , 𝑙 попарно не пересекаются. Тогда имеют место следующие

утверждения.
(i) Пусть 𝑁𝑇 = ∅, 𝑓𝑗 ∈ 𝒟′

𝑇𝑗
(C𝑛) при всех 𝑗 ∈ {1, . . . ,𝑚},

𝑓 =
𝑚∑︁
𝑗=1

𝑓𝑗 ∈ 𝐿1,loc(C𝑛)

и для некоторых 𝛾 > 𝑟(𝑇 ), 𝜂 < 1
2
(𝛾 − 𝑟(𝑇 )) условие (60) выполнено для данных 𝑓 и 𝑇 .

Тогда
∑︀
𝑗∈𝐴𝑠

𝑓𝑗 = 0 для всех 𝑠 ∈ {1, . . . , 𝑙}. Аналогичный результат имеет место и при

𝑁𝑇 ̸= ∅, если вместо (60) выполнено (61).
(ii)Пусть 𝑟𝑗 > 0, 𝑟 = max

16𝑗6𝑚
𝑟𝑗 ,𝐺𝑠 =

⋂︀
𝑗∈𝐴𝑠

𝐵𝑟𝑗 ,+∞. Предположим, что 𝑓𝑗 ∈ 𝒟′
𝑇𝑗

(︀
𝐵𝑟𝑗 ,+∞

)︀
,

𝑓 =
𝑚∑︁
𝑗=1

𝑓𝑗 ∈ 𝐿1,loc(𝐵𝑟,+∞)

и для некоторых 𝛾 > 𝑟(𝑇 ), 𝜂 < 1
2
(𝛾 − 𝑟(𝑇 )) условие (61) выполнено для данных 𝑓 и 𝑇 .

Тогда
∑︀
𝑗∈𝐴𝑠

𝑓𝑗 = 0 в 𝐺𝑠 для всех 𝑠 ∈ {1, . . . , 𝑙}.

Нетрудно видеть, что без предположения о том, что множества
⋃︀
𝑗∈𝐴𝑠

𝒵( ̃︀𝑇𝑗), 𝑠 =

1, . . . , 𝑙 попарно не пересекаются, утверждения теоремы 18 вообще говоря, неверны. Тео-
рема 17 показывает также, что условия на рост 𝑓 в утверждениях (i) и (ii) теоремы 18 дают
точную информацию о поведении главного члена в показателе экспоненты на бесконеч-
ности.

Рассмотрим теперь некоторые следствия теоремы 18. Обозначим через 𝐾(𝑟1, 𝑟2)
множество решений 𝑎 ∈ R системы

1𝐹1

(︀
𝑎;𝑛; 𝑟21/2

)︀
=1 𝐹1

(︀
𝑎;𝑛; 𝑟22/2

)︀
= 0.

Пусть также N(𝑟) – множество корней 𝜆 уравнения

1𝐹1

(︂
𝑛− 𝜆2

2
;𝑛; 𝑟2/2

)︂
= 0,

удовлетворяющих условию (59). ПоложимN(𝑟1, 𝑟2) = N(𝑟1) ∪N(𝑟2).
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Следствие 2. Пусть 𝑟1, 𝑟2 > 0 и 𝐾(𝑟1, 𝑟2) = ∅. Тогда выполнены следующие
утверждения.

(i) Пусть 𝑓1, 𝑓2 ∈ 𝐿1,loc(C𝑛) и

𝑓1 ⋆ 𝜇𝑟1 = 𝑓2 ⋆ 𝜇𝑟2 = 0 в C𝑛.

Предположим, что N(𝑟1, 𝑟2) = ∅ и функция 𝑓 = 𝑓1 − 𝑓2 удовлетворяет условию (60)
при некоторых 𝛾 > 𝑟1 +𝑟2, 𝜂 < 1

2
(𝛾−𝑟1−𝑟2). Тогда 𝑓1 = 𝑓2 = 0. Аналогичный результат

имеет место и приN(𝑟1, 𝑟2) ̸= ∅, если вместо (60) выполнено (61).
(ii) Пусть 𝑅 > 0, 𝑓1, 𝑓2 ∈ 𝐿1,loc(𝐵𝑅,+∞) и

𝑓𝑗 ⋆ 𝜇𝑟𝑗 = 0 в 𝐵𝑅+𝑟𝑗 ,+∞, 𝑗 = 1, 2.

Пусть также функция 𝑓 = 𝑓1 − 𝑓2 удовлетворяет (61) при некоторых 𝛾 > 𝑟1 + 𝑟2,
𝜂 < 1

2
(𝛾 − 𝑟1 − 𝑟2). Тогда 𝑓1 = 𝑓2 = 0.
Доказательство следует из теоремы 18 , если положить в ней 𝑚 = 2, 𝑇1 = 𝜇𝑟1 ,

𝑇2 = 𝜇𝑟2 . Отметим также, что при 𝐾(𝑟1, 𝑟2) ̸= ∅ из условий следствия 2 и теоремы 18
вытекает, что 𝑓1 = 𝑓2. В этом случае существуют ненулевые 𝑓1, 𝑓2, удовлетворяющие (49).

Следующий результат касается случаев, когда условие (49) для одного из радиусов
можно заменить верхней оценкой искаженного сферического среднего, но, тем не менее,
утверждение теоремы о двух радиусах сохраняется.

Следствие 3. Пусть 𝑟1, 𝑟2 > 0 и 𝐾(𝑟1, 𝑟2) = ∅. Тогда выполнены следующие
утверждения.

(i) Пусть 𝑁(𝑟1) = ∅, 𝑔 ∈ 𝐿1,loc(C𝑛), 𝑔 ⋆ 𝜇𝑟1 = 0 в C𝑛 и функция 𝑓(𝑧) = (𝑔 ⋆
𝜇𝑟2)(𝑧) удовлетворяет условию (60) при некоторых 𝛾 > 𝑟1, 𝜂 < 1

2
(𝛾 − 𝑟1). Тогда 𝑔 = 0.

Аналогичный результат имеетместо и при𝑁(𝑟1) ̸= ∅, если вместо (60) выполнено (61).
(ii) Пусть 𝑅 > 0, 𝑔 ∈ 𝐿1,loc(𝐵𝑅,+∞), 𝑔 ⋆ 𝜇𝑟1 = 0 в 𝐵𝑅+𝑟1,+∞ и функция 𝑓(𝑧) =

(𝑔 ⋆ 𝜇𝑟2)(𝑧) удовлетворяет условию (61) при некоторых 𝛾 > 𝑟1, 𝜂 < 1
2
(𝛾 − 𝑟1). Тогда

𝑔 = 0.
Относительно других результатов, касающихся структуры решений искаженных

уравнений свертки на C𝑛, см. [9, глава 17].
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Birkhäuser, 2013. – 592 pp.

5. Zalcman L. A bibliographic survey of the Pompeiu problem / L. Zalcman. – Approximation by solutions of
partial differential equations. – Dordrecht: Kluwer Academic Publishers, 1992. – P. 185–194.

6. Беренстейн К.А. Комплексный анализ и уравнения в свёртках / К.А. Беренстейн, Д. Струппа. – Итоги
науки и техн. Соврем. пробл. матем. Фундам. направления. –ВИНИТИ. – 1989. – Т. 54. – С. 5–111.

7. Zalcman L. Supplementary bibliography to "A bibliographic survey of the Pompeiu problem"/ L. Zalcman. –
Contemp. Math. Radon Transform and Tomography. – 2001. – V. 278. – P. 69–74.

8. Volchkov V.V. Integral geometry and convolution equations / V.V. Volchkov. – Dordrecht: Kluwer Academic
Publishers, 2003. – 454 pp.

Волчков В. В., Волчков Вит. В. 37

http://www.donnu.ru
http://www.donnu.ru/vestnikA


ISSN 2415–7058. Вестник ДонНУ. Сер. А: Естественные науки. – 2020. –№ 2

9. Volchkov V.V. Harmonic Analysis of Mean Periodic Functions on Symmetric Spaces and the Heisenberg
Group / V.V. Volchkov, Vit. V. Volchkov. – London: Springer, 2009. – 672 pp.

10. Йон Ф. Плоские волны и сферические средние в применении к дифференциальным уравнениям с
частными производными / Ф. Йон. – М.: ИЛ, 1958. – 158 с.

11. Smith J.D. Harmonic analysis of scalar and vector fields in R𝑛 / J. D. Smith. – Proc. Cambridge Philos. Soc. –
1972. – V. 72. – P. 403–416.

12. Rawat R. The injectivity of the Pompeiu transform and 𝐿𝑝-analogues of the Wiener Tauberian theorem /
R. Rawat, A. Sitaram. – Israel J. Math. – 1995. – V. 91. – P. 307–316.

13. Thangavelu S. Spherical means and CR functions on the Heisenberg group / S. Thangavelu. – J. Analyse
Math. – 1994. – V. 63. – P. 255–286.

14. Ungar P. Freak theorem about functions on a sphere / P. Ungar. – J. London Math. Soc. (2). – 1954. – V. 29. –
P. 100–103.

15. Schneider R. Functions on a sphere with vanishing integrals over certain subspheres / R. Schneider. – J. Math.
Anal. Appl. – 1969. – V. 26. – P. 381–384.
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UNIQUENESS OF SOLUTIONS OF TWISTED CONVOLUTION EQUATIONS ON COMPLEX
EUCLIDEAN SPACES

V.V. Volchkov, Vit. V. Volchkov

Let C𝑛 be the complex Euclidean space of dimension 𝑛, let ⟨𝑧, 𝑤⟩ be the Hermitian inner product in C𝑛,
and let 𝑑𝑚𝑛 be the Lebesgue measure in C𝑛. We study twisted convolution operators of the form

𝑓 → (𝑓 ⋆ 𝑇 )(𝑧) =

∫︁
C𝑛

𝑓(𝑧 − 𝑤)𝑇 (𝑤)𝑒
𝑖
2 Im⟨𝑧,𝑤⟩𝑑𝑚𝑛(𝑤),

where 𝑇 is a radial function (distribution) with a compact support in C𝑛. We present the construction of
transmutation transformations of twisted convolution operators to a convolution operator on the real axis. The
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application of such transformations to various problems of integral geometry and the theory of mean periodic
functions is shown.

Keywords: transmutation operators, Fourier transform, spherical harmonics, confluent hypergeometric
functions, spherical means, Heisenberg group.
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УДК 517.444

ОБ УСТРАНЕНИИ ОСОБЕННОСТЕЙ ФУНКЦИЙ С НУЛЕВЫМИ
ИНТЕГРАЛАМИ ПО КРУГАМ

© 2020. Н.П. Волчкова, Вит.В. Волчков, Н. А. Ищенко

Изучается локальное преобразование Помпейю, ассоциированное с единичным кругом на комплекс-
ной плоскости C со сферической метрикой. Найдено точное условие, при котором функции из ядра ука-
занного преобразования принадлежат ядру соответствующего глобального преобразования Помпейю на
расширенной комплексной плоскости C.

Ключевые слова: преобразование Помпейю, сферические средние, сферические гармоники, функ-
ции Лежандра.

1. Введение. Одной из интересных проблем теории отображений, привлекающей
внимание широкого круга специалистов, является проблема устранимости, которая со-
стоит в следующем. Пусть ℳ и 𝒩 – многообразия, 𝒟 – область в ℳ и 𝐸 ⊂ 𝒟 – за-
мкнутое относительно 𝒟 множество. Спрашивается, в каком случае любое отображение
𝑓 : 𝒟 ∖ 𝐸 → 𝒩 из заданного класса можно продолжить до отображения f : 𝒟 → 𝒩 с
сохранением класса? Если указанное продолжение существует, то множество 𝐸 называют
устранимым множеством в рассматриваемом классе отображений.

Проблема устранимости исследовалась многими авторами в различных постановках.
Например, хорошо известны соответствующие результаты в многомерном комплексном
анализе, теории квазиконформных отображений и их обобщений, теории гармонических
функций и других областях (см. [1] – [6]). Приведем формулировки некоторых из них.

1. Пусть ℰ𝑛 – фундаментальное решение оператора Лапласа в R𝑛, т.е.

ℰ2(𝑥) =
1

2𝜋
ln |𝑥|, 𝑛 = 2,

ℰ𝑛(𝑥) = − Γ(𝑛/2)

2(𝑛− 2)𝜋𝑛/2
1

|𝑥|𝑛−2
, 𝑛 ≥ 3,

где Γ – гамма-функция, |𝑥| – евклидова норма вектора 𝑥 ∈ R𝑛. Если функция 𝑢 является
гармонической в области 𝒟 ∖ {0} из R𝑛 и удовлетворяет условию

𝑢(𝑥) = 𝑜(|ℰ𝑛(𝑥)|), 𝑥→ 0,

то она гармонически продолжается в точку {0} [2, гл. 5, § 24.6].
2. Пусть 𝛾 – спрямляемая жорданова кривая, лежащая в области 𝒟 ⊂ C. Если

функция 𝑓 непрерывна в 𝒟 и голоморфна в 𝒟 ∖ {𝛾}, то 𝑓 голоморфна и во всей области
𝒟 [5, гл. 1, § I.3].

3. Если функция 𝑓 голоморфна всюду в области 𝒟 ⊂ C𝑛 (𝑛 > 1) за исключением,
быть может, множества 𝐾 b 𝒟, не разбивающего область (т.е. такого, что 𝒟 ∖𝐾 связно),
то 𝑓 голоморфно продолжается на всю область 𝒟 [1, гл. 3, § 11, теорема 3].

4. Пусть𝒟 – область вR𝑛, содержащая множество𝐸, являющееся NED-множеством
(см. [3, гл. 4, § 3]). Тогда всякое квазиконформное отображение 𝑓 : 𝒟 ∖ 𝐸 → R𝑛 можно
продолжить до квазиконформного отображения f : 𝒟 → R𝑛 [3, теорема 6.17].
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В последние годы активно развиваются геометрические аспекты теории периодич-
ности в среднем на однородных пространствах (см. [7] – [10]). Однако, результатов по
проблеме устранимости здесь получено мало. Все известные случаи относятся, в основ-
ном, к евклидову пространству и касаются лишь функций специального вида (радиальные
функции и их обобщения) (см. [8, гл. 3.2], [11, теорема 4]). В частности, в работе [11] был
установлен следующий результат.

5. Пусть𝐵𝑅 – открытый шар вR𝑛 (𝑛 ≥ 2) радиуса𝑅 с центром в нуле, 𝑉𝑟(𝐵𝑅) – класс
локально суммируемых в 𝐵𝑅 функций, имеющих нулевые интегралы по всем замкнутым
шарам фиксированного радиуса 𝑟, лежащим в𝐵𝑅 (0 < 𝑟 < 𝑅). Отметим, что класс 𝑉𝑟(𝐵𝑅)
совпадает с ядром локального преобразования Помпейю, ассоциированным с шаром 𝐵𝑟 и
группой движений𝑀(𝑛) пространства R𝑛 (см. [8, часть 4, гл. 7]). Если 𝑅 > 2𝑟, 𝑠 > 𝑛 + 1
(𝑠 ∈ N), 𝑓 ∈ 𝑉𝑟(𝐵𝑅)∩𝐶𝑠(𝐵𝑅∖{0}) и 𝑓 радиальна, то существует функция 𝑔 ∈ 𝐶𝑠−𝑛−1(𝐵𝑅),
равная 𝑓 в 𝐵𝑅 ∖ {0} [11, теорема 4].

В данной работе изучается локальное преобразование Помпейю, ассоциированное
с единичным кругом на комплексной плоскости C со сферической метрикой. Аналогом
группы движений𝑀(𝑛) в этом случае является группа дробно-линейных преобразований
PSU(2) (см. [12, лекция 27]). Найдено точное условие, при котором функции из ядра
указанного преобразования принадлежат ядру соответствующего глобального преобразо-
вания Помпейю на расширенной комплексной плоскости C.

2. Формулировки основных результатов
Как обычно, множество C всех комплексных чисел 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 отождествляется с

множеством пар (𝑥, 𝑦) вещественных чисел, т.е. с евклидовой плоскостью R2.
Пусть 𝐵 = {𝑧 ∈ C : |𝑧| 6 1} – замкнутый единичный круг на C с центом в нуле.
Обозначим через PSU(2) группу дробно-линейных преобразований вида

𝜏 *(𝑧) =
𝑎𝑧 − 𝑐

𝑐𝑧 + 𝑎
, где 𝑎, 𝑐 ∈ C и |𝑎|2 + |𝑐|2 = 1.

Элементы группы PSU(2) являются преобразованиями расширенной комплексной плос-
кости C.

Основными результатами данной работы являются следующие теоремы.
Теорема 1. Пусть функция 𝑓 непрерывна на C,

𝑓(𝑧) = 𝑜

(︂
1

|𝑧|

)︂
при 𝑧 → ∞, (1)

и ∫︁∫︁
𝜏*(𝐵)

𝑓(𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦 = 0 для любого 𝜏 * ∈ PSU(2) : 𝜏 *(𝐵) ⊂ C. (2)

Тогда ∫︁∫︁
𝜏*(𝐵)

𝑓(𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦 = 0 для всех 𝜏 * ∈ PSU(2).

Теорема 2. Существует функция 𝑓 ∈ 𝐶(C) со следующими свойствами:
1) функция 𝑓 удовлетворяет условию (2);
2) при 𝑧 → ∞

𝑓(𝑧) = 𝑂

(︂
1

|𝑧|

)︂
;
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3) для любого 𝜏 * ∈ PSU(2), такого что∞ ∈ 𝜏 *(𝐵) интеграл∫︁∫︁
𝜏*(𝐵)

𝑓(𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦

расходится.
Отметим, что утверждение теоремы 2 показывает, что условие (1) в теореме 1 близко

к окончательному.
3. Обозначения и вспомогательные конструкции
Будем использовать следующие стандартные обозначения: N, Z, Z+ – множества

натуральных, целых и целых неотрицательных чисел соответственно,

(𝑧)𝑗 =
Γ(𝑧 + 𝑗)

Γ(𝑧)
− символ Похгаммера, 𝑗 ∈ Z+, (3)

𝐹 (𝑎, 𝑏; 𝑐; 𝑧) – гипергеометрическая функция Гаусса, т.е.

𝐹 (𝑎, 𝑏; 𝑐; 𝑧) =
∞∑︁
𝑗=0

(𝑎)𝑗 (𝑏)𝑗
(𝑐)𝑗 𝑗!

𝑧𝑗, |𝑧| < 1, 𝑐 /∈ Z∖N, (4)

𝑃 𝜇
𝜈 – функция Лежандра первого рода на (−1, 1).

Функции 𝑃 𝜇
𝜈 определены при любых 𝜈, 𝜇 ∈ C равенством

𝑃 𝜇
𝜈 (𝑥) =

√
𝜋 2𝜇

(1 − 𝑥2)𝜇/2

⎛⎜⎝𝐹
(︁
− 𝜈 + 𝜇

2
,

1 + 𝜈 − 𝜇

2
;

1

2
; 𝑥2

)︁
Γ
(︁1 − 𝜈 − 𝜇

2

)︁
Γ
(︁

1 +
𝜈 − 𝜇

2

)︁ −

−
2𝑥 𝐹

(︁1 − 𝜈 − 𝜇

2
, 1 +

𝜈 − 𝜇

2
;

3

2
; 𝑥2

)︁
Γ
(︁1 + 𝜈 − 𝜇

2

)︁
Γ
(︁
− 𝜈 + 𝜇

2

)︁
⎞⎟⎠ (5)

(см. [13, гл. 3, формула 3.4 (11)]). Отметим, что при 𝜇 /∈ N

𝑃 𝜇
𝜈 (𝑥) =

1

Γ(1 − 𝜇)

(︂
1 + 𝑥

1 − 𝑥

)︂𝜇/2
𝐹

(︂
−𝜈, 𝜈 + 1; 1 − 𝜇;

1 − 𝑥

2

)︂
(6)

(см. [13, гл. 3, формула 3.4 (6)]).
Функции 𝑃 𝜇

𝜈 имеют следующее асимптотическое поведение вблизи особых точек
(см. [13, гл. 3, формулы 3.9.2 (8) и 3.9.2 (14)]):

𝑃 𝜇
𝜈 (𝑥) ∼ 2𝜇/2

Γ(1 − 𝜇)
(1 − 𝑥)−𝜇/2, 𝑥→ 1 − 0, 𝜇 /∈ N, (7)

𝑃 𝜇
𝜈 (𝑥) ∼ 2−𝜇/2 Γ(−𝜇)

Γ(1 + 𝜈 − 𝜇) Γ(−𝜈 − 𝜇)
(1 + 𝑥)𝜇/2, 𝑥→ −1 + 0, Re𝜇 < 0. (8)
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Пусть S2 = {𝜉 ∈ R3 : |𝜉| = 1} – единичная сфера вR3 с центром в нуле, 𝜉1, 𝜉2, 𝜉3 – де-
картовы координаты точки 𝜉 ∈ S2. Введем сферические координаты 𝜙, 𝜃 на S2 следующим
образом:

𝜉1 = sin 𝜃 sin𝜙, 𝜉2 = sin 𝜃 cos𝜙, 𝜉3 = cos 𝜃, 𝜙 ∈ (0, 2𝜋), 𝜃 ∈ (0, 𝜋).

При указанной параметризации сферы элемент площади на S2 равен

𝑑𝜎 = sin 𝜃𝑑𝜙𝑑𝜃.

Таким образом, интеграл по поверхностной мере 𝑑𝜎 на S2 записывается в виде∫︁
S2
𝑓(𝜉)𝑑𝜎(𝜉) =

∫︁ 𝜋

0

∫︁ 2𝜋

0

𝑓(sin 𝜃 sin𝜙, sin 𝜃 cos𝜙, cos 𝜃) sin 𝜃𝑑𝜙𝑑𝜃. (9)

Для любой точки 𝜉 ∈ S2 ∖ (0, 0, 1) обозначим через 𝜋(𝜉) точку пересечения пря-
мой, проходящей через 𝜉 и (0, 0, 1), с плоскостью, порожденной векторами (1, 0, 0) и
(0, 1, 0). Отображение 𝜋 (стереографическая проекция) является биекцией проколотой
сферы S2 ∖ (0, 0, 1) на плоскость C = R2. При этом полагают 𝜋(0, 0, 1) = ∞. Хорошо из-
вестны следующие формулы перехода от прямоугольных координат к стереографическим
координатам:

𝜋(𝜉) =

(︂
𝜉1

1 − 𝜉3
,

𝜉2
1 − 𝜉3

)︂
, (10)

𝜋−1(𝑥, 𝑦) =

(︂
2𝑥

𝑥2 + 𝑦2 + 1
,

2𝑦

𝑥2 + 𝑦2 + 1
,
𝑥2 + 𝑦2 − 1

𝑥2 + 𝑦2 + 1

)︂
, (11)

где 𝜋−1 – отображение, обратное к 𝜋 (см., например, [12, лекция 27]). В сферических
координатах отображение 𝜋 определяется равенством

𝜋(𝜉) = (𝑥, 𝑦) =

(︂
sin 𝜃

1 − cos 𝜃
sin𝜙,

sin 𝜃

1 − cos 𝜃
cos𝜙

)︂
. (12)

Вычислим якобиан 𝐽 отображения (12). Поскольку

𝑥 = ctg

(︂
𝜃

2

)︂
sin𝜙,

𝑦 = ctg

(︂
𝜃

2

)︂
cos𝜙,

имеем

𝐽 =

⃒⃒⃒⃒
⃒ − 1

2 sin2( 𝜃
2
)
sin𝜙 ctg

(︀
𝜃
2

)︀
cos𝜙

− 1
2 sin2( 𝜃

2
)
cos𝜙 − ctg

(︀
𝜃
2

)︀
sin𝜙

⃒⃒⃒⃒
⃒ =

=
1

2

ctg
(︀
𝜃
2

)︀
sin2

(︀
𝜃
2

)︀ sin2 𝜙+
1

2

ctg
(︀
𝜃
2

)︀
sin2

(︀
𝜃
2

)︀ cos2 𝜙 =
1

2

ctg
(︀
𝜃
2

)︀
sin2

(︀
𝜃
2

)︀ .
Далее,

(1 + 𝑥2 + 𝑦2)2 =

(︂
1 + ctg2 𝜃

2

)︂2

=
1

sin4 𝜃
2

,
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значит
4𝑑𝑥𝑑𝑦

(1 + 𝑥2 + 𝑦2)2
= 4 sin4

(︂
𝜃

2

)︂
1

2

ctg
(︀
𝜃
2

)︀
sin2

(︀
𝜃
2

)︀𝑑𝜙𝑑𝜃 = sin 𝜃𝑑𝜙𝑑𝜃.

Отсюда и из (9) получаем

4

∫︁∫︁
𝐷

𝑓(𝑥, 𝑦)
𝑑𝑥𝑑𝑦

(1 + 𝑥2 + 𝑦2)2
=

∫︁∫︁
𝜋−1(𝐷)

𝑓

(︂
ctg

𝜃

2
sin𝜙, ctg

𝜃

2
cos𝜙

)︂
sin 𝜃𝑑𝜙𝑑𝜃 =

=

∫︁∫︁
𝜋−1(𝐷)

(𝑓 ∘ 𝜋)(sin 𝜃 sin𝜙, sin 𝜃 cos𝜙, cos 𝜃) sin 𝜃𝑑𝜙𝑑𝜃 =

=

∫︁
𝜋−1(𝐷)

(𝑓 ∘ 𝜋)(𝜉)𝑑𝜎(𝜉). (13)

Пусть SO(3) – группа вращений пространстваR3. Группа SO(3) состоит из линейных
преобразований пространства R3, не меняющих его ориентации и оставляющих инвари-
антным расстояние точек от начала координат:

|𝜏(𝜂)| = |𝜂|, 𝜂 ∈ R3, 𝜏 ∈ SO(3).

Эта группа изоморфна группе дробно-линейных преобразований PSU(2). Изоморфизм
между PSU(2) и SO(3) определяется равенством:

𝜋(𝜏(𝜉)) = 𝜏 *(𝜋(𝜉)), 𝜏 ∈ SO(3), 𝜏 * ∈ PSU(2), 𝜉 ∈ S2. (14)

Положим
𝑆* = S2∖(0, 0,−1), 𝑆** = 𝑆*∖(0, 0, 1),

𝐻 = {𝜉 ∈ S2 : 𝜉3 ≥ 0}, 𝐻* = {𝜉 ∈ S2 : 𝜉3 ≤ 0}.
Множество𝐻 (соответственно,𝐻*) является верхней (соответственно, нижней) полусфе-
рой на S2.

Лемма 1. Пусть 𝑓 ∈ 𝐶(𝑆*),

𝑓(𝜉) = 𝑜

(︃
1

(1 + 𝜉3)
3
2

)︃
при 𝜉 → (0, 0,−1),

и ∫︁
𝜏(𝐻)

𝑓(𝜉)𝑑𝜎(𝜉) = 0 для любого 𝜏 ∈ SO(3) : 𝜏(𝐻) ⊂ 𝑆*. (15)

Тогда функция 𝑓 является чётной на 𝑆**.
Доказательство леммы 1 содержится в работе [14].
Нам потребуется незначительная модификация этого утверждения.
Лемма 2. Пусть 𝑓 ∈ 𝐶(S2∖(0, 0, 1)),

𝑓(𝜉) = 𝑜

(︃
1

(1 − 𝜉3)
3
2

)︃
при 𝜉 → (0, 0, 1),

и ∫︁
𝜏(𝐻*)

𝑓(𝜉)𝑑𝜎(𝜉) = 0 для любого 𝜏 ∈ SO(3) : 𝜏(𝐻*) ⊂ S2∖(0, 0, 1).

Тогда функция 𝑓 является чётной на 𝑆**.
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Доказательство. Определим функцию 𝑔 на 𝑆* равенством

𝑔(𝜉) = 𝑓(−𝜉), 𝜉 ∈ 𝑆*.

Тогда 𝑔 ∈ 𝐶(𝑆*) и

𝑔(𝜉) = 𝑜

(︃
1

(1 + 𝜉3)
3
2

)︃
при 𝜉 → (0, 0,−1).

Кроме того, для любой полусферы 𝐻1 из 𝑆* имеем∫︁
𝐻1

𝑔(𝜉)𝑑𝜎(𝜉) =

∫︁
𝐻1

𝑓(−𝜉)𝑑𝜎(𝜉) =

=

∫︁
−𝐻1

𝑓(𝜂)𝑑𝜎(𝜂) = 0,

поскольку полусфера −𝐻1 лежит в S2∖(0, 0, 1). Значит, по лемме 1 функция 𝑔 является
чётной на 𝑆**. Отсюда следует требуемое утверждение. �

Поставим в соответствие функции 𝑓 ∈ 𝐶(𝑆*) ряд Фурье

𝑓(𝜉) ∼
∑︁
𝑘∈Z

𝑓𝑘(𝜉),

где
𝑓𝑘(𝜉) = 𝑓𝑘(𝜃)𝑒

𝑖𝑘𝜙,

𝑓𝑘(𝜃) =
1

2𝜋

∫︁ 2𝜋

0

𝑓(sin 𝜃 sin𝜙, sin 𝜃 cos𝜙, cos 𝜃)𝑒−𝑖𝑘𝜙𝑑𝜙.

Лемма 3. Пусть 𝑓 ∈ 𝐶(𝑆*). Тогда длятого чтобыфункция 𝑓 удовлетворяла усло-
вию (15), необходимо и достаточно, чтобы для любого 𝑘 ∈ Z имело место равенство

𝑓𝑘(𝜉) =
∞∑︁
𝑛=1

𝑐𝑛,𝑘𝑃
−𝑘
2𝑛 (cos 𝜃)𝑒𝑖𝑘𝜙, 𝑐𝑛,𝑘 ∈ C, (16)

где ряд (16) сходится в пространстве распределений 𝒟′(𝑆*).
Доказательство.Из [8, теорема 2.3.3] следует, что 𝑓 удовлетворяет условию (15)

в том и только том случае, когда для любого 𝑘 ∈ Z

𝑓𝑘(𝜉) =
∑︁
𝜈∈𝒵

𝑐𝜈,𝑘𝑃
−|𝑘|
𝜈 (cos 𝜃)𝑒𝑖𝑘𝜙, 𝑐𝑛,𝑘 ∈ C, (17)

где 𝒵 = {𝜈 > 1 : 𝑃−1
𝜈 (0) = 0} и ряд (17) сходится в 𝒟′(𝑆*). Учитывая, что

𝑃−1
𝜈 (0) =

1

2
√
𝜋

sin
(︁𝜋

2
𝜈
)︁ Γ

(︀
𝜈
2

)︀
Γ
(︀
𝜈+3
2

)︀
(см. [13, гл. 3, п. 3.4 (20)]), получаем требуемое. �

Относительно других результатов, связанных с интегрированием по полусферам,
см. [15]– [17].
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4. Доказательство теорем 1, 2
Доказательство теоремы 1. Из определения стереографической проекции

и (14) следует, что
𝜋(𝐻*) = 𝐵, 𝜏 * = 𝜋 ∘ 𝜏 ∘ 𝜋−1,

𝜏 *(𝐵) = 𝜋 ∘ 𝜏 ∘ 𝜋−1(𝐵) = 𝜋 ∘ 𝜏(𝐻*).

Далее,

𝜏 *(𝐵) ⊂ C в том и только том случае, если 𝜏(𝐻*) ⊂ S2∖(0, 0, 1),

поскольку 𝜋(0, 0, 1) = ∞. Обозначим

𝜙(𝑧) = 𝑓(𝑧)(1 + |𝑧|2)2.

Тогда
𝜙 ∈ 𝐶(C) и 𝜙(𝑧) = 𝑜(|𝑧|3) при 𝑧 → ∞. (18)

По условию теоремы 1 имеем∫︁∫︁
𝜏*(𝐵)

𝜙(𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦

(1 + |𝑧|2)2
= 0 для любого 𝜏 * ∈ PSU(2) : 𝜏 *(𝐵) ⊂ C.

Интеграл слева преобразуется следующим образом:

4

∫︁∫︁
𝜏*(𝐵)

𝜙(𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦

(1 + |𝑧|2)2
= 4

∫︁∫︁
𝜋(𝜏(𝐻*))

𝜙(𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦

(1 + |𝑧|2)2
=

=

∫︁
𝜏(𝐻*)

𝜙(𝜋(𝜉))𝑑𝜎(𝜉) (19)

(см. (13)). Поэтому∫︁
𝜏(𝐻*)

𝜙(𝜋(𝜉))𝑑𝜎(𝜉) = 0 для любого 𝜏 ∈ SO(3) : 𝜏(𝐻*) ⊂ S2∖(0, 0, 1).

При этом 𝜙 ∘ 𝜋 ∈ 𝐶(S2∖(0, 0, 1)).
Проверим, что

𝜙(𝜋(𝜉)) = 𝑜

(︃
1

(1 − 𝜉3)
3
2

)︃
при 𝜉 → (0, 0, 1). (20)

В силу (10) это равенство равносильно соотношению

𝜙

(︂
𝜉1

1 − 𝜉3
,

𝜉2
1 − 𝜉3

)︂
= 𝑜

(︃
1

(1 − 𝜉3)
3
2

)︃
, 𝜉 → (0, 0, 1).

Теперь на основании (11) равенство (20) можно записать в виде

𝜙(𝑥, 𝑦) = 𝑜

(︃
1(︀

1 − 𝑥2+𝑦2−1
𝑥2+𝑦2+1

)︀ 3
2

)︃
, (𝑥, 𝑦) → ∞.
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Последнее соотношение эквивалентно второму условию в (18):

𝜙(𝑧) = 𝑜

(︃
1(︀
2

1+|𝑧|2
)︀ 3

2

)︃
= 𝑜((1 + |𝑧|2)

3
2 ) = 𝑜(|𝑧|3), 𝑧 → ∞.

Отсюда и из леммы 2 получаем∫︁
𝜏(𝐻*)

𝜙(𝜋(𝜉))𝑑𝜎(𝜉) = 0 для любого 𝜏 ∈ SO(3).

Значит, ∫︁∫︁
𝜏*(𝐵)

𝜙(𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦

(1 + |𝑧|2)2
= 0 для любого 𝜏 * ∈ PSU(2),

что завершает доказательство теоремы 1. �

Доказательство теоремы 2. Введем функции ℎ и 𝑓 следующим образом
(см. (7)):

ℎ(𝑧) = 𝑃−3
2

(︂
1 − |𝑧|2

1 + |𝑧|2

)︂(︂
𝑧

|𝑧|

)︂3

, 𝑧 ∈ C∖{0}, ℎ(0) = 0;

𝑓(𝑧) =
ℎ(𝑧)

(1 + |𝑧|2)2
, 𝑧 ∈ C.

Покажем, что функция 𝑓 удовлетворяет всем требованиям в теореме 2. Из (19) имеем

4

∫︁∫︁
𝜏*(𝐵)

𝑓(𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦 =

∫︁
𝜏(𝐻*)

ℎ(𝜋(𝜉))𝑑𝜎(𝜉). (21)

Вычислим ℎ(𝜋(𝜉)). Используя (10), получаем

𝑧 =
𝜉1 + 𝑖𝜉2
1 − 𝜉3

, |𝑧|2 =
1 + 𝜉3
1 − 𝜉3

,

𝑧

|𝑧|
=

𝜉2 + 𝑖𝜉1

𝑖
√︀

1 − 𝜉23
,

1 − |𝑧|2

1 + |𝑧|2
= −𝜉3.

Поэтому

ℎ(𝜋(𝜉)) = 𝑖𝑃−3
2 (−𝜉3)

(︃
𝜉2 + 𝑖𝜉1√︀

1 − 𝜉23

)︃3

, 𝜉 ∈ S2∖(0, 0, 1),

ℎ(𝜋(−𝜉)) = −𝑖𝑃−3
2 (𝜉3)

(︃
𝜉2 + 𝑖𝜉1√︀

1 − 𝜉23

)︃3

.

В сферических координатах функция ℎ(𝜋(−𝜉)) записывается в виде

ℎ(𝜋(−𝜉)) = −𝑖𝑃−3
2 (cos 𝜃)𝑒3𝑖𝜙. (22)

Равенство (22), лемма 3 и рассуждение в лемме 2 показывают, что функция ℎ(𝜋(𝜉)) имеет
нулевые интегралы по всем полусферам, лежащим в S2∖(0, 0, 1). Отсюда и из (21) видно,
что 𝑓 удовлетворяет первому требованию в теореме 2.

48 Волчкова Н.П., Волчков Вит. В., Ищенко Н.А.

http://www.donnu.ru
http://www.donnu.ru/vestnikA


ISSN 2415–7058. Вестник ДонНУ. Сер. А: Естественные науки. – 2020. –№ 2

Далее, при 𝑧 → ∞

𝑃−3
2

(︂
1 − |𝑧|2

1 + |𝑧|2

)︂
∼

√
2

30

(︂
1 +

1 − |𝑧|2

1 + |𝑧|2

)︂−3/2

=
(1 + |𝑧|2)3/2

60
(23)

(см. (8)). Следовательно,

|ℎ(𝑧)| ∼ |𝑧|3

60
, 𝑧 → ∞,

|𝑓(𝑧)| ∼ 1

60|𝑧|
, 𝑧 → ∞.

Значит, функция 𝑓 удовлетворяет второму требованию в теореме 2. Наконец, если ∞ ∈
𝜏 *(𝐵), то 𝜏 *(𝐵)∩C является внешностью круга на C или поворотом вокруг нуля верхней
полуплоскости. Поскольку ∫︁ ∞

0

⃒⃒⃒⃒
𝑃−3
2

(︂
1 − 𝑡

1 + 𝑡

)︂⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑡

(1 + 𝑡)2
= +∞

(см. (23)), функция 𝑓 удовлетворяет и третьему требованию в теореме 2. Таким образом,
теорема 2 полностью доказана. �
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ON ELIMINATION OF SINGULARITIES OF FUNCTIONS WITH ZERO INTEGRALS OVER DISKS

N. P. Volchkova, Vit. V. Volchkov, N. A. Ishchenko

We study the local Pompeiu transform associated with the unit disk on the copmlex planeCwith a spherical
metric. An exact condition is found under which the functions from the kernel of the indicated transformation
belong to the kernel of the corresponding global Pompeiu transform on the extended copmlex plane C.
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УДК 517.5+519.213

НЕРАВЕНСТВА ДЛЯ ПОЛОЖИТЕЛЬНО ОПРЕДЕЛЕННЫХ ФУНКЦИЙ НА
ГРУППЕ

© 2020. В.П. Заставный

Рассматриваются положительно определенные функции на абелевой группе. Ключевым объектом в
работе является известное основное неравенство для положительно определенных функций – неравенство
Коши-Буняковского для специального полускалярного произведения, порожденного заданной положитель-
но определеннойфункцией. С помощьюосновного неравенства доказаныновые неравенства типа наравенств
Крейна-Горина и Ингама.

Ключевые слова: положительно определенные функции, неравенство Крейна, неравенство Вейля,
неравенство Горина.

1. Введение. Пусть𝐺 абелева группа с групповой операцией +. Функция 𝑓 : 𝐺→ C
называется положительно определённой на 𝐺, если для любого натурального 𝑛 ∈ N, для
каждого набора точек {𝑥𝑘}𝑛𝑘=1 ⊂ 𝐺 и чисел {𝑐𝑘}𝑛𝑘=1 ⊂ C выполняется неравенство

𝑛∑︁
𝑘,𝑝=1

𝑐𝑘𝑐𝑝𝑓(𝑥𝑘 − 𝑥𝑝) > 0 . (1)

Множество всех такихфункцийобозначимсимволомΦ(𝐺). Функция 𝑓 ∈ Φ(𝐺)называется
строго положительно определённой на𝐺, если неравенство (1) строгое при условии, что
все точки {𝑥𝑘}𝑛𝑘=1 попарно различны (т.е. 𝑥𝑘 ̸= 𝑥𝑝 при 𝑘 ̸= 𝑝) и не все числа {𝑐𝑘}𝑛𝑘=1 равны
нулю (т.е. |𝑐1| + . . .+ |𝑐𝑛| > 0).

При 𝑛 = 2, 𝑥1 = 𝑥 и 𝑥2 = 0 неравенство (1) для 𝑓 ∈ Φ(𝐺) имеет вид

𝑎1,1|𝑐1|2 + 𝑎1,2𝑐1𝑐2 + 𝑎2,1𝑐2𝑐1 + 𝑎2,2|𝑐2|2 > 0, 𝑐1, 𝑐2 ∈ C , (2)

где 𝑎1,1 = 𝑓(0), 𝑎1,2 = 𝑓(𝑥), 𝑎2,1 = 𝑓(−𝑥), 𝑎2,2 = 𝑓(0). В (2) берем 𝑐1 = 1, 𝑐2 = 0. Тогда
𝑎1,1 > 0. Аналогично 𝑎2,2 > 0. Следовательно 𝑎1,2𝑐1𝑐2 + 𝑎2,1𝑐2𝑐1 ∈ R для любых 𝑐1, 𝑐2 ∈ C.
В частности при 𝑐1𝑐2 = 1 и 𝑐1𝑐2 = 𝑖 соответственно получаем, что 2𝑎 := 𝑎1,2 + 𝑎2,1 ∈ R и
2𝑏 := (𝑎1,2 − 𝑎2,1)𝑖 ∈ R. Поэтому 𝑎1,2 = 𝑎− 𝑏𝑖 и 𝑎2,1 = 𝑎+ 𝑏𝑖 = 𝑎1,2. Пусть 𝑎1,2 = |𝑎1,2|𝑒𝑖𝜑,
где 𝜑 ∈ R. По доказанному 𝑎2,1 = |𝑎1,2|𝑒−𝑖𝜑. В (2) берем 𝑐1 = 𝑡 ∈ R, 𝑐2 = 𝑒𝑖𝜑. Тогда
при любом 𝑡 ∈ R выполняется неравенство 𝑎1,1𝑡2 + 2|𝑎1,2|𝑡 + 𝑎2,2 > 0. Следовательно
|𝑎1,2|2 6 𝑎1,1𝑎2,2.

Таким образом из неравенства (2) сразу получаются следующие простые и хорошо
известные свойства положительно определенных функций: если 𝑓 ∈ Φ(𝐺), то 𝑓(0) > 0,
𝑓(−𝑥) = 𝑓(𝑥) и |𝑓(𝑥)| 6 𝑓(0) при всех 𝑥 ∈ 𝐺. В теории положительно определенных
функций важную роль играет следующее неравенство М.Г. Крейна (см., например, [1], [2,
Глава IV,§ 1]): если 𝑓 ∈ Φ(𝐺), то |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)|2 6 2𝑓(0) Re

(︀
𝑓(0) − 𝑓(𝑥 − 𝑦)

)︀
при всех

𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺. В 2015 Е.А. Горин [3], используя теорему Бохнера и принцип максимума для
субгармонических функций, получил обобщение неравенства Крейна. Для 𝐺 = R см.
также работу А.Б. Певный, С.М. Ситник [4].
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Целью данной работы является доказательство новых более общих неравенств типа
неравенств Крейна-Горина. Приведенные доказательства не используют теорему Бохне-
ра и принцип максимума для субгармонических функций. Ключевым объектом в работе
является известное основное неравенство для положительно определенных функций –
неравенство Коши-Буняковского для специального полускалярного произведения, порож-
денного заданной положительно определенной функцией.

В пункте 2 данной работы приведено простое доказательство хорошо известного
неравенства (4) – основного, по нашему мнению, неравенства для положительно опреде-
ленных функций. При подходящем выборе системы точек и коэффициентов в основном
неравенстве получаются новые неравенства и хорошо известные неравенства Крейна, Вей-
ля и Горина (см. следствие 6). В пунктах 3 и 4 с помощью основного неравенства доказаны
новые неравенства типа неравенств Крейна-Горина и Ингама.

2. Основное неравенство и следствия из него. Пусть L – линейное пространство
над полем комплексных чисел C. Функция (ℎ, 𝑔) : L×L → C называется полускалярным
произведением на L, если для любых ℎ, 𝑔, 𝑢 ∈ L и 𝜆, 𝜇 ∈ C выполняются условия: 1) (𝜆ℎ+
𝜇𝑢, 𝑔) = 𝜆(ℎ, 𝑔) + 𝜇(𝑢, 𝑔), 2) (ℎ, 𝑔) = (𝑔, ℎ), 3) (ℎ, ℎ) > 0. Если дополнительно (ℎ, ℎ) > 0
для ℎ ∈ L ∖ {0}, то эта функция называется скалярным произведением на L. Из свойств
полускалярного произведения вытекает, что для любых ℎ, 𝑔 ∈ L и 𝑐1, 𝑐2 ∈ C выполняется
неравенство (𝑐1ℎ + 𝑐2𝑔, 𝑐1ℎ + 𝑐2𝑔) = (ℎ, ℎ)|𝑐1|2 + (ℎ, 𝑔)𝑐1𝑐2 + (𝑔, ℎ)𝑐2𝑐1 + (𝑔, 𝑔)|𝑐2|2 > 0.
Отсюда следует, что если (𝑔, 𝑔) = 0, то (ℎ, 𝑔) = 0 для всех ℎ ∈ 𝐺 (надо взять 𝑐1 =
𝑡 ∈ R и 𝑐2 = (ℎ, 𝑔)). Из соотношения (𝑢, 𝑢) = (𝑔, 𝑔) ((ℎ, ℎ)(𝑔, 𝑔) − |(ℎ, 𝑔)|2) > 0, где
𝑢 := (𝑔, 𝑔)ℎ − (ℎ, 𝑔)𝑔, получаем неравенство Коши-Буняковского для полускалярного
произведения:

|(ℎ, 𝑔)|2 6 (ℎ, ℎ)(𝑔, 𝑔), ℎ, 𝑔 ∈ L. (3)
Кроме того, равенство в (3) имеет место тогда и только тогда, когда (𝑢, 𝑢) = 0, где 𝑢 =
(𝑔, 𝑔)ℎ−(ℎ, 𝑔)𝑔. Еслифункция (·, ·) является скалярным произведением наL, то равенство
в (3) имеет место тогда и только тогда, когда (𝑔, 𝑔)ℎ − (ℎ, 𝑔)𝑔 = 0, что эквивалентно
линейной зависимости ℎ и 𝑔.

Доказательство следующей хорошо известной теоремы 1 (см., например, моногра-
фии Сасвари [2, Теорема 1.4.1(v)] и [6, Теорема 1.4.12(v)]) сводится к неравенству
Коши-Буняковского (3) для специального полускалярного произведения, порожденного
заданной положительно определенной функцией 𝑓 .

Теорема 1 (Основное неравенство). Пусть𝐺 – абелева группа и 𝑓 ∈ Φ(𝐺). Тогда для
любых натуральных 𝑛,𝑚 ∈ N, для произвольных наборов точек {𝑥𝑘}𝑛𝑘=1, {𝑦𝑝}𝑚𝑝=1 ⊂ 𝐺,
𝑥 ∈ 𝐺, и {𝑎𝑘}𝑛𝑘=1, {𝑏𝑝}𝑚𝑝=1 ⊂ C выполняются неравенства⃒⃒⃒⃒

⃒
𝑛∑︁
𝑘=1

𝑚∑︁
𝑝=1

𝑓(𝑥+ 𝑥𝑘 − 𝑦𝑝)𝑎𝑘𝑏𝑝

⃒⃒⃒⃒
⃒
2

6
𝑛∑︁

𝑘,𝑝=1

𝑓(𝑥𝑘 − 𝑥𝑝)𝑎𝑘𝑎𝑝

𝑚∑︁
𝑘,𝑝=1

𝑓(𝑦𝑘 − 𝑦𝑝)𝑏𝑘𝑏𝑝 , (4)

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑛∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘𝑓(𝑥+ 𝑥𝑘)

⃒⃒⃒⃒
⃒
2

6 𝑓(0)
𝑛∑︁

𝑘,𝑝=1

𝑓(𝑥𝑘 − 𝑥𝑝)𝑎𝑘𝑎𝑝 . (5)

Приведем доказательство более прозрачное, чем в [2, Теорема 1.4.1(v)] и более
подробное (аккуратное), чем в [6, Теорема 1.4.12(v)].

Доказательство. Сначала докажем неравенство (4) при 𝑥 = 0. Пусть L – множе-
ство функций ℎ : 𝐺 → C, которые равны нулю всюду на 𝐺, кроме может быть конечного
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числа точек. Очевидно L – линейное пространство над полем C с нулевым элементом
ℎ ≡ 0 на 𝐺. Не трудно проверить, что следующая функция (ℎ, 𝑔) : L× L → C корректно
определена и является полускалярным произведением на L:

(ℎ, 𝑔) :=
∑︁
𝑥,𝑦∈𝐺

𝑓(𝑥− 𝑦)ℎ(𝑥)𝑔(𝑦) , ℎ, 𝑔 ∈ L . (6)

Очевидно, что ℎ ∈ L ⇐⇒ существует конечная система попарно различных точек
{𝑥𝑘}𝑛𝑘=1 ⊂ 𝐺 такая, что ℎ(𝑥) = 0 при 𝑥 ∈ 𝐺∖{𝑥𝑘}𝑛𝑘=1. Если {𝑦𝑝}𝑚𝑝=1 – аналогичная система
попарно различных точек из 𝐺 для функции 𝑔 ∈ L, то

(ℎ, 𝑔) =
𝑛∑︁
𝑘=1

𝑚∑︁
𝑝=1

𝑓(𝑥𝑘 − 𝑦𝑝)ℎ(𝑥𝑘)𝑔(𝑦𝑝), (ℎ, ℎ) =
𝑛∑︁

𝑘,𝑝=1

𝑓(𝑥𝑘 − 𝑥𝑝)ℎ(𝑥𝑘)ℎ(𝑥𝑝) > 0.

Применяя неравенство Коши-Буняковского (3), получаем справедливость неравенства (4)
при 𝑥 = 0, но при дополнительном условии: 𝑥𝑘 ̸= 𝑥𝑝 и 𝑦𝑘 ̸= 𝑦𝑝 при 𝑘 ̸= 𝑝. Отсюда уже
вытекает справедливость неравенства (4) при 𝑥 = 0 и без этого дополнительного условия.
Действительно, пусть {𝑥1, . . . , 𝑥𝑛} = {𝑥*𝑠}𝑛

*
𝑠=1 ⊂ 𝐺, где 𝑥*𝑠 ̸= 𝑥*𝑗 при 𝑠 ̸= 𝑗 (в исходной

системе точек оставили только попарно различные). Для системы чисел {𝑎𝑘}𝑛𝑘=1 ⊂ C
определим систему {𝑎*𝑠}𝑛

*
𝑠=1 ⊂ C по формуле

𝑎*𝑠 :=
∑︁

𝑘∈{1,...,𝑛}:𝑥𝑘=𝑥*𝑠

𝑎𝑘, 𝑠 = 1, . . . , 𝑛* .

Для системы точек {𝑦1, . . . , 𝑦𝑚} = {𝑦*𝑞}𝑚
*

𝑞=1 ⊂ 𝐺, где 𝑦*𝑞 ̸= 𝑦*𝑗 при 𝑞 ̸= 𝑗, и для системы
чисел {𝑏𝑝}𝑚𝑝=1 ⊂ C аналогично определим систему {𝑏*𝑞}𝑚

*
𝑞=1 ⊂ C. Тогда очевидно

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑚∑︁
𝑝=1

𝑓(𝑥𝑘 − 𝑦𝑝)𝑎𝑘𝑏𝑝 =
𝑛*∑︁
𝑠=1

𝑚*∑︁
𝑞=1

𝑓(𝑥*𝑠 − 𝑦*𝑞 )𝑎
*
𝑠𝑏

*
𝑞 ,

𝑛∑︁
𝑘,𝑝=1

𝑓(𝑥𝑘 − 𝑥𝑝)𝑎𝑘𝑎𝑝 =
𝑛*∑︁

𝑠,𝑞=1

𝑓(𝑥*𝑠 − 𝑥*𝑞)𝑎
*
𝑠𝑎

*
𝑞 ,

𝑚∑︁
𝑘,𝑝=1

𝑓(𝑦𝑘 − 𝑦𝑝)𝑏𝑘𝑏𝑝 =
𝑚*∑︁
𝑠,𝑞=1

𝑓(𝑦*𝑠 − 𝑦*𝑞 )𝑏
*
𝑠𝑏

*
𝑞 .

Неравенство (4) при 𝑥 = 0 доказано. Общий случай вытекает из случая 𝑥 = 0 заменой
системы точек {𝑥𝑘}𝑛𝑘=1 на систему точек {𝑥+ 𝑥𝑘}𝑛𝑘=1.

Неравенство (5) вытекает из неравенства (4) при𝑚 = 1, 𝑦1 = 0, 𝑏1 = 1. �

Замечание 1. Не трудно показать, что полускалярное произведение (6) является
скалярным произведением на L ⇐⇒ функция 𝑓 является строго положительно опреде-
лённой на 𝐺.

Следствие 1. Пусть 𝑓 ∈ Φ(𝐺). Тогда 𝑓 не является строго положительно опре-
делённой на 𝐺 ⇐⇒ существуют 𝑛 ∈ N, {𝑥𝑘}𝑛𝑘=1 ⊂ 𝐺, 𝑥𝑘 ̸= 𝑥𝑝, 𝑘 ̸= 𝑝, такие, что
система функций {𝑓(𝑥+ 𝑥𝑘)}𝑛𝑘=1 линейно зависима на 𝐺.

Доказательство.

𝑛∑︁
𝑘,𝑝=1

𝑓(𝑥𝑘 − 𝑥𝑝)𝑎𝑘𝑎𝑝 = 0 ⇐⇒
𝑛∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘𝑓(𝑥+ 𝑥𝑘) = 0, 𝑥 ∈ 𝐺 .

Отсюда и следует утверждение следствия. �
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Следствие 2. Пусть 𝑓 ∈ Φ(R𝑑) и 𝑓(𝑥) = 0 для всех 𝑥 ∈ Z𝑑 ∖ {0}. Пусть 𝑋 =
{𝑥𝑘}∞𝑘=1, 𝑌 = {𝑦𝑝}∞𝑝=1 – две системы, каждая из которых состоит из счетного числа
попарно различных точек из Z𝑑. Тогда для любых 𝑛,𝑚 ∈ N, 𝑥 ∈ R𝑑, и для любых наборов
чисел {𝑎𝑘}𝑛𝑘=1, {𝑏𝑝}𝑚𝑝=1 из C выполняется неравенство⃒⃒⃒⃒

⃒
𝑛∑︁
𝑘=1

𝑚∑︁
𝑝=1

𝑓(𝑥+ 𝑥𝑘 − 𝑦𝑝)𝑎𝑘𝑏𝑝

⃒⃒⃒⃒
⃒ 6 𝑓(0) ·

⎯⎸⎸⎷ 𝑛∑︁
𝑘=1

|𝑎𝑘|2 ·

⎯⎸⎸⎷ 𝑚∑︁
𝑝=1

|𝑏𝑝|2 . (7)

В частности, если 𝑋 = {𝑥𝑘}∞𝑘=1, 𝑌 = {𝑦𝑝}∞𝑝=1 – две системы, каждая из которых
состоит из счетного числа попарно различных точек из Z, то для любых 𝑛,𝑚 ∈ N,
𝑥 ∈ R, и для любых наборов чисел {𝛼𝑘}𝑛𝑘=1, {𝛽𝑝}𝑚𝑝=1 из C выполняется неравенство⃒⃒⃒⃒

⃒
𝑛∑︁
𝑘=1

𝑚∑︁
𝑝=1

sin(𝜋𝑥)𝛼𝑘𝛽𝑝
𝑥+ 𝑥𝑘 − 𝑦𝑝

⃒⃒⃒⃒
⃒ 6 𝜋 ·

⎯⎸⎸⎷ 𝑛∑︁
𝑘=1

|𝛼𝑘|2 ·

⎯⎸⎸⎷ 𝑚∑︁
𝑝=1

|𝛽𝑝|2 . (8)

Доказательство. Неравенство (7) очевидно вытекает из неравенства (4) для
𝐺 = R𝑑. Неравенство (8) получается из неравенства (7) при 𝑑 = 1, если взять положительно
определенную на R функцию 𝑓(𝑥) = sin(𝜋𝑥)/𝑥, 𝑎𝑘 := (−1)𝑥𝑘𝛼𝑘, 𝑏𝑝 := (−1)𝑦𝑝𝛽𝑝. �

Замечание 2. Если в неравенстве (8) взять 𝑋 = Z+, 𝑌 = −Z+, 𝑥 > 0, 𝛼𝑘, 𝛽𝑝 >
0, 𝑝, 𝑘 ∈ Z+, и {𝛼𝑘}∞𝑘=0, {𝛽𝑝}∞𝑝=0 ∈ 𝑙2, то предельным переходом получим следующее
неравенство Ингама (см., например, [7] или [8, Дополнение 42])

∞∑︁
𝑘,𝑝=0

𝛼𝑘𝛽𝑝
𝑥+ 𝑘 + 𝑝

6𝑀(𝑥) ·

⎯⎸⎸⎷ ∞∑︁
𝑘=0

𝛼2
𝑘 ·

⎯⎸⎸⎷ ∞∑︁
𝑝=0

𝛽2
𝑝 , (9)

где 𝑀(𝑥) = 𝜋/ sin(𝜋𝑥) и 𝑀(𝑥) = 𝜋 соответственно при 0 < 𝑥 6 1/2 и при 𝑥 > 1/2.
Константа𝑀(𝑥) в неравенстве (9) точная. Если обе последовательности {𝛼𝑘}∞𝑘=0 и {𝛽𝑝}∞𝑝=0

не нулевые, то при 𝑥 > 1/2 неравенство (9) строгое, а при 0 < 𝑥 < 1/2 равенство
достигается при

𝛼𝑘 = 𝛽𝑘 =
Γ(𝑘 + 𝑥)

Γ(𝑘 + 1)
, 𝑘 ∈ Z+ .

Более подробно см. [7], а также § 8.8 при 𝑝 = 𝑞 = 2 и Дополнение 42 из монографии [8].
Отметим, что при 𝑥 = 1/2 получается хорошо известное неравенство Гильберта.

Следствие 3. Пусть 𝑓 : 𝐺 → C. Тогда 𝑓 ∈ Φ(𝐺) ⇐⇒ 𝑓(0) > 0 и для любых
натуральных 𝑛,𝑚 ∈ N, для произвольных наборов точек {𝑥𝑘}𝑛𝑘=1, {𝑦𝑝}𝑚𝑝=1 ⊂ 𝐺 и 𝑥 ∈ 𝐺,
{𝑎𝑘}𝑛𝑘=1, {𝑏𝑝}𝑚𝑝=1 ⊂ C выполняется неравенство (4).

Доказательство. Необходимость уже доказана. Докажем достаточность. Из
неравенства (4) при 𝑛 = 𝑚 = 1, 𝑥1 = 𝑦1 = 0, 𝑎1 = 𝑏1 = 1, и условия 𝑓(0) > 0 вытекает
неравенство |𝑓(𝑥)| 6 𝑓(0), 𝑥 ∈ 𝐺. Поэтому, если 𝑓(0) = 0, то 𝑓 ≡ 0, и значит 𝑓 ∈ Φ(𝐺).
Если 𝑓(0) > 0, то из неравенства (5), которое следует из (4), получаем неравенство (1).
Поэтому и в этом случае 𝑓 ∈ Φ(𝐺). �

Замечание 3. Следствие 3 очевидно останется в силе, если вместо выполнения
неравенства (4) потребовать выполнение неравенства (5). Оба эти факта отмечаются в [2,
Замечания, стр. 25], где пропущено условие 𝑓(0) > 0.
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Из неравенства (4) при 𝑛 = 2, 𝑚 = 1, 𝑥1 = 0, 𝑥2 = 𝑦 − 𝑥, 𝑎1 = 𝛼, 𝑎2 = −𝛽, 𝑦1 = 0,
𝑏1 = 1, сразу получается неравенство (10), которое при 𝛼 = 𝛽 = 1 является неравенством
М.Г. Крейна [1].

Следствие 4. Пусть 𝐺 – абелева группа и 𝑓 ∈ Φ(𝐺). Тогда для любых точек
𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺, и для любых чисел 𝛼, 𝛽 ∈ C выполняется неравенство

|𝛼𝑓(𝑥) − 𝛽𝑓(𝑦)|2 6 𝑓(0) Re
(︀
𝑓(0)(|𝛼|2 + |𝛽|2) − 2𝛼𝛽𝑓(𝑥− 𝑦)

)︀
. (10)

Следствие 5. Пусть 𝐺 – абелева группа и 𝑓 ∈ Φ(𝐺). Тогда для любых точек
𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺 выполняется неравенство Вейля [9, § 14]

|𝑓(0)𝑓(𝑥+ 𝑦) − 𝑓(𝑥)𝑓(𝑦)|2 6
(︀
𝑓 2(0) − |𝑓(𝑥)|2

)︀(︀
𝑓 2(0) − |𝑓(𝑦)|2

)︀
. (11)

Доказательство. Запишем (4) при 𝑛 = 𝑚 = 2, 𝑥1 = −𝑥, 𝑥2 = 0, 𝑎1 = 𝑓(𝑥),
𝑎2 = −𝑓(0), 𝑦1 = 0, 𝑦2 = −𝑦, 𝑏1 = 𝑓(−𝑦), 𝑏2 = −𝑓(0). Получим неравенство

𝑓 2(0) |𝑓(0)𝑓(𝑥+ 𝑦) − 𝑓(𝑥)𝑓(𝑦)|2 6 𝑓 2(0)
(︀
𝑓 2(0) − |𝑓(𝑥)|2

)︀(︀
𝑓 2(0) − |𝑓(𝑦)|2

)︀
,

которое при 𝑓(0) > 0 эквивалентно неравенству (11). Если 𝑓(0) = 0, то 𝑓 ≡ 0 (т.к.
|𝑓(𝑥)| 6 𝑓(0), 𝑥 ∈ 𝐺) и неравенство (11) тривиально. �

Следствие 6. Пусть 𝐺 – абелева группа, 𝑓 ∈ Φ(𝐺) и D := {𝑧 ∈ C : |𝑧| 6 1}. Тогда
для любых 𝑛,𝑚 ∈ N, для любых точек {𝑥𝑘}𝑛𝑘=1, {𝑦𝑝}𝑚𝑝=1 ⊂ 𝐺, 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺, и для любых чисел
{𝑎𝑘}𝑛𝑘=1, {𝑏𝑝}𝑚𝑝=1 ⊂ D, 𝛼, 𝛽, 𝜉1, 𝜉2 ∈ D выполняются неравенства⃒⃒⃒⃒

⃒
𝑛∑︁
𝑘=1

𝑚∑︁
𝑝=1

𝑓(𝑥+ 𝑥𝑘 − 𝑦𝑝)𝑎𝑘𝑏𝑝

⃒⃒⃒⃒
⃒
2

6

Re
(︀
𝑛𝑓(0) + 2

∑︁
16𝑘<𝑝6𝑛

𝑓(𝑥𝑘 − 𝑥𝑝)𝑎𝑘𝑎𝑝
)︀

Re
(︀
𝑚𝑓(0) + 2

∑︁
16𝑘<𝑝6𝑚

𝑓(𝑦𝑘 − 𝑦𝑝)𝑏𝑘𝑏𝑝
)︀
,

(12)

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑛∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘𝑓(𝑥+ 𝑥𝑘)

⃒⃒⃒⃒
⃒
2

6 𝑓(0) Re
(︁
𝑛𝑓(0) + 2

∑︁
16𝑘<𝑝6𝑛

𝑓(𝑥𝑘 − 𝑥𝑝)𝑎𝑘𝑎𝑝

)︁
, (13)

|𝛼𝑓(𝑥) − 𝛽𝑓(𝑦)|2 6 2𝑓(0) Re
(︀
𝑓(0) − 𝛼𝛽𝑓(𝑥− 𝑦)

)︀
, (14)

|𝑓(0) + 𝜉1𝜉2𝑓(𝑥+ 𝑦) − 𝜉1𝑓(𝑥) − 𝜉2𝑓(𝑦)|2 6
4 Re

(︀
𝑓(0) − 𝜉1𝑓(𝑥)

)︀
Re
(︀
𝑓(0) − 𝜉2𝑓(𝑦)

)︀
,

(15)

Замечание 4. Неравенство (14) – это неравенство Е.А. Горина [3] (для 𝐺 = R
см. также работу А.Б. Певный, С.М. Ситник [4]) и оно является одним из обобщений
неравенства (10).

Доказательство. Неравенство (12) вытекает из неравенства (4) и следующих
неравенств, которые справедливы для любых {𝑎𝑘}𝑛𝑘=1, {𝑏𝑝}𝑚𝑝=1 ⊂ D:

0 6
𝑛∑︁

𝑘,𝑝=1

𝑓(𝑥𝑘 − 𝑥𝑝)𝑎𝑘𝑎𝑝 =
𝑛∑︁
𝑘=1

𝑓(0)|𝑎𝑘|2 + 2 Re
∑︁

16𝑘<𝑝6𝑛

𝑓(𝑥𝑘 − 𝑥𝑝)𝑎𝑘𝑎𝑝 6

𝑛𝑓(0) + 2 Re
∑︁

16𝑘<𝑝6𝑛

𝑓(𝑥𝑘 − 𝑥𝑝)𝑎𝑘𝑎𝑝 ,
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0 6
𝑚∑︁

𝑘,𝑝=1

𝐾(𝑦𝑘, 𝑦𝑝)𝑏𝑘𝑏𝑝 6 𝑚𝑓(0) + 2 Re
∑︁

16𝑘<𝑝6𝑚

𝑓(𝑦𝑘 − 𝑦𝑝)𝑏𝑘𝑏𝑝 .

Неравенство (13) вытекает из неравенства (12) при𝑚 = 1, 𝑦1 = 0, 𝑏1 = 1.
Неравенство (14) для 𝛼, 𝛽 ∈ D, вытекает из неравенства (13) при 𝑛 = 2, 𝑎1 = 𝛼, 𝑎2 = −𝛽,
𝑥1 = 0, 𝑥2 = 𝑦 − 𝑥.
Неравенство (15) при 𝜉1, 𝜉2 ∈ D вытекает из (12) при 𝑛 = 𝑚 = 2, 𝑥1 = −𝑥, 𝑥2 = 0, 𝑎1 = 1,
𝑎2 = −𝜉1, 𝑦1 = 0, 𝑦2 = −𝑦, 𝑏1 = 1, 𝑏2 = −𝜉2. Следует учесть, что 𝑓(−𝑦) = 𝑓(𝑦) и 𝑓(0) ∈ R.
�

3. Неравенства типа неравенства Крейна-Горина.
Теорема 2. Пусть 𝐺 – абелева группа и 𝑓 ∈ Φ(𝐺). Тогда для любого 𝑛 ∈ N, для

произвольных наборовточек {𝑥𝑘}𝑛𝑘=1, {𝑦𝑘}𝑛𝑘=1 ⊂ 𝐺, и для любых чисел 𝜉𝑘, 𝜂𝑘 ∈ C, |𝜉𝑘| 6 1,
|𝜂𝑘| 6 1, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛, выполняются неравенства⎯⎸⎸⎷⃒⃒⃒𝑓(0) − 𝜉1 . . . 𝜉𝑛𝑓

(︀ 𝑛∑︁
𝑘=1

𝑥𝑘
)︀⃒⃒⃒
6

𝑛∑︁
𝑘=1

√︀
|𝑓(0) − 𝜉𝑘𝑓 (𝑥𝑘) | , (16)

⎯⎸⎸⎷Re
(︁
𝑓(0) − 𝜉1 . . . 𝜉𝑛𝑓

(︀ 𝑛∑︁
𝑘=1

𝑥𝑘
)︀)︁
6

𝑛∑︁
𝑘=1

√︀
Re(𝑓(0) − 𝜉𝑘𝑓 (𝑥𝑘)) , (17)

⃒⃒⃒
𝜉1·. . .·𝜉𝑛𝑓

(︀ 𝑛∑︁
𝑘=1

𝑥𝑘
)︀
−𝜂1·. . .·𝜂𝑛𝑓

(︀ 𝑛∑︁
𝑘=1

𝑦𝑘
)︀⃒⃒⃒
6

𝑛∑︁
𝑘=1

√︀
2𝑓(0) Re(𝑓(0) − 𝜉𝑘𝜂𝑘𝑓(𝑥𝑘 − 𝑦𝑘)) . (18)

⃒⃒⃒
𝜉1 · . . . ·𝜉𝑛𝑓

(︀ 𝑛∑︁
𝑘=1

𝑥𝑘
)︀
−𝜂1 · . . . ·𝜂𝑛𝑓

(︀ 𝑛∑︁
𝑘=1

𝑦𝑘
)︀⃒⃒⃒2
6 2𝑓(0)𝑛

𝑛∑︁
𝑘=1

Re(𝑓(0)−𝜉𝑘𝜂𝑘𝑓(𝑥𝑘−𝑦𝑘)) . (19)

Замечание 5. Неравенства (16) и (17) следуют из неравенства (15), а неравен-
ство (18) получается из неравенств (14) и (17). Неравенство (19) следует из неравен-
ства (18). Неравенство (19) при 𝜉𝑘 = 𝜉, 𝜂𝑘 = 𝜂, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛, |𝜉| 6 1, |𝜂| 6 1, в 2015
доказал Е. А. Горин [3]. Случай 𝜉 = 𝜂 = 1 им был получен ранее в [10], [11] (см. также
работу А.Б. Певный, С.М. Ситник [4], в которой для 𝐺 = R рассмотрен этот случай и
случай 𝜉 = 1, 𝜂 = −1). В указанных работах, в отличие от нашего метода, использовалась
теорема Бохнера.

Доказательство. Неравенства (16) и (17) очевидно достаточно доказать для 𝑛 =
2. Пусть |𝜉1| 6 1, |𝜉2| 6 1,𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺. Применяянеравенство треугольника и неравенство (15)
и учитывая, что 0 6 Re(𝑓(0)− 𝜉𝑓(𝑢)) 6 |𝑓(0)− 𝜉𝑓(𝑢)| при всех |𝜉| 6 1 и 𝑢 ∈ 𝐺, получаем

|𝑓(0) − 𝜉1𝜉2𝑓(𝑥+ 𝑦)| 6
|𝑓(0) − 𝜉1𝑓(𝑥)| + |𝑓(0) − 𝜉2𝑓(𝑦)| + | − 𝑓(0) − 𝜉1𝜉2𝑓(𝑥+ 𝑦) + 𝜉1𝑓(𝑥) + 𝜉2𝑓(𝑦)| 6
|𝑓(0) − 𝜉1𝑓(𝑥)| + |𝑓(0) − 𝜉2𝑓(𝑦)| + 2

√︀
Re(𝑓(0) − 𝜉1𝑓(𝑥))

√︀
Re(𝑓(0) − 𝜉2𝑓(𝑦)) 6

|𝑓(0) − 𝜉1𝑓(𝑥)| + |𝑓(0) − 𝜉2𝑓(𝑦)| + 2
√︀

|𝑓(0) − 𝜉1𝑓(𝑥)|
√︀
|𝑓(0) − 𝜉2𝑓(𝑦)| =(︀√︀

|𝑓(0) − 𝜉1𝑓(𝑥)| +
√︀

|𝑓(0) − 𝜉2𝑓(𝑦)|
)︀2
.
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Неравенство (16) доказано. Аналогично доказывается неравенство (17):

|Re(𝑓(0) − 𝜉1𝜉2𝑓(𝑥+ 𝑦))| 6 |Re(𝑓(0) − 𝜉1𝑓(𝑥))| + |Re(𝑓(0) − 𝜉2𝑓(𝑦))|+
|Re(−𝑓(0) − 𝜉1𝜉2𝑓(𝑥+ 𝑦) + 𝜉1𝑓(𝑥) + 𝜉2𝑓(𝑦))| 6
Re(𝑓(0) − 𝜉1𝑓(𝑥)) + Re(𝑓(0) − 𝜉2𝑓(𝑦)) + 2

√︀
Re(𝑓(0) − 𝜉1𝑓(𝑥))

√︀
Re(𝑓(0) − 𝜉2𝑓(𝑦)) =(︀√︀

Re(𝑓(0) − 𝜉1𝑓(𝑥)) +
√︀

Re(𝑓(0) − 𝜉2𝑓(𝑦))
)︀2
.

Неравенство (17) тоже доказано.
Применяяпоследовательнонеравенства (14), (17) и неравенствоКоши-Буняковского,

получаем:

⃒⃒⃒
𝜉1 · . . . · 𝜉𝑛𝑓

(︀ 𝑛∑︁
𝑘=1

𝑥𝑘
)︀
− 𝜂1 · . . . · 𝜂𝑛𝑓

(︀ 𝑛∑︁
𝑘=1

𝑦𝑘
)︀⃒⃒⃒2
6

2𝑓(0) Re
(︁
𝑓(0) − 𝜉1𝜂1 · . . . · 𝜉𝑛𝜂𝑛𝑓

(︀ 𝑛∑︁
𝑘=1

(𝑥𝑘 − 𝑦𝑘)
)︀)︁
6

2𝑓(0)

(︃
𝑛∑︁
𝑘=1

√︀
Re(𝑓(0) − 𝜉𝑘𝜂𝑘𝑓(𝑥𝑘 − 𝑦𝑘))

)︃2

6 2𝑓(0)𝑛
𝑛∑︁
𝑘=1

Re(𝑓(0) − 𝜉𝑘𝜂𝑘𝑓(𝑥𝑘 − 𝑦𝑘)) .

Неравенства (18) и (19) доказаны. Теорема доказана. �
4. Неравенства типа неравенства Ингама. Пусть 𝐺 – абелева группа. Разность

Минковского двух не пустых множеств 𝑋, 𝑌 ⊂ 𝐺 определяется по формуле 𝑋 − 𝑌 :=
{𝑥− 𝑦 : 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑦 ∈ 𝑌 }. Пусть Λ(𝑋) := 𝑋 −𝑋 . Очевидно множество Λ(𝑋) симметрично
относительно нуля и 0 ∈ Λ(𝑋).

Теорема 3. Пусть 𝑓 ∈ Φ(𝐺), 𝑛,𝑚 ∈ N, и𝑋 = {𝑥𝑘}𝑛𝑘=1, 𝑌 = {𝑦𝑝}𝑚𝑝=1 – две системы,
каждая из которых состоит из конечного числа попарно различных точек из 𝐺. Тогда
для любого 𝑥 ∈ 𝐺 и для любых наборов чисел {𝑎𝑘}𝑛𝑘=1, {𝑏𝑝}𝑚𝑝=1 из C выполняются
неравенства⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑛∑︁
𝑘=1

𝑚∑︁
𝑝=1

𝑓(𝑥+ 𝑥𝑘 − 𝑦𝑝)𝑎𝑘𝑏𝑝

⃒⃒⃒⃒
⃒
2

6
∑︁

𝑢∈Λ(𝑋)

|𝑓(𝑢)| ·
∑︁

𝑣∈Λ(𝑌 )

|𝑓(𝑣)| ·
𝑛∑︁
𝑘=1

|𝑎𝑘|2 ·
𝑚∑︁
𝑝=1

|𝑏𝑝|2 , (20)

𝑚∑︁
𝑝=1

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑛∑︁
𝑘=1

𝑓(𝑥+ 𝑥𝑘 − 𝑦𝑝)𝑎𝑘

⃒⃒⃒⃒
⃒
2

6
∑︁

𝑢∈Λ(𝑋)

|𝑓(𝑢)| ·
∑︁

𝑣∈Λ(𝑌 )

|𝑓(𝑣)| ·
𝑛∑︁
𝑘=1

|𝑎𝑘|2 . (21)

Замечание 6. Неравенство (20) является обобщением неравенства (7), из которого
в свою очередь вытекает неравенство Ингама (9). Поэтому неравенство (20) мы называем
неравенством типа Ингама.

Сначала докажем следующую лемму.
Лемма 1. Пусть 𝑓 : 𝐺 → C, 𝑛 ∈ N, 𝑋 = {𝑥𝑘}𝑛𝑘=1 – конечная система попар-

но различных точек из 𝐺. Тогда для любого набора чисел {𝑎𝑘}𝑛𝑘=1 ⊂ C выполняется
неравенство ⃒⃒⃒⃒

⃒
𝑛∑︁

𝑘,𝑝=1

𝑓(𝑥𝑘 − 𝑥𝑝)𝑎𝑘𝑎𝑝

⃒⃒⃒⃒
⃒ 6 ∑︁

𝑢∈Λ(𝑋)

|𝑓(𝑢)| ·
𝑛∑︁
𝑘=1

|𝑎𝑘|2 . (22)
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Доказательство. ПустьΛ(𝑋) = {𝑢1, . . . , 𝑢𝑞}, где𝑢𝑠 ̸= 𝑢𝑝 при 𝑠 ̸= 𝑝 и 𝑞 := |Λ(𝑋)|
– количество элементов вΛ(𝑋). При любыхфиксированных 𝑘 ∈ {1, . . . , 𝑛} и 𝑠 ∈ {1, . . . , 𝑞}
уравнение 𝑥𝑘 − 𝑥𝑝 = 𝑢𝑠 если имеет решение при 𝑝 ∈ {1, . . . , 𝑛}, то оно одно. Аналогично,
при любых фиксированных 𝑝 ∈ {1, . . . , 𝑛} и 𝑠 ∈ {1, . . . , 𝑞} уравнение 𝑥𝑘 − 𝑥𝑝 = 𝑢𝑠
если имеет решение при 𝑘 ∈ {1, . . . , 𝑛}, то оно одно. Поэтому каждое множество Λ𝑠 :={︀

(𝑘, 𝑝) : 𝑥𝑘 − 𝑥𝑝 = 𝑢𝑠, 𝑘, 𝑝 ∈ {1, . . . , 𝑛}
}︀
, 𝑠 ∈ {1, . . . , 𝑞}, можно представить в виде

Λ𝑠 = {(𝑘(𝑠, 𝑗), 𝑝(𝑠, 𝑗))}𝑚(𝑠)
𝑗=1 , где𝑚(𝑠) = |Λ𝑠| ∈ {1, . . . , 𝑛}, 𝑘(𝑠, 𝑗) ̸= 𝑘(𝑠, 𝑙) и 𝑝(𝑠, 𝑗) ̸= 𝑝(𝑠, 𝑙)

при 𝑗 ̸= 𝑙. Тогда⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑛∑︁
𝑘,𝑝=1

𝑓(𝑥𝑘 − 𝑥𝑝)𝑎𝑘𝑎𝑝

⃒⃒⃒⃒
⃒ 6

𝑞∑︁
𝑠=1

|𝑓(𝑢𝑠)|
∑︁

(𝑘,𝑝)∈Λ𝑠

|𝑎𝑘| |𝑎𝑝| =

𝑞∑︁
𝑠=1

|𝑓(𝑢𝑠)|
𝑚(𝑠)∑︁
𝑗=1

|𝑎𝑘(𝑠,𝑗)| |𝑎𝑝(𝑠,𝑗)| 6

𝑞∑︁
𝑠=1

|𝑓(𝑢𝑠)| ·

⎯⎸⎸⎷𝑚(𝑠)∑︁
𝑗=1

|𝑎𝑘(𝑠,𝑗)|2 ·

⎯⎸⎸⎷𝑚(𝑠)∑︁
𝑗=1

|𝑎𝑝(𝑠,𝑗)|2 6
𝑞∑︁
𝑠=1

|𝑓(𝑢𝑠)| ·
𝑛∑︁
𝑘=1

|𝑎𝑘|2 .

�

Доказательство теоремы 3. Неравенство (20) вытекает из неравенств (4)
и (22). Неравенство (21) следует из неравенства (20). �

Теорема 4. Пусть 𝑓 ∈ Φ(𝐺), 𝑛 ∈ N ∪ {∞}, 𝑋 = {𝑥𝑘}𝑛𝑘=1 – конечная или счётная
система попарно различных точек из 𝐺, т.е. 𝑥𝑘 ∈ 𝐺 и 𝑥𝑘 ̸= 𝑥𝑝 при 𝑘 ̸= 𝑝. Тогда для
любого 𝑥 ∈ 𝐺 выполняется неравенство

𝑛∑︁
𝑘=1

|𝑓(𝑥+ 𝑥𝑘)|2 6 𝑓(0)
∑︁

𝑢∈Λ(𝑋)

|𝑓(𝑢)| . (23)

Доказательство. Пусть 𝑓 ∈ Φ(𝐺) и 𝑛 ∈ N. Применяя неравенство (5) и лемму 1,
получаем, что для любого 𝑥 ∈ 𝐺 и для любого набора чисел {𝑎𝑘}𝑛𝑘=1 ⊂ C выполняется
неравенство⃒⃒⃒⃒

⃒
𝑛∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘𝑓(𝑥+ 𝑥𝑘)

⃒⃒⃒⃒
⃒
2

6 𝑓(0)
𝑛∑︁

𝑘,𝑝=1

𝑓(𝑥𝑘 − 𝑥𝑝)𝑎𝑘𝑎𝑝 6 𝑓(0)
∑︁

𝑢∈Λ(𝑋)

|𝑓(𝑢)| ·
𝑛∑︁
𝑘=1

|𝑎𝑘|2 .

В силу произвольности чисел 𝑎𝑘 получаем справедливость неравенства (23).
Случай 𝑛 = ∞ получается из доказанного случая предельным переходом в неравен-

стве (23) при 𝑛 → ∞. Следует учесть, что если 𝑋 = {𝑥𝑘}∞𝑘=1 – счетная система попарно
различных точек и 𝑋𝑛 := {𝑥𝑘}𝑛𝑘=1, то Λ(𝑋𝑛) ⊂ Λ(𝑋) при любом 𝑛 ∈ N. �

5. Заключение. В заключении отметим, что результаты этой работы естественным
образом переносятся на положительно определенные ядра. Пусть 𝐺 – некоторое множе-
ство. Функция𝐾 : 𝐺×𝐺→ C называется положительно определенным ядром на𝐺×𝐺,
если для любого натурального 𝑛 ∈ N, для каждого набора точек {𝑥𝑘}𝑛𝑘=1 ⊂ 𝐺 и чисел
{𝑐𝑘}𝑛𝑘=1 ⊂ C выполняется неравенство

𝑛∑︀
𝑘,𝑝=1

𝑐𝑘𝑐𝑝𝐾(𝑥𝑘, 𝑥𝑝) > 0 . Множество всех таких

ядер обозначим символом Φ(𝐺×𝐺).
Теорема 5 (Основное неравенство для ядер). Пусть 𝐾 ∈ Φ(𝐺 × 𝐺). Тогда для

любых натуральных 𝑛,𝑚 ∈ N, для произвольных наборов точек {𝑥𝑘}𝑛𝑘=1, {𝑦𝑝}𝑚𝑝=1 ⊂ 𝐺,
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𝑥 ∈ 𝐺, и {𝑎𝑘}𝑛𝑘=1, {𝑏𝑝}𝑚𝑝=1 ⊂ C выполняется неравенство⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑛∑︁
𝑘=1

𝑚∑︁
𝑝=1

𝐾(𝑥𝑘, 𝑦𝑝)𝑎𝑘𝑏𝑝

⃒⃒⃒⃒
⃒
2

6
𝑛∑︁

𝑘,𝑝=1

𝐾(𝑥𝑘, 𝑥𝑝)𝑎𝑘𝑎𝑝

𝑚∑︁
𝑘,𝑝=1

𝐾(𝑦𝑘, 𝑦𝑝)𝑏𝑘𝑏𝑝 , (24)

Неравенство (24) обращается в равенство для некоторых 𝑛,𝑚 ∈ N, {𝑥𝑘}𝑛𝑘=1, {𝑦𝑝}𝑚𝑝=1 ⊂
𝐺, и {𝑎𝑘}𝑛𝑘=1, {𝑏𝑝}𝑚𝑝=1 ⊂ C, тогда и только тогда, когда для всех 𝑡 ∈ 𝐺 выполняется
равенство

𝑚∑︁
𝑘=1

𝑚∑︁
𝑝=1

𝐾(𝑦𝑘, 𝑦𝑝)𝑏𝑘𝑏𝑝

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘𝐾(𝑥𝑘, 𝑡) =
𝑛∑︁
𝑘=1

𝑚∑︁
𝑝=1

𝐾(𝑥𝑘, 𝑦𝑝)𝑎𝑘𝑏𝑝

𝑚∑︁
𝑝=1

𝑏𝑝𝐾(𝑦𝑝, 𝑡) , 𝑡 ∈ 𝐺.

В частности неравенство |𝐾(𝑥, 𝑦)|2 6 𝐾(𝑥, 𝑥)𝐾(𝑦, 𝑦) обращается в равенство при
некоторых 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺 тогда и только тогда, когда для всех 𝑡 ∈ 𝐺 выполняется равенство
𝐾(𝑦, 𝑦)𝐾(𝑥, 𝑡) = 𝐾(𝑥, 𝑦)𝐾(𝑦, 𝑡).

Доказательство последней теоремы и других неравенств для положительно опреде-
ленных ядер представлены в другой журнал.
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INEQUALITIES FOR POSITIVE DEFINITE FUNCTIONS ON GROUP

V. P. Zastavnyi

Positive definite functions on an abelian group are considered. The key object in this work is the well-known
basic inequality for positive definite functions — the Cauchy-Bunyakovsky inequality for a special semi-inner
product generated by a given positive definite function. Using the basic inequality, new inequalities of the Krein-
Gorin and Ingham type are proven.
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УДК 51.8,519.66

О ПОСТРОЕНИИМАГИЧЕСКИХ КВАДРАТОВ

© 2020. А.Ю. Иванов, А.-В. В. Мельник

В статье автор кратко рассматривает историю развития математической теориимагических квадратов
и строит новый метод построения полумагических квадратов произвольного нечетного порядка.

Ключевые слова:Магический квадрат, полумагический квадрат, перестановка, магическое число.

Введение. Классическим магическим квадратом порядка 𝑛, где 𝑛 - некоторое нату-
ральное число, называют матрицу 𝑛×𝑛, заполненную числами от 1 до 𝑛2 так, что их суммы
в каждой строке, столбце, а также по главной и побочной диагоналям равны некоторому
числу Σ(𝑛). Число Σ(𝑛) называют магическим числом [1].

Рис. 1: Ло-Шу

Первые упоминания о магических квадратах относят еще к
2200 BC, когда, согласно сказаниям, на берег реки Ло в Китае вы-
несло черепаху, на панцире которой был вырезан магический квад-
рат порядка 3 (Рис. 1), известный сейчас как квадрат Ло-Шу. На
найденной в индийском городе Кхаджурахо в 1904 г. Джайнай-
ской надписи XII или XIII века изображен квадрат 4 × 4 (Рис. 2).

Данная матрица является магическим квадратом, обладающим дополнительными свой-
ствами – ее "ломаные диагонали"(2 12 5 15, 1 11 6 16, 7 6 10 11, 14 2 3 5, 4 16 13 1 и 9 12 8 5)
также равны магическому числу Σ(4) = 34. Матрицы, обладающие подобным свойством,
выделяют в отдельный подтип магических квадратов и называют пандиагональными [2].

Рис. 2

В XVI-XVIII веках наблюдается расцвет интереса к данной те-
матике. Магические квадраты можно встретить в произведениях ис-
кусств (например, известная гравюра Альбрехта Дюрера "Меланхо-
лия 1514г. [2]), их используют в астрологии (магические квадраты А.
Кирхера и т.п.), также в этот период ведется активное развитие мате-
матической теории магических квадратов. Первые результаты в этом
направлении носят разрозненный характер и концентрируются, прежде всего, на вопросе
построения новых квадратов различных порядков.

Постепенно увеличивающийся объем фактов ставил новые вопросы в рамках дан-
ной проблематики. Так, установив, что из каждого магического квадрата можно получить
еще 7 при помощи поворотов на 90∘ и отражений [3] (обычно эту восьмерку магических
квадратов не различают, воспринимая их как один и тот же), а также показав при помощи
полного перебора, что квадрат Ло-Шу является единственным (с точностью до поворотов
и отражений) магическим квадратом порядка 3, была поставлена задача о вычислении
количества различных квадратов данного порядка. Вплоть до второй половины XVII века
считалось, что существует лишь 16 магических квадратов порядка 4, однако затем Бер-
нард Френикл де Бюсси нашел 880 различных магических квадратов данного порядка [4].
Френикл применил известный метод исчерпаний, основанный во многом на прямом пе-
реборе всех возможных вариантов,это позволило ему не только составить список из 880
различных магических квадратов, но и показать, что других магических квадратов поряд-
ка 4 не существует. Тем не менее, ввиду сложности проверки результатов Б. Френикла
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многие авторы не стали доверять им – первое аналитическое доказательство того, что су-
ществует ровно 880 различных магических квадратов порядка 4 получено только в 1982 г.
К. Оллереншоу и Г. Бонди [2].

Таким образом, уже к концу XVII века была получена исчерпывающая информа-
цию о магических квадратах порядка 3 и 4, однако при вычислении общего количества
различных квадратов более старших порядков исследователи столкнулись с непреодоли-
мыми трудностями вычислительного характера. Так, если в 1976 г. В. Бенсон совместно
с О. Якоби запрограммировали метод исчерпаний Б. Френикла и получили при помощи
вычислительной машины IBM 1130 полный список магических квадратов 4 на 4 [5], ана-
логичным образом Р. Шроппель вычислил количество различных магических квадратов
5 на 5, установив, что их 275 305 224 [6], но подобный подход преодолеть 36! вариантов
полного перебора квадратов порядка 6 не может и по сей день.

В 1998 г. К. Пинн и Ц.Вейцерковски применили радикально отличный подход к вы-
числению количества магических квадратов порядка 6 [7]. Данный метод основан на при-
менении метода Монте Карло, и, как результат, дает статистическую оценку количества
различных магических квадратов – (0.17745 ± 0.00016) × 1020. На данный момент анало-
гичным образом получены оценки количества различных магических квадратов вплоть до
10 порядка.

В свете выше означенных сложностей с вычислением количества различных магиче-
ских квадратов старших порядков, значительное место в развитии математической теории
магических квадратов заняли алгоритмы построения магических квадратов заданного по-
рядка. С широким набором подобных методов можно ознакомиться, например, в книге
М. М. Постникова "Магические квадраты- [3]. В целом можно выделить 3 основных типа
алгоритмов конструирования: методы окаймления, при которых к уже заданному маги-
ческому квадрату по некоторому правилу добавляют дополнительные строки и столбцы
так, чтобы получить новый магический квадрат большего порядка; методы составления
магического квадрата и методы, использующие один или два вспомогательных квадрата.
Следует отметить, что все известные алгоритмы построения позволяют конструировать
лишь незначительное число (относительно общего числа квадратов заданного порядка)
различных магических квадратов, так индийский метод и метод альфила позволяют по-
лучить лишь 1 магический квадрат заданного порядка; обобщенный индийский метод –
𝑛 различных квадратов; метод Москопула – 𝑛2; самым эффективным в этом плане ме-
тодом, по видимому, является метод Делаира, позволяющий построить довольно много
различных магических квадратов нечетного порядка [3].

В данной статье автор строит и обосновывает новый алгоритм построения полума-
гических квадратов произвольного нечетного порядка.

Вспомогательные обозначения и утверждения. Прежде всего введем использу-
емые далее обозначения и понятия. Множество квадратных матриц 𝑛 × 𝑛 элементами
которых являются числа от 1 до 𝑛2 без повторений будем обозначатьM(𝑛).

Определение 1. Матрицу 𝐵𝑛 = (𝑏𝑖,𝑗)
𝑛
𝑖,𝑗=1 ∈ M(𝑛) такую, что 𝑏𝑖,𝑗 = 𝑛(𝑖 − 1) + 𝑗

будем называть базовой, 𝑖, 𝑗 = 1, 𝑛.

Определение 2. Набор 𝛼 = {𝑏1,𝑗1 𝑏2,𝑗2 ... 𝑏𝑛,𝑗𝑛} из 𝑛 элементов базовой матрицы 𝐵𝑛,
где (𝑗1 𝑗2 ... 𝑗𝑛) является перестановкой (1 2 ... 𝑛), будем называть подходящим набором.

Заметим, что всего существует 𝑛! различных подходящих наборов. Действительно,
каждый подходящий набор однозначно определяется соответствующей ему перестанов-
кой (𝑗1 𝑗2 ... 𝑗𝑛).
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Лемма 1. Набор 𝛼 = {𝑏𝑗1,1 𝑏𝑗2,2 ... 𝑏𝑗𝑛,𝑛} из 𝑛 элементов базовой матрицы 𝐵𝑛, где
(𝑗1 𝑗2 ... 𝑗𝑛) некоторая перестановка (1 2 ... 𝑛), является подходящим набором.

Доказательство. Так как (𝑗1 𝑗2 ... 𝑗𝑛) это некоторая перестановка (1 2 ... 𝑛), то
можно переобозначить элементы набора 𝛼 таким образом, что 𝑏𝑘,𝑖𝑘 := 𝑏𝑗𝑖,𝑖, если 𝑗𝑖 = 𝑘.
Следовательно, получим, что𝛼 = {𝑏1,𝑖1 𝑏2,𝑖2 ... 𝑏𝑖,𝑖𝑛}, где (𝑖1 𝑖2 ... 𝑖𝑛) некоторая перестановка
набора (1 2 ... 𝑛), но это и означает, что 𝛼 является подходящим набором. �

Определение 3. Совокупность Ω из 𝑛 подходящих наборов 𝛼1 = {𝑏1,𝑗11 𝑏2,𝑗12 ... 𝑏𝑛,𝑗1𝑛},
𝛼2 = {𝑏1,𝑗21 𝑏2,𝑗22 ... 𝑏𝑛,𝑗2𝑛},..., 𝛼𝑛 = {𝑏1,𝑗𝑛1 𝑏2,𝑗𝑛2 ... 𝑏𝑛,𝑗𝑛𝑛} называется покрывающей, если не
существует элемента 𝑏𝑖,𝑗 базовой матрицы 𝐵𝑛 принадлежащего сразу двум различным
подходящим наборам данной совокупности.

Заметим, что так как покрывающая совокупность состоит из 𝑛 подходящих наборов
по 𝑛 элементов, то данное определение можно трактовать как распределение всех элемен-
тов базовой матрицы 𝐵𝑛 по наборам так, что в каждой строке и столбце будет лишь один
элемент из каждого набора совокупности Ω.

Определение 4. Матрица 𝐴 = (𝑎𝑖,𝑗)
𝑛
𝑖,𝑗=1 ∈ M(𝑛) называется полумагическим квад-

ратом, если
∑︀𝑛

𝑗=1 𝑎𝑖,𝑗 =
∑︀𝑛

𝑗=1 𝑎𝑗,𝑖 = Σ(𝑛) для всех 𝑖 = 1, 𝑛.
Утверждение 1. Магическое число удовлетворяет следующему соотношению

Σ(𝑛) = 𝑛(𝑛2+1)
2

Доказательство. Так как по определению магического числа суммы элементов
каждой строки магического квадрата равны Σ(𝑛), а значит и между собой, то для опре-
деления его значения достаточно сложить все элементы данной матрицы и разделить на
количество строк в матрице:

Σ(𝑛) =
1

𝑛

𝑛2∑︁
𝑗=1

𝑗 =
𝑛2(𝑛2 + 1)

2𝑛
=
𝑛(𝑛2 + 1)

2

�

Лемма 2. Матрица𝐴 ∈ M(𝑛), каждая строка и каждый столбец которой состо-
ит из элементов подходящих наборов базовой матрицы 𝐵𝑛, является полумагическим
квадратом.

Доказательство. Возьмем произвольную строку данной матрицы 𝐴 = (𝑎𝑖,𝑗)
𝑛
𝑖,𝑗=1

и рассмотрим сумму ее элементов
∑︀𝑛

𝑗=1 𝑎𝑖,𝑗 . Так как совокупность элементов данной
строки {𝑎𝑖,1 𝑎𝑖,2 ... 𝑎𝑖,𝑛} является некоторым подходящим набором базовой матрицы 𝐵𝑛,
то существует перестановка (𝑗1 𝑗2 ... 𝑗𝑛) набора (1 2 ... 𝑛) такая, что

∑︀𝑛
𝑗=1 𝑎𝑖,𝑗 =

∑︀𝑛
𝑖=1 𝑏𝑖,𝑗𝑖 .

Учитывая, что 𝑏𝑖,𝑗𝑖 = 𝑛(𝑖 − 1) + 𝑗𝑖, получаем
∑︀𝑛

𝑖=1 𝑏𝑖,𝑗𝑖 =
∑︀𝑛

𝑖=1[𝑛(𝑖 − 1) + 𝑗𝑖] =

= 𝑛
∑︀𝑛

𝑖=1(𝑖− 1) +
∑︀𝑛

𝑖=1 𝑗𝑖 = 𝑛 · (𝑛−1)𝑛
2

+
∑︀𝑛

𝑖=1 𝑖 = 𝑛2(𝑛−1)
2

+ 𝑛(𝑛+1)
2

= 𝑛
2
[𝑛2 − 𝑛+ 𝑛+ 1] =

= 𝑛(𝑛2+1)
2

= Σ(𝑛).
Аналогично для столбцов. Таким образом, сумма элементов в каждой строке и каж-

дом столбце матрицы 𝐴 равна магическому числу Σ(𝑛), откуда и следует, что искомый
результат. �

Определение 5. Две покрывающие совокупности Ω и Π называются совместимыми,
если для каждой пары подходящих наборов 𝛼 ∈ Ω, 𝛽 ∈ Π существует единственный
элемент 𝑏𝑖,𝑗 базовой матрицы 𝐵𝑛 такой, что 𝛼 ∩ 𝛽 = 𝑏𝑖,𝑗 .
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Утверждение 2. Пусть 𝑛 = 2𝑘 + 1, где 𝑘 — некоторое натуральное число, то-
гда для базовой матрицы 𝐵𝑛 справедливо следующие соотношение:

∑︀2𝑘+1
𝑗=1 𝑏𝑘+1,𝑗 =

=
∑︀2𝑘+1

𝑖=1 𝑏𝑖,𝑘+1 = Σ(𝑛)

Доказательство. Рассмотрим центральную строку базовой матрицы 𝐵𝑛:∑︀2𝑘+1
𝑗=1 𝑏𝑘+1,𝑗 =

∑︀2𝑘+1
𝑗=1 [(2𝑘 + 1)(𝑘 + 1 − 1) + 𝑗] = (2𝑘 + 1)2𝑘 + (2𝑘+1)(2𝑘+2)

2
= (2𝑘 + 1) ×

×(2𝑘2 + 𝑘 + 𝑘 + 1) = (2𝑘 + 1)4𝑘
2+4𝑘+1+1

2
= {𝑛 = 2𝑘 + 1} = 𝑛𝑛

2+1
2

= Σ(𝑛).
Рассмотрим центральный столбец базовой матрицы 𝐵𝑛:

∑︀2𝑘+1
𝑖=1 𝑏𝑖,𝑘+1 =

=
∑︀2𝑘+1

𝑖=1 [(2𝑘+ 1)(𝑖− 1) + 𝑘+ 1] = (2𝑘+ 1)[ (2𝑘+1)2𝑘
2

+ 𝑘+ 1] = (2𝑘+ 1)[2𝑘2] + 𝑘+ 𝑘+ 1 =

= 2𝑘+1
2

[(2𝑘 + 1)2 + 1] = {𝑛 = 2𝑘 + 1} = 𝑛𝑛
2+1
2

= Σ(𝑛).
�

Алгоритм построения полумагического квадрата. Приведенный ниже алгоритм
построения полумагических квадратов произвольного нечетного порядка основывается
на результатах, приведенных в предыдущем параграфе, и позволяет легко выделить в
полученном наборе квадратов магические.

Алгоритм. Для построения матрицы 𝐴 = (𝑎𝑖,𝑗)
𝑛
𝑖,𝑗=1 ∈ M(𝑛), являющейся полума-

гическим квадратом нечетного порядка 𝑛, достаточно выполнить следующую после-
довательность действий:

(i) Построить две совместимые покрывающие совокупности Ω и Π.

(ii) Пронумеровать подходящие наборы каждой из покрывающих совокупностей от 1
до 𝑛: 𝛼𝑖 ∈ Ω, 𝑖 = 1, 𝑛, 𝛽𝑗 ∈ Π, 𝑗 = 1, 𝑛.

(iii) Взять две произвольные перестановки (𝑗1 𝑗2 ... 𝑗𝑛) и (𝑖1 𝑖2 ... 𝑖𝑛) набора (1 2 ... 𝑛)
(для удобства их можно записать напротив строк и столбцов конструируемой
матрицы).

(iv) Заполнить ячейки конструируемой матрицы так, что каждый ее элемент 𝑎𝑡,𝑝
определяется следующим соотношением: 𝑎𝑡,𝑝 = 𝛼𝑖𝑡 ∩ 𝛽𝑗𝑝 .

Доказательство.Для доказательства справедливости данного алгоритма, то есть того,
что он выполним и приводит к получению матрицы, являющейся полумагическим квад-
ратом, необходимо показать возможность выполнения каждого из пунктов алгоритма и
показать, что матрица 𝐴 = (𝑎𝑖,𝑗)

𝑛
𝑖,𝑗=1 удовлетворяет определению 4.

1) Покажем, что для любого нечетного натурального 𝑛 существует две совместимые
покрывающие совокупностиΩ иΠ. Для построения подобного примера достаточно приме-
нить схему построения вспомогательных квадратов Делаира [3]. Каждый из полученных,
согласно данной схемы, двух вспомогательных квадратов, заполненных в каждой строчке
числами из полной системы наименьших неотрицательных вычетов по модулю 𝑛, необхо-
димо сопоставить с базовой матрицей 𝐵𝑛, следующим образом: в набор 𝛼𝑘 совокупности
Ω входят такие элементы 𝑏𝑖,𝑗 базовой матрицы𝐵𝑛, что в соответствующей ячейки первого
вспомогательного квадрата находится число 𝑘. Аналогично строятся наборы совокупно-
сти Π по второму вспомогательному квадрату. Из свойств вспомогательных квадратов
Делаира следует, что наборы совокупностей Ω и Π являются подходящими, а сами сово-
купности — совместимыми покрывающими.

2-3) Пункты два и три, очевидно, выполнимы всегда.
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4) Так как совокупностиΩ иΠ являются совместимыми покрывающими, то, согласно
определению 5, для любых подходящих наборов 𝛼𝑖𝑡 ∈ Ω, 𝛽𝑗𝑝 ∈ Π существует единствен-
ный элемент 𝑏𝑖,𝑗 = 𝛼𝑖𝑡 ∩ 𝛽𝑗𝑝 . Присвоим его значение элементу 𝑎𝑡,𝑝 искомой матрицы 𝐴.
Выполнив данную процедуру для каждой пары подходящих наборов совокупностей Ω и Π
получим 𝑛2 различных элементов базовой матрицы 𝐵𝑛, полностью заполняющих матрицу
𝐴. Таким образом, 𝐴 ∈ M(𝑛).

Рассмотрим произвольную строку 𝑡 полученной выше матрицы 𝐴. Все элементы
данной строки находятся из соотношений 𝛼𝑖𝑡 ∩ 𝛽𝑗𝑝 . Отсюда следует, что каждый элемент
строки 𝑡 матрицы 𝐴 принадлежит подходящему набору 𝛼𝑖𝑡 , при этом все они различны и
всего их 𝑛. Значит, элементы строки 𝑡 матрицы 𝐴 образуют подходящий набор 𝛼𝑖𝑡 . Таким
образом, получили, что строки матрицы 𝐴 состоят из элементов подходящих наборов
совокупности Ω. Аналогично получаем, что столбцы матрицы 𝐴 состоят из элементов
подходящих наборов совокупности Π. Тогда из леммы 2 непосредственно следует, что
построенная выше матрица 𝐴 является полумагическим квадратом.

�

Замечание 1. Следует отметить, что ограничение в условиях применимости алго-
ритма на четность𝑛 связано лишь с возможностьюпостроения совместимыхпокрывающих
совокупностей в общем виде. Так, если для нечетного 𝑛 построенные вспомогательные
квадраты в рамках метода Делаира можно трансформировать в искомые покрывающие
совокупности подходящих наборов, то для четного 𝑛 математическая теория магических
квадратов подобных результатов не содержит, автору же, на данный момент, построить
искомые совокупности в общем виде не удалось.

Замечание 2. Легко видно, что для каждой пары совместимых покрывающих со-
вокупностей построенный алгоритм дает (𝑛!)2 различных (с точностью до поворотов и
отражений) полумагических квадратов. При этом важно отметить, что, вообще говоря,
подобных совместимых покрывающих совокупностей при 𝑛 > 3 существует более одной
(вычисление точного количества таких пар должно будет входить в дальнейшие исследо-
вания автора данной статьи).

Так как магический квадрат отличается от полумагического дополнительными усло-
виями на сумму элементов по главной и побочной диагоналям, то конструкция алгоритма,
построенного в данном параграфе, позволяет рассчитывать на получение нового метода
конструирования магических квадратов при дальнейших исследований в данной темати-
ке. Тем не менее, уже на данном этапе используя лишь две дополнительные проверки на
сумму элементов по диагоналям можно легко получить значительное количество магиче-
ских квадратов произвольного порядка. Ниже приведены примеры построения магических
квадратов порядка 4, а также дополнительные соображения используемые при построении
магических квадратов как четного, так и нечетного порядков.

Примеры применения алгоритма к построению магических квадратов. Струк-
тура построенного нами алгоритма позволяет успешно использовать вычислительную тех-
нику для получения искомых результатов. Рассмотрим для начала матрицы порядка 4. Как
было замечено ранее, для квадратов порядка 4 существует 4! = 24 различных подходящих
наборов. Путем направленного перебора нами установлено, что из них можно составить
всего 12 различных пар совместимых покрывающих совокупностей. Таким образом, по-
строенный нами алгоритм дает 12 · (4!)2 = 6912 полумагических квадрата (среди которых
864 различных, учитывая повороты и отражения). Проверяя сумму элементов на диаго-
налях построенных матриц, при помощи вычислительной техники, нами установлено, что
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среди построенных полумагических квадратов 192 магических. На рисунке 3 приведен
базовый квадрат 𝐵4, на рисунке 4 — пара совместимых покрывающих совокупностей Ω4

и Π4 и, наконец, на рисунке 5 приведен пример одного из магических квадратов соответ-
ствующего Ω4 и Π4.

Рис. 3: базовый квадрат 𝐵4
Рис. 4: совместимые покрывающие совокуп-
ности Ω4 и Π4

На рисунке 4 цифрами обозначены номера подходящих наборов совокупностей Ω4

и Π4. Таким образом, сопоставляя рисунки 3–4 получаем следующий список подходящих
наборов:

Рис. 5: магический квадрат

Ω4: 𝛼1 = (1 6 11 16), 𝛼2 = (2 5 12 15), 𝛼3 = (3 8 9 14) и
𝛼4 = (4 7 10 13).

Π4: 𝛽1 = (1 8 10 15), 𝛽2 = (2 7 9 16), 𝛽3 = (3 6 12 13) и
𝛽4 = (4 5 11 14).

На рисунке 5 по кромке построенного магического
квадрата записан порядок номеров подходящих наборов со-
вокупностей Ω4 и Π4.

Таким образом, не взирая на то, что в общем случае
сконструированный алгоритм обоснован только для нечетного 𝑛, в случае, если мы смогли
построить пару совместимых покрывающих совокупностей, то пункты алгоритма (ii)-(iv)
приводят к полумагическим квадратам соответствующего порядка. При этом для нахож-
дения магического квадрата четного порядка придется перебрать некоторое количество
вариантов, зависящих от порядка расположения подходящих наборов в строках и столбцах
таблицы.

При построении магических квадратов нечетного порядка 𝑛 = 2𝑘 + 1 можно су-
щественно уменьшить вариативную часть. Построив пару совместимых покрывающих
совокупностей Ω2𝑘+1 и Π2𝑘+1, вместо перебора перестановок порядка подходящих набо-
ров в строках и столбцах (до такого варианта при котором главная и побочная диагонали
будут равны Σ(𝑛)), можно расставить по одной из диагоналей элементы 𝑘+ 1 строки (или
𝑘 + 1 столбца) базовой матрицы 𝐵2𝑘+1, так как согласно утверждению 2 сумма элементов
данной строки (столбца) равны магическому числу Σ(𝑛). Следовательно, для того что-
бы проверить является ли построенный полумагический квадрат магическим достаточно
сравнить сумму элементов второй диагонали с Σ(𝑛). Перебор при помощи вычислитель-
ных средств построенных таким образом полумагических квадратов порядка 13 показал,
что из 1 325 381 659 сконструированных матриц 506 938 769 оказалась магическими
квадратами.
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In the article, the author consider the history of mathematical investigations the theory of magic squares,
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УДК 539.3

ТОЧНЫЕ АНАЛИТИЧЕСКИЕ РЕШЕНИЯ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ ТЕОРИИ
УПРУГОСТИ И ЭЛЕКТРОМАГНИТОУПРУГОСТИ О СОСРЕДОТОЧЕННЫХ
ВОЗДЕЙСТВИЯХ В ПЛАСТИНКЕ С ЭЛЛИПТИЧЕСКИМ ОТВЕРСТИЕМ

© 2020. С.А. Калоеров

Приведены точные аналитические решения задач для пластинки с эллиптическим отверстием для
случая сосредоточенных воздействий во внутренних точках. При этом после преобразований граничные
условия записываются в одной из плоскостей обобщенных комплексных переменных и к ним применяются
методыинтегралов типаКоши.Впервые рассмотрени случай, когда сосредоточенное воздействие приложено
к точкам контура отверстия, а также а также переход отверстия в прямолинейный разрез-трещину.

Ключевые слова: aнизотропная или электромагнитоупругая пластинка с отверстием или трещиной,
комплексные потенциалы, интегралы типа Коши.

Введение. К настоящему времени разработаны различные методы определения
напряженно-деформированного состояния анизотропных пластин и электроупругого со-
стояния пластин из пьезоматериалов. Поэтому актуальна задача исследования достовер-
ности получаемых различными методами значений характерных величин, в частности
напряжений и деформаций. Следовательно, нужно иметь точные решения задач, с кото-
рыми могут сравниваться получаемые новыми методами значения величин. Но точные
аналитические решения для многосвязных сред получить невозможно, а для односвязных
областей они получены лишь для случая действия простейших нагрузок на бесконечности
или на контуре отверстия, для анизотропной пластинки в работе [1], для пьезопластинки в
работах [2,3]. Для наиболее же реального сосредоточенного воздействия точные решения
отсутствуют.

В данной статье построены решения задач для анизотропной пластинки с отверстием
под действием сосредоточенных сил в произвольных внутренних точках области или точ-
ках контура отверстия, включая случай, когда это отверстие переходит в прямолинейную
трещину. Решении основано на записи граничных условиях в каждой из двух плоскостей
обобщенных комплексных переменных и применении к ним вычислении интегралов типа
Коши для точек вне контура. Аналогичные точные решения получены для случаев задачи
электромагнитоупругости.

Решение для анизотропной пластинки. Рассмотрим анизотропную пластинку, за-
нимающую бесконечную односвязную область 𝑆, ограниченную эллиптическим контуром
𝐿1 с полуосями 𝑎1 и 𝑏1. На бесконечности и по контуру отверстия пластинка не загружена,
во внутренней точке 𝑧01(𝑥01, 𝑦

0
1) области 𝑆 действует сосредоточенная сила 𝑃 0

1 (𝑋0
1 , 𝑌

0
1 ).

Решение задачи по исследованию напряженно-деформированного состояния пла-
стинки будем проводить с использованием комплексных потенциалов плоской задачи
теории упругости анизотропного тела. В этом случае рассматриваемая задача сводится к
нахождению функций Φ𝑘(𝑧𝑘) (𝑘 = 1, 2) обобщенных комплексных переменных [1]

𝑧𝑘 = 𝑥+ 𝜇𝑘𝑦, (1)
где 𝜇𝑘 — корни характеристического уравнения

𝑎11𝜇
4 − 2𝑎16𝜇3 + (2𝑎12 + 𝑎66)𝜇

2 − 2𝑎26𝜇+ 𝑎22 = 0, (2)
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𝑎𝑖𝑗 — коэффициенты деформаций материала пластинки, из граничных условий

2Re
2∑︁

𝑘=1

𝑔𝑖𝑘1Φ𝑘(𝑡𝑘) = 0, (3)

в которых
(𝑔1𝑘1, 𝑔2𝑘1) = (1,−𝜇𝑘)

в случае неподкрепленного контура отверстия 𝐿1 и

(𝑔1𝑘1, 𝑔2𝑘1) = (𝑝𝑘, 𝑞𝑘),

𝑝𝑘 = 𝑎11𝜇
2
𝑘 − 𝑎16𝜇+ 𝑎12, 𝑞𝑘 = 𝑎12𝜇𝑘 − 𝑎26 +

𝑎22
𝜇𝑘
,

если контур 𝐿1 жестко подкреплен.
Функции Φ𝑘(𝑧𝑘) определены в областях 𝑆𝑘, получаемых из заданной области 𝑆

аффинными преобразованиями (1) и ограниченных контурами 𝐿𝑘1, соответствующими
контуру 𝐿𝑘 при этих преобразованиях. Исходя из общего вида этих функций [4, 5], для
них в данном случае получаем

Φ𝑘(𝑧𝑘) = 𝐴0
𝑘1 ln

(︀
𝑧𝑘 − 𝑧0𝑘1

)︀
+ Φ0𝑘(𝑧𝑘), (4)

где 𝐴0
𝑘1 — известные постоянные, получаемые из решения системы

2Re
2∑︁

𝑘=1

(1, 𝜇𝑘, 𝑝𝑘, 𝑞𝑘)𝑖𝐴
0
𝑘1 =

(︂
𝑌 0
1

2𝜋
, −𝑋

0
1

2𝜋
, 0, 0

)︂
; (5)

Φ0𝑘(𝑧𝑘) — функции, голоморфные вне контуров 𝐿𝑘1, и для их определения используем
метод интегралов типа Коши.

Граничные условия (3) в силу симметричности относительно функций перепишем в
виде

𝑔1𝑘1Φ𝑘(𝑡𝑘) + 𝑔1𝑘+1,1Φ𝑘+1(𝑡𝑘+1) = −𝑔1𝑘1Φ𝑘(𝑡𝑘) − 𝑔1𝑘+1,1Φ𝑘+1(𝑡𝑘+1),

𝑔2𝑘1Φ𝑘(𝑡𝑘) + 𝑔2𝑘+1,1Φ𝑘+1(𝑡𝑘+1) = −𝑔2𝑘1Φ𝑘(𝑡𝑘) − 𝑔2𝑘+1,1Φ𝑘+1(𝑡𝑘+1),

в котором 𝑘— индекс, принимающий значения 1 и 2, причем значение индекса 𝑘 + 1 при
𝑘 = 2 нужно формально считать равным 1. Решая эту систему относительно функций
Φ𝑘(𝑡𝑘), получаем

Φ𝑘(𝑡𝑘) = −𝑟1𝑘Φ𝑘(𝑡𝑘) − 𝑟2𝑘+1Φ𝑘+1(𝑡𝑘+1), (6)

где
𝑟1𝑘 =

𝑔1𝑘1𝑔2𝑘+1,1 − 𝑔2𝑘1𝑔1𝑘+1,1

𝑔1𝑘1𝑔2𝑘+1,1 − 𝑔2𝑘1𝑔1𝑘+1,1

, 𝑟2𝑘+1 =
𝑔1𝑘+1,1𝑔2𝑘+1,1 − 𝑔2𝑘+1,1𝑔1𝑘+1,1

𝑔1𝑘1𝑔2𝑘+1,1 − 𝑔2𝑘1𝑔1𝑘+1,1

(7)

Отобразим конформно внешности единичных кругов |𝜁𝑘1| > 1 на внешности конту-
ров 𝐿𝑘1 [4, 5]:

𝑧𝑘 = 𝑅𝑘1

(︂
𝜁𝑘1 +

𝑚𝑘1

𝜁𝑘1

)︂
, (8)

где
𝑅𝑘1 =

𝑎1 − 𝑖𝜇𝑘𝑏1
2

, 𝑚𝑘1 =
𝑎1 + 𝑖𝜇𝑘𝑏1

2𝑅𝑘1

.
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Тогда функции Φ0𝑘(𝑧𝑘), голоморфные вне 𝐿𝑘1, как сложные функции от 𝜁𝑘1, будут го-
ломорфными вне единичного круга |𝜁𝑘1| > 1, включая бесконечно удаленную точку. В
отображенной области функции (4) принимают вид

Φ𝑘(𝑧𝑘) = 𝐴0
𝑘1 ln

(︀
𝜁𝑘1 − 𝜁0𝑘1

)︀
+ Φ0𝑘(𝜁𝑘1), (9)

в котором 𝜁0𝑘1 — точки, соответствующие 𝑧0𝑘1 при конформных отображениях (8);
Φ0𝑘(𝜁𝑘1) — функции, голоморфные в отображенных областях вне единичных кругов
|𝜁𝑘1| > 1. На контурах этих кругов 𝜁𝑘1 = 𝜎 = 𝑒𝑖𝜃, где 𝜃 — параметр параметрическо-
го задания эллипса. Учитывая это и подставляя функции (9) в граничные условия (6),
получаем

𝐴0
𝑘1 ln (𝜎 − 𝜁0𝑘1) + Φ0𝑘(𝜎) = −

2∑︁
𝑗=1

𝑟𝑗,𝑘+𝑗−1

(︂
𝐴

0

𝑘+𝑗−1,1 ln

(︂
1

𝜎
− 𝜁

0

𝑘+𝑗−1,1

)︂
+ Φ0𝑘+𝑗−1(𝜎)

)︂
. (10)

Вычислив интегралы типа Коши от обеих частей последних равенств [6], с точностью до
постоянных слагаемых найдем

Φ0𝑘(𝜁𝑘1) = −
2∑︁
𝑗=1

𝑟𝑗𝑘+𝑗−1𝐴
0

𝑘+𝑗−1,1 ln

(︂
1

𝜁𝑘1
− 𝜁

0

𝑘+𝑗−1,1

)︂
. (11)

Окончательно для комплексных потенциалов и их производных находим

Φ𝑘(𝑧𝑘) = 𝐴0
𝑘1 ln

(︀
𝜁𝑘1 − 𝜁0𝑘1

)︀
−𝑟1𝑘𝐴

0

𝑘1 ln

(︂
1

𝜁𝑘1
− 𝜁

0

𝑘1

)︂
−𝑟2𝑘+1𝐴

0

𝑘+1,1 ln

(︂
1

𝜁𝑘1
− 𝜁

0

𝑘+1,1

)︂
; (12)

Φ′
𝑘(𝑧𝑘) =

⎛⎝ 𝐴0
𝑘1

𝜁𝑘1 − 𝜁0𝑘1
+

𝑟1𝑘𝐴
0

𝑘1

𝜁𝑘1

(︁
1 − 𝜁

0

𝑘1𝜁𝑘1

)︁ +
𝑟2𝑘+1𝐴

0

𝑘+1,1

𝜁𝑘1

(︁
1 − 𝜁

0

𝑘+1,1𝜁𝑘1

)︁
⎞⎠ 𝜁2𝑘1
𝑅𝑘1 (𝜁2𝑘1 −𝑚𝑘1)

. (13)

Если сила приложена в точке контура, то 𝜁0𝑘1 = 𝜁0𝑘+𝑗−1,1 = 𝜎0
1 = 𝑒𝑖𝜃1 , 𝜎0

1 = 𝑒−𝑖𝜃1 = 1
𝜎0
1
.

Тогда

Φ𝑘(𝑧𝑘) = 𝐴0
𝑘1 ln

(︀
𝜁𝑘1 − 𝜎0

1

)︀
− 𝑟1𝑘𝐴

0

𝑘1 ln

(︂
1

𝜁𝑘1
− 1

𝜎0
1

)︂
− 𝑟2𝑘+1𝐴

0

𝑘+1,1 ln

(︂
1

𝜁𝑘1
− 1

𝜎0
1

)︂
, (14)

Φ′
𝑘(𝑧𝑘) =

(︃
𝐴0
𝑘1

𝜁𝑘1 − 𝜎0
1

+
𝑟1𝑘𝐴

0

𝑘1𝜎
0
1

𝜁𝑘1 (𝜎0
1 − 𝜁𝑘1)

+
𝑟2𝑘+1𝐴

0

𝑘+1,1𝜎
0
1

𝜁𝑘1 (𝜎0
1 − 𝜁𝑘1)

)︃
𝜁2𝑘1

𝑅𝑘1 (𝜁2𝑘1 −𝑚𝑘1)
. (15)

При этом в точках контура 𝜁𝑘1 = 𝜎 = 𝑒𝑖𝜃.
По известным функциям и их производным можно найти значения напряжений и

перемещений:

(𝜎𝑥, 𝜎𝑦, 𝜏𝑥𝑦) = 2Re
2∑︁

𝑘=1

(𝜇2
𝑘, 1, −𝜇𝑘)Φ′

𝑘(𝑧𝑘), (16)

(𝑢, 𝑣) = 2Re
2∑︁

𝑘=1

(𝑝𝑘, 𝑞𝑘)Φ𝑘(𝑧𝑘) + (−𝜔3𝑦 + 𝑢0, 𝜔3𝑥+ 𝑣0), (17)
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а в случае перехода эллипса в прямолинейную трещину — также КИН (коэффициенты
интенсивности напряжений).

Решение задачи электромагнитоупругости. Пусть теперь незагруженная на бес-
конечности и по контуру отверстия пластинка изготовлена из пьезоматериала и во внут-
ренней точке 𝑧01(𝑥01, 𝑦

0
1) приложено сосредоточенное воздействие в виде сосредоточенных

силы 𝑃 0
1 (𝑋0

1 , 𝑌
0
1 ), электрического заряда 𝑄0

𝑔1 и магнитного диполя 𝑄0
𝑝1. В этом случае

комплексные потенциалы имеют вид (4), а после преобразований — вид (8), где теперь
𝐴0
𝑘1 — известные постоянные, определяемые решением системы

2Re
4∑︁

𝑘=1

(1, 𝜇𝑘, 𝜈𝑘, 𝜌𝑘, 𝑝𝑘, 𝑞𝑘, 𝑟𝑘, ℎ𝑘) 𝑖𝐴
0
𝑘1 =

(︂
𝑌 0
1

2𝜋
, −𝑋

0
1

2𝜋
, −

𝑄0
𝑔1

2𝜋
, −

𝑄0
𝑝1

2𝜋
, 0, 0, 0, 0

)︂
, (18)

𝜈𝑘, 𝜌𝑘, 𝑝𝑘, 𝑞𝑘, 𝑟𝑘, ℎ𝑘 — известные постоянные [5]; 𝜇𝑘 (𝑘 = 1, 4) — корни характеристиче-
ского уравнения 8-го порядка ⃒⃒⃒⃒

⃒⃒𝑙4𝑠(𝜇) 𝑙3𝑔(𝜇) 𝑙3𝑝(𝜇)
𝑙3𝑔(𝜇) 𝑙2𝛽(𝜇) 𝑙2𝜈(𝜇)
𝑙3𝑝(𝜇) 𝑙2𝜈(𝜇) 𝑙2𝜒(𝜇)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ = 0; (19)

𝑙4𝑠(𝜇) = 𝑠11𝜇
4 − 2𝑠16𝜇

3 + (2𝑠12 + 𝑠66)𝜇
2 − 2𝑠26𝜇+ 𝑠22,

𝑙3𝑔(𝜇) = 𝑔11𝜇
3 − (𝑔21 + 𝑔16)𝜇

2 + (𝑔12 + 𝑔26)𝜇− 𝑔22,

𝑙3𝑝(𝜇) = 𝑝11𝜇
3 − (𝑝21 + 𝑝16)𝜇

2 + (𝑝12 + 𝑝26)𝜇− 𝑝22,

𝑙2𝛽(𝜇) = −𝛽11𝜇2 + 2𝛽12𝜇− 𝛽22,

𝑙2𝜈(𝜇) = −𝜈11𝜇2 + 2𝜈12𝜇− 𝜈22,

𝑙2𝜒(𝜇) = −𝜒11𝜇
2 + 2𝜒12𝜇− 𝜒22.

𝑠𝑖𝑗 — коэффициенты деформации материала, измеренные при постоянных индукциях
электрического и магнитного полей; 𝑔𝑖𝑗 и 𝑝𝑖𝑗 —пьезоэлектрические и пьезомагнитные мо-
дули деформации и напряженностей, измеренные при постоянных напряжениях и индук-
циях; 𝛽𝑖𝑗 , 𝜈𝑖𝑗 , 𝜒𝑖𝑗 — соответственно коэффициенты диэлектрической, электромагнитной
и магнитной проницаемостей, измеренные при постоянных напряжениях; Φ0𝑘(𝑧𝑘) — как
и раньше, функции, голоморфные вне эллиптических контуров 𝐿𝑘1.

Как и выше, граничные условия (3) (но теперь их уже 4 равенства) приведем к системе

𝑔1𝑘1Φ𝑘(𝑡𝑘) + 𝑔1𝑘+1,1Φ𝑘+1(𝑡𝑘+1) + 𝑔1𝑘+2,1Φ𝑘+2(𝑡𝑘+2) + 𝑔1𝑘+3,1Φ𝑘+3(𝑡𝑘+3) =

= −
4∑︁
𝑗=1

𝑔1,𝑘+𝑗−1,1Φ𝑘+𝑗−1(𝑡𝑘+𝑗−1),

𝑔2𝑘1Φ𝑘(𝑡𝑘) + 𝑔2𝑘+1,1Φ𝑘+1(𝑡𝑘+1) + 𝑔2𝑘+2,1Φ𝑘+2(𝑡𝑘+2) + 𝑔2𝑘+3,1Φ𝑘+3(𝑡𝑘+3) =

= −
4∑︁
𝑗=1

𝑔2,𝑘+𝑗−1,1Φ𝑘+𝑗−1(𝑡𝑘+𝑗−1),

𝑔3𝑘1Φ𝑘(𝑡𝑘) + 𝑔3𝑘+1,1Φ𝑘+1(𝑡𝑘+1) + 𝑔3𝑘+2,1Φ𝑘+2(𝑡𝑘+2) + 𝑔3𝑘+3,1Φ𝑘+3(𝑡𝑘+3) =

= −
4∑︁
𝑗=1

𝑔3,𝑘+𝑗−1,1Φ𝑘+𝑗−1(𝑡𝑘+𝑗−1),
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𝑔4𝑘1Φ𝑘(𝑡𝑘) + 𝑔4𝑘+1,1Φ𝑘+1(𝑡𝑘+1) + 𝑔4𝑘+2,1Φ𝑘+2(𝑡𝑘+2) + 𝑔4𝑘+3,1Φ𝑘+3(𝑡𝑘+3) =

= −
4∑︁
𝑗=1

𝑔4𝑘+𝑗−1,1Φ𝑘+𝑗−1(𝑡𝑘+𝑗−1) (20)

с определителем

∆ =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒𝑔1𝑘1 𝑔1𝑘+1,1 𝑔1𝑘+2,1 𝑔1𝑘+3,1

𝑔2𝑘1 𝑔2𝑘+1,1 𝑔2𝑘+2,1 𝑔2𝑘+3,1

𝑔3𝑘1 𝑔3𝑘+1,1 𝑔3𝑘+2,1 𝑔3𝑘+3,1

𝑔4𝑘1 𝑔4𝑘+1,1 𝑔4𝑘+2,1 𝑔4𝑘+3,1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ =

4∑︁
𝑖=1

𝑔𝑖𝑘1𝑀𝑖𝑘

в котором𝑀𝑖𝑘 — алгебраические дополнения элементов первого столбца 𝑔𝑗𝑘1.
Решая систему (20), найдем

Φ𝑘(𝑡𝑘) =
∆𝑘

∆
где

∆𝑘 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒

−
4∑︁
𝑗=1

𝑔1𝑘+𝑗−1,1Φ𝑘+𝑗−1(𝑡𝑘+𝑗−1) 𝑔1𝑘+1,1 𝑔1𝑘+2,1 𝑔1𝑘+3,1

−
4∑︁
𝑗=1

𝑔2𝑘+𝑗−1,1Φ𝑘+𝑗−1(𝑡𝑘+𝑗−1) 𝑔2𝑘+1,1 𝑔2𝑘+2,1 𝑔2𝑘+3,1

−
4∑︁
𝑗=1

𝑔3𝑘+𝑗−1,1Φ𝑘+𝑗−1(𝑡𝑘+𝑗−1) 𝑔3𝑘+1,1 𝑔3𝑘+2,1 𝑔3𝑘+3,1

−
4∑︁
𝑗=1

𝑔4𝑘+𝑗−1,1Φ𝑘+𝑗−1(𝑡𝑘+𝑗−1) 𝑔4𝑘+1,1 𝑔4𝑘+2,1 𝑔4𝑘+3,1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒

или

Φ𝑘(𝑡𝑘) = − 1
4∑︁
𝑖=1

𝑀𝑖𝑘𝑔𝑖𝑘1

(︃
4∑︁
𝑖=1

𝑀𝑖𝑘𝑔𝑖𝑘1Φ𝑘(𝑡𝑘) +
4∑︁
𝑖=1

𝑀𝑖𝑘𝑔𝑖𝑘+1,1Φ𝑘+1(𝑡𝑘+1)+

+
4∑︁
𝑖=1

𝑀𝑖𝑘𝑔𝑖𝑘+2,1Φ𝑘+2(𝑡𝑘+2) +
4∑︁
𝑖=1

𝑀𝑖𝑘𝑔𝑖𝑘+3,1Φ𝑘+3(𝑡𝑘+3)

)︃
=

= −

4∑︁
𝑗=1

4∑︁
𝑖=1

𝑀𝑖𝑘𝑔𝑖𝑘+𝑗−1,1Φ𝑘+𝑗−1(𝑡𝑘+𝑗−1)

4∑︁
𝑖=1

𝑀𝑖𝑘𝑔𝑖𝑘1

. (21)

Окончательно имеем

Φ𝑘(𝑡𝑘) = −
4∑︁
𝑗=1

𝑟𝑗𝑘+𝑗−1Φ𝑘+𝑗−1(𝑡𝑘+𝑗−1), (22)
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где

𝑟𝑗𝑘+𝑗−1 = −

4∑︁
𝑖=1

𝑀𝑖𝑘𝑔𝑖𝑘+𝑗−1,1

4∑︁
𝑖=1

𝑀𝑖𝑘𝑔𝑖𝑘1

. (23)

Подставляя комплексные потенциалы (9) в граничные условия (21) и применяя метод
интегралов типа Коши [6], получим

Φ𝑘(𝑧𝑘) = 𝐴0
𝑘1 ln(𝜁𝑘1 − 𝜁0𝑘1) −

4∑︁
𝑗=1

𝑟𝑗𝑘+𝑗−1𝐴
0

𝑘+𝑗−1,1 ln(
1

𝜁𝑘1
− 𝜁

0

𝑘+𝑗−1,1); (24)

Φ′
𝑘(𝑧𝑘) =

⎛⎝ 𝐴0
𝑘1

𝜁𝑘1 − 𝜁0𝑘1
+

4∑︁
𝑗=1

𝑟𝑗𝑘+𝑗−1𝐴
0

𝑘+𝑗−1,1

𝜁𝑘1

(︁
1 − 𝜁

0

𝑘+𝑗−1,1𝜁𝑘1

)︁
⎞⎠ 𝜁2𝑘1
𝑅𝑘1 (𝜁2𝑘1 −𝑚𝑘1)

. (25)

Если точка приложения внешнего воздействия расположена на контуре, то

Φ𝑘(𝑧𝑘) = 𝐴0
𝑘1 ln(𝜁𝑘1 − 𝜎0

1) −
4∑︁
𝑗=1

𝑟𝑗𝑘+𝑗−1𝐴
0

𝑘+𝑗−1,1 ln(
1

𝜁𝑘1
− 1

𝜎0
1

); (26)

Φ′
𝑘(𝑧𝑘) =

(︃
𝐴0
𝑘1

𝜁𝑘1 − 𝜎0
1

+
4∑︁
𝑗=1

𝑟𝑗𝑘+𝑗−1𝐴
0

𝑘+𝑗−1,1𝜎
0
1

𝜁𝑘1 (𝜎0
1 − 𝜁𝑘1)

)︃
𝜁2𝑘1

𝑅𝑘1 (𝜁2𝑘1 −𝑚𝑘1)
. (27)

По известным функциям и их производным можно найти значения всех ос-новных харак-
теристик электромагнитоупругого состояния, а в случае пе-рехода эллипса в прямолиней-
ную трещину — также КИНИН (коэффициенты интенсивности напряжений, индукций и
напряженностей поля) (в частном случае КИН), используя известные формулы [7]. Для
КИНИН можно найти выражения, также исследуя особенности функций в концах трещи-
ны. Пусть 𝑏𝑙 = 0. Тогда

𝑅𝑘1 =
𝑎1
2
, 𝑚𝑘1 = 1,

1

𝜁𝑘1
=
𝑧𝑘 ∓

√︀
𝑧2𝑘 − 4𝑅2

𝑘1𝑚𝑘1

2𝑅𝑘1𝑚𝑘1

,

где знак перед корнем выбирается из условия, что |𝜁𝑘1| > 1. Тогда

1

𝑅𝑘1 (𝜁2𝑘1 −𝑚𝑘1)
= ±

𝑧𝑘 ∓
√︀
𝑧2𝑘 − 𝑎21

𝑎1
√︀
𝑧2𝑘 − 𝑎21

+𝑂(1) =

± 𝑎1 ± 𝑧*𝑘
𝑎1
√︀

2𝑎1𝑧*𝑘
+𝑂(1) = ± 1√︀

2𝑎1𝑧*𝑘
+𝑂(1).

Следовательно,

Φ′
𝑘(𝑧𝑘) =

𝑀𝑘1√︀
2𝑧*𝑘

,
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где

𝑀𝑘1 =
1

√
𝑎1

(︃
𝐴0
𝑘1

±1 − 𝜎0
1

±
4∑︁
𝑗=1

𝑟𝑗𝑘+𝑗−1𝐴
0

𝑘+𝑗−1,1𝜎
0
1

𝜎0
1 ∓ 1

)︃
,

и получим значения КИНИН, например, 𝑘±1 и 𝑘±2 найдем

𝑘±1 = 2Re
4∑︁

𝑘=1

𝑀𝑘1, 𝑘
±
2 = −2Re

4∑︁
𝑘=1

𝜇𝑘𝑀𝑘1.

Знаки + и − относятся к правому и левому концам разреза соответственно. Если сосре-
доточенное воздействие приложено в центре трещины, то 𝜁0𝑘1 = 𝑖, 𝜁0𝑘1 = 𝜁

0

𝑘+𝑗−1,1 = −𝑖.
Тогда

𝑀𝑘1 =
1

√
𝑎1

(︃
𝐴0
𝑘1

±1 − 𝑖
+

4∑︁
𝑗=1

𝑟𝑗𝑘+𝑗−1𝐴
0

𝑘+𝑗−1,1

1 + 𝑖

)︃
=

=
1

2
√
𝑎1

(︃
𝐴0
𝑘1 (±1 + 𝑖) + (±1 − 𝑖)

4∑︁
𝑗=1

𝑟𝑗𝑘+𝑗−1𝐴
0

𝑘+𝑗−1,1

)︃
.

и с использованием соотношений (18) находятся значения КИНИН. Так, если в центре
трещины приложена сосредоточенная вертикальная сила, то 𝑃 0

1 (0, 𝑌 0
1 ) и для КИН 𝑘±1

получаем известное значение 𝑌 0
1 /2𝜋.
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THE EXACT SOLUTIONS OF BOUNDARY VALUE PROBLEMS OF ELACTICITY AND
ELECTRO-MAGNETO-ELASTICITY ON THE CONCENTRATED ACTIONS IN THE PLATEWITH

ELLIPTIC HOLE

S. A. Kaloerov

The exact analytical solution to the problems for a plate with elliptic hole under concentrated action in the
interior point are given. After the transformations the boundary conditions are given in one of the domains of
generalized complex variables and are applied with Cauchy-type integral method. For the first time the case is
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considered when the concentrated action is applied in the point of the hole’s contour along with transformation of
the hole into the rectilinear сut (crack).

Keywords: anisotropic or electro-magneto-elastic plate with a hole or a crack, complex potentials, Cauchy-
type integrals.
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УДК 517.983.36

О НУЛЯХ СЛАБО КОЭРЦИТИВНЫХ В АНИЗОТРОПНЫХ ПРОСТРАНСТВАХ
СОБОЛЕВА НЕКВАЗИЭЛЛИПТИЧЕСКИХ СИСТЕМ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ

ОПЕРАТОРОВ

© 2020. Д.В. Лиманский

Получены свойства множества нулей символов неквазиэллиптической системы минимальных диффе-
ренциальных полиномов, слабо коэрцитивной в анизотропном пространстве Соболева 𝑊̊ 𝑙

∞(R𝑛).
Ключевые слова: дифференциальный оператор, априорная оценка, квазиэллиптичность, слабая ко-

эрцитивность, пространство Соболева.

Введение.
Пусть 𝑙 := (𝑙1, . . . , 𝑙𝑛) ∈ N𝑛 и |𝛼 : 𝑙| := 𝛼1/𝑙1 + · · · + 𝛼𝑛/𝑙𝑛. Рассмотрим в 𝐿𝑝(R𝑛),

𝑝 ∈ [1,∞] систему дифференциальных полиномов вида

𝑃𝑗(𝐷) =
∑︁

|𝛼:𝑙|61

𝑎𝑗𝛼𝐷
𝛼, 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑁}, (1)

с коэффициентами 𝑎𝑗𝛼 ∈ C. Пусть, далее, 𝑃 𝑙
𝑗(𝐷) :=

∑︀
|𝛼:𝑙|=1 𝑎𝑗𝛼𝐷

𝛼 — 𝑙-главная часть
оператора 𝑃𝑗(𝐷), а 𝑃 𝑙

𝑗(𝜉) :=
∑︀

|𝛼:𝑙|=1 𝑎𝑗𝛼𝜉
𝛼 — его главный 𝑙-квазиоднородный символ.

Напомним следующие определения.
Определение 1. [1, 2] Систему дифференциальных операторов вида (1) называют

𝑙-квазиэллиптической, если

(𝑃 𝑙
1(𝜉), . . . , 𝑃

𝑙
𝑁(𝜉)) ̸= (0, . . . , 0), 𝜉 ∈ R𝑛 ∖ {0},

и, в частности, эллиптической порядка 𝑙, если 𝑙1 = · · · = 𝑙𝑛 = 𝑙.
Определение 2. [1] Система дифференциальных полиномов вида (1) называется

коэрцитивной в (анизотропном) пространстве Соболева 𝑊̊ 𝑙
𝑝(R𝑛), 𝑝 ∈ [1,∞], если спра-

ведлива априорная оценка

‖𝑓‖𝑊 𝑙
𝑝(R𝑛) :=

∑︁
|𝛼:𝑙|61

‖𝐷𝛼𝑓‖𝐿𝑝(R𝑛) 6 𝐶1

𝑁∑︁
𝑗=1

‖𝑃𝑗(𝐷)𝑓‖𝐿𝑝(R𝑛) + 𝐶2‖𝑓‖𝐿𝑝(R𝑛), (2)

в которой 𝐶1 и 𝐶2 не зависят от 𝑓 ∈ 𝐶∞
0 (R𝑛).

Хорошо известно [1] – [4], что система (1) 𝑙-квазиэллиптична в точности тогда,
когда она коэрцитивна в 𝑊̊ 𝑙

𝑝(R𝑛) при 𝑝 ∈ (1,∞). При 𝑝 = 1 и 𝑝 = ∞ оценка (2)
для 𝑙-квазиэллиптической системы утрачивает силу (см. [5, 6]). Тем не менее для 𝑙-
квазиэллиптической системы {𝑃𝑗(𝐷)}𝑁1 верна более слабая оценка∑︁

|𝛼:𝑙|<1

‖𝐷𝛼𝑓‖𝐿𝑝(R𝑛) 6 𝐶1

𝑁∑︁
𝑗=1

‖𝑃𝑗(𝐷)𝑓‖𝐿𝑝(R𝑛) + 𝐶2‖𝑓‖𝐿𝑝(R𝑛), 𝑓 ∈ 𝐶∞
0 (R𝑛), (3)

при 𝑝 ∈ (1,∞) вытекающая из оценки (2), а при 𝑝 = ∞ доказанная в [5].
Эти результаты делают естественным следующее введенное в [7] определение.
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Определение 3. [7] Систему дифференциальных полиномов вида (1) называют
слабо коэрцитивной в (анизотропном) пространстве Соболева 𝑊̊ 𝑙

𝑝(R𝑛), 𝑝 ∈ [1,∞], если
справедлива оценка (3), в которой 𝐶1 и 𝐶2 не зависят от 𝑓 ∈ 𝐶∞

0 (R𝑛).
В случае изотропного пространства Соболева 𝑊̊ 𝑙

𝑝(R𝑛), т. е. при 𝑙1 = · · · = 𝑙𝑛 = 𝑙,
неравенство |𝛼 : 𝑙| < 1 в (3) принимает обычный вид: |𝛼| < 𝑙.

Для случая одного оператора еще ранее де Лю иМиркил [6] показали, что при 𝑛 > 3
эллиптичность оператора 𝑃 (𝐷) = 𝑃1(𝐷) порядка 𝑙 > 2 эквивалентна его слабой коэр-
цитивности в изотропном пространстве Соболева 𝑊̊ 𝑙

∞(R𝑛). Ряд критериев, обобщающих
теорему де Лю и Миркила, для систем операторов, слабо коэрцитивных в изотропном
пространстве 𝑊̊ 𝑙

∞(R𝑛), был получен автором и М. М. Маламудом в [7].
Обратимся теперь к анизотропному случаю. В работе автора [8] рассматривался слу-

чай одного оператора 𝑃 (𝐷1, 𝐷2) с постоянными коэффициентами от двух переменных с
𝑙-квазиоднородной главной частью, 𝑙 = (𝑙1, 𝑙2), 𝑙1 > 𝑙2. Для такого оператора был доказан
аналог теоремы де Лю и Миркила в случае, когда 𝑙1 не делится на 𝑙2. В случае же, когда 𝑙1
кратно 𝑙2, в [8] был построен пример широкого класса слабо коэрцитивных в 𝑊̊ 𝑙

∞(R2), но
не 𝑙-квазиэллиптических операторов. Там же попутно было доказано следующее важное
свойство множества нулей символа слабо коэрцитивного в 𝑊̊ 𝑙

∞(R2) неквазиэллиптическо-
го оператора.

Предложение 1. [8, 9] Пусть 𝑙 = (𝑙1, 𝑙2) ∈ N2, 𝑙1 > 𝑙2 и оператор 𝑃 (𝐷) вида

𝑃 (𝐷) =
∑︁

|𝛼:𝑙|61

𝑎𝛼𝐷
𝛼 (4)

слабо коэрцитивен в 𝑊̊ 𝑙
∞(R2). Тогда:

(i) 𝑎𝑙1,0 ̸= 0, т. е. 𝑃 𝑙(1, 0) ̸= 0;
(ii) если к тому же 𝑙2 не является делителем 𝑙1, то 𝑎0,𝑙2 ̸= 0, т. е. 𝑃 𝑙(0, 1) ̸= 0.
Для вектора 𝑙 = (𝑙1, . . . , 𝑙𝑛) ∈ N𝑛, не нарушая общности, можно считать, что 𝑙1 >

𝑙2 > · · · > 𝑙𝑛. Разобьем числа 𝑙1, . . . , 𝑙𝑛 на 𝑚 групп, отнеся в 𝑘-ю группу все равные

между собой числа. Пусть в 𝑘-й группе 𝑛𝑘 чисел,
𝑚∑︁
𝑗=1

𝑛𝑗 = 𝑛. Обозначим также 𝑢0 := 0,

𝑢𝑘 :=
𝑘∑︁
𝑗=1

𝑛𝑗 , 𝑘 ∈ {1, . . . ,𝑚}, так что в 𝑘-ю группу входят числа 𝑙𝑢𝑘−1+1, . . . , 𝑙𝑢𝑘 . Тогда R𝑛

раскладывается в прямую сумму координатных подпространств

R𝑛 = 𝐸1 ⊕ 𝐸2 ⊕ · · · ⊕ 𝐸𝑚, где 𝐸𝑘 := span {𝜉𝑢𝑘−1+1, . . . , 𝜉𝑢𝑘}. (5)

В работах автора [10, 11] были получены критерии слабой коэрцитивности системы
операторов вида (1) в анизотропномпространстве 𝑊̊ 𝑙

∞(R𝑛) в терминах ее 𝑙-квазиэллиптичности,
используя сужения этих операторов {𝑃𝑗⌈𝐸𝑘}𝑁1 на координатные подпространства {𝐸𝑘}𝑚1
вида (5).

Основными результатами настоящей работы являются следующие две теоремы, опи-
сывающие свойства множества нулей полных и 𝑙-главных символов слабо коэрцитивных в
𝑊̊ 𝑙

∞(R𝑛) систем дифференциальных полиномов.
Теорема 1. Пусть 𝑙 = (𝑙1, . . . , 𝑙𝑛) ∈ N𝑛, причем 𝑙𝑗 > 2 для всех 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑛}, и

система {𝑃𝑗(𝐷)}𝑁1 дифференциальных операторов вида (1) с постоянными коэффици-
ентами слабо коэрцитивна в 𝑊̊ 𝑙

∞(R𝑛).
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Тогда множество совместных нулей

𝒩 := {𝜉 ∈ R𝑛 : 𝑃𝑗(𝜉) = 0 для всех 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑛}} (6)

ее полных символов компактно.
Теорема 2. Пусть 𝑙 = (𝑙1, . . . , 𝑙𝑛) ∈ N𝑛, 𝑙1 > · · · > 𝑙𝑛 и 𝑙1 > 𝑙𝑛; числа {𝑛𝑗}𝑚1 , {𝑢𝑘}𝑚0

и координатные подпространства {𝐸𝑘}𝑚1 те же, что и выше. Пусть также оператор
𝑃 (𝐷) вида (4) слабо коэрцитивен в 𝑊̊ 𝑙

∞(R𝑛), но не 𝑙-квазиэллиптичен.
Тогда его 𝑙-главный символ 𝑃 𝑙(𝜉) может обращаться в нуль лишь в точках 𝑛𝑚-

мерного подпространства 𝐸𝑚 = {𝜉 ∈ R𝑛 : 𝜉1 = · · · = 𝜉𝑢𝑚−1 = 0}. Другими словами,
множество нулей 𝑙-главного символа 𝑃 𝑙(𝜉) содержится в 𝐸𝑚.

Отметим, что теорема 2 является обобщением предложения 1.
Обозначения и вспомогательные утверждения.
Обозначения. Пусть R, Z, N и C—множества соответственно действительных, це-

лых, натуральных и комплексных чисел; Z+ := N∪{0}, Z𝑛+ := Z+× · · ·×Z+ (𝑛 сомножи-

телей). Далее, 𝐷𝑘 := −𝑖 𝜕

𝜕𝑥𝑘
, 𝐷 := (𝐷1, . . . , 𝐷𝑛); для мультииндекса 𝛼 = (𝛼1, . . . , 𝛼𝑛) ∈

Z𝑛+ полагают |𝛼| := 𝛼1 + · · · + 𝛼𝑛, 𝐷𝛼 := 𝐷𝛼1
1 . . . 𝐷𝛼𝑛

𝑛 . Если 𝑙 = (𝑙1, . . . , 𝑙𝑛) ∈ N𝑛 и

𝛼 = (𝛼1, . . . , 𝛼𝑛) ∈ Z𝑛+, то |𝛼 : 𝑙| :=
𝛼1

𝑙1
+ · · · +

𝛼𝑛
𝑙𝑛

. Пусть также ⟨𝑥, 𝑦⟩ :=
𝑛∑︁
𝑘=1

𝑥𝑘𝑦𝑘 для

𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), 𝑦 = (𝑦1, . . . , 𝑦𝑛) ∈ R𝑛. Для вектора 𝑟 = (𝑟1, . . . , 𝑟𝑛) через 𝑟⌈𝐸 обо-
значим его сужение на координатное подпространство 𝐸 ⊂ R𝑛. Для натуральных чисел
𝑚,𝑛, . . . , 𝑝 обозначим через [𝑚,𝑛, . . . , 𝑝] их наименьшее общее кратное.

Далее, через ‖𝑎𝑗𝑘‖𝑛𝑗,𝑘=1 обозначим 𝑛 × 𝑛-матрицу с элементами 𝑎𝑗𝑘, через det ‖𝑎𝑗𝑘‖

— ее определитель; 𝐶𝑚
𝑛 :=

𝑛!

𝑚!(𝑛−𝑚)!
— биномиальный коэффициент. Для чисел

𝑚1, . . . ,𝑚𝑛 их определитель Вандермонда будет обозначаться через𝑊 (𝑚1, . . . ,𝑚𝑛).
Для дифференциального полинома 𝑃 (𝐷) =

∑︁
|𝛼:𝑙|61

𝑎𝛼𝐷
𝛼 обозначим через 𝑃 (𝜉) =∑︁

|𝛼:𝑙|61

𝑎𝛼𝜉
𝛼 его символ, через 𝑃 𝑙(𝜉) =

∑︁
|𝛼:𝑙|=1

𝑎𝛼𝜉
𝛼 — его 𝑙-главный (главный 𝑙-квазиодно-

родный) символ. Для координатного подпространства 𝐸 ⊂ R𝑛 обозначим через (𝑃 ⌈𝐸)(𝜉)
сужение на 𝐸 символа 𝑃 (𝜉) оператора 𝑃 (𝐷), а сужение на 𝐸 самого оператора обозначим
(𝑃 ⌈𝐸)(𝐷). Через span{𝜉1, . . . , 𝜉𝑘} будет обозначаться линейная оболочка, натянутая на
единичные орты координатных осей 𝜉1, . . . , 𝜉𝑘.

Через M𝑝 = M𝑝(R𝑛) будет обозначаться алгебра мультипликаторов в 𝐿𝑝(R𝑛), 𝑝 ∈
[1,∞]; через F𝑓 = ̂︀𝑓 — преобразование Фурье (Фурье – Стилтьеса) функции (меры)
𝑓 . Замыкание множества 𝐶∞

0 (R𝑛) финитных бесконечно дифференцируемых функций в
норме ‖𝑓‖𝑊 𝑙

𝑝(R𝑛) :=
∑︁

|𝛼:𝑙|61

‖𝐷𝛼𝑓‖𝐿𝑝(R𝑛) пространства Соболева 𝑊 𝑙
𝑝(R𝑛) обозначается как

𝑊̊ 𝑙
𝑝(R𝑛). Символ⇒ обозначает равномерную сходимость.

Определение 4. [12] Пусть F — преобразование Фурье в 𝐿2(R𝑛). Ограниченную
измеримую (по Лебегу) функцию Φ : R𝑛 → C называют мультипликатором в 𝐿𝑝(R𝑛),
𝑝 ∈ [1,∞], если оператор свертки

𝑓 ↦→ 𝑇Φ𝑓 =: F−1ΦF𝑓
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отображает 𝐿𝑝(R𝑛) ∩ 𝐿2(R𝑛) в 𝐿𝑝(R𝑛) и ограничен в 𝐿𝑝(R𝑛).
Мультипликаторы в 𝐿𝑝(R𝑛) образуют алгебру M𝑝 = M𝑝(R𝑛). Известно полное опи-

сание этой алгебры при 𝑝 = 1, 2,∞ (см. [12]). Нас интересует описание алгебры M∞(R𝑛),
обозначаемой далее просто M (R𝑛) или M .

Предложение 2. [12] Алгебра M есть множество образов конечных борелевских
мер в R𝑛 относительно преобразования Фурье – Стилтьеса:

Φ ∈ M ⇐⇒ Φ(𝜉) = ̂︀𝜇(𝜉) :=

∫︁
R𝑛

𝑒𝑖⟨𝑥,𝜉⟩ 𝑑𝜇(𝑥), 𝜇(R𝑛) <∞, (7)

т. е. каждый мультипликатор Φ ∈ M порождается некоторой конечной мерой 𝜇.
Следствие 1. Функции Φ ∈ M ограничены и равномерно непрерывны.
Пусть 𝑙 = (𝑙1, . . . , 𝑙𝑛) ∈ N𝑛 и 𝑃 (𝜉) =

∑︁
|𝛼:𝑙|61

𝑎𝛼𝜉
𝛼 — полином от 𝑛 переменных с 𝑙-

квазиоднородной главной частью𝑃 𝑙(𝜉) =
∑︁

|𝛼:𝑙|=1

𝑎𝛼𝜉
𝛼. Пусть 𝑑 := [𝑙1, . . . , 𝑙𝑛]—наименьшее

общее кратное чисел 𝑙1, . . . , 𝑙𝑛. Обозначим также

𝑚𝑘 :=
𝑑

𝑙𝑘
, 𝑘 ∈ {1, . . . , 𝑛}; 𝑚 := (𝑚1, . . . ,𝑚𝑛).

Ясно, что натуральные числа𝑚1, . . . ,𝑚𝑛 взаимно просты.
Соотношение |𝛼 : 𝑙| =

𝛼1

𝑙1
+ · · · +

𝛼𝑛
𝑙𝑛

= 1, определяющее 𝑙-главную часть 𝑃 𝑙(𝜉),
можно переписать в виде ⟨𝛼,𝑚⟩ := 𝛼1𝑚1 + · · ·+ 𝛼𝑛𝑚𝑛 = 𝑑. Для всех остальных мономов
𝜉𝛼, входящих в 𝑃 (𝜉), справедливо соотношение ⟨𝛼,𝑚⟩ < 𝑑.

Приведем две теоретико-числовые леммы, нужные для дальнейшего.
Лемма 1. [10] Пусть 𝑙1, . . . , 𝑙𝑛 ∈ N и 𝑙1 > · · · > 𝑙𝑛. Если 𝑑 = [𝑙1, . . . , 𝑙𝑛] > 𝑙1, то

𝑑1 > 𝑑−𝑚𝑘, 𝑘 ∈ {1, . . . , 𝑛}, (8)

где 𝑑1 := max
⟨𝛼,𝑚⟩<𝑑

⟨𝛼,𝑚⟩.

Лемма 2. [11]Пусть𝑚1, . . . ,𝑚𝑛 — произвольные натуральные числа. Тогда опре-
делитель биномиальной 𝑛× 𝑛-матрицы ℳ := ‖𝐶𝑗

𝑗𝑚𝑘
‖𝑛𝑗,𝑘=1 равен

∆ := detℳ =

[︂ 𝑛∏︁
𝑘=1

𝑘𝑘−1

(𝑘 − 1)!

]︂
𝑚1 . . .𝑚𝑛 𝑊 (𝑚1, . . . ,𝑚𝑛), (9)

где𝑊 (𝑚1, . . . ,𝑚𝑛) :=
∏︁
𝑗>𝑘

(𝑚𝑗 −𝑚𝑘) — определитель Вандермонда.

Приведем несколько утверждений, касающихся априорных оценок в 𝐿∞.
Лемма 3 (Эберлейна). [6]Пусть𝜇—конечнаямера вR𝑛 и 𝑐 = 𝜇(0). Тогдафункция,

тождественно равная 𝑐, равномерно приближается выпуклыми комбинациями сдвигов
функции𝑀(𝜉) := ̂︀𝜇(𝜉), порождаемой мерой 𝜇, т. е.

𝑞∑︁
𝑘=1

𝑐𝑘𝑀(𝜉 − 𝜉𝑘)⇒ 𝑐, где 𝑐𝑘 > 0,

𝑞∑︁
𝑘=1

𝑐𝑘 = 1, 𝜉1, . . . , 𝜉𝑞 ∈ R𝑛.

Лиманский Д. В. 79

http://www.donnu.ru
http://www.donnu.ru/vestnikA


ISSN 2415–7058. Вестник ДонНУ. Сер. А: Естественные науки. – 2020. –№ 2

Предложение 3. [6] Пусть 𝑄(𝐷) и {𝑃𝑗(𝐷)}𝑁1 — дифференциальные полиномы в
𝐿∞(R𝑛). Тогда априорная оценка

‖𝑄(𝐷)𝑓‖𝐿∞(R𝑛) 6 𝐶1

𝑁∑︁
𝑗=1

‖𝑃𝑗(𝐷)𝑓‖𝐿∞(R𝑛) + 𝐶2‖𝑓‖𝐿∞(R𝑛), 𝑓 ∈ 𝐶∞
0 (R𝑛) (10)

эквивалентна тождеству для их символов

𝑄(𝜉) =
𝑁∑︁
𝑗=1

𝑀𝑗(𝜉)𝑃𝑗(𝜉) +𝑀𝑁+1(𝜉), 𝜉 ∈ R𝑛, (11)

где {𝑀𝑗(𝜉)}𝑁+1
1 — мультипликаторы в 𝐿∞(R𝑛).

Предложение 4. [5, 6] Из справедливости априорной оценки (10) для дифферен-
циальных полиномов 𝑄(𝐷) и {𝑃𝑗(𝐷)}𝑁1 вида (1) вытекает тождество

𝑄𝑙(𝜉) =
𝑁∑︁
𝑗=1

𝜆𝑗𝑃
𝑙
𝑗(𝜉), 𝜉 ∈ R𝑛 (12)

для символов их 𝑙-главных частей 𝑄𝑙(𝜉) и 𝑃 𝑙
𝑗(𝜉). При этом 𝜆𝑗 = 𝜇𝑗(0), 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑁},

где 𝜇𝑗 — конечные борелевские меры, порождающие мультипликаторы 𝑀𝑗(𝜉), 𝑗 ∈
{1, . . . , 𝑁} из тождества (11), справедливого в силу предложения 3.

Определение 5. Координатнымподпространством вR𝑛 размерности𝑘 ∈ {1, . . . , 𝑛}
называется линейное подпространство, натянутое на единичные орты координатных осей
𝜉𝑗1 , . . . , 𝜉𝑗𝑘 , 1 6 𝑗1 < · · · < 𝑗𝑘 6 𝑛, т. е. подпространство вида

𝐸𝑘 = span {𝜉𝑗1 , . . . , 𝜉𝑗𝑘} = {𝑐1𝜉𝑗1 + · · · + 𝑐𝑘𝜉𝑗𝑘 , 𝑐1, . . . , 𝑐𝑘 ∈ R}. (13)

Отметим, что подпространства 𝐸𝑘 изоморфны R𝑘, поэтому вместо пространства
𝑊̊ 𝑙

∞(𝐸𝑘) мы будем писать 𝑊̊ 𝑙
∞(R𝑘).

Определение 6. Пусть 𝐸𝑘 — координатное подпространство вида (13). Сужением
вектора 𝑟 = (𝑟1, . . . , 𝑟𝑛) на 𝐸𝑘 будем называть вектор ̃︀𝑟 := 𝑟⌈𝐸𝑘 := (𝑟𝑗1 , . . . , 𝑟𝑗𝑘).

Сужением полинома 𝑃 (𝜉1, . . . , 𝜉𝑛) на 𝐸𝑘 будем называть полином

̃︀𝑃 (𝜉𝑗1 , . . . , 𝜉𝑗𝑘) := 𝑃 (0, . . . , 0, 𝜉𝑗1 , 0, . . . , 0, 𝜉𝑗𝑘 , 0, . . . , 0), (14)

зависящий только от 𝑘 переменных 𝜉𝑗1 , . . . , 𝜉𝑗𝑘 , и обозначать ̃︀𝑃 (𝜉) = (𝑃 ⌈𝐸𝑘)(𝜉).
Дифференциальный оператор, символом которого является полином (14), будем

называть сужением оператора 𝑃 (𝐷) на 𝐸𝑘 и обозначать (𝑃 ⌈𝐸𝑘)(𝐷).
Предложение 5. [6] Для произвольного координатного подпространства

𝐸𝑘 ⊂ R𝑛 вида (13) априорная оценка (10) сохраняется при сужении всех операторов
на это подпространство.

Из предложений 3 и 5 вытекает следующее важное утверждение.
Предложение 6. Если система {𝑃𝑗(𝐷)}𝑁1 слабо коэрцитивна в 𝑊̊ 𝑙

∞(R𝑛), то после
сужения на произвольное координатное подпространство 𝐸𝑘 ⊂ R𝑛 вида (13) система
{(𝑃𝑗⌈𝐸𝑘)(𝐷)}𝑁1 остается слабо коэрцитивной в 𝑊̊ 𝑙′

∞(R𝑘), где 𝑙′ = 𝑙⌈𝐸𝑘.
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Доказательство теоремы 1.
Очевидно, множество 𝒩 вида (6) замкнуто как прообраз нуля 0 = (0, . . . , 0) при

непрерывном отображении 𝑃 = (𝑃1, . . . , 𝑃𝑁) : R𝑛 → C𝑁 . Докажем его ограниченность.
Предположим противное, т. е. что множество 𝒩 не ограничено. Тогда найдется

неограниченная последовательность точек 𝜉(𝑚) = (𝜉
(𝑚)
1 , . . . , 𝜉

(𝑚)
𝑛 ) ∈ 𝒩 , 𝑚 = 1, 2, . . .

Следовательно, найдется номер 𝑗0 ∈ {1, . . . , 𝑛} такой, что последовательность {𝜉(𝑚)
𝑗0

}∞𝑚=1

также не ограничена.
Согласно предложению 3 и определению слабой коэрцитивности, априорная оценка

вида (10), справедливая для любого дифференциального монома𝑄(𝐷) = 𝐷𝛼 при |𝛼 : 𝑙| <
1, влечет тождество (11), в котором мультипликаторы 𝑀𝑗(·) ∈ M , 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑁 + 1}
зависят от выбора 𝛼.

Выберем 𝛼 = (0, . . . , 1, . . . , 0), где единица стоит на 𝑗0-й позиции, т. е. 𝑄(𝜉) = 𝜉𝑗0
(это можно сделать, поскольку 1 < 𝑙𝑗0 по условию, и неравенство |𝛼 : 𝑙| = 1/𝑙𝑗0 < 1
выполняется). Так как функции 𝑀𝑗(·) ограничены, |𝑀𝑗(𝜉)| 6 𝐶 для всех 𝜉 ∈ R𝑛 и 𝑗 ∈
{1, . . . , 𝑁 + 1}, из тождества (11) при нашем выборе 𝑄(𝜉) вытекает неравенство

|𝜉𝑗0| 6 𝐶

[︂ 𝑁∑︁
𝑗=1

|𝑃𝑗(𝜉)| + 1

]︂
, 𝜉 ∈ R𝑛. (15)

Тогда, подставляя 𝜉 := 𝜉(𝑚) в обе части неравенства (15), в силу того, что𝑃𝑗(𝜉(𝑚)) = 0
для всех 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑁} и𝑚 = 1, 2, . . . , получим:⃒⃒

𝜉
(𝑚)
𝑗0

⃒⃒
6 𝐶, 𝑚 = 1, 2, . . . ,

что противоречит неограниченности последовательности
{︀
𝜉
(𝑚)
𝑗0

}︀∞
1
.

Теорема 1 доказана.
Замечание 1. Теорема 1, вообще говоря, перестает быть справедливой, если хотя

бы одна из компонент вектора 𝑙 = (𝑙1, . . . , 𝑙𝑛) равна 1. В самом деле, при 𝑁 = 2 и 𝑛 = 3
рассмотрим систему операторов

𝑃1(𝐷) := 𝐷2
1, 𝑃2(𝐷) := 𝐷2 +𝐷3. (16)

Множество𝒩 = {𝜉 ∈ R3 : 𝜉21 = 𝜉2 + 𝜉3 = 0} совместных нулей ее символов представляет
собой прямую и, следовательно, не ограничено. Тем не менее система (16) слабо коэрци-
тивна в 𝑊̊ 𝑙

∞(R3) при 𝑙 = (2, 1, 1). В самом деле, для мультииндекса 𝛼, удовлетворяющего
неравенству |𝛼 : 𝑙| < 1, возможны лишь два варианта: 𝛼1 := (0, 0, 0) или 𝛼2 := (1, 0, 0). А
оба дифференциальных монома 𝐷𝛼1

= 𝐼 и 𝐷𝛼2
= 𝐷1 оцениваются уже первым операто-

ром системы 𝐷2
1 в норме пространства 𝐿∞.

Доказательство теоремы 2.
Поскольку оператор 𝑃 (𝐷) не является 𝑙-квазиэллиптическим, существует вектор

𝛼 ∈ R𝑛 ∖ {0} такой, что 𝑃 𝑙(𝛼) = 0. Ортогональными преобразованиями в пределах
каждого подпространства 𝐸𝑘 можно добиться, чтобы сужения вектора 𝛼 на 𝐸𝑘 имели
вид 𝛼⌈𝐸𝑘 = (0, . . . , 0, 𝛾𝑘), 𝑘 ∈ {1, . . . ,𝑚}. Ясно, что при таких преобразованиях слабая
коэрцитивность оператора 𝑃 (𝐷) в 𝑊̊ 𝑙

∞(R𝑛) сохранится.
Пусть 𝑖1, . . . , 𝑖𝑠 — индексы, для которых 𝛾𝑖𝑗 ̸= 0 (заметим, что 𝑠 > 1). Сузим опе-

ратор 𝑃 (𝐷) на подпространство 𝐸 := span {𝜉𝑛𝑖1
, . . . , 𝜉𝑛𝑖𝑠

}. При этом суженный оператор
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(𝑃 ⌈𝐸)(𝐷) будет слабо коэрцитивен в 𝑊̊ 𝑙′
∞(R𝑠), где 𝑙′ := 𝑙⌈𝐸 (см. предложение 6), а вектор

𝛼⌈𝐸 = (𝛾𝑖1 , . . . , 𝛾𝑖𝑠) с ненулевыми компонентами будет нетривиальным нулем 𝑙′-главного
символа (𝑃 ⌈𝐸)𝑙

′
(𝜉).

1. Предположим, что 𝑠 > 2. Не нарушая общности, можно считать, что для векторов
𝑙 = (𝑙1, . . . , 𝑙𝑛) ∈ N𝑛 и 𝛼 = (𝛼1, . . . , 𝛼𝑛) ∈ R𝑛 ∖ {0} выполнены следующие условия: (a)
𝑛 > 2 и 𝑙1 > 𝑙2 > · · · > 𝑙𝑛; (b) 𝛼𝑗 ̸= 0 для всех 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑛}.

Далее, положим

𝑑 := [𝑙1, . . . , 𝑙𝑛], 𝑚𝑘 :=
𝑑

𝑙𝑘
, 𝑘 ∈ {1, . . . , 𝑛}, 𝑚 := (𝑚1, . . . ,𝑚𝑛), 𝑑1 := max

⟨𝛽,𝑚⟩<𝑑
⟨𝛽,𝑚⟩;

𝑃 𝑙−1(𝜉) :=
∑︁

⟨𝛽,𝑚⟩=𝑑1

𝑎𝛽𝜉
𝛽, если 𝑃 (𝜉) =

∑︁
⟨𝛽,𝑚⟩<𝑑

𝑎𝛽𝜉
𝛽.

Обозначим также
𝑢𝑘 :=

𝜕𝑃 𝑙

𝜕𝑥𝑘
(𝛼), 𝑘 ∈ {1, . . . , 𝑛}.

Разложим символ 𝑃 (𝜉) в сумму

𝑃 (𝜉) = 𝑃 𝑙(𝜉) + 𝑃 𝑙−1(𝜉) + . . . , 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑁},

где многоточие соответствует сумме мономов 𝑎𝛽𝜉𝛽 , для которых ⟨𝛽,𝑚⟩ < 𝑑1.
Выберем дифференциальный моном 𝑄(𝐷) := 𝐷𝜈 = 𝐷𝜈1

1 . . . 𝐷𝜈𝑛
𝑛 с символом

𝑄(𝜉) :=
𝑛∏︁
𝑘=1

(︂
𝜉𝑘
𝛼𝑘

)︂𝜈𝑘
, где ⟨𝜈,𝑚⟩ = 𝑑1.

Он обладает очевидными свойствами: 𝑄(𝛼) = 1 и 𝑄(𝑡𝜉) ≡ 𝑡𝑑1𝑄(𝜉), где 𝑡 > 0.
В силу слабой коэрцитивности оператора 𝑃 (𝐷) в 𝑊̊ 𝑙

∞(R𝑛), справедлива априорная
оценка (10), которая, ввиду предложения 3, равносильна тождеству

𝑄(𝜉) = 𝑀(𝜉)𝑃 (𝜉) +𝑁(𝜉) = 𝑀(𝜉)
[︀
𝑃 𝑙(𝜉) + 𝑃 𝑙−1(𝜉) + . . .

]︀
+𝑁(𝜉), (17)

где𝑀(𝜉) и 𝑁(𝜉) — мультипликаторы в 𝐿∞(R𝑛).
Покажем сначала, что𝑃 𝑙−1(𝛼) ̸= 0. В самом деле, предполагая противное, подставим

𝜉 := 𝑡𝛼 в (17). Так как 𝑃 𝑙(𝑡𝛼) = 𝑡𝑑𝑃 𝑙(𝛼) = 0 и 𝑃 𝑙−1(𝑡𝛼) = 𝑡𝑑1𝑃 𝑙−1(𝛼) = 0, после
указанной подстановки в левой части (17) получим 𝑡𝑑1 , а в правой — величину 𝑜(𝑡𝑑1) (при
𝑡 → +∞), так как функции 𝑀(𝜉) и 𝑁(𝜉) ограничены. Получили противоречие. Значит,
без ограничения общности можно считать, что 𝑃 𝑙−1(𝛼) = 1.

1.1. Предположим, что 𝑑 = [𝑙1, . . . , 𝑙𝑛] > 𝑙1. Рассмотрим семейство N кривых
𝑥(𝑡) := (𝑥1(𝑡), . . . , 𝑥𝑛(𝑡)) в R𝑛 вида

𝑥𝑘(𝑡) := 𝛼𝑘𝑡
𝑚𝑘 + 𝑎𝑘, 𝑎𝑘 ∈ R, 𝑘 ∈ {1, . . . , 𝑛}, (18)

где 𝑎𝑘 — произвольные числа, 𝑡 > 0. Обозначим

𝛼𝑡𝑚 := (𝛼1𝑡
𝑚1 , . . . , 𝛼𝑛𝑡

𝑚𝑛), 𝑎 := (𝑎1, . . . , 𝑎𝑛).

В тождестве (17) сделаем подстановку 𝜉𝑘 := 𝑥𝑘(𝑡), где 𝑥𝑘(𝑡) — функции (18), при-
меняя к каждому из полиномов формулу Тейлора в точке 𝛼𝑡𝑚 с приращением 𝑎. Так
как

𝑃 𝑙(𝛼𝑡𝑚 + 𝑎) = 𝑡𝑑𝑃 𝑙(𝛼) +
𝑛∑︁
𝑘=1

𝑢𝑘𝑎𝑘𝑡
𝑑−𝑚𝑘 + 𝑜(𝑡𝑑−𝑚1) = 𝑜(𝑡𝑑1), 𝑡→ +∞
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в силу предположения 𝑃 𝑙(𝛼) = 0 и неравенств 𝑑1 > 𝑑−𝑚𝑘 (см. лемму 1), а также

𝑃 𝑙−1(𝛼𝑡𝑚 + 𝑎) = 𝑡𝑑1𝑃 𝑙−1(𝛼) + 𝑜(𝑡𝑑1) = 𝑡𝑑1 [1 + 𝑜(1)] , 𝑡→ +∞,

𝑄(𝛼𝑡𝑚 + 𝑎) = 𝑡𝑑1𝑄(𝛼) + 𝑜(𝑡𝑑1) = 𝑡𝑑1 [1 + 𝑜(1)] , 𝑡→ +∞,

то после упомянутой выше подстановки получим:

𝑡𝑑1 [1 + 𝑜(1)] = 𝑡𝑑1𝑀(𝑥(𝑡)) + 𝑜(𝑡𝑑1), 𝑡→ +∞. (19)

Деля обе части (19) на 𝑡𝑑1 и затем переходя к пределу при 𝑡→ +∞, будем иметь:

lim
𝑡→+∞

𝑀(𝑥(𝑡)) = 1 для всех 𝑥(𝑡) ∈ N , (20)

где N — семейство кривых (18).
1.2. Предположим теперь, что 𝑑 = [𝑙1, . . . , 𝑙𝑛] = 𝑙1. Рассмотрим другое семейство N

кривых 𝑥(𝑡) := (𝑥1(𝑡), . . . , 𝑥𝑛(𝑡)) в R𝑛 вида

𝑥𝑘(𝑡) := 𝛼𝑘𝑡
𝑚𝑘 + 𝑎𝑘𝑡

𝑚𝑘−1 + . . . , 𝑘 ∈ {1, . . . , 𝑛}, (21)

где𝑎𝑘 ∈ R—произвольные числа, 𝑡 > 0. В тождестве (17) сделаемподстановку 𝜉𝑘 := 𝑥𝑘(𝑡),
где 𝑥𝑘(𝑡) — функции (21), применяя к каждому из полиномов формулу Тейлора в точке
(𝛼1𝑡

𝑚1 , . . . , 𝛼𝑛𝑡
𝑚𝑛). Имеем

𝑡𝑑−1 = 𝑀(𝑥(𝑡))

[︂ 𝑛∑︁
𝑘=1

𝑢𝑘𝑎𝑘 + 1

]︂
𝑡𝑑−1 + 𝑜(𝑡𝑑−1). (22)

Деля обе части (22) на 𝑡𝑑−1 и затем переходя к пределу при 𝑡→ +∞, получим:

lim
𝑡→+∞

𝑀(𝑥(𝑡))

[︂ 𝑛∑︁
𝑘=1

𝑢𝑘𝑎𝑘 + 1

]︂
= 1. (23)

Далее, будем последовательно подставлять в (17) функции

𝜉 = 𝑥((𝑡+ 𝜏)𝑘), 𝑘 ∈ {1, . . . , 𝑛},

где 𝜏 ∈ R—произвольная постоянная, а 𝑥(𝑡) ∈ N . Учитывая соотношение (23), получим,
что числа

𝑣𝑘 := 𝛼𝑘𝑢𝑘 lim
𝑡→+∞

𝑀(𝑥(𝑡)), 𝑘 ∈ {1, . . . , 𝑛}

удовлетворяют системе 𝑛 однородных линейных уравнений с биномиальной матрицей
ℳ := ‖𝐶𝑗

𝑗𝑚𝑘
‖𝑛𝑗,𝑘=1. Так как 𝑚1, . . . ,𝑚𝑛 различны, то матрица ℳ невырождена (см. лем-

му 2). Отсюда 𝑣𝑘 = 0, 𝑘 ∈ {1, . . . , 𝑛}, и из условия 𝛼𝑘 ̸= 0, 𝑘 ∈ {1, . . . , 𝑛}, следует,
что

𝑢𝑘 lim
𝑡→+∞

𝑀(𝑥(𝑡)) = 0, 𝑘 ∈ {1, . . . , 𝑛}. (24)

Из равенств (23) и (24) следует, что снова справедливо соотношение (20) (для множества
N кривых вида (21)).

1.3.Покажем, что в случаях пунктов 1.1 и 1.2 соотношение (20) невозможно. В самом
деле, так как 𝑄𝑙(𝜉) ≡ 0 и справедливо тождество (12) (см. предложение 4), то

𝑄𝑙(𝜉) ≡ 𝜆𝑃 𝑙(𝜉) ≡ 0, 𝜉 ∈ R𝑛,
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откуда 𝜆 = 0. Значит, ввиду того же предложения 4, 𝜆 = 𝜇(0) = 0, где 𝜇 — конечная
борелевская мера, порождающая мультипликатор𝑀(𝜉). Тогда в силу леммы 3 выпуклые
комбинации сдвигов функции𝑀(𝜉) равномерно стремятся к 𝜇(0) = 0. Это означает, что

для любого 𝜀 ∈ (0, 1) найдутся числа 𝑐𝑘 > 0,
𝑞∑︁

𝑘=1

𝑐𝑘 = 1 и векторы 𝜉1, . . . , 𝜉𝑞 ∈ R𝑛 такие,

что ⃒⃒⃒⃒ 𝑞∑︁
𝑘=1

𝑐𝑘𝑀1(𝜉 − 𝜉𝑘)

⃒⃒⃒⃒
< 𝜀 для всех 𝜉 ∈ R𝑛.

Подставляя в это неравенство функции 𝜉𝑘 = 𝑥𝑘(𝑡) вида (18) или (21) и затем переходя к

пределу при 𝑡→ +∞, с учетом (20) имеем
⃒⃒⃒⃒ 𝑞∑︁
𝑘=1

𝑐𝑘

⃒⃒⃒⃒
< 𝜀 < 1, что неверно.

Таким образом, в случае 𝑠 > 2 мы пришли к противоречию.
2. Значит, 𝑠 = 1. Если 𝑖1 < 𝑛, то, сужая полином𝑃 (𝜉) на двумерное подпространство

𝐸 ′ := span {𝜉𝑖1 , 𝜉𝑛}, получим, что оператор (𝑃 ⌈𝐸 ′) (𝐷) слабо коэрцитивен в 𝑊̊ 𝑙̃
∞(R2),

где 𝑙̃ := (𝑙𝑖1 , 𝑙𝑛), для которого (𝑃 ⌈𝐸 ′)𝑙̃ (𝛾𝑖1 , 0) = 0 при 𝑙𝑖1 > 𝑙𝑛, что противоречит п. (i)
предложения 1.

Таким образом, 𝑠 = 1 и 𝑖1 = 𝑛, т. е. нули 𝑙′-главного символа находятся в подпро-
странстве 𝐸𝑚. Теорема 2 полностью доказана.
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УДК 517.988.28

О НЕКОТОРЫХ НЕРАВЕНСТВАХ ДЛЯ ВПОЛНЕ МОНОТОННЫХ ФУНКЦИЙ

© 2020. А.Д. Манов

В данной работе доказаны два неравенства для вполне монотонных на (0,+∞) функций, которые
являются естественными аналогами неравенства Вейля для положительно определённыхфункций на группе.

Ключевые слова: положительно определённые ядра, вполне монотонные функции, положительно
определённые функции, неравенство Вейля.

1. Введение. Пусть 𝑋 – некоторое множество. Функция 𝑘 : 𝑋 ×𝑋 → C называется
положительно определённым ядром на 𝑋 × 𝑋 , если для любого 𝑛 ∈ N, и для любых
элементов 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 ∈ 𝑋 , а также для любого набора комплексных чисел 𝑐1, . . . , 𝑐𝑛 ∈ C
выполняется неравенство

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑐𝑖𝑐𝑗𝑘(𝑥𝑖, 𝑥𝑗) > 0. (1)

Пусть 𝐺 группа. Функция 𝑓 : 𝐺 → C называется положительно определённой на 𝐺
(𝑓 ∈ Φ(𝐺)), если функция 𝑓(𝑥−1𝑦) является положительно определённым ядром на𝐺×𝐺.
В своей монографии 1940 года (см. [1, c. 69]) А. Вейль доказал следующее неравенство для
положительно определённых функций (см. также [2, Theorem 1.4.1] и [3, Теорема 32.4]).

Теорема A. Пусть 𝑓 ∈ Φ(𝐺). Тогда справедливо неравенство

|𝑓(𝑒)𝑓(𝑥𝑦) − 𝑓(𝑥)𝑓(𝑦)|2 6 (𝑓(𝑒)2 − |𝑓(𝑥)|2)(𝑓(𝑒)2 − |𝑓(𝑦)|2), 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺.

Подобного рода неравенства имеют различные приложения в теории положительно
определённых функций. В частности, из теоремы А сразу следует, что если 𝑓 ∈ Φ(𝐺) и
𝐻1 := {𝑥 ∈ 𝐺 : 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑒)}, 𝐻2 = {𝑥 ∈ 𝐺 : |𝑓(𝑥)| = 𝑓(𝑒)}, то 𝐻1 и 𝐻2 подгруппы
группы 𝐺 и выполняются следующие равенства:

𝑓(𝑒)𝑓(𝑥𝑦) = 𝑓(𝑒)𝑓(𝑦𝑥) = 𝑓(𝑥)𝑓(𝑦), 𝑥 ∈ 𝐻2, 𝑦 ∈ 𝐺.

В частности, 𝐻1 является множеством периодов функции 𝑓 .
Недавно автор узнал, что для положительно определённых ядер существует следую-

щее неравенство, которое является обобщением неравенства Вейля (см. доказательство
следствия 5 в работе В. П. Заставного [4], а также теорему 5 там же).

Теорема B. Пусть 𝑘 положительно определённое ядро на 𝑋 × 𝑋 . Тогда для всех
𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋 выполняется неравенство

|𝑘(𝑧, 𝑧)𝑘(𝑥, 𝑦) − 𝑘(𝑥, 𝑧)𝑘(𝑧, 𝑦)|2 6 (𝑘(𝑧, 𝑧)𝑘(𝑥, 𝑥) − |𝑘(𝑥, 𝑧)|2)(𝑘(𝑧, 𝑧)𝑘(𝑦, 𝑦) − |𝑘(𝑦, 𝑧)|2).

Теорема B позволяет доказать неравенства для вполне монотонных функций, кото-
рые является аналогами неравенства Вейля.
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Напомним, чтофункция 𝑓 : (0,+∞) → R называется вполнемонотонной на (0,+∞)
(𝑓 ∈ 𝒞ℳ), если 𝑓 ∈ 𝐶∞(0,+∞) и для всех 𝑛 ∈ Z+ и 𝑥 ∈ (0,+∞) выполняется неравен-
ство (−1)𝑛𝑓 (𝑛)(𝑥) > 0. Нетривиальным примером вполне монотонной функции является,
например, функция 𝑓(𝑥) = 𝑒−𝜆𝑥, 𝑥 > 0 при 𝜆 > 0.

Отметим, что из определения вытекает, что вполне монотонные функции неотрица-
тельны, убывают и выпуклы вниз на промежутке (0,+∞).

В данной работе мы докажем следующие две теоремы.
Теорема 1. Пусть 𝑓 ∈ 𝒞ℳ. Тогда для всех 𝑥, 𝑦, 𝑧 > 0 выполняется неравенство

|𝑓(2𝑧)𝑓(𝑥+𝑦)−𝑓(𝑥+𝑧)𝑓(𝑦+𝑧)|2 6 (𝑓(2𝑧)𝑓(2𝑥)−𝑓 2(𝑥+𝑧))(𝑓(2𝑧)𝑓(2𝑦)−𝑓 2(𝑦+𝑧)). (2)

Кроме того, если для некоторых 𝑥0, 𝑧0 > 0 (𝑥0 ̸= 𝑧0) правая часть неравенства обра-
щается в ноль, т. е. выполнено равенство 𝑓(2𝑧0)𝑓(2𝑥0) = 𝑓 2(𝑥0 + 𝑧0), то 𝑓(𝑥) = 𝐶𝑒−𝜆𝑥,
𝑥 > 0, где 𝐶, 𝜆 > 0.

Теорема 2. Пусть 𝑓 ∈ 𝒞ℳ. Тогда для всех 𝑥 > 0 и всех 𝑖, 𝑗, 𝑝 ∈ Z+ выполняется
неравенство

|𝑓 (2𝑝)(𝑥)𝑓 (𝑖+𝑗)(𝑥) − 𝑓 (𝑖+𝑝)(𝑥)𝑓 (𝑗+𝑝)(𝑥)|2 6
6 (𝑓 (2𝑝)(𝑥)𝑓 (2𝑖)(𝑥) − [𝑓 (𝑖+𝑝)(𝑥)]2)(𝑓 (2𝑝)(𝑥)𝑓 (2𝑗)(𝑥) − [𝑓 (𝑗+𝑝)(𝑥)]2). (3)

Кроме того, если для некоторого 𝑥0 > 0 при 𝑝 = 1 и 𝑖 = 0 правая часть неравенства
обращается в ноль, т. е. выполнено равенство 𝑓 ′′(𝑥0)𝑓(𝑥0) = [𝑓 ′(𝑥0)]

2, то 𝑓(𝑥) = 𝐶𝑒−𝜆𝑥,
𝑥 > 0, где 𝐶, 𝜆 > 0.

Работа организована следующим образом. В пункте 2 приведены вспомогательные
факты и утверждения. В пунктах 3 и 4 мы докажем теорему 1 и теорему 2, соответственно.

Вспомогательныефактыиутверждения.Длядоказательства теоремы1и теоремы
2 нам потребуется следующее, хорошо известное, интегральное представление для вполне
монотонных функций, доказательство которого можно найти, например, в [5, 6].

Теорема 3 (Хаусдорф-Бернштейн-Уиддер). Функция 𝑓 ∈ 𝒞ℳ тогда и только то-
гда, когда

𝑓(𝑥) =

∞∫︁
0

𝑒−𝑡𝑥𝑑𝜇(𝑡), 𝑥 > 0, (4)

где 𝜇 – неотрицательная борелевская мера такая, что интеграл (4) сходится при всех
𝑥 > 0. При этом мера 𝜇 является конечной тогда и только тогда, когда 𝑓(+0) < +∞,
причем 𝜇([0,+∞)) = 𝑓(+0).

Из интегрального представления (4) сразу вытекает следующее следствие.
Следствие 1. Пусть 𝑓 ∈ 𝒞ℳ. Тогда функция 𝑓 аналитически продолжается в

правую полуплоскость {𝑧 ∈ C : Re 𝑧 > 0} и справедливо неравенство

|𝑓(𝑥+ 𝑖𝑦)| 6 𝑓(𝑥), 𝑥 > 0, 𝑦 ∈ R.

В частности, если 𝑓(𝑥0) = 0 для некоторой точки 𝑥0 > 0, то 𝑓 ≡ 0.
Также нам потребуется следующая теорема об аналитических и ограниченных функ-

циях в полуплоскости (см. [7, Corollary, p. 102]).
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Теорема 4. Пусть 𝑓 – аналитическая и ограниченная в верхней полуплоскости {𝑧 ∈
C : Im 𝑧 > 0} функция. Если 𝑓 обращается в ноль на некоторой последовательности
{𝑎𝑛}∞𝑛=0 такой, что при некотором 𝛿 > 0 следующий ряд расходится∑︁

|𝑎𝑛|>𝛿

⃒⃒⃒⃒
Im

1

𝑎𝑛

⃒⃒⃒⃒
,

то 𝑓(𝑧) ≡ 0.
Доказательство теоремы 1.
Пусть 𝑓 ∈ 𝒞ℳ и 𝑘(𝑥, 𝑦) := 𝑓(𝑥+𝑦), 𝑥, 𝑦 > 0. Из теоремы 3 вытекает, что любого 𝑛 ∈

N, для любых точек 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 > 0 и для любой системы комплексных чисел 𝑐1, . . . , 𝑐𝑛 ∈ C
выполняется неравенство

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑐𝑖𝑐𝑗𝑘(𝑥𝑖, 𝑥𝑗) =
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

𝑐𝑖𝑐𝑗

∞∫︁
0

𝑒−𝑡(𝑥𝑖+𝑥𝑗)𝑑𝜇(𝑡)

=

∞∫︁
0

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑐𝑖𝑐𝑗𝑒
−𝑡𝑥𝑖𝑒−𝑡𝑥𝑗𝑑𝜇(𝑡) =

∞∫︁
0

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑐𝑖𝑒
−𝑡𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒
⃒
2

𝑑𝜇(𝑡) > 0.

Такимобразом,функция𝑘(𝑥, 𝑦) является положительно определённымядромна (0,+∞)×
(0,+∞) и неравенство (1) вытекает из теоремы B.

Если 𝑓(𝑥0) = 0 в некоторой точке 𝑥0 > 0, то обе части неравенства (2) тождественно
равны нулю (см. следствие 1). И в этом случае, 𝑓(𝑥) = 0 при 𝑥 > 0.

Пусть теперь 𝑓(𝑥) > 0 при 𝑥 > 0 и для некоторых 𝑧0 > 𝑥0 > 0 выполняется
равенство 𝑓(2𝑧0)𝑓(2𝑥0) = 𝑓 2(𝑥0 + 𝑧0). Из неравенства (2) следует, что

𝑓(𝑦 + 𝑧0) =
𝑓(2𝑧0)

𝑓(𝑥0 + 𝑧0)
𝑓(𝑦 + 𝑥0), 𝑦 > 0. (5)

Сделаем замену 𝑡 = 𝑦 + 𝑥0, 𝑦 > 0, а также введём следующие обозначения:

ℎ := 𝑧0 − 𝑥0, 𝑎 :=
𝑓(2𝑧0)

𝑓(𝑥0 + 𝑧0)

Очевидно, что ℎ > 0. Кроме того, так как 𝑓 убывает (не обязательно строго) и положи-
тельна на (0,+∞), то 𝑎 ∈ (0, 1]. Теперь (5) можно переписать, как

𝑓(𝑡+ ℎ) = 𝑎𝑓(𝑡), 𝑡 > 𝑥0. (6)

Из (6) по индукции вытекает, что

𝑓(𝑡+ 𝑛ℎ) = 𝑎𝑛𝑓(𝑡), 𝑡 > 𝑥0, 𝑛 ∈ Z+. (7)

Фиксируем некоторую точку 𝑡0 > 𝑥0 и рассмотрим следующую функцию:

𝑔(𝑡) := 𝑓(𝑡0)𝑒
𝜆(𝑡−𝑡0), 𝑡 > 0, где 𝜆 :=

ln 𝑎

ℎ
.

Очевидно, что 𝜆 6 0, и значит, 𝑔 ∈ 𝒞ℳ. Кроме того, из (7) следует, что

𝑔(𝑡0 + 𝑛ℎ) = 𝑓(𝑡0 + 𝑛ℎ), 𝑛 ∈ Z+. (8)
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Из следствия 1 вытекает, что функции 𝑓 и 𝑔 аналитические и ограниченные в некоторой
полуплоскости {𝑧 ∈ C : Re 𝑧 > 𝜀0}, где 𝜀0 ∈ (0, 𝑥0). Рассмотрим следующую функцию:

𝐹 (𝑧) := 𝑓(−𝑖𝑧 + 𝜀0) − 𝑔(−𝑖𝑧 + 𝜀0), 𝑧 ∈ C, Im 𝑧 > 0.

Очевидно, что 𝐹 ограниченная и аналитическая в верхней полуплоскости {𝑧 ∈ C : Im 𝑧 >
0} функция. Из (8) вытекает, что 𝐹 (𝑖(𝑡0 − 𝜀0 + 𝑛ℎ)) = 0 для всех 𝑛 ∈ Z+. Так как
следующий ряд расходится

∞∑︁
𝑛=0

1

𝑡0 − 𝜀0 + 𝑛ℎ
,

то из теоремы 4 вытекает, что 𝐹 (𝑧) ≡ 0. Таким образом, 𝑓(𝑧) = 𝑔(𝑧) в полуплоскости
{𝑧 ∈ C : Re 𝑧 > 𝜀0}, а значит и в полуплоскости {𝑧 ∈ C : Re 𝑧 > 0}. Таким образом,
𝑓(𝑥) = 𝐶𝑒−𝜆𝑥, 𝑥 > 0, где 𝐶 > 0, 𝜆 > 0. Теорема доказана.

Доказательство теоремы 2.
Для удобства при доказательстве теоремы 2 воспользуемся следующей леммой.
Лемма 1. Пусть 𝑘 : Z+ × Z+ → C. Тогда 𝑘 положительно определённое ядро

на Z+ × Z+ тогда и только тогда, когда для любого 𝑚 ∈ Z+ и для любого набора
комплексных чисел 𝜉0, . . . , 𝜉𝑚 ∈ C выполняется неравенство

𝑚∑︁
𝑝,𝑙=0

𝜉𝑝𝜉𝑙𝑘(𝑝, 𝑙) > 0. (9)

Доказательство. Необходимость очевидна. Докажем достаточность. Пусть 𝑛 ∈
N, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 ∈ Z+, и 𝑐1, . . . , 𝑐𝑛 ∈ C. Покажем, что выполняется неравенство (1). Отме-
тим, что достаточно доказать неравенство (1) в предположении, что все числа 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛
попарно различны.

Пусть 𝑆 := {𝑥1, . . . , 𝑥𝑛} и 𝑚 := max𝑆. Выберем комплексные числа 𝜉0, . . . , 𝜉𝑚 ∈ C
следующим образом: 𝜉𝑝 = 𝑐𝑖, если 𝑝 = 𝑥𝑖 для некоторого 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛} и 𝜉𝑝 = 0 в
противном случае. Тогда

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑐𝑖𝑐𝑗𝑘(𝑥𝑖, 𝑥𝑗) =
∑︁
𝑝,𝑙∈𝑆

𝜉𝑝𝜉𝑙𝑘(𝑝, 𝑙) =
𝑚∑︁

𝑝,𝑙=0

𝜉𝑝𝜉𝑙𝑘(𝑝, 𝑙) > 0.

�
Доказательство теоремы 2. Пусть 𝑓 ∈ 𝒞ℳ и 𝑥 > 0. Рассмотрим функцию

𝑘(𝑖, 𝑗) := (−1)𝑖+𝑗𝑓 (𝑖+𝑗)(𝑥), 𝑖, 𝑗 ∈ Z+. Из теоремы 3 вытекает, что любого 𝑚 ∈ Z+ и для
любого набора комплексных чисел 𝜉0, . . . , 𝜉𝑚 ∈ C выполняется неравенство

𝑚∑︁
𝑖,𝑗=0

𝜉𝑖𝜉𝑗𝑘(𝑖, 𝑗) =
𝑚∑︁

𝑖,𝑗=0

𝜉𝑖𝜉𝑗(−1)𝑖+𝑗𝑓 (𝑖+𝑗)(𝑥) =

=
𝑚∑︁

𝑖,𝑗=0

𝜉𝑖𝜉𝑗

∞∫︁
0

𝑡𝑖+𝑗𝑒−𝑡𝑥𝑑𝜇(𝑡) =

∞∫︁
0

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑚∑︁
𝑗=0

𝜉𝑗𝑡
𝑗

⃒⃒⃒⃒
⃒
2

𝑒−𝑡𝑥𝑑𝜇(𝑡) > 0.

Из леммы 1 следует, что функция 𝑘(𝑖, 𝑗) является положительно определённым
ядром наZ+×Z+, и значит, удовлетворяет условиям теоремыB.Неравенство (3) доказано.
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Пусть 𝑓 ′(𝑥0) = 0 в некоторой точке 𝑥0 > 0. Так как −𝑓 ′ ∈ 𝒞ℳ, то из следствия 1
вытекает, что 𝑓 ′(𝑥) ≡ 0, и значит, 𝑓(𝑥) ≡ 𝐶, где 𝐶 > 0. В этом случае, при 𝑝 = 1 обе
части неравенства (3) тождественно равны нулю.

Пусть теперь 𝑓 ′(𝑥) < 0, 𝑥 > 0 и для некоторого 𝑥0 > 0 при 𝑝 = 1 и 𝑖 = 0 правая
часть неравенства (3) обращается в ноль:

𝑓 ′′(𝑥0)𝑓(𝑥0) = [𝑓 ′(𝑥0)]
2. (10)

Из неравенства (3) следует, что

𝑓 (𝑗+1)(𝑥0) =
𝑓 ′′(𝑥0)

𝑓 ′(𝑥0)
𝑓 (𝑗)(𝑥0), 𝑗 ∈ Z+.

Учитывая (10), по индукции получаем, что

𝑓 (𝑛)(𝑥0) =

(︂
𝑓 ′(𝑥0)

𝑓(𝑥0)

)︂𝑛
𝑓(𝑥0), 𝑛 ∈ Z+.

Так как 𝑓 аналитична в правой полуплоскости {𝑧 ∈ C : Re 𝑧 > 0}, то 𝑓 представима
рядом Тейлора:

𝑓(𝑧) =
∞∑︁
𝑛=0

𝑓 (𝑛)(𝑥0)

𝑛!
(𝑧 − 𝑥0)

𝑛, |𝑧 − 𝑥0| < 𝑥0.

Отсюда получаем, что 𝑓(𝑧) = 𝐶𝑒−𝜆𝑧 при Re 𝑧 > 0, где

𝜆 = −𝑓
′(𝑥0)

𝑓(𝑥0)
, 𝐶 = 𝑒𝜆𝑥0𝑓(𝑥0).

Из предполагаемых условий на 𝑓 следует, что 𝜆,𝐶 > 0. Теорема 2 доказана.
�

Заключение. В заключении отметим, что по мнению автора, представляет интерес
следующая задача: для заданных 𝑥0 > 0 и 𝑖, 𝑗 ∈ Z+ найти все вполне монотонные
функции 𝑓 ∈ 𝒞ℳ такие, что выполнено равенство

[𝑓 (𝑖+𝑗)(𝑥0)]
2 = 𝑓 (2𝑖)(𝑥0)𝑓

(2𝑗)(𝑥0).
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ON SOME INEQUALITIES FOR COMPLETELY MONOTONE FUNCTIONS
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In this paper we prove two inequalities for completely monotone functions on (0,+∞) which are analogues
of Weil’s inequality for positive definite functions on a group.
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УДК 517.988.28

ЛОКАЛЬНЫЙ ВАРИАНТ ПРОБЛЕМЫПОМПЕЙЮ ДЛЯ КУБА В
МНОГОМЕРНОМ ПРОСТРАНСТВЕ

© 2020. П.А. Машаров

Получено значение наименьшего радиуса шара, в котором из равенства нулю интегралов следует
равенство нулю функции. Рассматриваются кратные интегралы по трехмерным кубам в многомерном про-
странстве.

Ключевые слова: проблема Помпейю, экстремальный радиус Помпейю, свойства функции с нуле-
выми интегралами по кубам, локальный вариант проблемы Помпейю, радиус Помпейю для куба.

Введение. Пусть R𝑛 — вещественное евклидово пространство размерности 𝑛 > 2 с
евклидовой нормой | · |, M(𝑛) — группа движений R𝑛. Компактное множество 𝐴 ⊂ R𝑛

называется множеством Помпейю, если всякая локально суммируемая функция 𝑓 : R𝑛 →
C, для которой ∫︁

𝜆𝐴

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = 0 (1)

при всех 𝜆 ∈ M(𝑛), равна нулю почти всюду. Классическая проблема Помпейю состо-
ит в описании класса 𝒫(R𝑛) таких множеств 𝐴. В этой постановке указанная проблема
была хорошо изучена в первой половине прошлого века. Ряд достаточных условий при-
надлежности 𝐴 ∈ 𝒫(R𝑛) получили румынский математик Помпейю в 1929 году [1, 2] и
другие [3–5].

Легко видеть, что даже на плоскости R2 не каждое множество имеет свойство
Помпейю. В самом деле, пусть B𝑛𝑅 = {𝑥 ∈ R𝑛 : |𝑥| < 𝑅}, 𝑅 > 0 — фиксировано и
𝑓(𝑥1, 𝑥2) = 𝑒𝑖(𝛼1𝑥2+𝛼2𝑥2). Тогда, поскольку 𝜆B2

𝑅 является кругом радиуса 𝑅 с центром в
точке 𝑦 ∈ R2, координаты которой зависят только от 𝜆 ∈ M(2), интеграл (1) сводится к∫︁

|𝑥−𝑦|6𝑅
𝑒𝑖(𝛼1𝑥2+𝛼2𝑥2) 𝑑𝑥 =

2𝜋𝑅

|𝛼|
𝐽1(𝑅|𝛼|)𝑒𝑖(𝛼1𝑦2+𝛼2𝑦2),

где 𝐽1 —функция Бесселя первого рода, |𝛼|2 = 𝛼2
1 +𝛼2

2. Отсюда делаем вывод, что круг не
является множеством Помпейю в R2, поскольку всякий раз, когда 𝑅|𝛼| — нуль функции
Бесселя 𝐽1, получаем, что существует ненулевая функция 𝑓 ∈ 𝐶∞(R2), удовлетворяю-
щая (1) для любого 𝜆 ∈ M(𝑛).

Для многих конкретных случаев известен ряд результатов, с помощью которых мож-
но определить, имеет ли множество 𝐴 свойство Помпейю или нет [6–9]. Отметим следу-
ющую теорему С.А. Вильямса [10]:

Пусть 𝐴 — открытое ограниченное подмножество R𝑛 с липшицевой границей, го-
меоморфной сфере, и связным дополнением. Тогда если его замыкание 𝐴 /∈ 𝒫(R𝑛), то
граница 𝐴 является вещественно–аналитическим подмногообразием в R𝑛.

Этот результат, в частности, показывает, что многие множества 𝐴 с особенностя-
ми на границе (например, многогранники) принадлежат 𝒫(R𝑛). В случае множества 𝐴
с вещественно–аналитической границей ситуация сложнее. Примерами множеств 𝐴 ∈
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𝒫(R𝑛) для любого 𝑛 > 2 являются эллипсоид, отличный от шара, замыкание внутренно-
сти тора и другие [11].

Относительно недавно были получены примеры множеств Помпейю, граница кото-
рых не обязательно липшицева [12]. Одним из таких множеств является «снежинка Кох».

В случае, когда некотороемножество не обладает свойствомПомпейю, наличие нену-
левойфункции с условием (1) дает возможность получить нетривальные оценки плотности
укладки произвольного компакта в R𝑛 множествами вида 𝜆𝐴, 𝜆 ∈ M(𝑛). Такие оценки
получил Б. Д. Котляр [13]. Если же 𝐴 имеет свойство Помпейю, то в силу теоремы Вине-
ра возможна аппроксимация в 𝐿1(R𝑛) линейными комбинациями индикаторов множеств
вида 𝜆𝐴, 𝜆 ∈ M(𝑛) [14].

Ряд обобщений проблемы Помпейю связан с заменой тройки (R𝑛, M(𝑛), 𝑑𝑥) трой-
кой (𝑋, 𝒵, 𝑑𝜇), где𝑋 —многообразие, 𝒵 — группа Ли, действующая транзитивно на𝑋 ,
𝑑𝜇—инвариантная относительно 𝒵 мера на𝑋 . Одним из наиболее интересных примеров
является случай, когда 𝑋 — единичный круг в комплексной плоскости C и 𝒵 — группа
конформных автоморфизмов 𝑋 [15, 16].

Другие обобщения проблемы Помпейю возникают в связи с интегрированием по
семействам множеств, которые инвариантны только относительно вращений. Наиболее
полная теория в этом направлении соответствует тому, что известно под названием ло-
кальной проблемы Помпейю.

Упоминая о методике решения указанных задач, следует отметить, что наиболее
сильные результаты из цитированных выше работ получены с помощью аппарата преоб-
разования Фурье и других элементов гармонического анализа. Несмотря на достигнутые
успехи, в ряде случаев такой подход является либо неприменимым, либо недостаточно
тонким (например, при изучении локальных вариантов проблемы Помпейю). Приведем
одну из возможных постановок локального варианта указанной проблемы.

Постановка задачи. Пусть функция 𝑓 локально суммируема в шаре B𝑛𝑅 и равен-
ство (1) выполняется при всех 𝜆 ∈ M(𝑛) таких, что 𝜆𝐴 ⊂ B𝑛𝑅. Если из этого условия
следует, что 𝑓 = 0 п.в. в B𝑛𝑅, будем говорить, что 𝐴 является множеством Помпейю на
шареB𝑛𝑅 и обозначать𝐴 ∈ 𝒫(B𝑛𝑅). Если𝐴 ∈ 𝒫(R𝑛), то для достаточно большого значения
радиуса 𝑅 (по сравнению с размерами множества 𝐴) выполняется 𝐴 ∈ 𝒫(B𝑛𝑅) [17–19].

Рассмотрим величину

ℛ(𝐴) = inf
{︀
𝑅 > 0: 𝐴 ∈ 𝒫(B𝑛𝑅)

}︀
,

которую естественно называть экстремальным радиусом Помпейю (или просто радиусом
Помпейю) для множества 𝐴.

В [19] поставлена следующая
Проблема 1. Для данного компактного 𝐴 ⊂ R𝑛 найти значение ℛ(𝐴).
Если точное значениеℛ(𝐴) найти не удаётся, то возникает
Проблема 2. Для данного компактного множества 𝐴 ⊂ R𝑛 получить оценки вели-

чиныℛ(𝐴), уточняющие известные ранее.
Ряд результатов, содержащих оценки сверху для величиныℛ(𝐴), получены К.А. Бе-

ренстейном и Р. Гэем [17,18], а также В. В. Волчковым [19, Глава 4, §1–2]. Наиболее полный
библиографический обзор по проблеме Помпейю и близким к ней вопросам, включающи-
ми локальные варианты этой проблемы, состоит из [19–24].

Выше рассматривались случаи, когда компактное множество 𝐴 имеет такую же раз-
мерность, что и пространство. Пусть теперь размерность множества 𝐴 равна 𝑚 6 𝑛,
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интеграл в (1) понимается как 𝑚-кратный. Чтобы выделить такие интегралы, вместо 𝑑𝑥
будем писать 𝑑𝜇𝑚. В определениимножестваПомпейю вB𝑛𝑅 для множества положительной
коразмерности (если𝑚 < 𝑛) локальную суммируемость функции 𝑓 заменим на непрерыв-
ность. Это обусловлено тем, что даже равная нулю почти всюду (по 𝑛-мерной мере Лебега
𝜇𝑛) функция может иметь не все равные нулю интегралы, поскольку если множество 𝐴
имеет размерность 𝑚 < 𝑛, то 𝜇𝑛(𝐴) = 0. Будем рассматривать совокупность 𝒫𝑚,𝑛(B𝑛𝑅)
всех𝑚-мерных множеств Помпейю в B𝑛𝑅 и величину

ℛ𝑚,𝑛(𝐴) = inf{𝑅 > 0: 𝐴 ∈ 𝒫𝑚,𝑛(B𝑛𝑅)}.

Аналогично проблеме 1, в [25] поставлена следующая
Проблема 3. Для данного компактного 𝐴 ⊂ R𝑚 найти значениеℛ𝑚,𝑛(𝐴).
Локальный вариант проблемы Помпейю для множеств положительной коразмерно-

сти напоминает теорему Мореры, в которой из нулевых интегралов по границам плоских
множеств делается вывод о голоморфности функции. В [26] рассмотрена проблема Пом-
пейю для шаров и сфер положительной коразмерности.

Рассмотрим некоторые примеры множеств𝐴, для которых известно точное значение
ℛ𝑚,𝑛(𝐴).

1. Пусть 𝐴 — правильный треугольник со стороной 𝑎. Тогда ℛ2,2(𝐴) = 𝑎
√

3/2
(В. В. Волчков, 1996, [27]).

2. Пусть 𝐴— правильный 𝑠-угольник со стороной длины 𝑙. Тогда

ℛ𝑛,𝑛(𝐴) =

{︃
𝑙 ctg(𝜋/2𝑠)/2, если 𝑠— нечетно;

𝑙
√︀

1 + 4ctg2(𝜋/𝑠)/2 если 𝑠— четно

(В. В. Волчков, 2000–2003, [19]).
3. Пусть 𝐴— треугольник Рело ширины 1 в R2. Тогда ℛ2,2(𝐴) = 1 (П. А. Машаров,

2001, [28]).
4. Пусть 𝐴— куб в R𝑛 с ребром длины 1. Тогдаℛ𝑛,𝑛(𝐴) =

√
𝑛+ 3/2 (В. В. Волчков,

1996, [29]).
5. Пусть 𝐴 — полушар в R𝑛 радиуса 1. Тогда ℛ𝑛,𝑛(𝐴) =

√
5/2 (В. В. Волчков,

1996, [19]).
6. Пусть 𝐴(ℎ) — сегмент шара единичного радиуса высоты ℎ в R𝑛. Тогда

ℛ𝑛,𝑛(𝐴(ℎ)) =

{︃√
8ℎ− 3ℎ2 /2, 1 < ℎ 6 8/7;

ℎ, 8/7 < ℎ < 2

(П. А. Машаров, 2011, [30]).
7. Пусть 𝐴(ℎ) — невыпуклый четырёхугольник с вершинами в точках (0; 0),

(
√

3/2;−1/2), (
√

3/2 − ℎ; 0), (
√

3/2; 1/2), ℎ ∈ (0;
√

3/2). Тогда

ℛ2,2(𝐴(ℎ)) =

{︃√
3/2 − ℎ, если ℎ ∈ (0;

√
3/6);√︀

ℎ2 + 1/4, если ℎ ∈ [
√

3/6,
√

3/2)

(Н. С. Иванисенко, П.А. Машаров, 2014, [31]).
8. Пусть 𝐾 = {(𝑥, 𝑦) ∈ R2 : |𝑥| 6 1, |𝑦| 6 1} — плоский квадрат со стороной 2.

Тогда ℛ2,3(𝐾) =
√

41/4 (П. А. Машаров, 2017, [25]).

94 Машаров П.А.

http://www.donnu.ru
http://www.donnu.ru/vestnikA


ISSN 2415–7058. Вестник ДонНУ. Сер. А: Естественные науки. – 2020. –№ 2

9. Пусть 𝑙0 = {𝑥 ∈ R𝑛 : 0 6 𝑥1 6 1;𝑥𝑗 = 0, 𝑗 = 2, 3, . . . , 𝑛}— отрезок длины 1. Если
вместо (1) рассматривать соответственно криволинейные интегралы первого и второго
рода, тоℛ1

1,𝑛(𝑙0) = 5/8, ℛ2
1,2(𝑙0) = 1 (П. А. Машаров, 2019, [32]).

Известны также значения величины ℛ𝑛,𝑛(𝐴) для случаев, когда 𝐴 — плоский кру-
говой сектор (П.А. Машаров, 2000, [33]), параллелепипед в R𝑛 (В. В. Волчков, 1998–
2000, [29]), эллипсоид в R𝑛 (В. В. Волчков, 2001, [19]), половина кругового конуса в R3

(Л. В. Елец, П.А. Машаров, 2009, [34]), замыкание разности двух плоских квадратов
(П.А. Машаров, 2016, [35]).

В данной работе в качестве множества, для которого изучаются аналоги проблемы
Помпейю, рассмотрен 𝐾 =

{︀
𝑥 ∈ R𝑛 : |𝑥𝑗| 6 1, 𝑗 ∈ {1, 2, 3}, 𝑥𝑘 = 0, 𝑘 ∈ {4, . . . , 𝑛}

}︀
—

трехмерный куб со стороной 2. Основным результатом является следующее утверждение.
Теорема 1. Для любого 𝑛 > 4 имеет место равенство ℛ3,𝑛(𝐾) =

√
57/4.

Заметим, что ℛ3,3(𝐾) =
√

6 ≈ 2,45, минимальный радиус 𝑟*(𝐾) замкнутого шара в
R𝑛 (𝑛 > 3), содержащего 𝐾, равен

√
3 ≈ 1,73, а для любого 𝑛 > 4 полученное в данной

работе значениеℛ3,𝑛(𝐾) ≈ 1,89.
Вспомогательные обозначения и утверждения. Далее будем рассматривать дей-

ствительное евклидово пространство R𝑛 размерности 𝑛 > 4 со стандартным скалярным
произведением и евклидовой нормой |𝑥| =

√︀
𝑥21 + . . .+ 𝑥2𝑛,M(𝑛) —группу движенийR𝑛.

Для непустых множеств 𝐴,𝐵 ⊂ R𝑛 положим Mot(𝐴,𝐵) = {𝜆 ∈ M(𝑛) : 𝜆𝐴 ⊂ 𝐵}. Для
𝑅 > 0, 𝑟 ∈ R рассмотрим множества B𝑛𝑅 = {𝑥 ∈ R𝑛 : |𝑥| < 𝑅}, S𝑛−1

𝑅 = {𝑥 ∈ R𝑛 : |𝑥| =
𝑅} — шар и сфера соответственно в R𝑛 радиуса 𝑅; B𝑛𝑟,𝑅 = {𝑥 ∈ R𝑛 : 𝑟 < |𝑥| < 𝑅} —
шаровой слой, если 𝑟 > 0, илишар вR𝑛, если 𝑟 < 0. Для произвольного множества𝐴 ⊂ R𝑛

под 𝜕𝐴 будем понимать множество граничных точек 𝐴, а под 𝐴 = 𝐴 ∪ 𝜕𝐴— замыкание
𝐴.

Для непустого открытого множества 𝐵 ⊂ R𝑛 под 𝐿𝑙𝑜𝑐(𝐵) будем понимать класс
локально интегрируемых на 𝐵 функций, то есть таких функций 𝑓 : 𝐵 → C, для которых
интеграл по любому компактному подмножеству из 𝐵 конечен. Так как интегрирование
часто будет вестись по множествам вида 𝜆𝐴, где множество𝐴 рассматривается𝑚-мерным,
то здесь и далее под 𝑑𝑥 в случаях 𝑚 6 𝑛 понимается 𝑚-мерная мера Лебега 𝜇𝑚. Если
𝑝 ∈ [1,+∞), обозначение𝐿𝑝(𝐵) будемиспользовать дляфункций, для которых ‖𝑓‖𝐿𝑝(𝐵) =(︂∫︀

𝐵
|𝑓(𝑥)|𝑝 𝑑𝑥

)︂1/𝑝

< +∞. Для 𝑘 ∈ N и открытого непустого множества 𝐵 под 𝐶𝑘(𝐵)

будем понимать класс функций, все частные производные порядка 𝑘 которых (включая
смешанные) непрерывны в 𝐵, 𝐶(𝐵) — класс непрерывных на 𝐵 функций, 𝐶∞(𝐵) =⋂︀∞
𝑘=1𝐶

𝑘(𝐵).
Далее, под P(𝐴,𝐵) будем понимать класс функций из 𝐿𝑙𝑜𝑐(𝐵), для которых равен-

ство (1) верно для всех 𝜆 ∈ Mot(𝐴,𝐵). Добавляя гладкость, получим классы функций
P𝑘(𝐴,𝐵) = P(𝐴,𝐵)∩𝐶𝑘(𝐵), 𝑘 ∈ N,P∞(𝐴,𝐵) = P(𝐴,𝐵)∩𝐶∞(𝐵);P∞

0 (𝐴,𝐵) — класс
радиальных функций из P∞(𝐴,𝐵), то есть таких, что для любых 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐵, для которых
|𝑥| = |𝑦|, выполняется 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑦).

Для обозначения частной производной функции 𝑢 : R𝑛 → R по переменной 𝑥𝑗 будем
использовать запись 𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
. Символ ∆ обозначает оператор Лапласа: ∆ = 𝜕2

𝜕𝑥21
+ . . .+ 𝜕2

𝜕𝑥2𝑛
.

Заметим, что из линейности пространств гладких и интегрируемых функций следует
линейность пространств P𝑘(𝐴,𝐵), 𝑘 ∈ N ∪ {∞}.

Для произвольного непустого𝐵 ⊂ R𝑛, фиксированного числа 𝜀 > 0 и вектора 𝑡 ∈ R𝑛

положим 𝐵𝜀 = {𝑥 ∈ R𝑛 : |𝑥− 𝑦| < 𝜀, 𝑦 ∈ 𝐵}, 𝐵 + 𝑡 = {𝑥+ 𝑡 ∈ R𝑛 : 𝑥 ∈ 𝐵}.

Машаров П.А. 95

http://www.donnu.ru
http://www.donnu.ru/vestnikA


ISSN 2415–7058. Вестник ДонНУ. Сер. А: Естественные науки. – 2020. –№ 2

Лемма 1. Пусть 𝐴 — компакт, 𝐵 — область в R𝑛, числа 𝑘 ∈ {0, 1, 2, . . . } и
𝜀 > 0 фиксированы, функция 𝜙𝜀 ∈ 𝐶𝑘(𝐵𝜀) имеет носитель supp𝜙𝜀 ⊂ B𝑛𝜀 , а функция
𝑓 ∈ P(𝐴,𝐵𝜀). Тогда свёртка 𝑓 * 𝜙𝜀 ∈ P𝑘(𝐴,𝐵).

Доказательство. По определению свёртки, имеем 𝜓(𝑥) =
∫︀
R𝑛 𝑓(𝑦)𝜙𝜀(𝑥− 𝑦) 𝑑𝑦.

При этом функция 𝜓(𝑥) определена корректно в области 𝐵. Так как 𝜙𝜀 ∈ 𝐶𝑘(𝐵), то для
любого набора {𝑗1, . . . 𝑗𝑛}, 𝑗𝜈 ∈ {0, 1, . . . , 𝑘}, 𝑗1 + · · · + 𝑗𝑛 6 𝑘 существует

𝜕𝑗1+···+𝑗𝑛𝜓(𝑥)

𝜕𝑥𝑗11 . . . 𝜕𝑥
𝑗𝑛
𝑛

=

∫︁
R𝑛

𝑓(𝑦)
𝜕𝑗1+···+𝑗𝑛𝜙𝜀(𝑥− 𝑦)

𝜕𝑥𝑗11 . . . 𝜕𝑥
𝑗𝑛
𝑛

𝑑𝑦.

Таким образом, 𝜓 ∈ 𝐶𝑘(𝐵). Осталось доказать, что эта функция имеет нулевые
интегралы по всем множествам 𝜆𝐴 ⊂ 𝐵.

Зафиксируем произвольное 𝜆 ∈ Mot(𝐴,𝐵) и рассмотрим

𝐼 =

∫︁
𝜆𝐴

𝜓(𝑥) 𝑑𝑥 =

∫︁
𝜆𝐴

𝑑𝑥

∫︁
R𝑛

𝑓(𝑦)𝜙𝜀(𝑥− 𝑦) 𝑑𝑦.

Сделав замену 𝑡 = 𝑥 − 𝑦, имеем 𝐼 =
∫︀
𝜆𝐴

𝑑𝑥
∫︀
R𝑛 𝑓(𝑥 − 𝑡)𝜙𝜀(𝑡) 𝑑𝑡 =

=
∫︀
R𝑛 𝜙𝜀(𝑡) 𝑑𝑡

∫︀
𝜆𝐴
𝑓(𝑥 − 𝑡) 𝑑𝑥. После замены 𝑧 = 𝑥 − 𝑡, 𝐼 =

∫︀
R𝑛 𝜙𝜀(𝑡) 𝑑𝑡

∫︀
𝜆𝐴−𝑡 𝑓(𝑧) 𝑑𝑧.

Так как supp𝜙𝜀 ⊂ B𝑛𝜀 , то во внешнем интеграле интегрирование на самом деле ведется
по B𝑛𝜀 , то есть 𝑡 ∈ B𝑛𝜀 . Отсюда следует, что 𝜆𝐴 − 𝑡 ⊂ 𝐵, и, значит, внутренний интеграл
по условию леммы равен нулю. Следовательно, и весь интеграл равен нулю, что завершает
доказательство леммы. �

Лемма 2. Пусть 𝐴 — компакт с внутренними точками в R𝑚 (𝑚 6 𝑛), для про-
извольного фиксированного значения 𝑗 ∈ {1, 2, . . . , 𝑛} дифференциальный оператор
d = 𝜕/𝜕𝑥𝑗 . Пусть также для некоторого открытого множества 𝐵 ⊂ R𝑛, для ко-
торого Mot(𝐴,𝐵) ̸= ∅, выполнено 𝑓 ∈ P∞(𝐴,𝐵). Тогда d𝑓 ∈ P∞(𝐴,𝐵).

Доказательство. Докажем сначала, что если 𝜈 ∈ N, то в условиях леммы из
𝑓 ∈ P𝜈(𝐴,𝐵) следует d𝑓 ∈ P𝜈−1(𝐴,𝐵).

Уменьшение гладкости функции d𝑓 по сравнению с 𝑓 на единицу связано с тем,
что d является дифференциальным оператором первого порядка. Докажем теперь, что
если функция 𝑓 имеет нулевые интегралы, то и d𝑓 также имеет нулевые интегралы по
соответствующим множествам.

Так как Mot(𝐴,𝐵) ̸= ∅ и 𝑓 ∈ P𝜈(𝐴,𝐵), то найдется 𝜆 ∈ Mot(𝐴,𝐵), для которого
верно (1). Тогда для 𝜁 = (𝜁1, . . . , 𝜁𝑛) ∈ R𝑛 с достаточно малым значением |𝜁|, множество
𝜆𝐴+ 𝜁 ⊂ 𝐵. Поэтому имеет место равенство

0 =

∫︁
𝜆𝐴+𝜁

𝑓(𝑥) 𝑑𝜇𝑚 =

∫︁
𝜆𝐴

𝑓(𝑥+ 𝜁) 𝑑𝜇𝑚.

Дифференцируя его по 𝜁𝑗 , получаем
∫︀
𝜆𝐴

𝜕
𝜕𝑥𝑗
𝑓(𝑥+ 𝜁) 𝑑𝜇𝑚 = 0. Полагая в этом равен-

стве 𝜁1 = . . . = 𝜁𝑛 = 0, получаем 𝜕𝑓/𝜕𝑥𝑗 ∈ P𝜈−1(𝐴,𝐵).
Учитывая определение класса P∞(𝐴,𝐵), получаем утверждение леммы. �
Для произвольного непустого компакта или ограниченной области 𝐴 из R𝑛 через

𝑟*(𝐴) обозначим радиус наименьшего замкнутого шара, содержащего 𝐴. Таким образом,
𝑟*(𝐴) = inf{𝑅 > 0: ∃𝜆 ∈ Mot(𝐴,B𝑛𝑅)}. Отметим, что из определений 𝑟*(𝐴) и Mot(𝐴,𝐵)
следует, что для произвольного компакта 𝐴 множество Mot(𝐴,B𝑛𝑅) ̸= ∅ тогда и только
тогда, когда 𝑅 > 𝑟*(𝐴), а для открытого ограниченного множества — когда 𝑅 > 𝑟*(𝐴).
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Для рассматриваемого в настоящей работе множества 𝐾 значение 𝑟*(𝐾) равно ра-
диусу описанной окружности, 𝑟*(𝐾) =

√
3 ≈ 1,73. Отсюда следует тривиальная оценка

снизу радиуса Помпейю: ℛ3,𝑛(𝐾) >
√

3 для любого 𝑛 > 3. С другой стороны, учитывая
ℛ3,3(𝐾) =

√
6, вполне естественно считать, чтоℛ3,𝑛(𝐾) 6

√
6 для 𝑛 > 3.

Координаты точки в R𝑛, начиная с некоторой, если они нули, будем обозначать
одним символом 0⃗. Если E — элемент куба 𝐾 (вершина, ребро, грань), то, когда будет
рассматриваться куб 𝜆𝐾 (𝜆 ∈ M(𝑛)), его соответствующий элемент будем обозначать
𝜆E. Например, «верхняя» грань с вершинами в точках (±1;±1; 1; 0⃗) трансформируется в
𝜆{(±1;±1; 1; 0⃗)}.

Лемма 3. Пусть для некоторого 𝜀 > 0 функция 𝑓 ∈ 𝐶3(𝐾𝜀). Тогда имеют место
равенства

∫︁
𝐾

𝜕𝑓

𝜕𝑥1
𝑑𝜇3 =

∫︁ 1

−1

𝑑𝑥3

∫︁ 1

−1

(︀
𝑓(1;𝑥2;𝑥3; 0⃗) − 𝑓(−1;𝑥2;𝑥3; 0⃗)

)︀
𝑑𝑥2; (2)∫︁

𝐾

𝜕2𝑓

𝜕𝑥1𝜕𝑥2
𝑑𝜇3 =

∫︁ 1

−1

(︀
𝑓(1; 1;𝑥3; 0⃗) − 𝑓(1;−1;𝑥3; 0⃗) − 𝑓(−1; 1;𝑥3; 0⃗)+

+ 𝑓(−1;−1;𝑥3; 0⃗)
)︀
𝑑𝑥3;

(3)

∫︁
𝐾

𝜕3𝑓

𝜕𝑥1𝜕𝑥2𝜕𝑥3
𝑑𝜇3 = 𝑓(1; 1; 1; 0⃗) − 𝑓(1; 1;−1; 0⃗) − 𝑓(1;−1; 1; 0⃗) + 𝑓(1;−1;−1; 0⃗)−

− 𝑓(−1; 1; 1; 0⃗) + 𝑓(−1; 1;−1; 0⃗) + 𝑓(−1;−1; 1; 0⃗) − 𝑓(−1;−1;−1; 0⃗).

(4)

Доказательство.Путём перехода к повторному интегралу и примененияформу-
лыНьютона–Лейбница, сначала непосредственно доказывается (2). Заменив в полученном
равенстве 𝑓 на 𝜕𝑓/𝜕𝑥2, приходим к (3). Заменив здесь 𝑓 на 𝜕𝑓/𝜕𝑥3, получаем (4). �

Для доказательства основного результата воспользуемся следующим утверждением,
доказательство которого можно найти в [19]. Перед его формулировкой введем используе-
мые в нём обозначения. Для набора точек {𝑣𝜈}𝑘𝜈=1 ⊂ R𝑛, где 𝑣𝑖 ̸= 𝑣𝑗 для 1 6 𝑖, 𝑗 6 𝑘, 𝑖 ̸= 𝑗,
числа 𝜀 > 0 положим Ω𝜈,𝜀 =

{︀
𝑥 ∈ R𝑛 : |𝑣𝜈 | − 𝜀 < |𝑥| < |𝑣𝜈 | + 𝜀

}︀
, 𝜈 = 1, . . . , 𝑘. Для откры-

того непустого множества 𝒰 ⊂ R𝑛 под H0(𝒰) понимается класс радиальных локально
суммируемых в 𝒰 распределений. 𝜕⃗ =

(︀
𝜕/𝜕𝑥1, . . . , 𝜕/𝜕𝑥𝑛

)︀
.

Утверждение 1 (Теорема 3.2 из [19, Глава 4]). Пусть𝐹𝜈 ∈ H0

(︀
Ω𝜈,𝜀

)︀
для 𝜈 = 1, . . . , 𝑘

и существуют многочлены 𝑃𝜈 : R𝑛 → C такие, что для любого 𝑥 ∈ B𝑛𝜀 выполняется∑︀𝑘
𝜈=1

(︀
𝑃𝜈 (⃗𝜕)𝐹𝜈

)︀
(𝑥 + 𝑣𝜈) = 0, которое понимается в смысле распределений. Тогда суще-

ствует нетривиальный многочлен 𝑃 : R1 → C такой, что 𝑃 (∆)𝐹𝜈 = 0 в Ω𝜈,𝜀.

Для 𝑅 >
√

3 будем рассматривать различные положения куба 𝜆𝐾 внутри шара
B4
𝑅. Обозначим 𝜌0, 𝜌1, 𝜌2, 𝜌3 — расстояния от начала координат до вершины 𝜆(1, 1, 1, 0⃗),

до ребра 𝜆{(±1, 1, 1, 0⃗)}, до грани 𝜆{(±1;±1; 1; 0⃗)} и до гиперплоскости куба 𝜆𝐾 со-
ответственно. Для каждого 𝑗 ∈ {0, 1, 2, 3} положим min𝑗 = inf{𝜌𝑗 : 𝜆 ∈ Mot(𝐾,B4

𝑅)}
и max𝑗 = sup{𝜌𝑗 : 𝜆 ∈ Mot(𝐾,B4

𝑅)}, для 0 < 𝑎 < 𝑏 шаровой слой в R4 обозначим
B(𝑎; 𝑏) = {𝑥 ∈ R4 : 𝑎 < |𝑥| < 𝑏}.
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Лемма 4. Пусть 𝑅 ∈
(︀√

3;
√

6
)︀
. Тогда имеют место равенства

max0 = 𝑅, min0 = 2
√

3 −𝑅;

max1 =
√
𝑅2 − 1, min1 = 2

√
2 −

√
𝑅2 − 1;

max2 =
√
𝑅2 − 2, min2 = 2 −

√
𝑅2 − 2;

max3 =
√
𝑅2 − 3, min3 = 0.

(5)

Доказательство. Для удобства будем рассматривать 𝜆 ∈ Mot(𝐾,B4
𝑅). Учитывая

содержащиеся в Mot сдвиги и вращения, не важно, каких именно представителей вершин,
ребер, граней куба выбирать для доказательства необходимых равенств.

Пусть 𝐹 и 𝐵 — противоположные вершины куба 𝜆𝐾, 𝑂(0; 0; 0; 0⃗) — начало коор-
динат. Максимальное расстояние от 𝑂 до 𝐹 не превосходит радиус шара. По неравенству
треугольника 𝐹𝐵 6 𝐹𝑂 +𝑂𝐵, то есть 𝑂𝐵 > 2

√
3 −𝑂𝐹 .

Рассмотрим 𝜆0, при котором параллельным переносом центр куба (пересечение
диагоналей) перемещается в точку 𝑀

(︀
1 − 𝑅√

3
; 1 − 𝑅√

3
; 1 − 𝑅√

3
; 0⃗
)︀
. Расстояния от 𝑂 до

вершин куба 𝑉𝛼
(︀
1 − 𝑅√

3
± 1; 1 − 𝑅√

3
± 1; 1 − 𝑅√

3
± 1; 0⃗

)︀
по неравенству треугольника

𝑂𝑉𝛼 6 𝑂𝑀 + 𝑀𝑉𝛼 = 𝑅 −
√

3 +
√

3 = 𝑅. То есть 𝜆0 ∈ Mot(𝐾,B4
𝑅). Наибольшее и

наименьшее расстояния достигаются для тех вершин, которые с точками 𝑂 и𝑀 лежат на
одной прямой. Таковыми являются 𝐹

(︀
− 𝑅√

3
;− 𝑅√

3
;− 𝑅√

3
; 0⃗
)︀
и 𝐵

(︀
2 − 𝑅√

3
; 2 − 𝑅√

3
; 2 − 𝑅√

3
; 0⃗
)︀
.

Все указанные четыре точки лежат на прямой, параметрическим уравнением которой яв-
ляется 𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥3 = 𝑡, 𝑥4 = . . . = 𝑥𝑛 = 0, 𝑡 ∈ R. При этом достигаются 𝑂𝐹 = 𝑅,
𝑂𝐵 = 2

√
3 −𝑅.

Пусть 𝑓 и 𝑏— противоположные ребра (параллельные и не лежащие в одной грани)
куба 𝜆𝐾, 𝐹 и 𝐵 — основания перпендикуляров, опущенных с 𝑂 на соответствующие
ребра. Тогда расстояния от 𝑂 до ребер — это расстояния 𝑂𝐹 и 𝑂𝐵. По неравенству
треугольника, 𝐹𝐵 6 𝐹𝑂 +𝑂𝐵, откуда 𝑂𝐵 > 2

√
2 −𝑂𝐹 . То есть снова: чем больше 𝑂𝐹 ,

тем меньше может стать 𝑂𝐵.
Рассмотрим 𝜆1, при котором параллельным переносом центр куба перемещается

в точку 𝑀
(︁

0; 1 −
√︁

𝑅2−1
2

; 1 −
√︁

𝑅2−1
2

; 0⃗
)︁
. Тогда вершины куба оказываются в точках

𝑉𝛼

(︁
±1; 1 −

√︁
𝑅2−1

2
± 1; 1 −

√︁
𝑅2−1

2
± 1; 0⃗

)︁
. Рассмотрим четыре пары вершин, отличаю-

щихся первыми координатами и соединяющие их параллельные ребра. Основания перпен-
дикуляров, опущенных из 𝑂 на эти ребра, являются серединами ребер и лежат в точках
𝐹
(︁

0;−
√︁

𝑅2−1
2

;−
√︁

𝑅2−1
2

; 0⃗
)︁
,𝐵
(︁

0; 2−
√︁

𝑅2−1
2

; 2−
√︁

𝑅2−1
2

; 0⃗
)︁
,𝑇
(︁

0;−
√︁

𝑅2−1
2

; 2−
√︁

𝑅2−1
2

; 0⃗
)︁
,

𝑊
(︁

0; 2−
√︁

𝑅2−1
2

;−
√︁

𝑅2−1
2

; 0⃗
)︁
. По теореме Пифагора, различные квадраты расстояний от

𝑂 до вершин куба равны 𝑅2, 𝑅2 + 8 − 4
√︀

2(𝑅2 − 1), 𝑅2 + 4 − 2
√︀

2(𝑅2 − 1). Так как при
𝑅 >

√
3 все они больше 𝑅2, то 𝜆1 ∈ Mot(𝐾,B4

𝑅). Наибольшее расстояние до ребер до-
стигается на 𝑂𝐹 =

√
𝑅2 − 1, так как обе вершины ребра 𝑓 в этом случае лежат на сфере,

наименьшее — на 𝑂𝐵 = 2
√

2 −
√
𝑅2 − 1.

Пусть 𝜑 и 𝛽 — противоположные грани куба 𝜆𝐾, 𝐹 и 𝐵 — основания перпенди-
куляров, опущенных на них из 𝑂. Тогда расстояния от 𝑂 до граней — это длины 𝑂𝐹 и
𝑂𝐵. Так как в данном случае точки 𝐹,𝑂,𝐵 лежат на одной прямой, а радиус 𝑅 <

√
6, то

𝐹𝐵 = 𝐹𝑂 +𝑂𝐵, 𝑂𝐵 = 2 − 𝐹𝑂, и снова: чем больше 𝑂𝐹 , тем меньше 𝑂𝐵.
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Рассмотрим 𝜆2, при котором параллельным переносом центр куба перемещается
в точку 𝑀

(︀
0; 0; 1 −

√
𝑅2 − 2; 0⃗

)︀
. Тогда вершины куба 𝑉𝛼

(︀
±1;±1; 1 −

√
𝑅2 − 2 ± 1; 0⃗

)︀
.

Разобьем их на две четверки, имеющие одинаковые третьи координаты и рассмотрим грани
с вершинами в них. Основания перпендикуляров, опущенных из 𝑂, являются центрами
этих граней и лежат в точках 𝐹

(︀
0; 0;−

√
𝑅2 − 2; 0⃗

)︀
и 𝐵
(︀
0; 0; 2 −

√
𝑅2 − 2; 0⃗

)︀
. По теореме

Пифагора, различные квадраты расстояний до вершин равны𝑅2 и𝑅2 +4−4
√
𝑅2 − 2. При

𝑅 >
√

3 все они больше 𝑅2, значит 𝜆2 ∈ Mot(𝐾,B4
𝑅). Наибольшее расстояние до граней

достигается на 𝑂𝐹 =
√
𝑅2 − 2, так как все четыре вершины грани 𝜑 в этом случае лежат

на сфере, наименьшее — на 𝑂𝐵 = 2 −
√
𝑅2 − 2.

Рассмотрим 𝜆3, при котором параллельным переносом центр куба перемещается в
точку𝑀

(︀
0; 0; 0;

√
𝑅2 − 3; 0⃗

)︀
. Тогда вершины куба𝑉𝛼

(︀
±1;±1;±1;

√
𝑅2 − 3; 0⃗

)︀
, расстояния

от𝑂 до них равны𝑅. Значит это наиболее удаленное расположение куба. Расстояние от𝑂
до его гиперплоскости равно длине перпендикуляра. В данном случае это𝑂𝑀 =

√
𝑅2 − 3.

При уменьшении четвертой координаты точки𝑀 до нуля, расстояние также уменьшится
до нуля, что завершает доказательство леммы. �

Решимнесколько неравенств с найденными выражениями. Рассмотримmin0 < max1.
Учитывая неотрицательность обеих частей неравенства, имеем 2

√
3 − 𝑅 <

√
𝑅2 − 1;

13 < 4
√

3𝑅; 𝑅 > 13
4
√
3
. Заметим, что 13

4
√
3
≈ 1,876. Теперь рассмотрим min1 < max2.

Имеем 2
√

2−
√
𝑅2 − 1 <

√
𝑅2 − 2; 9− 4

√
2
√
𝑅2 − 1 < 0; 𝑅2 > 113

32
; |𝑅| >

√
113

4
√
2
. При этом

√
113

4
√
2

≈ 1,879. И, наконец, рассмотрим min2 < max3. Имеем 2 −
√
𝑅2 − 2 <

√
𝑅2 − 3;

5− 4
√
𝑅2 − 2 < 0;𝑅2 > 57

16
; |𝑅| >

√
57
4
. Здесь

√
57
4

≈ 1,887. Из этих рассуждений получаем
Замечание 1. Для 𝑅 ∈

(︀√
3;
√

6
)︀
, в обозначениях (5), решением системы нера-

венств min0 < max1; min1 < max2; min2 < max3 является
√

57/4 < 𝑅 <
√

6.
Лемма 5. Пусть 𝑅 >

√
3 и 𝑓 ∈ P∞

0 (𝐾,B4
𝑅). Тогда существует ненулевой много-

член 𝑞 : R → C такой, что 𝑞(∆)𝑓 = 0 в B
(︀
2
√

3 −𝑅;𝑅
)︀
.

Доказательство. Применив утверждение 1 к 𝑓 ∈ P∞
0 (𝐾,B4

𝑅) ⊂ H0(Ω𝜈,𝜀

)︀
для

набора точек 𝑣𝜈 —вершин куба𝐾. Учитывая равенство (4), левая часть которого в данном
случае по лемме 2 обратится в нуль, получаем, что существует нетривиальный многочлен
𝑞 : R1 → C такой, что 𝑞(∆)𝑓 = 0 в Ω𝜈,𝜀. Так как функция 𝑓 общая для всех точек 𝑣𝜈 , то
Ω𝜈,𝜀 представляет из себя множество точек из B4

𝑅, в которые можно попасть вершинами
куба 𝜆𝐾, 𝜆 ∈ Mot(𝐾,B4

𝑅). Таким образом, Ω𝜈,𝜀 = B(min0; max0), что, с учетом леммы 4,
завершает доказательство. �

Для формулировки следующего утверждения рассмотрим преобразование Радона.
Пусть 𝑛 > 2; 𝜉(𝜔, 𝑑) — гиперплоскость с расстоянием 𝑑 до начала координат, нормалью
которой является вектор 𝜔 ∈ S𝑛−1. Преобразование Радона вводится для 𝑓 ∈ 𝐿1(R𝑛) по
формуле

R𝑓(𝜔, 𝑑) =

∫︁
𝜉(𝜔,𝑑)

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥,

где в данном случае 𝑑𝑥— (𝑛− 1)-мерная мера.
Утверждение 2 (Следствие 8.4 из [19, Глава 1]). Пусть 𝑟 > 0, 𝑓 ∈ 𝐿1(R𝑛) удовле-

творяет R𝑓(𝜔, 𝑑) = 0 для всех 𝜔 ∈ S𝑛−1 и почти всех 𝑑 ∈ (𝑟,+∞). Если существует
множествоΩ ⊂ (𝑟,+∞) положительной мерытакое, что 𝑓(𝑥) = 0 в {𝑥 ∈ R𝑛 : |𝑥| ∈ Ω},
тогда 𝑓 = 0 в B(𝑟; +∞).
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Лемма 6. Пусть 𝑅 >
√

57/4 и 𝑓 ∈ P∞
0 (𝐾,B4

𝑅). Тогда существует ненулевой
многочлен 𝑞 : R → C такой, что 𝑞(∆)𝑓 = 0 в B4

𝑅.

Доказательство.Рассмотриммногочлен 𝑞 из леммы5, для которого выполняется
𝑞(∆)𝑓 = 0 в B(min0; max0), и функцию 𝐹 = 𝑞(∆)𝑓 . По лемме 2, учитывая, что оператор
Лапласа оставляет функцию радиальной, 𝐹 ∈ P∞

0 (𝐾,B4
𝑅). Применив лемму 2 к функции

𝐹 , получаем (3), то есть некоторая линейная комбинация интегралов от 𝐹 по четырем
параллельным ребрам любого куба 𝜆𝐾 ⊂ B4

𝑅 равна нулю.
Расположим куб так, чтобы эти четыре ребра оказались в области нулей функ-

ции 𝐹 (например, для движения, близкого к 𝜆3 из доказательства леммы 4 и с учетом
max1 > min0, это выполняется). Поворачивая куб вокруг одного из ребер, получаем нуле-
вые интегралы от 𝐹 по всем отрезкам, расстояние от которых до начала координат лежит
в пределах от min1 до max1. Доопределив 𝐹 нулем вне B3

𝑅, имеем нулевые интегралы от
𝐹 по всем прямым, расстояние от которых до начала координат больше min1. Отсюда
интегралы по всем плоскостям, а значит и по гиперплоскостям, расстояние до которых
от начала координат больше min1, равны нулю, что по утверждению 2 означает 𝐹 = 0 в
B(min1, 𝑅).

Аналогичными рассуждениями, используя (2), учитывая выполнение max2 > min1,
получаем 𝐹 = 0 в B(min2, 𝑅).

По определению класса P∞
0 (𝐾,B𝑛𝑅), учитывая max3 > min2 и min3 = 0, имеем

нулевые интегралы от 𝐹 по всем гиперплоскостям, откуда по утверждению 2 получаем
𝐹 = 0 в B4

𝑅. �
Приведём одно довольно общее утверждение, доказательство которого можно найти

в [19], предварительно пояснив смысл входящих в него обозначений.
Пусть 𝒰 — открытое множество в R𝑛. Под 𝒟(𝒰) понимается класс функций из

𝐶∞(𝒰) с компактнымносителем в𝒰 ;𝒟′(𝒰)—пространство распределений на𝒰 ;𝑆𝑂(𝑛)—
группа евклидовых вращений пространстваR𝑛; для распределения 𝜙 ∈ 𝒟′(𝒰) и 𝜆 ∈ M(𝑛)
распределение 𝜆𝜙 определяется на 𝒟′(𝜆−1𝒰) формулой ⟨𝜆𝜙, 𝑓(𝑥)⟩ = ⟨𝜙, 𝑓(𝜆−1𝑥)⟩, где
𝑓 ∈ 𝒟(𝜆−1𝒰), ⟨𝜙, 𝑓⟩ обозначает значение 𝜙 на элементе 𝑓 ; 𝒟′

𝜙(𝒰) =
{︀
𝑓 ∈ 𝒟′(𝒰) : 𝑓 *

𝜙 = 0 в области определения
}︀
; 𝐶𝑚

𝜙 (𝒰) =
(︀
𝒟′
𝜙 ∩ 𝐶𝑚

)︀
(𝒰), где 𝑚 ∈ Z+ или 𝑚 = ∞;

𝐴𝑚𝜙 (𝒰) =
⋂︀
𝜏∈𝑆𝑂(𝑛)𝐶

𝑚
𝜏𝜙(𝒰).

Утверждение 3 (Предложение 5.9 из [19, Глава 1]). Пусть 𝒰 = B𝑛𝑅 и
𝐴∞
𝜙 (𝒰) ̸= {0}. Тогда 𝐴∞

𝜙 (𝒰) содержит радиальную функцию, отличную от нуля.
Взяв 𝜙 = 𝜒𝐾 — индикатор множества 𝐾, получаем
Следствие 1. Пусть для некоторого 𝑅 > 0 выполняетсяP∞

0 (𝐾,B4
𝑅) = {0}. Тогда

P∞(𝐾,B4
𝑅) = {0}.

Лемма 7. Пусть 𝑅 >
√

3, для некоторой функции 𝑓 ∈ P∞
0 (𝐾,B4

𝑅) и для некото-
рого многочлена 𝑞 : R → C выполняется 𝑞(∆)𝑓 = 0 в B4

𝑅. Тогда 𝑓 = 0 в B4
𝑅.

Доказательство. Пусть разложение на линейные множители многочлена 𝑞(𝑏)
имеет вид 𝑞(𝑏) = 𝑏0(𝑏 − 𝑏1) · . . . · (𝑏 − 𝑏𝑚). Рассмотрим 𝑔 = (∆ − 𝑏2) · . . . · (∆ − 𝑏𝑚)𝑓 ,
𝑔 ∈ P∞

0 (𝐾,B4
𝑅). Для неё имеем дифференциальное уравнение (∆ − 𝑏1)𝑔 = 0 в B4

𝑅,
общим решением которого при 𝑏1 ̸= 0 является 𝑔(𝜌) = 𝐶1𝐽0(

√
𝑏1𝜌) + 𝐶2𝑁0(

√
𝑏1𝜌), при

𝑏1 = 0 𝑔(𝜌) = 𝐶3 + 𝐶4 ln 𝜌, где 𝐽0, 𝑁0 — функции Бесселя и Неймана соответственно.
Учитывая, что 𝑁0(

√
𝑏1𝜌) и ln |𝜌| имеют особенности в нуле, а 𝑔(𝜌) непрерывна, то 𝐶2 =

𝐶4 = 0. Значит 𝑔(𝜌) = 𝐶1𝐽0(
√
𝑏1𝜌) или 𝑔(𝜌) = 𝐶3 в B4

𝑅. Продолжая её в R4 этими
же функциями, получаем, что вещественно-аналитическая 𝑔 ∈ P∞

0 (𝐾,R4). А так как 𝐾
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является множеством Помпейю в R3, то 𝑔 = 0. Рассуждая аналогично для (∆ − 𝑏3) · . . . ·
(∆ − 𝑏𝑚)𝑓 , . . . , 𝑓 , приходим к утверждению леммы. �

Приведём ещё одно утверждение, которое необходимо будет для доказательства
основного утверждения.

Утверждение 4 (Следствие 8.2 из [19, Глава 1]). Пусть чётнаяфункция 𝑔 ∈ 𝒟(R1).
Тогда существует 𝑓 ∈ 𝒟0(R𝑛), чтоR𝑓(𝜔, 𝑑) = 𝑔(𝑑) для всех 𝜔 ∈ S𝑛−1, 𝑑 ∈ R1.

Построение решения задачи.
Доказательство теоремы 1. Рассмотрим сначала случай 𝑅 ∈

(︀√
3;
√

57/4
)︀
.

Исходя из леммы 4 и замечания 1, для указанного 𝑅 выполняется неравенство
max3 < min2. Рассмотрим функцию

𝑔(𝑑) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
0, 0 6 |𝑑| 6 max3;

𝑒1
⧸︀(︀

(|𝑑|−max3)(min2 −|𝑑|)
)︀
, max3 < |𝑑| < min2;

0, |𝑑| > min2 .

Эта функция удовлетворяет условиям утверждения 4, поэтому существует такая
𝑓 ∈ 𝒟0(R𝑛), что R𝑓(𝜔, 𝑑) = 𝑔(𝑑) для всех 𝜔 ∈ S𝑛−1, 𝑑 ∈ R1. Это означает, что интегралы
от 𝑓 по всем гиперплоскостям, расстояние от которых до начала координат меньше max3

или больше min2 равны нулю. Исходя из утверждение 2, 𝑓(𝜌) = 0, если 𝜌 > min2, причем
не верно, что 𝑓 = 0 п.в., поскольку иначе выполнялось бы R𝑓(𝜔, 𝑑) = 0 всюду.

По определению величин max3 и min2, для любого 𝜆 ∈ Mot(𝐾,B𝑛𝑅) гиперплоскость
куба 𝜆𝐾 удалена от начала координат не дальше, чем на max3, при этом 𝜆𝐾∩B𝑛min2

⊂ 𝜆𝐾,
поскольку грани находится на расстоянии большем, чем min2. Следовательно, ненулевая
функция 𝑓 ∈ P(𝐾,B𝑛𝑅), что доказывает оценку ℛ3,𝑛(𝐾) > 𝑅, откудаℛ3,𝑛(𝐾) >

√
57/4.

Пусть теперь 𝑅 >
√

57/4, 𝑓 : B4
𝑅 → C, 𝑓 ∈ 𝐶(B4

𝑅) и удовлетворяет (1) для любого
𝜆 ∈ Mot(𝐾,B4

𝑅). Для 𝑟 ∈
(︀√

57/4;𝑅
)︀
рассмотрим 𝜙 ∈ 𝐶∞(R4): supp𝜙 ⊂ B𝑛𝑅−𝑟. Тогда по

лемме 1 функция 𝑓 = 𝜙 * 𝑓 ∈ 𝐶∞(B4
𝑟) и удовлетворяет (1) для любого 𝜆 ∈ Mot(𝐾,B4

𝑟), то
есть 𝑓 ∈ P∞

0

(︀
𝐾,B4

𝑟

)︀
. По лемме 6 существует ненулевой многочлен 𝑞 : R → C такой, что

𝑞(∆)𝑓 = 0 в B4
𝑟 . Отсюда по лемме 7 𝑓 = 0 в B4

𝑟 , что означаетP∞
0

(︀
𝐾,B4

𝑟

)︀
= {0}. Применив

следствие 1, получаем P∞(︀𝐾,B4
𝑟

)︀
= {0}. Устремив 𝑟 → 𝑅 − 0, приходим к 𝑓 = 0 в B4

𝑅,
что означает 𝒫3,4 =

√
57/4.

Рассмотрим произвольной точку 𝑦 ∈ B𝑛𝑅, где размерность 𝑛 > 4 и 𝑅 >
√

57/4.
Сечение B𝑛𝑅 четырехмерной гиперплоскостью, проходящей через 𝑦 и начало координат
𝑂, является, если там ввести свою систему координат, шаром B4

𝑅. Если некоторая функ-
ция имеет нулевые интегралы по кубам в B𝑛𝑅, то и в полученном B4

𝑅, откуда, учитывая
непрерывность 𝑓 , из доказанного выше следует, что 𝑓 ≡ 0 в B4

𝑅, значит и в точке 𝑦. �
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УДК 519.21

О ПЛОТНОСТЯХ ВЕРОЯТНОСТНЫХМЕР, ПОРОЖДЕННЫХ РЕШЕНИЯМИ
НЕЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ С НЕОГРАНИЧЕННЫМИ ОПЕРАТОРАМИ И СО

СЛУЧАЙНЫМПАРАМЕТРОМ, ВОЗМУЩЕННЫХ ГАУССОВСКИМИ
ПРОЦЕССАМИ В ГИЛЬБЕРТОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ

© 2020. А.Д. Шаташвили, Т. А. Фомина, Н.Н. Ивахненко, Е.Н. Папазова

В предлагаемой работе продолжаются исследования, начатые нами в работах [1, 2], об абсолютной
непрерывности и эквивалентности гауссовских мер, при их нелинейных преобразованных (отображениях),
содержащих случайный параметр T(x,z), в абстрактном гильбертовом пространстве H где z- случайный
параметр из пространства элементарных событий Ω, 𝑧 ∈ Ω, рассматриваются нелинейные уравнения с
неограниченными линейными операторами представленными в виде «R-корреляционного преобразования».
Причем для получения основных результатов, будут использованы уже доказанные теоремы в работах [1,2]
и некоторые утверждения и формул из работ [3,5–7]. Этому вопросу будет посвящён весь второй параграф,
который состоит из двух пунктов. В првом пункте: в абстрактном гильбертовом пространстве рассмат-
риваются некоторые трансцендентные нелинейные уавнения с неограниченными линейными операторами
и со случайным параметром, возбуждённым гауссовским случайным элементом, а во втором: пункте в
функциональном гильбертоврм пространстве функции,определённых на некотором отрезке,принимающих
свои значения из H и интегрируемые со своим квадратом по норме H, рассматриваются эволюционные
нелинейные дифференциальные уравнения,возбуждённые гауссовским случайным процессом

Ключевые слова: оснащенное гильбертово пространство, расширенный стохастический интеграл,
абсолютная непрерывность и эквивалентность мер, плотность Радона-Никодима, ортонормированный базис,
Гильберто- Шмидтовские операторы, нелинейные дифференциальные уравнения, обобщённая случайная
величина - «белый шум», случайные помехи, «R-корреляционные преобразования».

Для конкретной постановки задачи и полноценного изложения результатов придется
из работ [1, 2] и [3, 5–7] повторить некоторые факты в виде утверждений и некоторые
формулы, ранее доказанные в указанных работах.

§1 Итак, допустим, что H -сепарабельное, вещественное, абстрактное гильбертово
пространство со скалярным произведением (·, ·)𝐻 и нормой ‖·‖𝐻 , 𝜃𝐻 - 𝜎-алгебра боре-
левских подмножеств пространства H, а 𝜇-гауссовская мера на 𝜃𝐻 с ядерным корреляци-
онным оператором 𝑅2. Таким образом, имеем вероятностное пространство {𝐻, 𝜃𝐻 , 𝜇}.
Далее, обозначим через Ω - пространство элементарных событий и построим фиксирован-
ное вероятностное пространство {Ω, 𝜃Ω, 𝜈}, где 𝜃Ω -𝜎-алгебра измеримых подмножеств
Ω, а 𝜈 - вероятностная мера на 𝜃Ω. Аналогично тому, как в работах [1, 3], вводим аналог
«расширенного стохастического интеграла» в следующем виде:

l
(R)
A (f)(x,y) = (f(x, z),Ax) − SpA*f ′x(x, z)R2,x ∈ H, z ∈ Ω (1)

при этом простроим оснащение, порожденное оператором R в виде:

H+ = RH = H0 ⊂ H ⊂ H− = R−1H (2)

а также пространство гильбертово-шмидтовских операторовH2(H0,H−), отображающих
H+ вH−(H+ = H*

−), где знак * - означает операцию сопряжения, т.е., например, оператор
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A* является оператором сопряженным к оператору A и т.д. Соответственно, определя-
ются скалярные произведения:

(x,y)+ = (R−1x,R−1y)H x,y ∈ H в 𝐻+

(x,y)− = (R−1x,R−1y)H x,y ∈ H в 𝐻−

Очевидно, что формула (1) имеет смысл, если операторA ∈ H2(H0,H−),и, как это
было показано в [3], функционал 𝑙𝑅𝐴 составляет квазиядерную структуру и распростра-
няется на такие операторы A, чтобы оператор ARA* был ограниченным оператором в
𝐻 ,оператор RA* является гильберто-шмидтовским оператором в 𝐻 а оператор f ′x(x, z)
при каждом фиксированном 𝑧 ∈ Ω, является линейным ограниченным оператором по x,
действующим в 𝐻 . Далее, составим декартовое произведение двух пространств 𝐻 и Ω,
𝐻 × Ω, и построим вероятностное пространство по этому произведению 𝐿𝐻,Ω:

𝐿𝐻,Ω = {𝐻 × Ω, 𝜎 (𝜃𝐻 × 𝜃Ω) , 𝜇⊗ 𝜈} (3)

где𝜎 (𝜃𝐻 × 𝜃Ω) обозначает𝜎 - алгебру борелевских подмножеств пространства𝐻×Ω, а𝜇⊗
𝜈 - вероятностная мера, определенная на ней. Рассмотрим теперь некоторую измеримую
нелинейную функцию, определенную на пространстве 𝐿𝐻,Ω, 𝑇 (𝑥, 𝑧),𝑥 ∈ 𝐻 , 𝑧 ∈ Ω и со
значениями из 𝐻 и с ее помощью построим вероятностную меру 𝜆 в следующем виде

𝜆 (𝐴) = 𝜇⊗ 𝜈
(︀
𝑇−1(𝐴)

)︀
, 𝐴 ∈ 𝐻 (4)

и предположим, что это нелинейное преобразование имеет вид R - корреляционного пре-
образования:

𝑇 (𝑥, 𝑧) = 𝑥+𝑅𝜙 (𝑥, 𝑧) , 𝑥 ∈ 𝐻, 𝑧 ∈ Ω (5)

и допустим, пока, что онообратимо, т.е., существует его обратное преобразование𝑆 = 𝑇−1,
и оно также «R - корреляционно» и имеет вид

𝑆(𝑥, 𝑧) = 𝑇−1(𝑥, 𝑧) = 𝑥+𝑅𝜓 (𝑥, 𝑧) , 𝑥 ∈ 𝐻, 𝑧 ∈ Ω (6)

Ясно, что мы должны найти условие обратимости 𝑇 , чтобы доказать справедливость
формулы (6). Корреляционный оператор R2, как симметричное ядро, обладает собствен-
ными числами и собственными векторами. Обозначим через {𝜆𝑘} и {e𝑘} - последова-
тельности собственных чисел и собственных векторов соответственно оператора R2 . В
работах [5–7] было показано, что если преобразованиеT(x, z) при каждом 𝑧 голоморфно
и взаимооднозначно и если оно обратимо, т.е. существует S(x, z) = T−1(x, z) при каждом
фиксированном 𝑧 ∈ Ω, то между функциями 𝜙 (𝑥, 𝑧) и 𝜓 (𝑥, 𝑧) существует такая связь:

𝜓 (𝑥, 𝑧) = −𝜙 (S𝑥, 𝑧) , 𝑥 ∈ 𝐻, 𝑧 ∈ Ω (7)

и если𝜙 (𝑥, 𝑧) дифференцируемо по 𝑥, то и𝜓 (𝑥, 𝑧) также дифференцируемо по 𝑥. Предпо-
ложим,что функция 𝜙 (𝑥, 𝑧) при каждом 𝑧 дифференцируемо по 𝑥 и введем обобщенную
величину 𝜉 следующим образом

𝜉 = R-1𝑥 =
∞∑︁
𝑘=1

(𝑥, e𝑘)

𝜆𝑘
e𝑘 (8)
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Очевидно, что элемент 𝜉 в пространстве 𝐻0 = R𝐻 имеет единичную корреляцию и
как показано в работе [7] по этому элементу 𝜉 можно построить расширенный стохасти-
ческий интеграл

⟨𝜙 (𝑥, 𝑧) , 𝜉⟩ =
∞∑︁
𝑘=1

[(𝜙 (𝑥, 𝑧) , e𝑘) (𝜉, e𝑘) − (𝜙′
𝑥 (𝑥, 𝑧)Re𝑘, e𝑘)] (9)

при условии, что существуют∫︁
𝐻

Sp(𝜓′
𝑥(𝑥, 𝑧)R2

𝑥𝜓
′*
𝑥 (𝑥, 𝑧))𝜇(𝑑𝑥) <∞ (10)

и ∫︁
𝐻

Sp(𝜓′
𝑥(𝑥, 𝑧)R2𝜓′*

𝑥 (𝑥, 𝑧))𝜇(𝑑𝑥) <∞ (11)

и в этом случае выражение (9) имеет смысл, а это означает, учитывая соотношения (7), что
можнопостроить расширенный стохастическийинтеграл ипофункции𝜓 (𝑥, 𝑧) : ⟨𝜓 (𝑥, 𝑧) , 𝜉⟩
(см. [7]). Поэтому как в той же работе [7] было показано,для того чтоб «расширенные
стохастические интегралы» ⟨𝜙 (𝑥, 𝑧) , 𝜉⟩ и ⟨𝜓 (𝑥, 𝑧) , 𝜉⟩ при любом фиксированном 𝑧 ∈ Ω
существовали, надо наряду с условиями (10) и (11) чтобы выполнить еще и такие условия:

∞∑︁
𝑘=1

(𝜙′
𝑥 (𝑥, 𝑧)Re𝑘, e𝑘) = Sp𝜙′

𝑥 (𝑥, 𝑧)R <∞ (12)

и

∞∑︁
𝑘=1

(𝜓′
𝑥 (𝑥, 𝑧)Re𝑘, e𝑘) = Sp𝜓′

𝑥 (𝑥, 𝑧)R <∞ (13)

Тогдамеры𝜆и𝜇 эквивалентныиплотность Радона-Никодима, например, 𝑑𝜆
𝑑𝜇

(𝑥)𝑧 = 𝜌𝑧(𝑥)
запишется в виде

𝜌𝑧(𝑥) = 𝑑𝜆
𝑑𝜇

(𝑥)𝑧 = |det𝑆 ′
𝑥 (𝑥, 𝑧)| exp {− ⟨𝜓 (𝑥, 𝑧) , 𝜉⟩ −

−Sp𝜓′
𝑥 (𝑥, 𝑧)𝑅− 1

2
‖𝜓 (𝑥, 𝑧)‖2𝐻

}︀ (14)

Но для того, чтобы воспользоваться формулой (14) мы должны получить условие
обратимости преобразования T (x, z) при каждом 𝑧 ∈ Ω, т.е. условие существования об-
ратного преобразования S(x, z) = T−1(x, z), его голоморфности и однозначности. Тогда
мы сможем утверждать, что при выполнении этих условий, преобразования S(x, z) су-
ществует и функция 𝜓 (𝑥, 𝑧) определяется из соотношения (7). Такие же распределения
имеет место для существования S (x, z) и его обратимости. Введем последовательность
векторов в 𝐻 , {𝛼k} следующим образом:

𝛼𝑘 =
1

𝜆𝑘
e𝑘, (𝑘 = 1, 2, ....) (15)

и по ним построим другую последовательность при каждом и 𝑧 чисел

𝜙
(𝑧)
𝑘 (𝑥) = (R𝜙 (𝑥, 𝑧) , 𝛼𝑘)𝐻 (16)
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В работе [7] доказано, чтоб существовала функция 𝜙 (𝑥, 𝑧), представленная в фор-
муле (5), надо чтобы сходился по 𝑥 ∈ 𝐻 и по 𝑧 ∈ Ω следующий ряд

∞∑︁
𝑘=1

[(R𝜙 (𝑥, 𝑧) , 𝛼𝑘)𝐻 ]

2

<∞ (17)

и тогда функция 𝜙 (𝑥, 𝑧) представляется в виде сходящего ряда Фурье (см. [10])

𝜙 (𝑥, 𝑧) =
∞∑︁
𝑘=1

𝜙
(𝑧)
𝑘 (𝑥)𝑒𝑘 (18)

Тогда, в силу формулы (7) по функции 𝜙 (𝑥, 𝑧) строится и функция 𝜓 (𝑥, 𝑧), и по-
этому доказывается построение обратного преобразования S(x,z) = T−1

(x,z) и одновременно
голоморфность и взаимноодносначность. При этом, если они еще непрерывны и диффе-
ренцируемы по 𝑥, там же в той работе [7] доказывается, что чтобы их производные по 𝑥
при каждом 𝑧 ∈ Ω были обратимы достаточно, чтоб сходился ряд

∞∑︁
𝑘=1

|R𝜙′
𝑥 (𝑥, 𝑧) , 𝛼𝑘|2𝐻 <∞ (19)

где |·|𝐻 означает норму оператора в пространстве 𝐿2, а сам оператор 𝜙′
𝑥 (𝑥, 𝑧), применен-

ный, например, к вектору u ∈ 𝐻 , определяется как

R𝜙′
𝑥(𝑥, 𝑧) · u =

∞∑︁
𝑘=1

(R𝜙′
𝑥 (𝑥, 𝑧) · u, 𝛼𝑘) e𝑘 (20)

Кроме того, там же в работе [7] доказывается, что операторR𝜙′
𝑥(𝑥, 𝑧) ограничен по

норме при каждом 𝑧 ∈ Ω и если

|R𝜙′
𝑥(𝑥, 𝑧)| < 𝐾 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 (21)

то производные преобразований T (x, z) и S(x, z) существуют и взаимно обратимы и
ограничены, т.е. ⃒⃒⃒

(T′
𝑥(𝑥, 𝑧))

−1
⃒⃒⃒
𝐻

= |S′
𝑥(𝑥, 𝑧)|𝐻 <∞ (22)

Рассмотрим далее два симметричных оператораC(𝑥, 𝑧) и C̄ (𝑥, 𝑧), которые при каж-
дом фиксированном 𝑧 ∈ Ω действует в пространстве 𝐻:

C̄ (𝑥, 𝑧) = R𝜓′
𝑥(𝑥, 𝑧) + 𝜓′(𝑥, 𝑧)*R + R𝜓′

𝑥(𝑥, 𝑧)𝜓′
𝑥(𝑥, 𝑧)*R (23)

и

C (𝑥, 𝑧) = R𝜙′
𝑦(𝑦, 𝑧) + 𝜙′(𝑦, 𝑧)*R + R𝜙′

𝑦(𝑦, 𝑧)𝜙′
𝑦(𝑦, 𝑧)

*R (24)

и которые порождают собственные числа {𝑐𝑘(𝑥, 𝑧)} и {𝑐𝑘 (𝑥, 𝑧)} соответственно. Здесь
сразу надо оговорить, что учитывая формулу (7), все условия, которые накладываются на
функцию 𝜙 (𝑥, 𝑧), автоматически этим же условиям будет удовлетворять функция 𝜓 (𝑥, 𝑧),
поэтому ниже мы их не будем повторять. Далее, так как корреляционный оператор R2

является ядерным, он допускает факторизацию.
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R2 = R ·R* (25)

где операторR является оператором Гильберта-Шмидта, поэтому

|R|2𝐻 <∞ (26)

Рассмотрим так же оператор

N(x, z) = 𝜙′
𝑥(𝑥, 𝑧)R (27)

Очевидно, что в силу условия (19) и (26) операторы C2(x, z) и N(x, z) при любом
фиксированном 𝑧 ∈ Ω ограничены и имеют ограниченный след

SpN(𝑥, 𝑧) <∞ (28)

и

SpC2(𝑥, 𝑧) <∞ (29)

Аналогично к (27), если мы введем функцию N̄(x, z)

N̄(𝑥, 𝑧) = 𝜓′
𝑥(𝑥, 𝑧)R (30)

убеждаемся, что также

SpN̄(𝑥, 𝑧) <∞ (31)

и

SpC̄2(𝑥, 𝑧) <∞ (32)

Далее, объединим условия (27) и (30) и то, что функция 𝜙′
𝑥(𝑥, 𝑧) (а значит и функ-

ция 𝜓′
𝑥(𝑥, 𝑧) в силу (27)) при любом фиксированном 𝑧 ∈ Ω в силу условий (19) - (21),

существует и непрерывно ограничена, мы получаем еще одно общее условие: при любом
фиксированном 𝑧 ∈ Ω (см. [7])∫︁

𝐻

Sp
[︀
𝜙′(𝑥, 𝑧)R2𝜙′* (𝑥, 𝑧) + 𝜓′(𝑥, 𝑧)R2𝜓′* (𝑥, 𝑧)

]︀
𝜇 (𝑑𝑥) <∞ (33)

Так как преобразование T (x, z) и S(x, z) дифференцируемы по 𝑥, T′
𝑥 (𝑥, 𝑧) и

S′
𝑥(𝑥, 𝑧), они существуют, взаимнообратимы и ограничены, как это все было выше по-

казано и, учитывая формулы (28), (29), (31) и (32), мы можем вычислить в явном виде
их детерминанты по определению (см. например [8], [9]) в таком виде

|det𝑇 ′
𝑥(𝑥, 𝑧)| = 𝐷(𝑥, 𝑧) =

∞∏︁
𝑘=1

(1 + 𝑐𝑘(𝑥, 𝑧))−𝑐𝑘(𝑥,𝑧) exp

{︂
1

2
SpC2(𝑥, 𝑧)

}︂
(34)

и
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|det𝑆 ′
𝑦(𝑦, 𝑧)| = 𝐷̄(𝑦, 𝑧) =

∞∏︁
𝑘=1

(1 + 𝑐𝑘(𝑦, 𝑧))−𝑐𝑘(𝑦,𝑧) exp

{︂
1

2
SpC̄2(𝑦, 𝑧)

}︂
(35)

где {𝑐𝑘(𝑥, 𝑧)} - последовательность собственных чисел оператора C̄ Теперь у нас опреде-
лились все достаточные условия для того, чтобы сформулировать новую теорему, которая
доказывается аналогично как в работе [7] и которые обеспечивают эквивалентность мер
𝜇 и 𝜈 . Таким образом, имеет место следующая теорема:

Теорема 1. Пусть на вероятном пространстве 𝐿𝐻,Ω определены два нелинейных
«R - корреляционных» преобразования T (x, z) и S(x, z) со значениями изRH

𝒯 (𝑥, 𝑧) = 𝑥+𝑅𝜙 (𝑥, 𝑧) = 𝑦, 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻 , 𝑧 ∈ Ω (36)

и

𝒮(𝑦, 𝑧) = 𝑦 +𝑅𝜓 (𝑦, 𝑧) = 𝑥, 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻 , 𝑧 ∈ Ω (37)

и которые удовлетворяют следующим условиям:

1. При каждом фиксированном 𝑧 ∈ Ω они взаимообратимы, S(x, z) = T−1(x, z), го-
ломорфны, взаимнооднозначны и непрерывны, причем

𝜓 (𝑦, 𝑧) = −𝜙 (𝑆𝑦, 𝑧) (38)

2. Элемент 𝑥 ∈ 𝐻 имеет гауссову меру 𝜇 с нулевым математическим ожиданием
и с ядерным корреляционным оператором R2, который допускает факториза-
цию (25), (26) в связи с чем симметричный оператор R является оператором
Гильберта-Шмидта со спектром {e𝑘} собственных векторов и {𝜆𝑘} собственных
чисел.

3. Преобразования T (x, z) и S(x, z) = T−1(x, z) непрерывны и непрерывно диффе-
ренцируемы и выполняются условия (10), (11), (17), (19), (21), (29), (32) и (33),
где последовательность {𝜆𝑘} и операторы C и C̄ определены из (15), (23) и (24)
соответственно.
Тогда существует «расширенный стохастический интеграл» (19), существует
производные по 𝑥 и 𝑦 T′

𝑥(𝑥, 𝑧) и S′
𝑦(𝑦, 𝑧), они взаимно обратимы и ограничены,

имеет место (22), в явном виде вычисляются определители 𝐷(𝑥, 𝑧) 𝐷̄(𝑦, 𝑧) по
формулам (34) и (35) и преобразованная мера 𝜆𝑧 и исходная гауссовская ме-
ра 𝜇 при каждом фиксированном 𝑧 ∈ Ω, эквивалентны между собой

(︀
𝜇 ∼ 𝜆(𝑧)

)︀
и

соответстувющие плотности Радона-Никодима вычисляется по формулам

𝑑𝜆𝑧
𝑑𝜇

(𝑥) = 𝜌𝑧 (𝑥) = 𝐷̄ (𝑥, 𝑧) · exp

{︂
−⟨𝜓 (𝑥, 𝑧) , 𝜉⟩ − 1

2
‖𝜓 (𝑥, 𝑧)‖2𝐻

}︂
(39)

𝑑𝜇

𝑑𝜆(𝑧)
(𝑦) = 𝜌(𝑧) (𝑦) = 𝐷 (𝑦, 𝑧) · exp

{︂
−⟨𝜙 (𝑦, 𝑧) , 𝜉⟩ − 1

2
‖𝜙 (𝑦, 𝑧)‖2𝐻

}︂
(40)
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где обобщённая величина 𝜉 определяется из (8), или в прежних обозначениях «рас-
ширенного стохастического интеграла» в виде ℓ(𝑅)

𝐴 (𝑓) из формулы (1), имеем

𝑑𝜆(𝑧)

𝑑𝜇
(𝑥) = 𝜌(𝑧) (𝑥) = 𝐷̄ (𝑥, 𝑧) · exp

{︂
−ℓ(𝑅)

𝑅−1 (𝜓) (𝑥, 𝑧) − 1

2
‖𝜓 (𝑥, 𝑧)‖2𝐻

}︂
(41)

𝑑𝜇

𝑑𝜆(𝑧)
(𝑦) = 𝜌(𝑧) (𝑦) = 𝐷 (𝑦, 𝑧) · exp

{︂
−ℓ(𝑅)

𝑅−1 (𝜙) (𝑦, 𝑧) − 1

2
‖𝜙 (𝑦, 𝑧)‖2𝐻

}︂
(42)

Замечание 1. Если, например, при каждомфиксированном 𝑧 ∈ Ω существует | det𝑆 ′
𝑥(𝑥, 𝑧)

и Sp𝜓′ (𝑥, 𝑧)𝑅, т.е.
⃒⃒
𝐷̄(𝑥, 𝑧)

⃒⃒
<∞ в (34) и имеет место (31), то тогда плотность Радона-

Никодима 𝜌𝑧(𝑥) = 𝑑𝜆𝑧
𝑑𝜇𝑧

(𝑥) можно вычислить по формуле

𝜌𝑧 (𝑥) = |det𝑆 ′
𝑥(𝑥, 𝑧)| · exp

{︂
−⟨𝜓(𝑥, 𝑧), 𝜉⟩ − Sp𝜓′

𝑥(𝑥, 𝑧)R− 1

2
‖𝜓 (𝑥, 𝑧)‖2𝐻

}︂
(43)

Аналогичноможно вычислить и𝜌𝑧(𝑦), если |𝐷(𝑥, 𝑧)| <∞иSp𝜙′
𝑦(𝑦, 𝑧) = Sp𝑁(𝑦, 𝑧) <∞,

т.е. имеет место (28).
Тогда 𝜌(𝑧) (𝑦) = 𝑑𝜇

𝑑𝜆(𝑧)
(𝑦) можно вычислить так:

𝜌(𝑧) (𝑦) = |det𝑇 ′
𝑦(𝑦, 𝑧)| · exp

{︂
−⟨𝜙(𝑦, 𝑧), 𝜉⟩ − Sp𝜙′

𝑦(𝑦, 𝑧)R− 1

2
‖𝜙 (𝑦, 𝑧)‖2𝐻

}︂
(44)

где обобщенная величина 𝜉 определяется из (8).
Далее, предположим, что Теорема 1 имеет место не только для одного фиксирован-

ного 𝑧 = 𝑧0, а таких параметров 𝑧 много, при которых условия, перечисленные в Теореме 1
с участием параметра 𝑧 сохраняют результаты самой теоремы. Обозначим через 𝐴 ⊂ ΘΩ

множество таких 𝑧 ∈ 𝐴, для которых справедлива Теорема 1 (кстати, очевидно, что все
пространство Ω также может совпадать с множеством 𝐴, т.к. Ω ∈ ΘΩ).Тогда на основании
Теоремы 3 и Теоремы 4, доказанной в работе [2], или Теоремы 1 доказанной в [1] имеет
место следующая теорема.

Теорема 2. Пусть для нелинейных «R - корреляционных» преобразований T(x, z)
и S(y, z) = T−1(y, z), представленных в виде (36) и (37), выполняются все условия Тео-
ремы 1 . для всех 𝑧 ∈ 𝐴 . Тогда вероятностная мера 𝜆, определенная на 𝜎-алгебре
𝜎 (Θ𝐻 × ΘΩ) и гауссовская мера 𝜇 определенная на 𝜎-алгебре Θ𝐻 эквивалентны (𝜆 ∼ 𝜇)
или (𝜆 << 𝜇;𝜇 << 𝜆) и соответствующие плотности Радона-Никодима вычисляются
по формулам

𝜌 (𝑥) =
𝑑𝜆

𝑑𝜇
(𝑥) =

∫︁
𝐴

𝜌(𝑧)(𝑥)𝜈 (𝑑𝑧) (45)

и

𝜌 (𝑦) =
𝑑𝜇

𝑑𝜆
(𝑦) =

∫︁
𝐴

𝜌(𝑧)(𝑦)𝜈 (𝑑𝑧), 𝑥, 𝑦 ∈ R𝐻 (46)

где подынтегральные функции 𝜌𝑧(𝑥) и 𝜌𝑧(𝑦) вычисляются по формулам (39) и (40)
или (43) или (44) соответственно.
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§1 В настоящем параграфе мы будем рассматривать случаи, когда нелинейные «R
-корреляционные» преобразования T(x, z) и S(y, z), заданные формулами (36) и (37) яв-
ляются некоторыми нелинейными уравнения в абстрактном ифункциональном гильберто-
вых пространствах, возбужденные гауссовскими элементами и гауссовскими процессами,
и используя результаты Теоремы 1 и Теоремы 2, докажем эквивалентность мер, порожден-
ных решениями этих уравнений относительно исходной гауссовской меры и в явном виде
выпишем соответствующие плотности Радона-Никодима.

П 2.1 В этом пункте мы в абстрактном гильбертовом пространстве𝐻 , которое было
задано в §1 будем рассматривать некоторое нелинейное уравнение

A𝑦 + 𝑔 (𝑦, 𝑧) = 𝜉 (47)

для которого предположим, что выполняются следующие условия:

1. Линейный оператор A может быть неограниченным оператором с плотной в 𝐻
областью определения 𝐷(A) ⊂ 𝐻 и существует обратный к нему ограниченный
операторA−1

2. 𝜉-гауссовский случайныйэлемент сматематическиможиданиемравнынулю,M𝜉 = 0,
и с ядерным корреляционным оператором R2

𝜉 . Через R2
𝜉 обозначим гильберто-

шмидтовский оператор, удовлетворяющий следующую факторизацию:

R2
𝜉 = R𝜉 ·R*

𝜉 (48)

а через 𝜇𝜉 обозначим меру, порожденной элементом 𝜉 на 𝜎 -алгебре Θ𝐻

3. 𝑧-случайный параметр (элемент) из измеримого пространства (Ω, 𝜃Ω), независимый
от 𝜉 и порождающую меру 𝜈 на 𝜃Ω

4. 𝑔(𝑦, 𝑧) — нелинейная функция определенная на декартовом произведении 𝐻 × Ω,
со значениями в пространстве𝑅𝜉𝐻 и имеющую ограниченную производную 𝑔′𝑦(𝑦, 𝑧)
для всех 𝑧 ∈ Ω

Предполагаем, что уравнение (47) однозначно разрешимо относительно его решения
𝑦 и обозначимчерез𝜇𝑦 меру, порожденную случайнымэлементом 𝑦 (этиммыпредполагаем
обратимость и однозначность преобразования (47)). Наряду с уравнением (47) рассмотрим
уравнение

Ax = 𝜉 (49)

где линейный оператор A удовлетворяет условию 1). Ставится вопрос об абсолютной
непрерывности и эквивалентности меры 𝜇𝑦, соответствующей решению уравнения (47)
у, относительно меры 𝜇𝑥, соответствующей решению уравнения (49), элементу 𝑥. Ясно,
что в связи с тем, что уравнение (49) является линейным, элемент является гауссовским
случайным элементом и из того же уравнения (49) имеем,M𝑥 = 0, а его корреляционный
операторR2

𝑥 определяется так

R2
x = A−1R2

𝜉A
−1* (50)

и из (48) и (50) легко определяется, что
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Rx = A−1R𝜉 (51)

где оператор 𝑅𝑥 удовлетворяет факторизационному уравнению

R2
x = RxR

*
x (52)

Разрешив уравнение (47) относительно, мы получим

𝑦 + A−1𝑔(𝑦, 𝑧) = A−1𝜉

или сравнив с уравнением (49) последнее, окончательно имеем

𝑦 + A−1𝑔(𝑦, 𝑧) = 𝑥 (53)

т.е. мы получили нелинейное преобразование гауссовского случайного элемента 𝑥 в эле-
мент 𝑦 . Теперь очевидно, можно построить на 𝜎-алгебре 𝜎 (𝜃𝐻 × 𝜃Ω) пространство 𝐿𝐻,Ω
меру 𝜆, которая зависит от двух компонент 𝑦 ∈ 𝐻 и 𝑧 ∈ Ω, и поэтому при каждом фикси-
рованном 𝑧 ∈ Ω, эта мера совпадает с мерой 𝜇𝑦, порожденной случайным элементом 𝑦 на
𝜎-алгебре 𝜃𝐻 . В этом случае мы будем обозначать

𝜆(𝑧) = 𝜇(𝑧) (54)

Теперь, для того, чтобы применить доказанную Теорему 1 к преобразованию (53) мы
должны показать, что уравнение (53) можно привести к виду

𝑦 + R𝑥𝜙 (𝑦, 𝑧) = 𝑥 (55)

а это возможно тогда, когда разрешимо уравнение

A−1𝑔(𝑦, 𝑧) = R𝑥𝜙(𝑦, 𝑧) (56)

относительно к функции 𝜙(𝑦, 𝑧). Но в силу (51) это возможно, когда уравнение

𝑔(𝑦, 𝑧) = R𝑥𝜙(𝑦, 𝑧) (57)

разрешимо относительно функции 𝜙(𝑦, 𝑧), т.е.

𝑦(𝑦, 𝑧) = R−1
𝑥 𝑔(𝑦, 𝑧) (58)

но в силу условия 4), которое приведено выше при постановке задачи, оно всегда разреши-
мо и имеет место соотношение (58).Следовательно, применив Теорему 1 к поставленной
задаче, имеем следующую теорему:

Теорема 3. Если для каждогофиксированного 𝑧 ∈ Ω уравнения (47) и (49) выполня-
ются все условия Теоремы 1 и условий 1), 2), 3), 4), то меры 𝜇(𝑧)

𝑦 и 𝜇𝑥, порожденные реше-
нием нелинейного уравнения (47) и гауссовским случайным элементом соответственно
эквивалентны,

(︁
𝜇
(𝑧)
𝑦 ∼ 𝜇𝑥

)︁
и, например, плотность Радона-Никодима вычисляется в

явном виде

𝜌(𝑧) (𝑢) =
𝑑𝜇(𝑧)

𝑑𝜇𝑥
(𝑢) = |det (𝐼 + 𝜙′

𝑢 (𝑢, 𝑧))| · exp

{︂
−ℓ(𝑅𝑥)

𝑅−1
𝑥

(𝜙) (𝑢, 𝑧) − 1

2
‖𝜙 (𝑢, 𝑧)‖2𝐻

}︂
(59)
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А если кроме того известно, что 𝑔(𝑢, 𝑧) ∈ 𝑅𝜉𝐻 , то

𝜌(𝑧) (𝑢) = 𝑑𝜇(𝑧)

𝑑𝜇𝑥
(𝑢) = |det (𝐼 + 𝜙′

𝑢 (𝑢, 𝑧))| ×
× exp

{︀
−⟨𝜙 (𝑢, 𝑧) , 𝛼⟩ − Sp [𝑔′𝑢(𝑢, 𝑧) · 𝐴−1] − 1

2
‖𝜙 (𝑢, 𝑧)‖2𝐻

}︀ (60)

где обобщенный элемент 𝛼 определяется из

𝛼 = R−1
𝑥 𝑥 =

∞∑︁
𝑘=1

(𝑥, e𝑘)𝐻
𝜆𝑘

e𝑘 (61)

а {𝜆𝑘} и {𝑒𝑘} - последовательность собственных чисел и собственных векторов корре-
ляционного оператораRx,а символ ⟨...⟩ обозначает стохастический интеграл. Предпо-
ложим, далее,что Теорема 1 и Теорема 3 справедливы не только для одного фиксиро-
ванного 𝑧 ∈ Ω а для целого множества таких элементов из пространства Ω. Обозначим
такое множество через 𝐵 ∈ ΘΩ, т.е. имеем, что для любого элемента 𝑧 ∈ 𝐵 справед-
лива Теорема 3 Тогда на основании Теоремы 2,доказанной высше, в первом параграффе,
имеет место и следующая теорема

Теорема 4. Предположим, что для любого 𝑧 ∈ 𝐵 где 𝐵 множество 𝐵 ∈ 𝜃Ω (мно-
жество B может совпадать со всем пространством Ω ) справедлива Теорема 3 со
всеми перечисленными условиями. Тогда мера 𝜇𝑦, порожденная решениями нелинейного
уравнения (47) и гауссовская мера 𝜇𝑥 порожденная гауссовским элементом 𝑥, решения
уравнения (49) эквивалентны и, например, плотность Радона-Никодима 𝑑𝜇𝑦

𝑑𝜇𝑥
(𝑢) = 𝜌 (𝑢)

вычисляется в явном виде

𝜌 (𝑢) =

∫︁
𝐵

𝜌𝑧(𝑢)𝜈 (𝑑𝑧) (62)

где функция 𝜌𝑧(𝑢) определяется из формулы (59), а в том случае, когда 𝑔(𝑢, 𝑧) ∈ 𝑅𝜉𝐻 ,
из формулы (60)

П. 2.2. Обозначим через 𝐿2 = 𝐿2 {[0, 𝑎] , 𝐻} гильбертово пространство функций,
определенных на интервале [0, 𝑎], принимающих свои значения из гильбертового про-
странства 𝐻 и интегрируемых со своим квадратом по норме 𝐻 , со скалярным произведе-
нием и нормой

(𝑓, 𝑔)𝐿2
=

𝑎∫︀
0

(𝑓(𝑡), 𝑔(𝑡))𝐻𝑑𝑡, ‖𝑓‖
2
𝐿2

=
𝑎∫︀
0

‖𝑓(𝑡)‖2𝐻 𝑑𝑡 <∞, 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐿2,

𝑓(𝑡), 𝑔(𝑡) ∈ 𝐿2 {[0, 𝑎] , 𝐻}
(63)

Пусть далее B(t, s) обозначает операторную функцию при каждом 𝑡, 𝑠 ∈ [0, 𝑎], дей-
ствующую в пространстве𝐻 . Через |𝐵(𝑡, 𝑠)|𝐻 , будем обозначать его норму в пространстве
𝐻 . Известно, что операторная функция B(t, s), как ядро, в пространстве 𝐿2 порождает
интегральный оператор B по слудующему принципу:

(𝐵𝜙)𝑡 =

𝑎∫︁
0

𝐵(𝑡, 𝑠)𝜙(𝑠)𝑑𝑠, 𝜙 ∈ 𝐿2, 𝜙(𝑡) = 𝐿2 {[0, 𝑎] , 𝐻} (64)

Обозначим норму в пространстве 𝐿2 следующим образом
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|B|2𝐿2
=

𝑎∫︁
0

𝑎∫︁
0

|B(t, s)|2𝑑𝑡𝑑𝑠 <∞ (65)

Такая норма, введенная по формуле (65) называется гильберто-шмидтовской нор-
мой, а оператор B с такой нормой-оператором Гильберта-Шмидта.

Замечание 2. Ясно, что, гильбертово пространство 𝐿2 {[0, 𝑎] , 𝐻} является той ча-
стью основного абстрактного гильбетрового пространства𝐻 , элементы которого являются
функциями, отвечающимиопределениюсамого пространства𝐿2 {[0, 𝑎] , 𝐻}, поэтому внем
скалярное произведение и норма, определенная по формуле (63) также как определяются
скалярное произведение и норма пространства 𝐻 , (·, ·)𝐻 ,‖·‖𝐻

В гильбертовом пространстве 𝐿2 {[0, 𝑎] , 𝐻} рассмотрим теперь систему из двух
эволюционных дифференциальных уравнений: одно нелинейное

𝑑𝑦(𝑡)
𝑑𝑡

− 𝐴(𝑡)𝑦(𝑡) + 𝑓(𝑡, 𝑦(𝑡), 𝑧(·)) = 𝜉 (𝑡) , 0 6 𝑡 6 𝑎,
𝑦(0) = 0, 𝜉 (0) = 0 (mod𝑃 )

(66)

а второе уравнение такое же, что и первое, но без нелинейного слагаемого, т.е. линейная
часть уравнения (66)

𝑑𝑥(𝑡)

𝑑𝑡
− 𝐴(𝑡)𝑥(𝑡) = 𝜉 (𝑡) , 0 6 𝑡 6 𝑎, 𝑥(0) = 𝜉 (0) = 0 (mod𝑃 ) (67)

и для которых ниже будем предполагать следующие условия:

1. операторы A(t) являются семейством линейных, вообще говоря, неограниченных
операторов с плотной независящей от 𝑡 областью определения 𝐷(A) ⊆ 𝐻 , кроме
того, операторное семейство A(t) являются производящим операторами эволюци-
онного семействаU(t, s) ограниченных операторов при 0 6 𝑡, 𝑠 6 𝑎 действующих в
𝐻 , сильно непрерывно зависящих от 𝑡 и 𝑠 и удовлетворяющих условию

𝑎∫︁
0

𝑎∫︁
0

|𝑈(𝑡, 𝑠)|2𝐻 𝑑𝑡𝑑𝑠 <∞ (68)

Отсюда видно, что по определению (64) и (65) интегральный оператор U, действу-
ющий в гильбертовом пространстве 𝐿2, порожденный ядром 𝑈(𝑡, 𝑠) является опера-
тором Гильберта-Шмидта.

2. 𝜉 (𝑡)-гауссовский случайный процесс, определенный на отрезке [0, ], со значениями
из𝐻 , нулевымматематическиможиданием,M𝜉 (𝑡) = 0, (mod𝑃 )и с корреляционной
операторной функциейR2

𝜉 (𝑡, 𝑠) , 𝑡, 𝑠 ∈ [0, 𝑎], удовлетворяющей условию

𝑎∫︁
0

R2
𝜉 (𝑡, 𝑡) 𝑑𝑡 <∞ (69)

Иначе говоря, операторная функция R2
𝜉 (𝑡, 𝑠), действующая в 𝐻 как ядро, в про-

странстве 𝐿2 по принципу (65) порождает ядерный корреляционный оператор R2
𝜉

114 Шаташвили А. Д., Фомина Т.А., Ивахненко Н.Н., Папазова Е. Н.

http://www.donnu.ru
http://www.donnu.ru/vestnikA


ISSN 2415–7058. Вестник ДонНУ. Сер. А: Естественные науки. – 2020. –№ 2

гауссовского случайного элемента 𝜉 ∈ 𝐿2 Кроме того, R2
𝜉 (𝑡, 𝑠) допускает следую-

щую факторизацию

R2
𝜉(𝑡, 𝑠) =

𝑎∫︁
0

R𝜉 (𝑡, 𝑢)R*
𝜉 (𝑢, 𝑠) 𝑑𝑢 (70)

где операторная функция R𝜉(𝑡, 𝑠), удовлетворяет условию

𝑎∫︁
0

𝑎∫︁
0

|R𝜉 (𝑡, 𝑠)|2𝐻𝑑𝑡𝑑𝑠 <∞ (71)

т.е. соответствующий интегральный операторR𝜉 в пространстве 𝐿2 является опера-
тором Гильберта-Шмидта.

3. z(·)-случайный элемент со значениями из Ω, или 𝜃Ω, не зависящий от гауссовского
процесса, 𝜉 (𝑡), в частности, он может быть также случайным процессом.

4. Функция 𝑓(𝑡, 𝑦, 𝑧) определена на [0, 𝑎] ×𝐻 × Ω, принимает свои значения из𝐻 , при
всех фиксированных 𝑦 и 𝑧 интегрируема со своим квадратом по норме𝐻 в интервале
[0, 𝑎] по переменной 𝑡, дифференцируема по 𝑦, 𝑓 ′

𝑦(𝑡, 𝑦, 𝑧) и оператор 𝑓 ′
𝑦(𝑡, 𝑦, 𝑧) для

всех 𝑧 ∈ Ω является оператором Гильберта-Шмидта.

Как известно из теории эволюционных дифференциальных уравнений [9], дифференци-
альные уравнение (66) и (67) с помощью семейства эволюционных операторов U(t, s)
могут быть представлены в следующем виде

𝑦(𝑡) +

𝑎∫︁
0

U(s, t)𝑓(𝑠, 𝑦(𝑠), 𝑧(·))𝑑𝑠 =

𝑎∫︁
0

U(t, s)𝜉(𝑠)𝑑𝑠 (72)

и

𝑥(𝑡) =

𝑎∫︁
0

U(t, s)𝜉(𝑠)𝑑𝑠 (73)

Рассматривая эти два уравнения как одну систему, мы можем записать

𝑢(𝑡) = −
𝑎∫︁

0

U(s, t)𝑓(𝑠, 𝑦(𝑠), 𝑧(·))𝑑𝑠 (74)

где 𝑢(𝑡) = 𝑦(𝑡) − 𝑥(𝑡).
Окончательно, имеем

𝑦(𝑡) +

𝑎∫︁
0

U(s, t)𝑓(𝑠, 𝑦(𝑠), 𝑧(·))𝑑𝑠 =

𝑎∫︁
0

U(t, s)𝜉(𝑠)𝑑𝑠 = 𝑥(𝑡) (75)

где, очевидно, что 𝑥(𝑡)-гауссовский случайный процесс, так как он является решением
линейного дифференциального уравнения (67), где в правой части стоит 𝜉(𝑡)-гауссовский
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случайный процесс. Таким образом, нам удалось заданную систему эволюционных диф-
ференциальных уравнений (66) и (67) в пространстве 𝐿2 {[0, 𝑎] , 𝐻} = 𝐿2 привести к неко-
торому нелинейному преобразованию гауссовского процесса 𝑥(𝑡) в виде формулы (70). Но
это преобразование не является « R-корреляционным». Поэтому для того, чтобы оно стало
«R-корреляционным»надо, чтобы существовала такаяфункция,𝑔 (𝑠, 𝑦(𝑠), 𝑧 (·)) ∈ 𝐿2 {[0, 𝑎] , 𝐻}
для которого выполнялось следующие условие:

𝑎∫︁
0

U(t, s)𝑓(𝑠, 𝑦(𝑠))𝑧(·)𝑑𝑠 =

𝑎∫︁
0

R𝑥(𝑡, 𝑠)𝑔(𝑠, 𝑦(𝑠), 𝑧(·))𝑑𝑠 (76)

гдеR2
𝑥(𝑡, 𝑠) является корреляционной операторной функцией гауссовского процесса 𝑥(𝑡)

и, очевидно, определяется из следующего соотношения, учитывая (73)

R2
𝑥(𝑡, 𝑠) =

𝑎∫︁
0

𝑎∫︁
0

U(t,u)R2
𝜉(𝑢, 𝑣)U*(u, s)𝑑𝑢𝑑𝑣 (77)

а так как R2
x(t, s) допускает следующую факторизацию

R2
𝑥(𝑡, 𝑠) =

𝑎∫︁
0

Rx(𝑡, 𝑢)R*
𝑥(𝑢, 𝑠)𝑑𝑢, (78)

поэтому из (77) и (78) следует, что⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
R𝑥(𝑡, 𝑠) =

𝑎∫︀
0

U(t,u)R𝜉(𝑢, 𝑠)𝑑𝑢

R*
𝑥(𝑡, 𝑠) =

𝑎∫︀
0

R𝑥
𝜉 (𝑢, 𝑠)U

*(𝑡, 𝑢)𝑑𝑢
(79)

Следовательно, если выполняется условие (76) преобразования (75) окончательно
принимает вид « R-корреляционного преобразования», и обозначим его через
T(x) ∈ 𝐿2 = 𝐿2 {[0, 𝑎] , 𝐻} в виде

T(x, z)|𝑡 : 𝑦(𝑡) +

𝑎∫︁
0

R𝑥(𝑡, 𝑠)𝑔(𝑠, 𝑦(𝑠), 𝑧(·))𝑑𝑠 = 𝑥(𝑡) (80)

где функция 𝑔(𝑠, 𝑦(𝑠), 𝑧(·)) определяется из соотношения (76), т.е., чтобы найти функцию
𝑔(𝑠, 𝑦(𝑠), 𝑧(·)), надо выражение (76) разрешить относительно нее. Для этого, пусть {𝜆𝑘}
и {𝜙𝑘(𝑡)}, (𝑘 = 1, 2, ....) - это последовательности собственных чисел и собственных век-
торов корреляционной операторной функции R𝑥 (𝑡, 𝜉) соответственно и с их помощью
построим еще одну последовательность векторов в 𝐿2 {[0, 𝑎] , 𝐻} вида

𝛼𝑘(𝑡) =
1

𝜆𝑘
· 𝜙𝑘 (𝑡) (81)

и обозначим через 𝑔𝑘 (𝑦(·), 𝑧 (·)), коэффициенты Фурье

𝑔𝑘 (𝑦(·), 𝑧 (·)) =

𝑎∫︁
0

(𝑔 (𝑠, 𝑦(𝑠), 𝑧(·)) , 𝜙𝑘(𝑠))𝐻𝑑𝑠 (82)
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функции 𝑔 (𝑦(·), 𝑧 (·)).
Известно, что корреляционная операторная функция R2

𝑥 (𝑡, 𝑠) разлагается в рав-
номерно сходящийся ряд по собственным числам и собственным функциям в виде (см.
например, [10])

R2
𝑥(𝑡, 𝑠) =

∞∑︁
𝑘=1

𝜆2𝑘𝜙𝑘(𝑡)(𝜙𝑘(𝑠), ·)𝐻 (83)

И действует по принципу

R2
𝑥(𝑡, 𝑠)𝛽 (𝑠) =

∞∑︀
𝑘=1

𝜆2𝑘𝜙𝑘(𝑡)(𝜙𝑘(𝑠), 𝛽 (𝑠))𝐻

𝛽 (𝑠) ∈ 𝐿2 {[0, 𝑎] , 𝐻}
(84)

Очевидно, что тогдаR𝑥(𝑡, 𝑠), как «корень квадратный» изR2
𝑥(𝑡, 𝑠) будет иметь такой

вид (см. там же [10])

R𝑥(𝑡, 𝑠) =
∞∑︁
𝑘=1

𝜆𝑘𝜙𝑘(𝑡)(𝜙𝑘(𝑠), ·)𝐻 (85)

Поэтому, в силу (82), (83) (84), и (85) правую часть формулы (76) можно записать в
виде

𝑎∫︀
0

R𝑥(𝑡, 𝑠)𝑔(𝑠, 𝑦(𝑠), 𝑧(·)) =

=
∞∑︀
𝑘=1

𝜆𝑘𝜙𝑘(𝑡)
𝑎∫︀
0

(𝜙𝑘 (𝑠) , 𝑔 (𝑠, 𝑦(𝑠), 𝑧(·)) 𝑑𝑠)𝐻 =

=
∞∑︀
𝑘=1

𝜆𝑘𝜙𝑘 (𝑡) 𝑔𝑘 (𝑦(·), 𝑧 (·))

(86)

Если же теперь обе части равенства (76) скалярно умножим на 𝜙𝑘(𝑡) и результат
проинтегрируем от нуля до 𝑎 получим, учитывая (86)

𝑎∫︁
0

⎛⎝ 𝑎∫︁
0

U(t, s)𝑓(𝑠, 𝑦(𝑠), 𝑧(·))𝑑𝑠, 𝜙𝑘(𝑡)

⎞⎠
𝐻

𝑑𝑡 = 𝜆𝑘𝑔𝑘(𝑦(·), 𝑧(·)) (87)

Далее, обозначим известное выражение через 𝑏 (𝑡, 𝑦(·), 𝑧(·))
𝑎∫︁

0

U(t, s)𝑓(𝑠, 𝑦(𝑠), 𝑧(·))𝑑𝑠 = 𝑏(𝑡, 𝑦(·), 𝑧(·)) (88)

а через 𝑏𝑘 (𝑦(·), 𝑧 (·)) выражение

𝑏𝑘 (𝑦(·), 𝑧(·)) =

⎛⎝ 𝑎∫︁
0

𝑏 (𝑡, 𝑦(·), 𝑧(·)), 𝜙𝑘(𝑡)

⎞⎠ 𝑑𝑡 (89)

Тогда выражение (87) принимает вид

𝑏𝑘 (𝑦(·), 𝑧(·)) = 𝜆𝑘𝑔𝑘 (𝑦(·), 𝑧(·)) (90)
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Отсюда, учитывая (89) и (81), имеем

𝑔𝑘(𝑦(·), 𝑧(·)) = 1
𝜆𝑘
𝑏𝑘 (𝑦(·), 𝑧(·)) =

𝑎∫︀
0

(︁
𝑏(𝑡, 𝑦(·), 𝑧(·)), 1

𝜆𝑘
𝜙𝑘(𝑡)𝐻

)︁
𝑑𝑡 =

=
𝑎∫︀
0

(𝑏(𝑡, 𝑦(·), 𝑧(·)), 𝛼𝑘 (𝑡))𝐻𝑑𝑡
(91)

или

𝑔2𝑘 (𝑦(·), 𝑧(·)) =

⎛⎝ 𝑎∫︁
0

(𝑏 (𝑡, 𝑦 (·) , 𝑧 (·)) , 𝛼𝑘 (𝑡))𝐻𝑑𝑡

⎞⎠2

(92)

Ясно, что мы здесь получаем первую оценку вида

𝑔2𝑘 (𝑦(·), 𝑧(·)) =

⎛⎝ 𝑎∫︁
0

(𝑏 (𝑡, 𝑦 (·) , 𝑧 (·)) , 𝛼𝑘 (𝑡))𝐻𝑑𝑡

⎞⎠2

<∞ (93)

Понятно, далее, что последовательность𝑔𝑘(𝑦(·), 𝑧(·)), (𝑘 = 1, 2, ....) являются коэф-
фициентами Фурье, разложены в ряд Фурье функции 𝑔(𝑡, 𝑦(·), 𝑧(·)) с одной стороны

𝑔 (𝑡, 𝑦(·), 𝑧(·)) =
∞∑︁
𝑘=1

𝑔𝑘 (𝑦 (·) , 𝑧 (·))𝜙𝑘 (𝑡) (94)

а с другой стороны эти коэффициенты 𝑔𝑘(𝑦(·), 𝑧(·)) определяются из (91) с оценкой (93).
Поэтому, учитывая эти условия, чтобы ряд ( 2.2.37 ) сходился равномерно, достаточ-
но,чтобы выполнялось следующее условие

∞∑︁
𝑘=1

𝑎∫︁
0

(𝑏 (𝑡, 𝑦(·), 𝑧(·)) , 𝛼𝑘(𝑡))2𝑑𝑡 < +∞ (95)

Таким образом. Мы показали, что для того, чтобы существовала такая функция
𝑔(𝑡, 𝑦(𝑡), 𝑧(·)), которая приводит нелинейное преобразование 𝑇 (𝑥, 𝑧)|𝑡 к виду, представ-
ленную по формуле (80), достаточно, чтобы ряд (95) сходился равномерно относительно
𝑦 и 𝑧, где функция 𝑏 (𝑡, 𝑦(·), 𝑧(·)) определяется по формуле (88). Теперь для того. что-
бы преобразование (80) привести к условиям Теоремы 1, надо доказать, что нелинейное
преобразование T(x, z) обратимо т.е. существует обратное также «R-корреляционное»
нелинейное преобразование S(x, z) = T−1(x, z) Для этого, сначала формально запишем
такое нелинейное преобразование 𝑆(𝑥) в 𝐿2 {[0, 𝑎] , 𝐻} в виде

𝑆 (𝑦, 𝑧)|𝑡 : 𝑥(𝑡) +

𝑎∫︁
0

R𝑥(𝑡, 𝑠)𝑔 (𝑠, 𝑥(𝑠), 𝑧(·)) 𝑑𝑠 = 𝑦(𝑡) (96)

и предположим, что в формуле (96) имеет место

𝑔 (𝑠, 𝑥(𝑥), 𝑧(·)) = −𝑔 (𝑠, T (𝑥, 𝑧)|𝑆′ , 𝑧(·)) (97)
где функция 𝑔 (𝑠, 𝑇 (𝑥, 𝑧)|𝑆, 𝑧(·)) определяется из соотношения (76). А это доказывает, как
было показано в работах [7] и [8], что нелинейное преобразование 𝑆(𝑦(×), 𝑧(×)) являет-
ся обратным преобразованием к 𝑇 (𝑦(×), 𝑧(×)), т.е. 𝑆(y(× ),z(× )) = 𝑇−1(𝑦(·), 𝑧(·)) и оно
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существует, так как имеет место условия (88), (94), (85) и (97). Отсюда следует, что нели-
нейные преобразованияT(x, z) и S(x, z) взаимообратимы, S(x, z) = T−1(x, z) взаимоод-
нозначны, голоморфны, непрерывны и дифференцируемы, а функция 𝑦(𝑡) ∈ 𝐿2 {[0, 𝑎] , 𝐻}
является единственным решением нелинейной системы эволюционных дифференциаль-
ных уравнений (66) и (67) при фиксированном 𝑧 = 𝑧0 ∈ Ω Кроме того, используя метод,
предлолженный в работе [7] и условие

∞∑︁
𝑘=1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝑎∫︁

0

𝑏′𝑥 (𝑠, 𝑦(𝑠), 𝑧(·))𝛼𝑘(𝑠)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
2

𝐻

𝑑𝑠 < +∞ (98)

где функция 𝑏(𝑠, 𝑦(𝑠), 𝑧(·)) определенная из формулы (88), легко доказывается, что всегда
существует обратное преобразование S′

y(𝑠, 𝑦(·), 𝑧(·)) к преобразованию T′
y(s,y(·), z(·))

при любом фиксированном, 𝑧 ∈ Ω S′
y(s,y(·), z(·)) = T

′−1
y (s,y(·), z(·)) и оба они ограни-

чены

|𝑇 ′
𝑥(𝑠, 𝑥(·), 𝑧(·))|𝐻 < 𝑘1 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, |𝑆 ′

𝑦(𝑠, 𝑦(·), 𝑧(·))|𝐻 < 𝑘2 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 (99)

Перепишем условия (10), (11), (17), (76), (21), (86), (32) и (37) из первого параграфа в
терминах функции 𝜙 (...) и 𝜓 (...) на функции 𝑔 (...) 𝑔 (...) соответственно пока формально
получим при фиксированном 𝑧 = 𝑧0 ∈ Ω условия∫︁

𝐻

Sp𝑔′𝑥 (𝑥(·), 𝑧(·))𝑅2
𝑥𝑔

′*
𝑥 (𝑥(·), 𝑧(·))𝜇 (𝑑𝑥) < +∞ (100)

∫︁
𝐻

Sp𝑔′𝑥 (𝑥(·), 𝑧(·))𝑅2
𝑥𝑔

′*
𝑥 (𝑥(·), 𝑧(·))𝜇 (𝑑𝑥) < +∞ (101)

Далее в место (17), имеем (95), где 𝑔𝑘 (𝑦(·), 𝑧 (·)) определяется из (91); вместо (19),
имеем (98); в место (21), имеем (99); в место (28) и (29) имеем

Sp𝑁 (𝑥(·), 𝑧 (·)) <∞ (102)

и

𝑆𝐶2 (𝑥(·), 𝑧 (·)) <∞ (103)

где в данном случае 𝑁(𝑥(·), 𝑧(·)) и 𝐶(𝑥(·), 𝑧(·)) определяется так

𝑁(𝑥(·), 𝑧(·)) = 𝑔′𝑥 (𝑥(·), 𝑧(·))R𝑥 (104)

и

𝐶(𝑥(·), 𝑧(·)) = 𝑅𝑥𝑔
′
𝑥(𝑥(·), 𝑦(·)) + 𝑔

′*
𝑥 (𝑥(·), 𝑦(·))𝑅*

𝑥+
+𝑅𝑥𝑔

′
𝑥 (𝑥(·), 𝑧(·)) 𝑔′*

𝑥 (𝑥(·)𝑧(·))𝑅𝑥
(105)

Аналогично вместо (31) и (32)

𝑆𝑝𝑁̄ (𝑥(·), 𝑧(·)) <∞ (106)

и
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Sp𝐶2 (𝑥(·), 𝑧(·)) <∞ (107)

где также в данном случае 𝑁̄(𝑥(·), 𝑧(·)) и 𝐶 (𝑥(·), 𝑧 (·)) определяется в 𝐿2

𝑁̄ (𝑥(·), 𝑧(·)) = 𝑔′𝑥 (𝑥(·), 𝑧(·))𝑅𝑥 (108)

и

𝐶 (𝑥 (·) , 𝑧 (·)) = 𝑅𝑥𝑔
′
𝑥 (𝑥(·), 𝑧(·)) + 𝑔

′*
𝑥 (𝑥(·), 𝑧(·))𝑅*

𝑥 +𝑅𝑥𝑔
′ (𝑥(·), 𝑧(·)) 𝑔′𝑥(𝑥, 𝑧)𝑅*

𝑥 (109)

и, далее окончательно вместо (33) в 𝐿2 для любого фиксированного 𝑧 = 𝑧0 ∈ Ω имеем

∫︁
𝐻

Sp
[︁
𝑔′𝑥 (𝑥(·), 𝑧(·))𝑅2𝑔

′*
𝑥 (𝑥(·), 𝑧(·)) + 𝑔′ (𝑥(·), 𝑧(·))𝑅2

𝑥𝑔
′* (𝑥(·), 𝑧(·))

]︁
𝜇 (𝑑𝑥) (110)

Так как мы показали выше, что нелинейное преобразования T(x, z) и S(x, z) диф-
ференцируемы по 𝑥, T′

x(x, z) и S′
x(x, z) существуют и ограничены мы можем вычислить

их определители (34) и (35) для нашего случая в явном виде как (см. [5] и [7])

𝐷(𝑥, 𝑧) = |det𝑇 ′
𝑥(𝑥, 𝑧)| =

∞∏︁
𝑘=1

(1 + 𝑐𝑘(𝑥, 𝑧))−𝑐𝑘(𝑥,𝑧) · exp

{︂
1

2
𝑆𝑝𝐶2(𝑥, 𝑧)

}︂
<∞ (111)

и

𝐷̄(𝑥, 𝑧) = |det𝑆 ′
𝑥(𝑥, 𝑧)| =

∞∏︁
𝑘=1

(1 + 𝑐𝑘(𝑥, 𝑧))−𝑐𝑘(𝑥,𝑧) · exp

{︂
1

2
𝑆𝑝𝐶2(𝑥, 𝑧)

}︂
<∞ (112)

где последовательности {𝑐𝑘} и{𝑐𝑘}, являются собственными числами симметричных опе-
раторовC(x, z) и C̄(x, z) соответственно определенных по формулам (105) и (109) Пред-
положим, что решения нелинейного эволюционного уравнения (66) 𝑦𝑧 (𝑡) и линейного
дифференциального уравнения гауссовского случайного процесса (67) 𝑥(𝑡) на 𝜎 - алгебре
Θ𝐻 порождает меры 𝜇(𝑧)

𝑦 и 𝜇𝑥 соответственно. Поскольку систему (66) и (67) мы свели к
системе нелинейных преобразований (80) и (96), учитывая (97), они также являются мера-
ми, порожденными преобразованным процессом 𝑦𝑧 (𝑡) и исходным гауссовским процессом
𝑥(𝑡) соответственно 𝜇(𝑧)

𝑦 и 𝜇𝑥. Индекс «𝑧» при 𝑦(𝑡) и 𝜇𝑦 здесь обозначает содержание в
них случайного параметра 𝑧. Таким образом, применяя доказанную теорему в первом
параграфе Теорему 1., здесь можно сформулировать следующую теорему.

Теорема 5. Пусть задана система нелинейного и линейного эволюционных диффе-
ренциальных уравнений (66) и (67), которая равносильна системе нелинейного преобра-
зования T(x, z)|𝑡′ (80) и к обратному преобразованию к нему 𝑆(𝑥, 𝑧)|𝑡 = 𝑇−1(𝑥, 𝑧)|𝑡′ (96)
и выполняются для них все условия, перечисленные в Теореме 1, а также выполняются
условия А), Б), В), Г), и (94), (95), (97), (98), (99), (100), (101), (113), (107), (110), (111)
и (112), где функция 𝑏(𝑦, 𝑧) и операторы C и C̄ определяются из формул (88), (105)
и (109) соответственно.
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Тогда при каждом фиксированном 𝑧 = 𝑧0 ∈ Ω

1. Существует «расширенный стохастический интеграл» (9)

2. Существуют производные по 𝑥 T′
x(x, z) и S′

x(x, z) и они взаимообратимы, голо-
морфны, непрерывны и ограничены;

3. В явном виде вычисляются определители𝐷(𝑥, 𝑧) и 𝐷̄ (𝑥, 𝑧) формулам (111) и (112);

4. Преобразованнаямера𝜇(𝑧)
𝑦 и гауссовскаямера𝜇𝑥 эквивалентнымежду собой

(︁
𝜇
(𝑧)
𝑦 ∼ 𝜇𝑥

)︁
;

5. В явном виде выписываются соответствующие плотности Радона-Никодима:

𝛽(𝑧)(𝑥) =
𝑑𝜇

(𝑧)
𝑦

𝑑𝜇𝑥
(𝑥) = 𝐷̄ (𝑥, 𝑧) · exp

{︂
ℓ
(𝑅𝑥)

𝑅−1
𝑥

(𝑔) (𝑥, 𝑧) − 1

2
‖𝑔 (𝑥, 𝑧)‖2𝐻

}︂
(113)

и

𝛽(𝑧)(𝑥) =
𝑑𝜇𝑥

𝑑𝜇
(𝑧)
𝑦

(𝑥) = |𝐷 (𝑦, 𝑧)| · exp

{︂
−ℓ(𝑅𝑥)

𝑅−1
𝑥

(𝑔) (𝑦, 𝑧) − 1

2
‖𝑔 (𝑦, 𝑧)‖2𝐻

}︂
(114)

где «расширенный интеграл ℓ(𝑅𝑥)

𝑅−1
𝑥

(·)» определяется по формуле (9), учитывая формулу (8)
Замечание 3. Если выполняются условияТеорем5 и кроме того известно, что имеют

место (102) и (106), где функции 𝑁(𝑥, 𝑧) и 𝑁̄(𝑥, 𝑧) определяется из формул (104) и (108),
то тогда плотности Радона-Никодима в Теореме 5 вычисляются проще:

𝛽(𝑧)(𝑥) =
𝑑𝜇𝑥

𝑑𝜇
(𝑧)
𝑦

(𝑥) = |𝐷 (𝑦, 𝑧)| · exp

{︂
−ℓ(𝑅𝑥)

𝑅−1
𝑥

(𝑔) (𝑦, 𝑧) − 1

2
‖𝑔 (𝑦, 𝑧)‖2𝐻

}︂
(115)

и

𝛽(𝑧)(𝑥) = 𝑑𝜇𝑥
𝑑𝜇𝑦

(𝑦) = |𝐷 (𝑥, 𝑧)| ×
× exp

{︀
−⟨𝑔 (𝑦, 𝑧) , 𝜉⟩ − Sp𝑔−1

𝑦 (𝑦, 𝑧)𝑅𝑥 − 1
2
‖𝑔 (𝑦, 𝑧)‖2𝐿2

}︀ (116)

где символ < ·, · > - обозначает стохастический интеграл,а обобщенная величина 𝜉 опре-
деляется из соотношения (8)

Замечание 4. Формулы (113), (114) и (116) записаны в терминах, обозначенных в
пространстве 𝐿2. В том случае, когда эти же формулы нужно записать в функциональном
пространстве 𝐿2 = 𝐿2 {[0, 𝑎] , 𝐻} нужно воспользоваться принципами перехода, опреде-
ленными по формулам (63), (64) и (65).

Далее, как и выше предположим, что Теорема 5 справедлива не только для одного
фиксированного 𝑧 = 𝑧0 ∈ Ω а таких 𝑧, для которых сохраняются условия Теоремы (65)
и при которых она справедлива множество. Обозначим это множество значений через
𝐵 ∈ ΘΩ (как и выше было отмечено все пространство Ω, в частности, также Ω ∈ ΘΩ).Тогда
вероятностная мера 𝜆,определенная поформуле (4) в нашем случае будет, представляется
как
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𝜆 (𝐵) = 𝜇(𝑧∈𝐵)
𝑦 (117)

На основании Теоремы 1, доказанной нами в работе [1] в этом случае имеет место
еще такая теорема

Теорема 6. Пусть для системы нелинейного и линейного дифференциальных урав-
нений (66) и (67) или что тоже для нелинейных « R-корреляционных преобразований»
T(x, z) и S(x, z), определенных соответственно формулами (80) и (96) справедлива
Теорема 5 для всех 𝑧 ∈ 𝐵 ⊂ Θ𝐻 . Тогда вероятностная мера 𝜇𝑦 порожденная решением
эволюционного дифференциального уравнения 𝑦𝑧(𝑡), для всех 𝑧 ∈ 𝐵 эквивалентна гаус-
совской мере 𝜇𝑥, порожденной гауссовским случайным процессом 𝑥(𝑡), (𝜇𝑦 ∼ 𝜇𝑥) при
всех 𝑧 ∈ 𝐵 и плотности Радона-Никодима вычисляются по формулам

𝑑𝜆

𝑑𝜇
(𝑥) = 𝛽(𝑥) =

𝑑𝜇𝑦
𝑑𝜇𝑥

(𝑥) =

∫︁
𝐵

𝛽(𝑧) (𝑥)𝑣 (𝑑𝑧) (118)

и

𝑑𝜇

𝑑𝜆
(𝑦) = 𝛽(𝑦) =

𝑑𝜇𝑥
𝑑𝜇𝑦

(𝑦) =

∫︁
𝑆𝐵

𝛽(𝑧) (𝑦)𝑣 (𝑑𝑧) (119)

где подинтегральныефункции 𝛽(𝑧) (𝑥) и 𝛽(𝑧) (𝑦) вычисляются поформулам (113) и (114).
Замечание 5. В частности, если все условия, перечисленные в Теореме 5 и Теореме 6

выполняются и дополнительно известно, что имеют место неравенства (102) и (106),
то все результаты Теоремы 6 сохраняются, плотности Радона-Никодима вычисляются
по формулам (118) и (119), но в этом случае подинтегральные функции 𝛽𝑧(𝑥) и 𝛽𝑧(𝑦)
вычисляются по формулам (115) и (116)

Список литературы необходимо оформить в соответствии с правилами. Насколько я
понял, правила такие, как в [1] и [2] источниках, остальные — образцы. Если максималь-
ный номер однозначный — в скобках пишем 9, если двузначный — 99
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ON THE DENSITIES OF PROBABILITY MEASURES GENERATED BY SOLUTIONS OF
NONLINEAR EQUATIONS WITH UNBOUNDED OPERATORS ANDWITH A RANDOM

PARAMETER, PERTURBED BY GAUSSIAN PROCESSES IN A HILBERT SPACE

A.D. Shatashvili, T. A. Fomina, N.N. Ivakhnenko, E. N. Papazova

In this paper, we continue the research that we started in [1, 2] on the absolute continuity and equivalence
of Gaussian measures, with their nonlinear transformed (mappings) containing the random parameter T (x, z),
in an abstract Hilbert space H where z is a random parameter from the space of elementary events Ω, 𝑧 ∈ Ω,
nonlinear equations with unbounded linear operators are considered, represented in the form of "R-correlation
transformation". Moreover, to obtain the main results, we will use the theorems already proved in the papers [1, 2]
and some statements and formulas from the papers [3, 5–7]. The entire second paragraph will be devoted to
this issue, which consists of two points. In the first subsection: in an abstract Hilbert space, we consider some
transcendental nonlinear equations with unbounded linear operators and with a random parameter excited by a
Gaussian random element, and in the second: a subsection in the functional Hilbert space of functions defined on a
certain interval, taking their values from H and integrable with its square in the norm H, we consider evolutionary
nonlinear differential equations excited by a Gaussian random process

Keywords: equipped Hilbert space, extended stochastic integral, absolute continuity and equivalence of
measures, Radon-Nikodym density, orthonormal basis, Hilbert-Schmidt operators, nonlinear differential equations,
generalized random variable - "white noise random noise, "R-correlation transformations".
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