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НАУЧНАЯ ШКОЛА АКАДЕМИКА
А.С. КОСМОДАМИАНСКОГО:

ОЧЕРК ОБ ИСТОРИИ И ДЕЯТЕЛЬНОСТИ,
ЗАДАЧИ НОВОГО ПЕРИОДА РАБОТЫ

Проведение VIII Всероссийской
(с международным участием) на-
учной конференции «Актуальные
математические проблемы механи-
ки деформируемого твердого те-
ла» возобновляет традицию орга-
низации таких конференций, от-
крытую еще в 1983 году, прервав-
шуюся на более чем двенадцати-
летний период, и приурочено к тес-
но взаимосвязанным знаковым да-
там в истории науки Донецкого ре-
гиона, да и отечественной науки в
целом – 60-летию создания Донец-
кого научного центра, Донецкого
государственного университета и
научной школы академика Алек-

сандра Сергеевича Космодамианского в области проблем механики де-
формируемого твердого тела.

Донецкий научный центр (ДНЦ) Академии наук Украинской Совет-
ской Социалистической Республики (АН УССР) был основан в 1965 году
по инициативе партийного руководства Донбасса и президента Академии
наук УССР, академика Бориса Евгеньевича Патона с целью интенсифи-
кации развития и координации деятельности сети научно-исследователь-
ских организаций и высших учебных заведений Донецкого региона (До-
нецкой и Луганской областей), как одного из наиболее высокоразвитых
перспективных промышленных регионов Советского Союза. Ведущими
заданиями ДНЦ являлось решение научных проблем, имевших первосте-
пенное значение для социально-экономического и культурного развития
региона, более полного и эффективного использования его индустриаль-
ного, интеллектуального и кадрового потенциала.

При организации ДНЦ для работы и руководства исследованиями в
действовавших и вновь создаваемых научных и образовательных орга-
низациях были приглашены известные ученые из многих научных цен-
тров Советского Союза – Москвы, Ленинграда, Новосибирска, Сарато-
ва, Томска, Тюмени, ряда городов УССР. Среди этой плеяды ученых-
подвижников был и доктор технических наук, профессор Александр Сер-
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геевич Космодамианский, жизнь и деятельность которого стали яркой
страницей в истории отечественной науки, истории Донецкого академи-
ческого научного центра и Донецкого государственного университета.

А.С. Космодамианский родился 24 марта 1923 года в селе Ревны
Брянской области в семье священнослужителя. В 1941 году он посту-
пил на первый курс механико-математического факультета Воронеж-
ского государственного университета, однако учебу прервала война, и
он добровольцем ушел на фронт. Все годы Великой Отечественной вой-
ны был на передовой, его мужество и героизм были отмечены орденом
Славы III степени, двумя медалями «За отвагу», многими другими бо-
евыми наградами. После войны, которая для А.С. Космодамианского
завершилась со штурмом Кенигсберга, он вернулся к учебе. В 1949 году
окончил Саратовский государственный университет и с этого времени
целиком посвятил себя служению науке и преподавательской деятель-
ности. В 1952 г. под руководством профессора С.Г. Лехницкого он за-
щищает кандидатскую, в 1963 г. – докторскую диссертацию. В эти годы
Александр Сергеевич вел научную и преподавательскую работу в Ро-
стовском и Саратовском университетах. Совместная творческая работа
и дружба связывали его со многими видными учеными современности –
будущими академиками И.И. Воровичем и Н.Н. Моисеевым, профессо-
рами Е.Ф. Бурмистровым, С.Г. Лехницким, Л.А. Толоконниковым, С.В.
Фальковичем, В.И. Юдовичем. В 1965 г. профессор А.С. Космодамиан-
ский избирается членом-корреспондентом Академии наук УССР и пере-
езжает в наш город для работы во вновь созданном Донецком научном
центре и новом классическом Донецком государственном университете.
Здесь талант А.С. Космодамианского, как ученого, педагога и органи-
затора науки, проявился особенно ярко. С его приездом в Институте
прикладной математики и механики АН УССР под его руководством
был создан отдел математических проблем упругости и пластичности, а
в Донецком государственном университете – кафедра теории упругости
и вычислительной математики, которую он возглавлял более сорока лет.
С 1965 г. А.С. Космодамианский был первым в истории Донецкого госу-
дарственного университета проректором по научной работе, руководил
этим участком работы в течение одиннадцати лет, и за это время мо-
лодой университет вошел в число ведущих вузов Советского Союза по
показателям научной работы.

Неоспоримой заслугой Александра Сергеевича Космодамианского пе-
ред отечественной наукой является создание получившей широкое при-
знание Донецкой школы в области математических методов механики
деформируемого твердого тела, исследовательская деятельность кото-
рой была ориентирована на ряд новых актуальных научных направлений

9



в механике сплошных сред.
Первые научные результаты А.С. Космодамианского относились к

проблемам изгиба цилиндрически анизотропных круговых арок с од-
ной плоскостью упругой симметрии, проблемам исследования в трех-
мерной постановке деформирования прямолинейно-анизотропных балок
под действием нагрузок, распределенных вдоль ее длины по полиноми-
альному закону. Была дана оценка применения принципа Сен-Венана в
случае сред с высокой степенью механической анизотропии. В пятидеся-
тых годах прошлого столетия на базе оригинального развития концеп-
ции применения теории функции комплексных переменных А.С. Кос-
модамианский создал ряд чрезвычайно эффективных методов исследо-
вания плоского напряженно-деформированного состояния многосвязных
анизотропных и изотропных тел, а также изгиба тонких многосвязных
плит. На основе разработанного им универсального метода суперпози-
ции разложений комплексных потенциалов в локальных координатных
системах, связанных с неоднородностями в виде полостей, отверстий,
включений, в сочетании с использованием приемов конформного отоб-
ражения криволинейных контуров на окружность, им и учеными его
научной школы были решены и детально исследованы многочисленные
задачи научного и прикладного характера о деформировании содержа-
щих отверстия, включения и вырезы деталей строительных конструкций
и машин, горных массивов с туннельными сооружениями и выработка-
ми; было дано обоснование, обобщение и распространение этого мето-
да на двумерные и пространственные проблемы деформирования мно-
госвязных тел с нелинейными, вязко-упругими, упруго-пластическими
свойствами, на проблемы термоупругого, электроупругого и магнито-
упругого деформирования сред указанного геометрического строения.
Разработаны эффективные модификации метода последовательных при-
ближений для анализа задач механики сплошных сред в многосвязных
областях, что позволило свести решение многих сложных граничных за-
дач к последовательности упрощенных краевых задач для канонических
односвязных областей. Были выполнены обширные исследования и по-
лучены не имеющие аналогов научные результаты в области анализа ста-
тических и динамических пространственных задач теории толстых мно-
госвязных анизотропных плит на базе численно-аналитического метода
однородных решений. Разработаны методы исследования задач дифрак-
ции упругих волн в многосвязных анизотропных телах с цилиндриче-
скими полостями и отверстиями, базирующиеся на новом предложенном
аппарате неклассических специальных функций обобщенных комплекс-
ных переменных. Совокупность исследований, проведенных А.С. Космо-
дамианским и его учениками в области проблем двумерного напряженно-
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деформированного состояния многосвязных сред, определила с нача-
ла семидесятых годов минувшего столетия признанное лидерство отече-
ственной научной школы в разработке численно-аналитических методов
расчета концентрации механических напряжений в телах с отверстиями,
полостями, включениями.

В рамках деятельности научной школы на кафедре теории упруго-
сти и вычислительной математики ДонГУ были открыты аспирантура и
докторантура, а с 1990 года функционировал специализированный совет
ВАК СССР по защитам кандидатских диссертаций. Как уже отмечено
выше, с 1983 года одной из традиций научной школы А.С. Космодамиан-
ского стало проведение на базе Донецкого государственного университе-
та серии Международных научных конференций «Актуальные пробле-
мы механики деформируемого твердого тела», получивших известность
и признание в среде ученых-механиков.

Годы становления и активной работы научной школы А.С. Космода-
мианского явились периодом самого тесного творческого взаимодействия
с целым рядом научных школ отечественных механиков, с возглавлявши-
ми их выдающимися учеными. Теснейшие творческие связи поддержи-
вались с исследовательскими коллективами Ростовского и Саратовского
государственных университетов, Ленинградского и Тульского политех-
нических институтов. Целый ряд специалистов кафедры теории упру-
гости и вычислительной математики Донецкого государственного уни-
верситета проходили плодотворную научную стажировку в Московском
государственном университет им. М.В. Ломоносова под руководством из-
вестнейших ученых-механиков А.А. Илюшина, В.С. Ленского, Ю.Н. Ра-
ботнова, Х.А. Рахматуллина.

Самому Александру Сергеевичу принадлежат более 400 научных пуб-
ликаций, среди которых 20 монографий и учебных пособий. Под его ру-
ководством были подготовлены и защищены 6 докторских и 54 канди-
датские диссертации. Научная и преподавательская деятельность Алек-
сандра Сергеевича отмечены целым рядом высоких наград. Среди них –
академическая премия им. А.Н. Динника, присвоенное в 2001 г. почетное
звание Заслуженного профессора Донецкого национального университе-
та. В 1990 году Александр Сергеевич был избран действительным членом
академии наук Украины. В 1989 году за монографию «Динамические
задачи теории упругости для анизотропных сред» отмечен серебряной
медалью ВДНХ СССР.

После ухода Александра Сергеевича Космодамианского из жизни в
июне 2005 года, в течение последующих двадцати лет созданный им на-
учный коллектив, несмотря на все сложности этого периода, предпринял
все возможное для сохранения и дальнейшего развития научной школы,
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обеспечения высокого уровня проводимых исследований, расширения и
актуализации их тематики. Исследования последнего десятилетия были
подержаны конкурсами фундаментальных научных работ Министерства
образования и науки Донецкой Народной Республики, а с апреля 2023
– конкурсным научным проектом, выполняемым по государственному
заказу Министерства науки и высшего образования Российской Феде-
рации. Неоценимая поддержка во многих вопросах сохранения и созда-
ния условий для дальнейшего развития исследовательского потенциала
ученых-механиков ДонГУ в эти годы была оказана коллегами Южного
Федерального университета и Донского государственного технического
университета, Московского государственного университета им. М.В. Ло-
моносова, Воронежского государственного университета, Воронежского
государственного технического университета, и, в первую очередь, – уче-
ными кафедры теории упругости Института математики, механики и
компьютерных наук им. И.И. Воровича Южного федерального универ-
ситета под руководством доктора физико-математических наук, профес-
сора Александра Ованесовича Ватульяна.

Сегодня ведущими направлениями исследований ученых Донецкой
научной школы в области механики деформируемого твердого тела яв-
ляются проблемы исследования моделей термоупругого, электроупру-
гого, магнитоупругого, термоэлектромагнитоупругого деформирования
многосвязных анизотропных пластин с отверстиями, выемками и тре-
щинами, учета вязкоупругих свойств анизотропных материалов в этих
моделях; проблемы исследования моделей упругого состояния и пол-
зучести анизотропных пород разрабатываемых горных массивов с си-
стемами туннельных полостей-выработок; проблемы волновой механики
анизотропных функционально-градиентных упругих и электроупругих
тел, и создаваемых с применением аддитивных технологий элементов
конструкций с многофакторной физико-механической неоднородностью;
проблемы исследования свойств упругих волноводов с усложненной гео-
метрией и физико-механическими свойствами; вопросы исследования мо-
делей гидроакустического экранирования с применением анизотропных
функционально-градиентных материалов; проблемы исследования эф-
фектов параметрической неопределенности в моделях деформирования
материалов и конструкций с применением методов теории нечетких мно-
жеств, и ряд других направлений.

В перечисленных исследовательских направлениях учеными научной
школы академика А.С. Космодамианского получен ряд приоритетных
новых научных результатов признанного уровня. За последние два года
на кафедре теории упругости и вычислительной математики Донецкого
государственного университета защищены одна докторская и две канди-
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датских диссертации. В рамках деятельности научной школы академика
Александра Сергеевича Космодамианского продолжается издание науч-
ного журнала «Журнал теоретической и прикладной механики», вклю-
ченного в Перечень рецензируемых научных изданий, рекомендованных
ВАК РФ с категорией К2; открыт созданный на базе Донецкого госу-
дарственного университета совет по защите диссертаций на соискание
ученой степени доктора наук, на соискание ученой степени кандидата
наук по специальности 1.1.8 Механика деформируемого твердого тела.

Ученые-механики Донецкого государственного университета, выра-
жают надежду, что возобновление практики проведения Международ-
ных научных конференций «Актуальные математические проблемы ме-
ханики деформируемого твердого тела» станет еще одним важным им-
пульсом в расширении научных контактов со специалистами широкого
круга научных школ России, будет способствовать возрождению и даль-
нейшему наращиванию исследовательского потенциала научной школы
академика Александра Сергеевича Космодамианского.
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ИССЛЕДОВАНИЕ ЗОНЫ ПРИЛЕГАНИЯ ВОКРУГ
ГОРИЗОНТАЛЬНОЙ ГОРНОЙ ВЫРАБОТКИ

КРИВОЛИНЕЙНОГО ПОПЕРЕЧНОГО СЕЧЕНИЯ
С РАЗРЕЗАМИ

Авдюшина Е.В., канд. физ.-мат. наук, доц.
Донецкий государственный университет, г. Донецк, РФ

elena.v.a.2023@mail.ru

Введение. В горнодобывающей промышленности при разработке ме-
сторождений на значительных глубинах широко применяются долговре-
менные горизонтальные подземные выработки сводчатого сечения. При
этом возникает необходимость оценки концентрации напряжений и опре-
деления зон выпучивания горных пород, что требует решения задач тео-
рии упругости. Также представляет интерес изучение влияния выработ-
ки на зону прилегания, что особенно важно при большой густоте разра-
ботки. Наиболее достоверные результаты по концентрации напряжений
в таких задачах дает использование для их решения комплексных по-
тенциалов. Здесь с их использованием приводится решение задачи для
горной выработки произвольного сечения с разгрузочными щелями.

Постановка и метод решения задачи. Если массив пород нахо-
дится под действием горного давления, то напряженное его состояние
вдали от дневной поверхности можно представить усилиями [1]

σ∞x = −λγH, σ∞y = −γH, τ∞xy = 0, (1)

где γ = ρg – средний удельный вес горной породы; ρ – ее плотность; g –
ускорение свободного падения; H – глубина проведения выработки; λ –
коэффициент бокового распора. Тогда определение напряженного состо-
яния такого массива можно сводить к нахождению из соответствующих
граничных условий функций Φ′k (zk) (k = 1, 2) обобщенных комплекс-
ных переменных zk = x + µky, где µk – корни известного характери-
стического уравнения, для случая произвольной многосвязной области,
ограниченной произвольными эллиптическими отверстиями c контурами
Ll (l = 1, L) и полуосями al, bl, задаваемыми уравнениями

x = x0l + xl cosϕl − yl sinϕl, y = y0l + xl sinϕl + yl cosϕl, (2)

где xl = al cos θ, yl = bl sin θ; θ – параметр параметрического задания
эллипса в локальной системе координат; x0l, y0l – координаты центра эл-
липса Ll в основной системе координат Oxy; ϕl – угол между направле-
ниями осей Ox и Oxl, отсчитываемый от оси Ox против часовой стрелки.
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Для многосвязной области комплексные потенциалы имеют вид [2]

Φk (zk) = Γkzk +
L∑
l=1

∞∑
n=1

akln ζ
−n
kl , (3)

где Γk – постоянные, определяемые из условий (1); ζkl – переменные,
определяемые из конформных отображений внешности единичных кру-
гов |ζkl| ≥ 1 на внешности контуров Lkl, соответствующих Ll, при ука-
занных аффинных преобразованиях

zk = zkl +Rkl

(
ζkl +

mkl

ζkl

)
, (4)

в которых

zkl = x0l + µky0l,

Rkl = (al (cosϕl + µk sinϕl) + i bl (sinϕl − µk cosϕl)) /2,

mkl = (al (cosϕl + µk sinϕl)− i bl (sinϕl − µk cosϕl)) /2Rkl;

(5)

Граничным условия на контурах отверстий будем удовлетворять
обобщенным методом наименьших квадратов, выбирая на каждом из
контуров Lp (p = 1, L) систему точек Mpm (xpm, ypm) (m = 1, Mp).
В результате получим переопределенную систему линейных алгебраиче-
ских уравнений, после решения которой методом сингулярных разложе-
ний комплексные потенциалы (3) будем известны и можно определять
основные и нормальные напряжения.

Поле напряжений в зоне прилегания выработки целесообразно опре-
делять через упругий потенциал

V =
1

2
a11σ

2
x + a12σxσy + a16σxτxy +

1

2
a22σ

2
y + a26σyτxy +

1

2
a66τ

2
xy. (6)

Рис. 1

Описание результатов численных иссле-
дований. Для различных горных пород были
проведены исследования изменения упругого по-
тенциала V . В качестве размеров сторон и крыш-
ки свода был взят общепринятый в горном де-
ле вариант, когда длины боковых сторон L1 и L3

равны 2r (полуоси a1 = a3 = r), длина основа-
ния выработки L2 равна 5r (полуось a2 = 2, 5 r),
высота крышки L4 равна 2r (полуоси a4 = 2, 5 r, b4 = 2r), где r – мас-
штабная единица длины. Представленные на рис. 1 границу криволиней-
ного отверстия можно представлять совокупностью 4 частей – внешними
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(a) (б)

Рис. 2

берегами трещин L1, L2, L3 и внешней половиной контура эллипса L4,
разгрузочные щели – эллиптическими отверстиями, когда одна из осей
принимает близкие к нулю значения.

На рис. 2а и 2б представлены поверхности уровня для упругого по-
тенциала в случае сводчатого отверстия в массиве из трансверсально-
изотропного алевролита (М1) и изотропного гранита (М2) соответствен-
но [1]. Из проведенных исследований и рис. 2 следует, что значения упру-
гого потенциала V около поверхности выработки вблизи угловых точек
C иD в 2 раза уменьшается при проведении разгрузочных щелей. Также
значения V больше для изотропного материала. Исследованием установ-
лено, что влияние выработки распространяется на расстояние в 1, 5 раза
больше размеров выработки, при этом размер зоны влияние выработки
меньше в верхней части, соответствующей крышке свода.

Информация о финансовой поддержке. Исследования проводи-
лись в рамках государственного задания (номер госрегистрации
124012400354-0).

1. Управление напряженным состоянием породного массива и устойчивостью гор-
ных выработок / В.А. Полухин, С.А. Калоеров, Ю.Б. Грядущий, Е.С. Горянская.
– Донецк: Юго-Восток, 2002. – 304 c.

2. Калоеров С.А. Исследование напряженного состояния горного массива с горизон-
тальной выработкой криволинейного сечения и разгрузочными щелями обобщен-
ным методом наименьших квадратов / С.А. Калоеров, Е.В. Авдюшина, А.Б. Ми-
роненко // Журн. теорет. и прикладной механики. – 2024. – № 1 (86). – С. 61–72.
– DOI: 10.24412/0136-4545-2024-1-61-72.
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С УЧЕТОМ НЕЛИНЕЙНОСТИ ЕГО УПРУГИХ СВОЙСТВ

Айзикович С.М., д-р физ.-мат. наук, проф.,
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Контактная задача о кручении однородного упругого полупростран-
ства круглым штампом в динамической постановке впервые была сфор-
мулирована и решена Рейснером и Сагочи [1]. В работе Снеддона [2],
используя технику интегральных преобразований, задача сведена к ре-
шению интегрального уравнения. В 70-х годах прошлого века Грилиц-
ким В.Д. [3] было построено решение для изотропной двухслойной среды
и ортотропного упругого слоя в виде ряда по отрицательным степеням
параметра, являющегося отношением толщины первого слоя к радиу-
су штампа, эффективное для относительно малого радиуса штампа по
сравнению с толщиной слоя.

Кассир [4] построил решение задачи кручения неоднородного изо-
тропного полупространства для степенного закона изменения модуля
сдвига по глубине. Решение задачи для изотропного полупространства
с неоднородным покрытием при произвольном законе изменения модуля
сдвига по глубине покрытия получено Айзиковичем С.М. [5].

Задача активно изучается по настоящее время, в частности, Вонг ис-
пользовал кусочно-линейную аппроксимацию трансформанты ядра для
сведения задачи к решению интегрального уравнения [6].

В настоящей работе на примере модельной контактной задачи круче-
ния круговым штампом полупространства анализируется влияние нели-
нейности упругих свойств полупространства на распределение контакт-
ных давлений под штампом и отдельно учет влияния на распределение
контактных давлений под штампом приповерхностного неоднородного
покрытия. В качестве модели нелинейности используется билинейная мо-
дель пластичности.

Информация о финансовой поддержке. Исследования проводи-
лись в рамках гранта РНФ 22-19-00732-П.

1. Reissner E. Forced torsional oscillations of an elastic half-space / E. Reissner, H.F. Sa-
goci // J. Appl. Phys. – 1944. – Vol. 15. – P. 652–654.

2. Sneddon I.N. The Reissner–Sagoci problem / I.N. Sneddon // Proc. Glasgow Math.
Assoc. – 1966. – Vol. 7. – P. 136–144.
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6. Liu T.-J. Reissner–Sagoci problem for functionally graded materials with arbitrary
spatial variation of material properties / T.-J. Liu, Y.-Sh. Wang // Mech. Res.
Commun. – 2009. – Vol. 36. – P. 322–329.

УДК 539.37

УРАВНЕНИЕ СОВМЕСТНОСТИ ДЕФОРМАЦИЙ ГЕНКИ
В ЗАДАЧЕ О НАГРУЖЕНИИ НЕСЖИМАЕМОЙ
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В современном производстве достаточно часто встречаются осесим-
метричные оболочки и оболочки с центральной симметрией, испытыва-
ющие воздействие внутреннего или внешнего давлений [1, 2]. Особый
интерес вызывает нагружение элементов в форме толстостенных сфери-
ческих оболочек внешним равномерным давлением. Прежде всего, та-
кими элементами являются корпуса глубоководных аппаратов по типу
батисфер [3, 4], находящихся под воздействием гидростатического дав-
ления. На сегодняшний день достаточно хорошо исследованы вопросы
деформирования толстостенных оболочек в пределах упругих дефор-
маций, а также в стадии пластического деформирования для моделей
материала без упрочнения или с линейным упрочнением [5]. Однако осо-
бые математические трудности вызывают задачи упругопластического
деформирования оболочек в условиях нелинейного закона упрочнения,
поскольку, как правило, такие задачи не имеют аналитического решения
и требуют разработки численных процедур. В связи с этим требовалось
рассмотреть постановку задачи об упругопластическом деформировании
толстостенной сферической оболочки под внешним давлением сжатия с
учетом несжимаемости материала.

Математическая постановка задачи упругопластического деформи-
рования толстостенной сферической оболочки внешним давлением вклю-
чает в себя положения теории упругости и деформационной теории пла-
стичности. Для построения численного решения такой задачи предлага-
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ется использовать метод переменных параметров упругости, где в каче-
стве меры больших нелинейных деформаций используется деформация
Генки. Предлагаемый для решения численный подход требует решения
серий обратных задач, в рамках которых на каждой итерации смещается
свободная внутренняя граница оболочки. Для реализации такого числен-
ного подхода требовалось вывести интегральное уравнение совместности
деформаций в напряжениях.

В результате, было получено интегральное уравнение совместноcти
деформаций Генки в напряжениях для задачи о нагружении толстостен-
ной сферической оболочки внешним равномерным давлением сжатия:

σθθ = σρρ +
1

2
E∗ ln

−ρ ρ∫
r

1

ρ2
exp

(
2 (σθθ − σρρ)

E∗

)
dρ+

ρ

r0

 , (1)

где σθθ, σρρ – окружные, радиальные напряжения, E∗ – переменный пара-
метр упругости, ρ – радиальная координата, r0, r – начальный, текущий
внутренний радиусы оболочки.

Полученное уравнение (1) совместно с уравнениями равновесия, фи-
зическими и геометрическими соотношениями позволит провести расчет
методом переменных параметров упругости напряженно-деформирован-
ного состояния толстостенной сферической оболочки, нагруженной
внешним давлением сжатия, при учете нелинейного закона упрочнения
и несжимаемости материала.

Информация о финансовой поддержке. Исследование выполне-
но за счет гранта Российского научного фонда №25-79-10135,
https://rscf.ru/project/25-79-10135/.
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4. Богданов А.С. Развитие корабельных устройств глубоководных
технических средств / А.С. Богданов // Судостроение. – 2019. – № 3 (844). –
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Исследуются низкочастотные изгибные колебания конструкции, со-
стоящей из двух балок, соединенных под углом, другие концы которых
жёстко заделаны. Подобные элементы конструкций часто встречаются в
различных инженерных сооружениях, и исследование их динамического
поведения представляет интерес. Изучению поведения таких элементов
посвящен ряд работ [1–5]. При этом наибольшее внимание уделяется, как
правило, рамам, в которых балки соединены под прямым углом [2, 3] или
последовательно [4]. Случай малого угла сопряжения позволяет выявить
особенности динамического поведения конструкции.

Рассматриваются два стержня длиной l1 и l2, жестко соединенные
под углом β, а именно так, что угол сочленения между касательными к
осевым линиям балок в точке контакта сохраняется в процессе деформа-
ции. Предполагается, что балки выполнены из одного материала и имеют
одинаковое поперечное сечение (рис. 1).

Рис. 1. К постановке задачи

Уравнения изгибных колебаний стержней описываются уравнениями

d4wi
dx4

i

− k4wi = 0, k4 =
ρS

EJ
ω2, (1)
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где wi – прогиб i-ого стержня, E – модуль упругости, ρ – плотность
материала, S – площадь, а J – момент инерции сечения стержней. Коор-
динаты xi отсчитываются от жестко закрепленного конца i-ого стержня.

В такой системе координат решение уравнения (1) для каждого
стержня является линейной комбинацией двух функций Крылова, а че-
тыре условия в точке соединения стержней позволяют построить харак-
теристическое уравнение, из которого определяются частоты и формы
собственных изгибных колебания колебаний. Задача решалась аналити-
чески и численно с использованием конечно-элементного пакета Comsol.

На рис. 2 представлена зависимость первых четырех собственных
частот колебаний от угла сочленения стержней для разных отношений
длин стержней (l1=l2, l2 = 2l1, l2 = 3l1).

Рис. 2. Первые четыре частоты собственных колебаний конструкции
в зависимости от угла сочленения β

Как и следовало ожидать, для любого отношения длин стержней при
β = 0 первая собственная частота конструкции совпадает с первой ча-
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стотой стержня длиной l1 + l2. При увеличении угла сочленения первая
частота конструкции быстро увеличивается, выходя на предельное зна-
чение.

Можно отметить, что при β = π/2 каждая из балок совершает свя-
занные изгибные и осевые колебания, где связь возникает из-за гранич-
ных условий на их стыках [3, 5].

На рис. 3 представлена первая форма собственных колебаний стерж-
ня для малых значений угла β.

Рис. 3. Первая форма собственных колебаний конструкции при разных углах β

Видно, что для случая l1 = l2 уже при β = 10◦ первая форма колеба-
ний конструкции переходит в первую форму составляющих стержней.

Информация о финансовой поддержке. Работа выполнена при
финансовой поддержке Санкт-Петербургского государственного универ-
ситета (проект 116636233).
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Одним из распространенных способов идентификации свойств твер-
дых тел является метод индентирования. Первичным источником ин-
формации о материале при индентировании, как правило, является
непрерывно регистрируемая зависимость величины смещения индентора
и величины приложенной нормальной нагрузки. Альтернативный под-
ход состоит в использовании тактильных датчиков усилий, позволяющих
сформировать тактильный образ, состоящий из множества элементов,
называемых такселями, и отвечающий распределению силового поля в
некоторой области контактного взаимодействия тел. В большинстве из-
вестных датчиков усилий силы, возникающие при контакте с объектом,
вычисляются путем измерения деформаций или перемещений упруго-
го элемента датчика. При разработке математических моделей датчиков
усилий, формирующих тактильный образ, в качестве расчетной схемы
(рис. 1) может быть принята система жестких штампов, упруго связан-
ных с общей жесткой платформой.

Рис. 1. Расчетная схема

В настоящей работе с использованием оператора Пуанкаре-Стеклова,
отображающего на части границы (зоне возможного контакта) нормаль-
ные напряжения в нормальные перемещения, получена вариационная
формулировка и на ее основе разработан алгоритм численного решения
задачи о вдавливании в упругую полуплоскость системы жестких штам-
пов, упруго связанных с общей жесткой платформой. Методом вычисли-
тельного эксперимента исследованы некоторые закономерности коллек-
тивного индентирования системы упруго связанных жестких штампов.
Проведена оценка возможностей использования системы инденторов для
механорецепторной тактильной диагностики.
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Введение. Композитные материалы, обладающие анизотропией
упругих свойств, находят широкое применение в различных областях
техники и промышленности. Понимание поведения тонкостенных кон-
струкций, изготовленных из таких материалов и подверженных дей-
ствию сосредоточенных или локальных силовых воздействий, критиче-
ски важно при проведении прочностных расчётов конструкций. Также
актуальным является использование обобщённых теорий пластин, поз-
воляющих учитывать явления, связанные с поперечными сдвигами и
обжатием. В публикации [1] рассматривается задача об изгибе тонкой
ортотропной прямоугольной пластины, защемлённой по краям. Решение
получено с использованием полиномов Лежандра и Чебышёва 1-го рода.

Целью данного исследования является анализ обобщённых мембран-
ных усилий в ортотропной пластине, подверженной действию локального
силового воздействия, распределённого по круговой области.

Постановка задачи. Рассмотрим ортотропную пластину толщины
2h в безразмерной системе координат x1, x2, x3, определённой с точно-
стью до полутолщины пластины h.

Пусть в срединной плоскости пластины в области

Ω =
{

(x1, x2) : x2
1 + x2

2 ≤ R2
}

действует локальное силовое воздействие интенсивности W (x1, x2) ≡ 1.
Система уравнений {1, 0}-аппроксимации включает в себя [2]:
– соотношения упругости в перемещениях

N1 = B1

(
∂u

∂x1
+ ν21

∂v

∂x2

)
; N2 = B2

(
∂v

∂x2
+ ν12

∂u

∂x1

)
;

S12 = B12

(
∂u

∂x2
+

∂v

∂x1

)
;

(1)

B1 =

√
E1

E2

2

1− ν12ν21
; B2 =

√
E2

E1

2

1− ν12ν21
;
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B12 =
2G12

E
; E =

√
E1E2;

где Nk = Nk (x1, x2) (k = 1, 2), S12 = S12 (x1, x2) – обобщённые мем-
бранные усилия; u = u (x1, x2), v = v (x1, x2) – обобщённые перемещения
пластины; E1, E2 – модули Юнга для направлений x1, x2 соответственно;
G12 – модуль сдвига, характеризующий изменение угла между главными
направлениями x1, x2; ν12, ν21 – коэффициенты Пуассона (E2ν12 = E1ν21);

– уравнения равновесия

∂N1

∂x1
+
∂S12

∂x2
= −q1;

∂N2

∂x2
+
∂S12

∂x1
= −q2, (2)

где qk = qk (x1, x2) (k = 1, 2) – коэффициенты разложения компонент
вектора объёмной силы по полиномам Лежандра. Обобщённые мембран-
ные усилия в (1), (2) определены с точностью до значения Eh.

Методика решения задачи. Решение задач на локальные воздей-
ствия с помощью методов фундаментальных решений основано на ис-
пользовании формулы свёртки [3], которая для указанной выше области
Ω (круга радиуса R) и при W (x1, x2) ≡ 1 примет вид:

P (x1, x2) =

1∫
−1

dθ

1∫
−1

f (ρ, θ) dρ (3)

f (ρ, θ) =
πR2 (ρ+ 1)

4
P0

(
x1 −

R

2
(ρ+ 1) cos (π (θ + 1)) ,

x2 −
R

2
(ρ+ 1) sin (π (θ + 1))

)
,

где P (x1, x2) – искомые компоненты НДС, мембранные усилия; P0 –
фундаментальное решение системы дифференциальных уравнений (1), (2).

Чтобы найти P0 предположим, что на пластину действует сосредо-
точенная сила. Поэтому правые части уравнений (2) берём в виде

qk (x1, x2) = q∗k δ (x1, x2) ; q∗k = const (k = 1, 2) , (4)

где δ (x1, x2) – двумерная дельта-функция Дирака [3].
Мембранные усилия, являющиеся фундаментальным решением си-

стемы уравнений (1), (2) с правыми частями (4), построены в работе [4]:

Nk =
4∑
j=1

akjΦ
∗
j (x1, x2) (k = 1, 2) ; S12 =

4∑
j= 1

a3jΦ
∗
j (x1, x2); (5)

25



Φ∗1 (x1, x2) = σ2
0

(
σ1x1

r2
1

− σ2x1

r2
2

)
; Φ∗2 (x1, x2) = σ2

0

(
σ3

2x1

r2
2

− σ3
1x1

r2
1

)
;

Φ∗3 (x1, x2) = σ2
0

(
σ2x2

r2
2

− σ1x2

r2
1

)
; Φ∗4 (x1, x2) = σ2

0

(
x2

σ1r2
1

− x2

σ2r2
2

)
;

r2
k = σ2

kx
2
1 + x2

2 (k = 1, 2),

где akj, σj зависят от упругих постоянных ортотропного материала и q∗k.
Анализ результатов численных исследований. Проведены чис-

ленные исследования влияния упругих констант ортотропного матери-
ала пластины на мембранные усилия (5), к которым была применена
формула свёртки (3). Графики мембранных усилий на рис. 1 построе-
ны вдоль оси x2 при x1 = 0. Значения коэффициентов в формулах (4)
брались такими: q∗1 = q∗2 = 1. Для кривых 1 радиус круга R = 1, для
кривых 2 – R = 2, для кривых 3 – R = 3. В качестве ортотропных мате-
риалов пластины взяты материал М1 (сплошные кривые на рис. 1) и М2
(пунктирные кривые), механические характеристики которых приведе-
ны в табл. 1.

Таблица 1. Данные для ортотропных материалов

Материал Обозначение ν12 ν21
E1, G12,

МН/м2 МН/м2

стеклопластик C1-19-55 М1 0, 161 0, 128 2, 50 · 104 4, 30 · 103

стеклопластик C1-10-65 М2 0, 170 0, 122 3, 25 · 104 6, 10 · 103

Рис. 1. Мембранные усилия в окрестности области действия локального силового
воздействия (круга): а – N1; б – N2; в – S12

Заключение. Из рис. 1 видно, что механические характеристики
ортотропных материалов оказывают существенное влияние на значения
мембранных усилий N1 и N2 (вплоть до 15%), тогда как их влияние на
внутренний силовой фактор S12 является наименьшим.

Информация о финансовой поддержке. Исследования проводи-
лись в рамках государственного задания (номер госрегистрации
124012400353-3).
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1. Цилиндрический сдвиг кольца. Рассмотрим упругое кольцо
внешнего радиусаR+, внутреннего радиусаR− и толщинойH = R+−R−.
Положим внутреннюю границу кольца закрепленной, а внешней границе
R+ зададим перемещение U0.

Деформированное состояние кольца определяется сдвиговой компо-
нентой тензора деформаций εrφ, которая с учетом характерного размера
h микроструктуры имеет вид [1, 2]

εrφ =
1

2

(
dU

dr
− U

r

)
+
h2

6

(
d3U

dr3
− 3

r2

dU

dr
+ 3

U

r3

)
, (1)

где U = U(r) - вращательное перемещение элемента упругого кольца.
Уравнение равновесия в перемещениях для U(r) получим, используя

(1) закон Гука и уравнение равновесия в проекции на окружное направ-
ление,

h2

3
U ′′′ +

(
1− h2

r2

)
U ′ −

(
1− h2

r2

)
U

r
=

c

µr2
. (2)
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В отличие от классического уравнения равновесия для упругого матери-
ала без учета микроструктуры, то есть при h = 0, дифференциальное
уравнение (2) имеет более высокий, третий, порядок, и является сингу-
лярно возмущенным за счет малого параметра h при старшей производ-
ной [2].

В безразмерном виде задача (2) с граничными условиями в переме-
щениях и условиями сопряжения внешнего и внутреннего распределения
перемещения U(r) имеет вид [3]

h̄2

3
Ū ′′′ +

(
1− h̄2

r̄2

)
Ū ′ −

(
1− h̄2

r̄2

)
Ū

r̄
=
c1

r2
, (3)

Ū(1) = 0, 3Ū ′′ (1) + h̄Ū ′′′ (1) = 0,

Ū(1 + H̄) = 1, 3Ū ′′
(
1 + H̄

)
+ h̄Ū ′′′

(
1 + H̄

)
= 0,

(4)

здесь Ū =
U

U0
; H̄ =

R+ −R−

R−
; h̄ =

h

R−
; r̄ =

r

R−
.

Рис. 1. Качественная картина поведения
окружного перемещения в цилиндрическом

слое

Уравнение (3) для перемещения
U(r) представляет собой дифферен-
циальное уравнение четвёртого поряд-
ка с переменными коэффициентами,
для которого определены граничные
условия (4). Аналитически его решить
не представляется возможным, поэто-
му был применён численный метод.
Для нахождения численного решения
уравнения (3) без учета микрострук-
туры, в нём не следует учитывать слагаемые, содержащие характерный
размер микроструктуры (h → 0). На рис. 1 представлено поведение
окружного перемещения Ū в цилиндрическом слое, которое соответству-
ет классическому решению.

Приведём результаты ряда численных экспериментов для решения
аппроксимированной задачи (3), (4), (рис. 2, 3).

Линия 2 на рис. 2 отражает концентрацию гармонических возмуще-
ний (при h = 0, 1) вблизи внешней границы кольца. Линии 1, 3 отобра-
жают точное и численное решения задачи при h = 0 (без учета микро-
структуры). Численное решение практически неотличимо в масштабах
данного рисунка. На рис. 3 приведен график перемещений для случая
малых h (h = 0, 001), который отражает факт концентрации перемеще-
ния в области границы r=1+H и отсутствия влияния этих граничных
условий вглубь кольца.
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Рис. 2. График точного 1 и численного решения
без учёта микроструктуры 3, график численного
решения с учетом микроструктуры при h = 0.1 2.

Рис. 3. График численного решения с учётом
микроструктуры

2. Сжатие (растяжение) цилиндрического упругого слоя.
Рассмотрим цилиндрический упругий слой внешним радиусом R+, внут-
ренним радиусом R− и толщиной H = R+ −R− (рис. 5).

Положим, что на внутреннею стенку действует давление p0, внеш-
няя стенка свободна от нагрузок. Проводя рассуждения, аналогичные
предыдущей задаче, получим уравнение равновесия в перемещениях (5),
которое в безразмерном виде с граничными условиями (6) сопряжения
внешнего и внутреннего распределения перемещения U(r) имеет вид

(
λ̄+ 2µ̄

) h̄2

6

∂4Ūr
∂r̄4

+
(
λ̄+ 2µ̄

) h̄2

6r̄

∂3Ūr
∂r̄3

+
(
λ̄+ 2µ̄

) ∂2Ūr
∂r̄2

+

+2µ̄
1

r̄

∂Ūr
∂r̄
− 2µ̄

Ūr
r̄2

= 0,

(5)

(
λ̄+ 2µ̄

)(
Ū ′ (1) +

h2

6
Ū ′′′ (1)

)
= −1, 3Ū ′′ (1) + h̄Ū ′′′ (1) = 0,

Ū ′
(
1 + H̄

)
+
h2

6
Ū ′′′
(
1 + H̄

)
= 0, 3Ū ′′

(
1 + H̄

)
+ h̄Ū ′′′

(
1 + H̄

)
= 0.

(6)

Здесь Ū =
U

U0
, H̄ =

R+ −R−

R−
, h̄ =

h

R−
, r̄ =

r

R−
, σ̄ =

σ

σ0
, λ̄ =

λ

σ0
, µ̄ =

µ

σ0
.

Результаты численного решения задачи (5), (6) приведены на рис. 4, 5, 6.
На рис. 4 приведен график перемещений U(r) при сжатии цилиндри-

ческого слоя, для случая малых h (h = 0, 001), который отражает тот
факт, что возмущение носит погранслойный характер. На рис. 5 приве-
ден график перемещений U(r) при растяжении цилиндрического слоя,
для случая малых h (h = 0, 001), где также наблюдаются возмущения
вблизи пограничного слоя. На рис. 6 приведен график численного реше-
ния задачи без учета микроструктуры (т.е. при h = 0) при сжатии.

Приведённый подход позволяет рассчитывать как задачи классиче-
ской теории упругости, так и учитывать влияние микроструктуры.
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Рис. 4. График численного решения с учетом
микроструктуры (сжатие)

Рис. 5. График численного решения с учетом
микроструктуры (растяжение)

Рис. 6. График численного решения без учета микроструктуры
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Известны следующие механизмы релаксации напряжения в полупро-
водниковой пленке при малой деформации несоответствия: образование
волнистости на первоначально плоской свободной поверхности пленки
(неустойчивость Азаро-Тиллера-Гринфельда) [1]; зарождение дислока-
ций несоответствия на границе раздела пленка-подложка; перераспре-
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деление атомов и вблизи волнистой поверхности пленки за счет умень-
шения упругой энергии в напыленной на подложку полупроводниковой
пленке [2]; уменьшение поверхностной энергии пленки при увеличении
ее толщины; образование на поверхности пленки наноразмерных изоли-
рованных островков (режим роста Странского-Крастанова) [3]; за счет
образования двойников несоответствия.

В данной работе приведены результаты расчетов, продолжающие ис-
следование [4, 5] для полупроводниковой пленки c учетом перечисленных
факторов для различных значений параметров пленки и островков.

Исследуются модели SiGe пирамидальных островков на смачиваю-
щем слое и полупроводниковой SiGe/Si пленки. Отношение высоты пи-
рамидальных островков к длине стороны основания равно 0, 1, остров-
ков в форме усеченной пирамиды – 0, 2. Свободная поверхность пленки:
z = h(x, y) = h0 +h1(x, y) - двумерная циклоида с длиной волны λ = 2πa
вдоль осей Ox и Oy, в параметрической форме (t1, t2 - параметры) имеет
вид

x = at1 − d sin t1,

y = at2 − d sin t2,

z = h0 − d2/a− d (cos t1 + cos t2) ,

(1)

d – ширина пленки (d = 400 нм).
Учитывается постоянство объёма образца

2π∫
0

2π∫
0

h1 (t1, t2)
∂x

∂t1

∂y

∂t2
dt1dt2 = 0.

Приращение свободной энергии поверхности пленки за счет возмуще-
ния имеет вид [1]

∆F =

∫
ΓN

γdS +

∫
Ω

wdV − γ0S0 −W0, (2)

где γ = cγGe + (1 − c)γSi – удельная поверхностная энергия, γGe и γSi–
удельная поверхностная энергия соответственно для Ge и Si,
c = c(x, y, z) – доля Ge в сплаве, ΓN – свободная граница, Ω – область
занятая телом, w = εijσij/2 – плотность упругой энергии на поверхно-
сти пленки, γ0 – удельная поверхностная энергия невозмущенной плен-
ки, S0 – площадь свободной поверхности невозмущенной пленки, W0 –
упругая энергия невозмущенной пленки. Условие неустойчивости плос-
кой поверхности пленки ∆F ≤ 0.
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Для определения напряжений решалась упругая задача

σij,j = 0, Ω,

ui = 0, ΓD,

σijnj = 0, ΓN

(3)

где ΓD – граница пленка-подложка, ΓD ∪ ΓN - граница тела. Закон Гука
σij = Cijkl (εkl − ε∗kl), где ε∗ij = εmc(x, y, z)δij – деформация несоответ-
ствия [3], ε = 0, 04.

Для вычисления распределения упругих деформаций в образцах ис-
пользовался метод конечных элементов. Циклоида, аналогично [5], пред-
ставлялась рядом Фурье. Упругие перемещения не учитывались в силу
их сравнительной малости. Подложка полагалась недеформируемой.

Неоднородность распределения атомов Ge, согласно [3]:

∆c =
1

3εm

(
Tr ε− Tr ε

)
+ (c− c) , (4)

где Tr ε =
1

V

∫
Ω

Tr εdV – средняя деформация дилатации, c = ccp – сред-

няя доля атомов Ge,
1

V

∫
Ω

∆c(x, y, z)dV = 0.

Расчет c = c(x, y, z) соответствующего минимальной упругой энергии
W выполнялся по итерационной формуле

ci+1,j = ci,j + Γ

[
1

3ε0

(
Tr εi − Tr εi

)
− (c− ci,j)

]
,

где ci,0 = ci, Γ – параметр (Γ ≤ 10−2), ci,j при j →∞ сходится к некото-
рому ci,∞ = ci+1:

1

3ε0

(
Tr εi − Tr εi

)
− (c− ci,∞) = 0. (5)

Учитывалось условие 0 ≤ c(x, y, z) ≤ 1.
Из полученных результатов видно, что атомы Ge концентрируются

на выступах возмущенной поверхности пленки и в вершинах островков
(рис. 1). При этом, учет перераспределения компонент пленки приводит
к повышению поверхностной энергии образца, в то время как упругая
энергия образца принимает меньшие значения.

Проведенные расчёты показали, что учет неоднородного распреде-
ления Ge в образцах плени и островков значительно меняет критиче-
ский размер островка в меньшую сторону. Этот эффект усиливается при
уменьшении доли Ge в сплаве.
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Рис. 1. Распределение Ge в сплаве SiGe в островке в форме усеченной пирамиды (cср = 0, 5)

Обнаружена зависимость изменения концентрации от амплитуды воз-
мущения пленки. При увеличении амплитуды возмущения неоднород-
ность ∆c растет. Аналогичный эффект наблюдается при росте остров-
ков. Для более высоких островков, на поздних стадиях роста, значе-
ние ∆c увеличивается. Сравнение полученных результатов с расчетом,
не учитывающим механизм механодиффузии, показывает существенную
релаксацию упругой энергии в пленке, что согласуется с результатом [2],
полученным для плоской задачи.

Согласно проведенным расчетам, перераспределение Ge обеспечива-
ет релаксацию упругой энергии в сплаве, а атомы Ge концентрируют-
ся на выступах возмущенной поверхности пленки и в вершинах остров-
ков. Учет неоднородности распределения Ge в образцах оказывает суще-
ственное влияние на рост островков (стабильный рост происходит при
меньших размерах островков) и волнистости на свободной поверхности.
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Изучение деформирования элементов конструкций из новых, в том
числе композитных материалов, твердых биологических тканей, в кото-
рых свойства изменяются по некоторым законам в зависимости от коор-
динат, требует и адекватных средств по определению функций, опреде-
ляющих неоднородность. Отметим, что использование решений коэффи-
циентных обратных задач является важным фактором успешности рас-
четов на прочность конструктивных элементов в биомеханике, технике,
механике новых, в том числе функционально-градиентных материалов и
полимеркомпозитов, геофизике. Возможны различные постановки задач
для конечных тел (балки, стержни, пластины) по определению перемен-
ных свойств. Наиболее распространенными и эффективными являются
постановки в частотной области и восстановление искомых переменных
коэффициентов по информации об АЧХ. Важную роль в постановке та-
ких задач играет структура способа нагружения и чувствительность от-
клика по отношению к некоторым переменным или постоянным характе-
ристикам. Большинство моделей, связанных с определением постоянных
или переменных характеристик упругих или пороупругих тел, базирует-
ся на дополнительной информации, полученной в результате динамиче-
ского силового воздействия на поверхность исследуемого тела. При этом
измеряются физические поля (обычно смещения) на границе тела в неко-
тором частотном или временном интервале. Такие постановки приводят
к нелинейным (обычно билинейным) операторным уравнениям [1], для
которых разработаны итерационные схемы, сочетающие решение пря-
мых задач с известными законами неоднородности, с решением опера-
торных уравнений с компактными операторами для нахождения попра-
вок. Отметим, что для практического использования соответствующих
конструктивных элементов и расчетов для них часто достаточно ста-
тических испытаний (в частности, канонических испытаний на сжатие,
кручение и изгиб призматических образцов). Таким образом, возникает
новый класс постановок обратных задач, для решения которых могут
быть использованы и более простые математические и вычислительные
средства. Эти постановки базируются на решении задач о статическом
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нагружении поверхностной нагрузкой упругих или пористоупругих тел,
а в качестве дополнительной информации в обратной задаче выступа-
ет поле смещений на свободной от нагрузок границе тела. При решении
задач такого типа использованы два подхода.

Первый опирается на упрощенные постановки прямых задач для вы-
тянутых призматических тел, которые строятся с помощью сочетания ва-
риационного принципа Лагранжа и метода Канторовича [2], и приводят
к корректным краевым задачам для систем обыкновенных дифференци-
альных уравнений с переменными коэффициентами. Получены краевые
задачи для сжатия и изгиба, на их основе представлены способы решения
задач по определению одномерных зависимостей для параметров Ляме.

Второй базируется на проекционных схемах различного типа. Пред-
лагается искать решение обратной задачи (смещения и коэффициенты
дифференциальных операторов) в виде следующей последовательности
задач двух этапов. Решение прямой задачи отыскивается в виде линей-
ной комбинации линейно-независимых внутри тела функций, удовлетво-
ряющих главным граничным условиям, причем коэффициенты разложе-
ния отыскиваются из граничного условия на поверхности в рамках одной
из проекционных схем. Таким образом строится представление поля сме-
щений внутри области. На втором этапе найденное решение используется
для решения обратной задачи, в которой все неизвестные функции коэф-
фициентов также отыскиваются в виде линейных комбинаций известных
функций (как правило, полиномов первого или второго порядков). Ко-
эффициенты этих аппроксимаций определяются из вариационного прин-
ципа.

Представлены простые примеры по реализации предлагаемой схемы
при анализе задач сжатия, кручения или изгиба для прямоугольных об-
ластей, из которых находятся зависящие от одной координаты модуль
сдвига и модуль Юнга.

Информация о финансовой поддержке. Исследование выполне-
но за счет гранта Российского научного фонда № 22-11-00265-П,
https://rscf.ru/project/22-11-00265/, в Южном федеральном университе-
те.

1. Ватульян А.О. Коэффициентные обратные задачи механики / А.О. Ватульян. –
М.: Физматлит, 2019. – 272 с.

2. Михлин С.Г. Вариационные методы в математической физике / С.Г. Михлин. –
М.: Физматгиз, 1962. – 528 с.

35



УДК 517.95, 539.32, 534.222

ОБ ОБРАТНОЙ КОЭФФИЦИЕНТНОЙ ЗАДАЧЕ
ДЛЯ ФУНКЦИОНАЛЬНО-ГРАДИЕНТНЫХ

ПОРИСТОУПРУГИХ ТЕЛ

Ватульян А.О.1, д-р физ.-мат. наук, проф.,
Дударев В.В.1, канд. физ.-мат. наук,
Нестеров С.А.2, д-р физ.-мат. наук

1Южный федеральный университет, г. Ростов-на-Дону, РФ
2Южный математический институт – филиал ВНЦ РАН, г. Владикавказ, РФ

aovatulyan@sfedu.ru, vvdudarev@mail.ru, 1079@list.ru

Пористоупругие материалы находят широкое применение в различ-
ных областях техники благодаря оптимальному сочетанию массы и проч-
ности. В настоящее время для описания механического поведения упру-
гих материалов с пустотами, свободными от жидкости широко использу-
ется модель Ковина-Нунзиато, в которой в качестве неизвестных высту-
пают вектор перемещений среды и пористость (микро-дилатация) [1]. В
рамках модели Ковина-Нунзиато были исследованы задачи пороупруго-
сти для однородных [1] и составных [2] пористых тел.

В настоящее время в качестве альтернативы слоистым материалам в
различные области техники широко внедряются функционально-гради-
ентные пористые материалы (ФГПМ) – композиты, материальные свой-
ства которых изменяются по заданным законам. Однако, любое изделие,
изготовленное из композитного материала, должно быть исследовано
для получения оценки различия между фактическими и теоретическими
характеристиками. В случае неоднородных материалов их характеристи-
ки можно определить, применяя технологии неразрушающего контроля
и решая коэффициентные обратные задачи (КОЗ).

Ранее, для решения КОЗ пороупругости в случае упругих тел с пора-
ми, насыщенными жидкостью, применялся либо итерационный подход,
при котором материальные характеристики уточнялись путем решения
интегрального уравнения Фредгольма (ИУФ) 1-го рода [3, 4], либо ге-
нетические алгоритмы или градиентные методы минимизации функци-
онала невязки [5, 6]. В случае упругих материалов с пустыми порами,
проведенные на данный момент исследования касаются идентификации
характеристик только однородных тел [7].

В настоящем докладе исследована задача идентификации перемен-
ных физико-механических характеристик упругого стержня с пустыми
порами по информации о его торцевом смещении на некотором времен-
ном отрезке при неустановившихся колебаниях.
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Обозначим через u – смещение стержня, ϕ – функцию пористости,
E– модули Юнга, a – параметр диффузии пор, β – модуль связанности,
ξ – модуль жесткости пор. Тогда обезразмеренная постановка прямой
задачи о колебаниях пороупругого стержня имеет вид:

∂

∂z

(
Ē
∂U

∂z

)
+ δ0

∂Φ

∂z
= ρ̄

∂2U

∂τ 2
, (1)

∂

∂z

(
ᾱ
∂Φ

∂z

)
− ξ̄Φ− ∂U

∂z
= ε

∂Φ

∂τ
, (2)

U (0) = 0, Φ′ (0) = 0, Φ′ (1) = 0, Ē (1)U ′ (1) + δ0Φ (1) = ψ (τ) , (3)

U (z, 0) =
∂U

∂τ
(z, 0) = Φ (z, 0) = 0, (4)

где z =
x

l
, U =

u

l
, Φ =

ξ0

β
ϕ, Ω =

σx
E0

, δ0 =
β2

ξ0E0
, ᾱ =

a

ξ0l2
, Ē =

E

E0
,

ρ̄ =
ρ

ρ0
, ξ̄ =

ξ

ξ0
, τ =

t

t0
, t0 =

√
ρ0

E0
l, ε =

ω

ξ0t0
, а ξ0, E0, ρ0 – характерные

значения физико-механических характеристик стержня.
Прямая задача (1)–(4) в результате некоторых преобразований све-

дена к системе ИУФ 2-го рода относительно трансформант по Лапласу
от функции пористости и напряжения:

Φ̃(z, p) =

1∫
0

K1(z, χ, p)Φ̃(χ, p2)dχ+

1∫
0

K2(z, χ, p)Ω̃(χ, p)dχ,

Ω̃(z, p) =

1∫
0

K3(z, χ, p)Φ̃(χ, p)dχ+

1∫
0

K4(z, χ, p)Ω̃(χ, p)dχ+ ψ̃ (p) ,

(5)

где K1(z, χ, p) =−
(
ξ̄+pε− δ0

Ē

)min{z,χ}∫
0

dη

ᾱ(η)
, K2(z, χ, p) =− 1

Ē(χ)

min{z,χ}∫
0

dη

ᾱ(η)
,

K3(z, χ, p) = − δ0p
2

Ē(χ)

1∫
min{z,χ}

ρ̄(η)dη, K4(z, χ, p) = − p2

Ē(χ)

1∫
min{z,χ}

ρ̄(η)dη.

Система ИУФ (5) решалась на основе метода коллокаций, а обра-
щение трансформант осуществлялось на основе теории вычетов. В ре-
зультате расчетов выяснено, что модуль Юнга и плотность оказывают
большое влияние на торцевое смещение U (1, τ) = f (τ), влияние модуля
жесткости пор было намного слабее.
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Для решения обратной задачи представлен итерационный подход,
построенный аналогично [3]. Для этого на основе слабой постановки в
трансформантах Лапласа и метода линеаризации получено ИУФ
1-го рода для нахождения поправок физико-механических характери-
стик стержня:

1∫
0

δĒ(n−1)

(
dŨ (n−1)

dz

)2

dz + p2

1∫
0

δρ̄(n−1)
(
Ũ (n−1)

)2

dz+

+

1∫
0

δξ̄(n−1)
(

Φ̃(n−1)
)2

dz −
1∫

0

δᾱ(n−1)

(
dΦ̃(n−1)

dz

)2

dz =

= −ψ̃ (p)
(
f̃ (p)− Ũ (n−1) (1, p)

)
, [p ∈ [0,∞) .

(6)

В случае реконструкции на конечном временном интервале функции-
поправки находятся из решения ИУФ 1-го рода, полученного путем обра-
щения (6). В случае раздельного восстановления характеристик получе-
ны упрощенные уравнения, регуляризации которых произведена с помо-
щью метода Тихонова А.Н. Выход из итерационного процесса осуществ-

лялся по достижении функционала невязки J =

a2∫
a1

(
f (τ)− U (n−1) (1, τ)

)
предельного значения, равного 10−6.

В результате вычислительных экспериментов по раздельной рекон-
струкции физико-механических характеристик выяснено, что монотон-
ные законы изменения модуля Юнга и плотности восстанавливаются
с погрешностью, не превышающей 4% вдали от защемленного торца
z = 0 при любом параметре поромеханической связанности δ0; наи-
большая погрешность реконструкция плотности возникает в окрестности
торца z = 0; успешная реконструкция модуля жесткости пор возможна
только при δ0 ≥ 0.3
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Пористые материалы обладают уникальными физико-механическими
свойствами и широко применяются в различных областях науки и техни-
ки благодаря оптимальному сочетанию массы и прочности [1]. В настоя-
щее время для описания поведения упругих материалов с пустыми пора-
ми широко применяется микро-дилатационная теория Ковина-Нунзиато
[1, 2]. На основе теории микро-дилатации получены, как аналитические
решения статических задач, например, задачи об одноосном растяжении
изотропной пористой балки [1-3], контактной задачи [4], так и численные
решения, например, методом конечных элементов (МКЭ) [5].

Для нахождения физико-механических характеристик упругих тел
обычно используются их испытания на растяжение, кручение или изгиб.
Однако для пористых материалов, например, костной ткани, использо-
вание стержневой модели для нахождения физико-механических харак-
теристик часто не дает верных результатов. Требуется построение упро-
щённых моделей, занимающих промежуточное положение между стерж-
невым решением и решением плоской задачи пороупругости.
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Задача для упругого прямоугольника исследовалась на протяжении
многих лет и в настоящее время продолжает оставаться во внимании
ученых [6, 7]. Для построения приближенных аналитических моделей
деформирования упругих тел широко применяется метод Канторовича
[8], особенно в сочетании с вариационным принципом Лагранжа.

В докладе рассмотрена задача о растяжении пористоупругого прямо-
угольника, одна боковая сторона которого жестко защемлена, на другой
действует растягивающая нагрузка, остальные грани свободны от на-
пряжений. Обозначим через ui – компоненты вектора перемещений, ϕ
– функция пористости (микро-дилатация), σij – классические напряже-
ния, hi – неклассические напряжения, λ и µ – модули Ламе, a – параметр
диффузии пор, β – модуль связанности, ξ – модуль жесткости пор. По-
становка обезразмеренной задачи для прямоугольника имеет вид:

Ω11,1 + Ω13,3 = 0, (1)

Ω31,1 + Ω33,3 = 0, (2)
α (Φ,11 + Φ,33)− Φ− (U1,1 + U3,3) = 0, (3)

U1 (0, y3) = U3 (0, y3) = Φ,1 (0, y3) = 0,

Ω13 (1, y3) = Φ,1 (1, y3) = 0, Ω11 (1, y3) = P (y3) ,
(4)

Ω13 (y1,−ε/2) = Ω33 (y1,−ε/2) = Φ,3 (y1,−ε/2) = 0,

Ω13 (y1, ε/2) = Ω33 (y1, ε/2) = Φ,3 (y1, ε/2) = 0,
(5)

где y1 =
x1

L
, y3 =

x3

L
, χ =

λ

µ
=

2ν

1− ν
, ε =

b

L
, Ui =

ui
L
, Φ =

ξ

β
ϕ, δ0 =

β2

µξ
,

α =
a

ξL2
, Hi =

hiL

a
, P =

p

µ
, Ωij =

σij
µ

. Компоненты напряжений имеют

вид: Hi = αΦ,i, Ω11 = χ (U1,1 + U3,3) + 2U1,1 + δ0Φ, Ω13 = U1,3 + U3,1,
Ω33 = χ (U1,1 + U3,3) + 2U3,3 + δ0Φ.

Для решения задачи (1)–(5) предложен метод Канторовича, исполь-
зуемый в рамках вариационного принципа Лагранжа. Будем считать
функции Φ (y1, y3), U1 (y1, y3), P (y3) чётными по координате y1, а функ-
цию U3 (y1, y3) – нечётной по y1, тогда положим: U1 (y1, y3) = f1(y1),
Φ (y1, y3) = f2(y1), U3 (y1, y3) = y3f3(y1). С помощью упрощения функци-
онала энергии путем интегрирования по поперечной координате и варьи-
рования неизвестных функций, задача сведена к системе обыкновенных
дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами и соот-
ветствующими граничными условиями:

αf ′′2 − f2 − f ′1 − f3 = 0, (6)
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δ0f
′
2 + (χ+ 2) f ′′1 + χf ′3 = 0, (7)

ε2

12
f ′′3 − (χ+ 2) f3 − χf1

′ − δ0f2 = 0, (8)

f ′2 (0) = f1 (0) = f3 (0) = 0, (9)

f ′2 (1) = f ′3 (1) = 0, (χ+ 2) f ′1 (1) + χf3 (1) + δ0f2 (1) = P (10)

Здесь знак «штрих» обозначает производную по координате y1. Ха-
рактеристический многочлен системы (6)–(10) имеет двукратный нуле-
вой корень γ1,2 = 0, соответствующий стержневому решению, и две пары

вещественных корней γ3,4 = ±

√
a1 +

√
a2

1 − 4a0a2

2a0
, γ5,6 =

= ±

√
a1 −

√
a2

1 − 4a0a2

2a0
, где a0 = α

ε2

12
(χ+ 2), a1 =

(
4α (χ+ 1) +

+
ε2

12
(χ+ 2− δ0)

)
, a2 = 4 (χ+ 1− δ0), порождающих погранслойные ре-

шения.
Получено аналитическое решение задачи (6)–(10), которое имеет гро-

моздкий вид и здесь не приводится. Задача верифицировалась путем
сравнения с результатами, полученными с помощью конечно-элементно-
го пакета FlexPDE. Выяснено, что прикладная модель дает решения, до-
статочно близкие к найденным в пакете FlexPDE, однако она не описы-
вает краевой эффект для нормальных напряжений Ω11 вблизи заделки, а
при увеличении параметра относительной толщины ε с большей погреш-
ностью описывает краевой эффект для смещения U1. Выяснено также,
что изменения безразмерных параметров связанности δ0 и диффузии пор
α практически не влияют на распределения классических напряжений.
Однако при увеличении параметра связанности функция пористости и
компоненты смещений U1 увеличиваются, а U3 – уменьшается по абсо-
лютной величине; неклассические напряженияH1 в окрестности заделки
принимают пиковое значение, а затем быстро убывают до нуля.
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ПРИМЕНЕНИЕ НЕКЛАССИЧЕСКИХ ГРАНИЧНЫХ
ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 1-ГО РОДА
И НЕЙРОННЫХ СЕТЕЙ ДЛЯ РЕШЕНИЯ
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Введение. Развитие современной техники требует создания эффек-
тивных методов расчета конструкций из материалов со сложными меха-
ническими свойствами. Учет анизотропии в задачах о колебаниях упру-
гих тел обусловлен физическими характеристиками широкого класса
конструкционных материалов – от кристаллов и пьезокерамик до со-
временных композитов. Математическое моделирование динамических
процессов в таких средах приводит к системам дифференциальных урав-
нений в частных производных, для решения которых необходимы высо-
коточные численные методы, в том числе и альтернативные МКЭ.
Среди таких методов особое место занимает метод граничных интеграль-
ных уравнений (ГИУ), позволяющий снизить размерность задачи на еди-
ницу и свести краевую задачу к интегральному уравнению или системе
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интегральных уравнений по границе области, что имеет принципиаль-
ное значение при исследовании задач со сложной геометрией границ и
смешанными граничными условиями.

Представленная работа развивает неклассический подход к методу
граничных элементов через формулировку ГИУ первого рода с глад-
кими ядрами [1, 2], принципиально не требующих построения фунда-
ментальных решений. Это снимает классические ограничения метода и
открывает возможности для решения новых классов задач математиче-
ской физики.

Постановка задачи. В качестве демонстрации эффективности
предлагаемого подхода рассматривается модельная задача для уравне-
ния Гельмгольца. Пусть Ω ⊂ R2 – ограниченная односвязная область с
ляпуновской границей Γ = Γ1 ∪ Γ2. Требуется найти функцию u(x, y),
удовлетворяющую уравнению Гельмгольца: ∆u + k2u = 0 в Ω, где k –
волновое число, ∆ – оператор Лапласа. На границе области заданы сме-
шанные граничные условия: u = f на Γ1 (условие Дирихле), ∂u/∂n = g
на Γ2 (условие Неймана), n – внешняя единичная нормаль к границе.
Согласно развиваемому подходу, данная краевая задача сводится к си-
стеме неклассических граничных интегральных уравнений первого рода
на контуре Γ, не требующих построения фундаментального решения опе-
ратора Гельмгольца.∫
Γ1

∂u (x) /∂n eik (x,d)ik (x,d) ds− ik
∫
Γ2

u (x) (d, n) eik (x,d)ik (x,d) ds = F (α)

F (α) = −
∫
Γ2

g (x) eik (x,d) ds+ ik

∫
Γ1

f (x) (d, n) eik (x,d) ds

где d = (cosα; sinα); α ∈ [0; 2π).

Применение неклассических ГИУ первого рода приводит к кажуще-
муся парадоксу: исходная корректно поставленная краевая задача при
переходе к граничной формулировке трансформируется в некорректную
задачу в смысле Адамара [3], характеризующуюся неустойчивостью ре-
шения относительно малых возмущений входных данных. Для преодоле-
ния этой принципиальной трудности в работе применяется комбинация
различных методов регуляризации.

Классический подход основан на методе регуляризации А.Н. Тихо-
нова [3] с использованием априорной информации о гладкости реше-
ния: на гладких участках границы вводится стабилизирующий функ-
ционал, включающий требования непрерывности первой и второй про-
изводных вдоль контура. Параллельно с этим исследуется применение
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физически информированных нейронных сетей (Physics-Informed Neural
Networks, PINN) [4, 5] для решения полученных интегральных уравне-
ний. Существенным преимуществом нейросетевого подхода является на-
личие встроенных механизмов регуляризации: архитектура сети и про-
цесс обучения естественным образом подавляют высокочастотные осцил-
ляции и обеспечивают гладкость решения без явного введения регуляри-
зирующих добавок. В работе проводится сравнительный анализ эффек-
тивности различных стратегий: применение PINN без дополнительной
регуляризации, комбинирование нейросетевого подхода с тихоновской
регуляризацией, а также гибридные схемы, сочетающие преимущества
обоих методов. Показано, что синергетическое использование классиче-
ских методов регуляризации и современных нейросетевых технологий
позволяет достичь высокой точности и устойчивости решения даже в
условиях существенной некорректности исходной системы ГИУ, при этом
обеспечивая адаптивность к особенностям конкретной задачи.

В качестве примеров рассмотрены задачи для областей двух прин-
ципиально различных типов геометрии. К первому типу относятся об-
ласти с гладкими границами – круг, эллипс и кольцо, для которых су-
ществуют эталонные аналитические решения. Второй тип представлен
областями с угловыми точками – прямоугольник, треугольник и тра-
пеция, требующими особого подхода при численной реализации. Нали-
чие угловых точек обуславливает необходимость введения специальных
условий сопряжения в вершинах, обеспечивающих корректное поведение
решения, а также применения модифицированной схемы регуляризации
с локальным сгущением граничных элементов и адаптивным выбором
параметров стабилизации вблизи углов. Для каждой из указанных гео-
метрий исследована задача определения резонансных частот – собствен-
ных значений оператора Гельмгольца, соответствующих нетривиальным
решениям однородной краевой задачи. Особое внимание уделено анализу
влияния геометрических особенностей границы на сходимость численно-
го метода и точность вычисления первых собственных частот. Получен-
ные результаты демонстрируют эффективность предложенного подхода
как для гладких контуров, так и для областей со сложной геометрией
границы.

Заключение. В работе представлен подход к решению двумерных
задач для уравнения Гельмгольца на основе неклассических ГИУ пер-
вого рода с гладкими ядрами, не требующих построения фундаменталь-
ных решений. Основные результаты: резонансные частоты определены
с точностью 10−3, граничные значения функций восстановлены с точно-
стью 10−2. Для областей без аналитического решения проведено сопо-
ставление с методом конечных элементов. Комбинация метода Тихонова
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с физически информированными нейронными сетями обеспечила устой-
чивость решения некорректной задачи. Подход продемонстрировал эф-
фективность как для гладких границ, так и для областей с угловыми
точками при использовании адаптивной регуляризации.
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Одной из дисциплин подготовки инженеров является «Инженерная
графика», которая развивает мышление инженера, формирует компе-
тенций [1]. При выполнении чертежей используются виды проецирова-
ния (центральное, параллельное, ортогональное, аксонометрическое), с
применением методов матрасчетов и математического аппарата. Напри-
мер: при проецировании отрезков используется аппарат символов; обо-
значений геометрических фигур (отрезок A1B1 пересекается с осью X
(A1B1 ∩X ≡ F1)), при геометрических построениях используется аппа-
рат матрасчетов уклонов, деления окружности на части, определения
рациональность геометрического построения и др. [3], которые рассчи-
тываются по формуле

Р = М/Ф · 100%, (1)
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или представляет собой тангенс угла между ними

tga =
h

l
. (2)

Выполнение чертежей темы «Соединения» используется матаппарат
расчетов элементов болта

L : L = A+B + Sш +H + k, (3)

где A и B – толщины соединяемых деталей; Sш – толщина шайбы;
H – высота гайки; k – запас резьбы болта. Для изображения «Зубчатой
передачи», необходим математический расчет размеров, формул расче-
та зубчатого венца, графическо-математических обозначений [3]. Расчет
диаметра dст. ступицы назначают в зависимости от материала колеса:

dст. = 1, 5d3 + 10 = 82мм. (4)

Имеются нанесения размеров на строительных чертежах, объектах
промышленности. Например: математический аппарат масштабов объек-
та, размеры объекта, различные типы линий имеющие точные характе-
ристики. Примером служит графические и математические обозначения
размеров фигур и деталей, в чертежах общего вида и сборочных единиц,
расчеты размеров букв, объединений, графических символы, диаграмм.
В ходе изучения инженерной графики используется математический ап-
парат формул, рядов формул, последовательных расчётов, что позволит
освоить ЕСКД и выполнить различные виды чертежей, проектирование
и конструирование научных исследований [2]. Например, модель кон-
струирования поверхности в машиностроении (рис. 1).

Рис. 1. Пример реализации графических преобразований при конструировании поверхностей в ав-
томобильном машиностроении

Особое место в машиностроении играет обозначение на чертежах до-
пусков формы. Сформированные знания, умения и навыки изображе-
ния элементов ЕСКД на чертежах реализуются в проектной деятельно-
сти студентов в том числе в системах автоматического проектирования
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(САПР) технологических процессов (ТП) машиностроении и обработ-
ке. В этом плане важен инструментарий математического обеспечения
САПР ТП при выполнения техпроектирования и автоматизации, основой
которого являются матмодели, методы и алгоритмы. Технологическое
проектирование в машиностроении и механообработке состоит из тех-
нических средств, организующей системы, а также средств обеспечения
САПР ТП [2]. Выделяют следующие виды обеспечения САПР ТП: 1 Ин-
формационное обеспечение; 2 Математическое обеспечение; 3 Программ-
ное обеспечение; 4 Лингвистическое обеспечение; 5 Организационно-ме-
тодическое обеспечение. Математическая модель (ММ) ТП это матема-
тическая система описания точности изготовления изделий в условиях
производства, которая включает средства теории множеств и графов,
теорию вероятности и матлогику, матпрограммирование, уравнения ал-
гебраические, дифференциальные и интегральные и др. [2]. ММ САПР
ТП должно быть точным, экономичным, универсальным. Точность со-
отношения ММ и объекта рассчитывают по формуле:

εj =
(yjМ − yjист)

yjист

. (5)

ММ структурно-логические бывают: ММ табличные (табл.1); ММ се-
тевые; ММ перестановочные. Табличная ММ описывает структуру ТП
для выработки техрешения таблица 1.

Таблица 1. Классификация математических моделей в САПР ТП

Признак классификации
Математические
модели

Характер отображаемых свойств объекта
Структурные;
функциональные

Принадлежность к иерархическому уровню
Микроуровня;
макроуровня;
метауровня

Степень детализации описания внутри одного уровня
Полные;
макромодели

Способ представления свойств объекта
Аналитические;
алгоритмические;
имитационные

Способ получения модели
Теоретические;
эмпирические

Примером табличной модели служит токарном прутковом станке-
автомате, где детали с поверхностями свойств Fj. ММ эффективности
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F функционирования представляют уравнение (систему уравнений):

F = f (x, y) , (6)

где x – управляемые и y – неуправляемые переменные.
Методика создания ММ ТП включает стадии: определение в матмо-

дели необходимых свойств изделия (объекта); создание информацион-
ной базы свойств изделия (объекта); формирование матмодели числовых
данных параметров в структуре ММ; расчет параметров значений ММ
в числах; проверка адекватной точности ММ. Для использование ММ в
производстве нужно создать программу логики выполнения арифмети-
ческих операций расчета на ЭВМ с учетом уровней иерархии [4]. В ка-
честве объекта проектирования рассматривается ТП механической обра-
ботки детали, сборки узла или машины, управляющая программа обра-
ботки для станка с ЧПУ, конструкция и ТП изготовления специального
режущего и вспомогательного инструмента, технологической оснастки.

Заключение. Важным инструментарием являются математический
и графический аппарат, графическое изображение, символы и обозна-
чения, включает обозначения, формулы, знаки обозначения, формулы
расчета. Сформировать профессиональные компетенции: способен при-
менять естественнонаучные и общеинженерные знания, методы матема-
тического анализа и моделирования в профессиональной деятельности.
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В процессе разработки нового авиационного двигателя большой объ-
ем работ занимают прочностные расчеты ответственных деталей в 3D-
постановке с использованием метода конечных элементов. К таким дета-
лям относятся диски компрессора и турбины. Для снижения трудозатрат
на создание расчетной модели и машинного времени, затрачиваемого на
проведение расчетов, инженер-расчетчик стремится упростить расчет-
ную модель и использовать угловой сектор, вырезанный из цельного
диска. Как правило, при выборе размера расчетного сектора соблюда-
ется кратность числу концентраторов напряжений в диске. Например,
если в диске 35 пазов под установку рабочих лопаток (далее РЛ), то и
расчетный сектор будет составлять 1/35 от всего диска. В данном случае
будет соблюдаться условие циклической симметрии и результаты расче-
та можно будет распространить на весь диск.

На рисунке 1 приведен диск с кольцевым пазом под установку ра-
бочих лопаток. В подобном диске имеется окно под сборку РЛ, через
которое лопатки заводятся в паз диска, а потом сдвигаются вдоль паза
и равномерно распределяются по ободу диска

Рис. 1. Диск компрессора с кольцевым пазом
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При выборе расчетного сектора необходимо учитывать, что кроме ок-
на под сборку РЛ в диске имеются и другие концентраторы. Для соблю-
дения условия циклической симметрии для каждого типа концентратора
требуется подбирать свой размер расчетного сектора.

Для иллюстрации сказанного был выбран диск компрессора с окном
под сборку РЛ. Исходная модель диска приведена на рисунке 2.

Рис. 2. Диск компрессора, выбранный для расчетов

Из рисунка 2 видно, что подбор размера сектора под расчет данного
диска может вызвать определенные трудности, учитывая разное число
концентраторов напряжений в виде окна под РЛ, пазов под фиксаторы
РЛ и отверстий под балансировочные грузики.

В нашем примере были выбраны следующие варианты моделей: рас-
четный сектор с окном под РЛ и размерностью под 2 РЛ, 4 РЛ, 6 РЛ.
Также был выполнен расчет на полной модели диска. Расчеты выпол-
нялись методом конечных элементов с использованием расчетного ком-
плекса ANSYS.

В качестве граничных условий для расчетов были заданы необхо-
димые инерционные и тепловые нагрузки, соответствующие расчетному
режиму.

Результаты расчетов приведены ниже. За эталон были приняты ре-
зультаты, полученные на модели целого диска. В таблице 1 приведены
значения эквивалентных напряжений (в кгс/мм2) в основных концентра-
торах диска.

Таблица 1. Результаты расчетов в концентраторах напряжений

Тип концентратора
Модель на Модель на Модель на Полная

2 РЛ 4 РЛ 6 РЛ модель
Окно под РЛ 67,03 69,38 70,11 70,26

Паз под фиксатор - 70,72 71,12 71,19
Отверстие под

77,98 77,79 77,93 78,01
балансировочный грузик
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Отверстие под Паз под фиксатор Окно под РЛ
балансировочный грузик

Рис. 3. Значения эквивалентных напряжений в концентраторах диска на полной модели, кгс/мм2

Из таблицы 1 видно, что максимальные уровни напряжений в от-
верстиях под балансировочный грузик отличаются на разных моделях
на величину не более 0, 3%, максимальные уровни напряжений в пазах
под фиксаторы РЛ отличаются на разных моделях на величину не более
0, 7%. Таким образом, уровень напряжений в отверстиях и пазах ма-
ло зависит от размеров расчетной модели. Каждый расчетный сектор в
достаточной мере описывает данные концентраторы напряжений. Для
оценки данных концентраторов допустимо использовать любой вариант
расчетной модели. Из таблицы 1 видно, что для модели с окном под 2 РЛ
максимальные расчетные напряжения отличаются от напряжений, полу-
ченных на модели целого диска, на величину порядка 5%. Для моделей
с окном под 4 РЛ и более разница по напряжениям не превышает 1, 3%.
В данном случае заметно влияние размера модели на результат расчета
напряжений в окне под РЛ. Следовательно, для оценки данного концен-
тратора не желательно использовать вариант расчетной модели с раз-
мерностью в 2 рабочие лопатки, так как он дает несколько заниженные
расчетные напряжения по сравнению с напряжениями, полученными на
целом диске.

Таким образом, первоначально необходимо внимательно изучить кон-
струкцию диска и все имеющиеся концентраторы напряжений. И далее
определять размер расчетного сектора исходя из количества имеющихся
концентраторов напряжений. При этом следует помнить, что желание
уменьшить размер расчетной модели (упростить модель) с целью сни-
жения временных затрат (на создание модели и времени расчета) порой
может приводить к увеличению погрешности расчета напряжений.
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В статье рассматривается новый подход в моделировании состояния
электронагревателей для систем обеспечения тепловых режимов (СОТР)
космических аппаратов (КА). Основу предложенного подхода моделиро-
вания составляют: «Принцип подобия электрических и тепловых цепей»,
«Комплексная эквивалентная электрическая схема замещения (тепловая
SPICE-модель) нагревателя электрического стеклопластикового тонкого
(НЭСТ) в составе СОТР» и «Алгоритм комплексного управления груп-
пой НЭСТ в составе СОТР». Данный подход позволяет объединить прин-
ципы моделирования электрических цепей и тепловых сетей, обеспечи-
вая комплексный подход в моделировании, управлении и испытаниях
НЭСТ в составе СОТР КА, а также сформулировать основные принци-
пы по созданию автоматизированного испытательного стенда НЭСТ и
определить его параметры [1-3].

Существенным недостатком технических средств испытаний НЭСТ,
используемых в настоящее время, является человеческий фактор и руч-
ной труд [4-6]. Для устранения указанного недостатка автором разра-
ботана замкнутая по температуре корпуса КА (ИП АИС) система регу-
лирования. В процессе исследования получена линеаризованная SPICE-
модель НЭСТ по электрическому току и напряжению для последующего
синтеза регулятора и формулирования законов регулирования микрокон-
троллера (МК) в составе СОТР [3]. Решение исходной модели ослож-
нялось наличием нелинейности: квадратичная зависимость мощности
НЭСТ от напряжения и тока. Известным методом решения поставлен-
ной задачи является линеаризация нелинейных зависимостей. В част-
ности, в результате разложения известных квадратичных зависимостей
мощности НЭСТ в ряд Тейлора получены линеаризованные уравнения
мощности нагревателя в функции напряжения и тока [3].

Анализ полученных математических моделей, представленных пере-
даточными функциями, свидетельствует о том, что обеспечить процесс
регулирования напряжения, тока и, как следствие, мощности в функции
температуры корпуса КА возможно путём синтеза замкнутой системы
автоматического регулирования с обратной связью по температуре, уста-
новления законов регулирования и разработки на их основе программно-
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го обеспечения для МК, обеспечивающих регулирование коэффициентов
усиления передаточных функций регулятора в функциональной темпе-
ратурной зависимости. При реализация этой концепции автором была
предложена структурная схема АИС, предназначенного для контроля
параметров и испытаний НЭСТ с имитацией СОТР КА (рис. 1).

Рис. 1. Структурная схема автоматизированного стенда контроля параметров и
испытаний НЭСТ с имитацией СОТР КА

Предложенный автором Алгоритм управления [3] заключается в че-
редовании временных моментов включения каналов управления с мёрт-
вым временем и временем релаксации АБ, что позволяет оптимизировать
режимы работы СЭС КА и СЭС испытательного стенда НЭСТ по энерге-
тической эффективности (в том числе по электромагнитной совместимо-
сти силовых энергетических каналов и слаботочных каналов управления,
как в составе КА, так и в составе испытательного стенда (ИС)).

Кроме этого, предложенный режим «мягкой коммутации» НЭСТ [3]
позволяет:

– снизить пиковую максимальную мгновенную нагрузку на АБ, си-
ловые ключи и НЭСТ, что в свою очередь снижает в общем нагрузку на
СЭС КА и СЭС АИС в целом;

– повысить коэффициент энергетической эффективности использо-
вания АБ за счёт снижения максимальных пиковых значений тока об-
щей импульсной нагрузки и тем самым увеличить разрядную ёмкость
АБ, обеспечивая возможность получения бо́льшего количества энергии
от АБ до момента полного её разряда и продлить время разряда АБ;

– продлить срок службы АБ за счёт смягчения режимов её работы и
обеспечения цикличности (ритмичности) её работы, тем самым повысить
живучесть КА в целом, что особенно актуально в случае возникновения
внештатных ситуаций, связанных с отказом альтернативных систем пи-
тания КА (т.к. солнечные панели, электрохимические источники тока,
энергетические реакторы и др.);

– снизить взаимное влияние каналов управления НЭСТ друг на дру-
га на энергетическом (силовом) уровне в составе СОТР, что особенно
актуально при высоком значении внутреннего сопротивления АБ (обу-
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словленного, например, глубоким разрядом, износом или старением АБ);
– снизить уровень (энергию) электромагнитных помех, благодаря

снижению пиковых значений тока разряда АБ и отказа от синхронной
одномоментной работы силовых ключей;

– снизить стоимость комплектующих СОТР КА и СЭС АИС, за счёт
снижения пиковой нагрузки и, следовательно, номинальных значений
комплектующих этих систем.

Совместное использование предложенных «Принципа подобия элек-
трических и тепловых цепей», «Комплексной эквивалентной электриче-
ской схемы замещения (тепловой SPICE-модели) НЭСТ в составе СОТР»
и «Алгоритма комплексного управления группой НЭСТ в составе
СОТР» [3] позволяет:

– регламентировать (формализовать, параметризировать) алгоритмы
испытаний НЭСТ (равно как и алгоритм работы испытательного стенда
НЭСТ);

– синхронизировать работу каждого канала НЭСТ относительно друг
друга в составе штатной СОТР;

– прогнозировать и выявлять на ранних стадиях отклонения множе-
ства параметров группы НЭСТ в партии до начального этапа эксплуа-
тации.
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Теоретический анализ круга модифицированных моделей распро-
странения локализованных и интерфейсных упругих волн [1, 2], в ко-
торых предусмотрен учет факторов усложнения физико-механических
свойств волноводов в виде деформируемого полупространства и кон-
тактирующих разнотипных полупространств, включая анизотропию и
непрерывную разнофакторную неоднородность их материалов, являет-
ся актуальным направлением исследований в динамике деформируемого
твердого тела, востребованным приложениями в области акустоэлектро-
ники сейсмоакустики, ультраакустической диагностики, дефектоскопии.
К представляющим в этой связи значительный интерес особенностям
постановки задач о свойствах локализованных и интерфейсных упру-
гих волн относится учет одноосной приповерхностной неоднородности
анизотропных функционально-градиентных полупространств, для опи-
сания которой предложено использование двойных экспоненциальных
функций [3]. В рамках данного направления представляемая работа по-
священа методике численно-аналитического исследования моделей рас-
пространения локализованных и интерфейсных сдвиговых волн в сво-
бодных и контактирующих трансверсально-изотропных функционально-
градиентных полупространствах с приповерхностной неоднородностью,
описываемой однотипными законами одноосной двойной экспоненциаль-
ной неоднородности для параметра плотности и модулей упругости.

Первой из рассматриваемых является модель распространения лока-
лизованных волн сдвига вдоль свободной поверхности трансверсально-
изотропного функционально-градиентного полупространства
V = {(x1, x2) ∈ R2, 0 ≤ x3 < ∞} с локализованной приповерхност-
ной зоной неоднородности, модули упругости cij(x3) и плотность ρ(x3)
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материала которого имеют представления вида

cij = cij0 · ϕ(λ, β, x3) (ij = 44, 66),

ρ = ρ0 · ϕ(λ, β, x3), ϕ(λ, β, x3) = exp(λ exp(−βx3)).
(1)

Представляемая модель позволяет путем варьирования действительно-
значных параметров β > 0 и λ описывать темпы и уровни изменений
характеристик физико-механических свойств материалов при отходе от
границы вглубь неоднородного полупространства и их асимптотическое
стремление к опорным значениям cij0, ρ0 при неограниченном увели-
чении абсолютного значения поперечной координаты x3. При выборе
в качестве направления распространения исследуемых локализованных
сдвиговых волн с волновым числом k и циклической частотой ω коорди-
натного направленияOx1, комплексные функции волновых перемещений
uj(x1, x3, t) в полупространстве представляются в форме

u2(x1, x3, t) = u20(x3) exp(−i(ωt− kx1)),

u1(x1, x3, t) = u3(x1, x3, t) = 0,
(2)

а амплитудная функция поперечной координаты x3 в представлении (2)
определяется из обыкновенного дифференциального уравнения с пере-
менными коэффициентами

−k2c660u20(x3)− c440λβe
−βx3u′20(x3) + c440u

′′
20(x3) + ρ0ω

2u20(x3) = 0, (3)

и может быть представлена описываемым в работе [3] экспоненциальным
рядом

u20(x3) = e−αx3+

+
∞∑
n=1

γn

[
n∏
p=1

(−α− (p− 1)β)((−α− pβ)2 + α2)
−1

]
e(−α−nβ)x3,

(4)

в котором α2 = (Ω2 − c660k
2)/c440 (Reα > 0), Ω2 = ρ0ω

2h2
∗/c∗, γ = λβ,

h∗, c∗ – нормирующие параметры для величин с размерностями переме-
щений и напряжений. Напряжения на поверхности полупространства в
рассматриваемой волне имеют представление

σ230(x3) = c440 exp(λ exp(−βx3))(u20(x3))
′, (5)

где

(u
(1)
20 (x3))

′ = −αe−αx3+

+
∞∑
n=1

−αγn
[

n∏
p=1

(−α− pβ)((−α− pβ)2 + α2)
−1

]
e(−α−nβ)x3,

(6)
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и, соответственно, дисперсионное соотношение для анализируемых волн
имеет вид

Φ(ω, k) = −α +
∞∑
n=1

−αγn
[

n∏
p=1

(−α− pβ)((−α− pβ)2 + α2)
−1

]
= 0. (7)

Для модели распространения интерфейсных сдвиговых волн вдоль
границы идеального механического контакта разнородных приповерхно-
стно-неоднородных трансверсально-изотропных полупространств
V+ = {(x1, x2) ∈ R2, 0 ≤ x3 <∞} и V− = {(x1, x2) ∈ R2, −∞ < x3 ≤ 0}
с соответствующими физико-механическими характеристиками

cij+ = cij0+ · ϕ+(λ+, β+, x3) (ij = 44, 66), ρ+ = ρ0+ · ϕ+(λ+, β+, x3),

ϕ+(λ+, β+, x3) = exp(λ+ exp(−β+x3)), β+ > 0;
(8)

cij− = cij0− · ϕ−(λ−, β−, x3) (ij = 44, 66), ρ− = ρ0− · ϕ−(λ−, β−, x3),

ϕ−(λ−, β−, x3) = exp(λ− exp(−β−x3)), β− < 0;
(9)

представления амплитудных функций волновых перемещений и дина-
мических напряжений на граничных поверхностях в контактирующих
полупространствах имеют вид

u20±(x3) = e∓α±x3+ (10)

+
∞∑
n=1

γn±

[
n∏
p=1

(∓α± − (p− 1)β±)((∓α± − pβ±)2 + α2
±)
−1

]
e(∓α±−nβ±)x3,

α2
± = (Ω2

± − 660±k
2)/c440±Reα± > 0, Ω2

± = ρ0±ω
2h2
∗/c∗, γ± = λ±β±;

σ230±(x3) = c440± exp(λ± exp(−β±x3))(u20±(x3))
′, (11)

где

(u20±(x3))
′ = ∓α±e∓α±x3+ (12)

+
∞∑
n=1

∓α±γn±

[
n∏
p=1

(∓α± − pβ±)((∓α± − pβ±)
2 + α2

±)
−1

]
e(∓α±−nβ±)x3.

Таким образом, следующее из условий идеального механического сопря-
жения полупространств V+ и V− дисперсионное соотношение для интер-
фейсных волн сдвига вдоль поверхности их контакта может быть запи-
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сано в виде(
1 +

∞∑
n=1

γn+

[ n∏
p=1

(−α+ − (p− 1)β+)((−α+ − pβ+)
2 + α2

+)
−1
])
· (13)

·c440− expλ−

(
α−+

∞∑
n=1

α−γ
n
−

[ n∏
p=1

(α−− pβ−)((α−− pβ−)
2 + α2

−)
−1
])
−

−
(

1 +
∞∑
n=1

γn−

[ n∏
p=1

(α− − (p− 1)β−)((α− − pβ−)
2 + α2

−)
−1
])
·

·c440+expλ+

(
− α++

∞∑
n=1

−α+γ
n
+

[ n∏
p=1

(−α+−pβ+)((−α+−pβ+)
2+α2

+)
−1
])

=0.

Реализуемый с применением численных методов анализ дисперсион-
ных соотношений (7) и (13) является инструментом исследования влия-
ния факторов учитываемых усложненных физико-механических свойств
волноводов на эффекты существования в них бегущих волн рассматри-
ваемых типов и особенности их спектров.

Информация о финансовой поддержке. Исследования прово-
дились в ФГБОУ ВО «ДонГУ» в рамках государственного задания (№
госрегистрации 124012400354-0).
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Распространяющиеся вдоль поверхности полубесконечных пьезоак-
тивных тел сдвиговые поверхностные электроупругие волны (волны Гу-
ляева-Блюстейна), находят самое широкое и перспективное применение
в технологиях обработки сигнальной информации и акустоэлектронных
устройствах [1–4]. Новые возможности в этой области открывает исполь-
зование в качестве моделей волноводов для волн этого типа тел из пьезо-
активных анизотропных функционально-градиентных материалов с од-
нонаправленной приповерхностной непрерывной многофакторной неод-
нородностью экспоненциального типа, под которой подразумевается опи-
сание свойств различных физико-механических параметров материала с
использованием отличающихся двойных экспоненциальных функций.

Получение дисперсионного соотношения для обобщенных волн Гу-
ляева-Блюстейна в занимающем в координатах Ox1x2x3 область V =
= {x1 ∈ [0, ∞), (x2, x3) ∈ R2} пьезоактивном анизотропном полупро-
странстве с физико-механическими параметрами c44(x1), e15(x1), ε11(x1),
ρ(x1) вида

c44(x1) = c440ϕc(λc, βc, x1), ϕc(λc, βc, x1) = exp(λc exp(−βcx1)), (1)

ρ(x1) = ρ0ϕρ(λρ, βρ, x1), ϕρ(λρ, βρ, x1) = exp(λρ exp(−βρx1)),

e15(x1) = e150ϕe(λe, βe, x1), ϕe(λe, βe, x1) = exp(λe exp(−βex1)),

ε11(x1) = ε110ϕε(λε, βε, x1), ϕε(λε, βε, x1) = exp(λε exp(−βεx1)),

имеющем свободную от усилий, контактирующую с разреженным газом
или вакуумом граничную поверхность, либо свободную граничную по-
верхность с тонким электродным покрытием, при задании в качестве
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направления распространения оси Ox2 в плоскости x1 = 0, базируется
на численно-аналитическом алгоритме интегрирования в функциональ-
ных степенных рядах системы дифференциальных уравнений относи-
тельно амплитудных составляющих комплексных колебательных смеще-
ний и потенциала квазистатического электрического поля для исследуе-
мых волн [5] с волновым числом k и круговой частотой ω

u3(x1, x2, t) = u30(x1) exp(−i(ωt− kx2)), (2)

ϕ(x1, x2, t) = ϕ0(x1) exp(−i(ωt− kx2)).

С предложенным в работе [5] ведением представлений

u30(x1) =
∞∑
n=0

anx
n
1 , ϕ0(x1) =

∞∑
n=0

bnx
n
1 , exp(λcx1) =

∞∑
m=0

λmc
m!
xm1 , (3)

exp(λex1) =
∞∑
m=0

λme
m!
xm1 , exp(λεx1) =

∞∑
nv=0

λmε
m!
xm1 , exp(λρx1) =

∞∑
nv=0

λmρ
m!
xm1 ;

ϕe(λe, βe, x1) =
∞∑
q=0

∆qex
q
1, ∆qe = (−1)q

βqe
q!

∞∑
m=0

mqλme
m!

; . . . ,

ϕρ(λρ, βρ, x1) =
∞∑
q=0

∆qρx
q
1, ∆qρ = (−1)q

βqρ
q!

∞∑
m=0

mqλmρ
m!

;

exp(−βcx1)ϕc(λc, βc, x1) =
∞∑
q=0

Ωqcx
q
1, Ωqc =

q∑
m=0

λmc
m!

∆q−m, c; . . . ;

exp(−βεx1)ϕε(λε, βε, x1) =
∞∑
q=0

Ωqεx
q
1, Ωqε =

q∑
m=0

λmε
m!

∆q−m, ε,

для искомых амплитудных функций получены выражения

u30j(x1, ω, k) =
∞∑
n=0

a(j)
n x

n
1 , ϕ0j(x1, ω, k) =

∞∑
n=0

b(j)
n x

n
1 , (4)

в которых совокупности коэффициентов {an, bn} (n = 0, ∞) определя-
ются из системы рекуррентных соотношений

(n+ 2)(n+ 1)c440∆p−n, can+2 + (n+ 2)(n+ 1)e150∆p−n, e = (5)

= −((n+ 1)δAΩp−n, can+1 + (n+ 1)δeΩp−n, ebn+1+
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+(ρ0ω
2∆p−n, ρ − k2c440∆p−n, c)an − k2e150∆p−n, ebn),

(n+ 2)(n+ 1)e150∆p−n, ean+2 − (n+ 2)(n+ 1)ε110∆p−n, εbn+2 =

= −((n+ 1)δeΩp−n, ean+1 − (n+ 1)δεΩp−n, εbn+1−

−e150k
2∆p−n, ean + k2ε110∆p−n, εbn).

При формировании четырех базисных решений u30j(x1, ω, k), ϕ0j(x1, ω, k)
(j = 1, 4) рассматриваемой системы, коэффициенты a2, b2 определя-
ются из алгебраических уравнений

2c440∆0ca2 + 2e150∆0eb2 = (6)

= −δcΩ0ca1 − e150δeΩ0eb1 − (ρ0∆0ρω
2 − c440∆0ck

2)a0 + k2e150∆0eb0,

2e150∆0ea2 − 2ε110∆0εb2 =

= −e150δeΩ0ea1 + ε110δεΩ0εb1 + e150k
2∆0ea0 − k2ε110∆0εb0,

через произвольные величины a1, b1, a0, b0 посредством задания их со-
вокупностей в виде {0, 0, 0, 1}, {0, 0, 1, 0}, {0, 1, 0, 0}, {1, 0, 0, 0} с
последующим определением из (5) четырех последовательностей значе-
ний {a(j)

n , b
(j)
n }∞n=0 (j = 1, 4).

Из четырех описанных базисных решений конструируются два ба-
зисных решения ũ30j(x1, ω, k), ϕ̃0j(x1, ω, k) (j = 1, 2), обладающие свой-
ствами затухания в глубине полупространства, и для выражаемых через
эти базисные решения комплексных функций упругих перемещений и
потенциала квазистатического электрического поля

u3(x1,x2,t)=(C1ũ301(x1,ω,k)+C2ũ302(x1,ω,k))exp(−i(ωt−kx2)),

ϕ(x1,x2,t)=(C1ϕ̃01(x1,ω,k)+C2ϕ̃02(x1,ω,k))exp(−i(ωt−kx2)),
(7)

формулируются однородные краевые условия на свободной, контактиру-
ющей с вакуумом или разреженным газом граничной поверхности

(c44(x1)∂1u3 + e15(x1)∂1ϕ)x1=0 = 0,

(−ε11(x1)∂1ϕ+ e15(x1)∂1u3)x1=0 = 0,
(8)

или на свободной поверхности, имеющей тонкое электропроводящее по-
крытие

(c44(x1)∂1u3 + e15(x1)∂1ϕ)x1=0 = 0, (ϕ)x1=0 = 0. (9)

При подстановке в эти соотношения представлений (7), их следстви-
ем являются однородные системы линейных алгебраических уравнений
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относительно произвольных постоянных C1, C2, равенства нулю опре-
делителей которых и представляют собой конструируемые дисперсион-
ные соотношения для обобщенных поверхностных электроупругих волн
Гуляева-Блюстейна

∆11(ω, k)∆22(ω, k)−∆11(ω, k)∆21(ω, k) = 0, (10)

в которых

∆1j(ω, k) = eλcũ′30j(0, ω, k) + eλeϕ̃′0j(0, ω, k) (j = 1, 2), (11)

и, соответственно указанным случаям задания краевых условий для ха-
рактеристик квазистатического электрического поля,

∆2j(ω, k) = eλeũ′30j(0, ω, k)− eλεϕ̃′0j(0, ω, k) (j = 1, 2), (12)

либо
∆2j(ω, k) = ϕ̃0j(0, ω, k) (j = 1, 2). (13)

Информация о финансовой поддержке. Исследования прово-
дились в ФГБОУ ВО «ДонГУ» в рамках государственного задания (№
госрегистрации 124012400354-0).
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С использованием комплексных потенциалов и метода наименьших
квадратов задача об определении термонапряженного состояния мно-
госвязной пластинки из пьезоматериала сведена к решению двух пере-
определенных систем линейных алгебраических уравнений, решаемых
методом сингулярных разложений. На основе данного решения проведе-
ны численные исследования термонапряженного состояния пластинки с
отверстием и краевой трещиной с установлением закономерностей вли-
яния дефектов типа краевых трещин на термонапряженное состояние
пластинки.

Постановка и решение задачи. Рассматривается бесконечная
пластинка из пьезоматериала из эллиптическими отверстиями и пря-
молинейными трещинами. Контуры отверстий и трещин Ll (l = 1, L)
располагаются произвольно относительно друг друга, в т. ч. могут пе-
ресекаться друг с другом, образуя контуры отверстий более сложной
геометрии. На контурах заданы постоянные значения температуры Tl,
механические и электромагнитные воздействия на них отсутствуют. На
бесконечности действует линейный (однородный) поток тепла плотно-
сти (интенсивности) q под углом α, механические и электромагнитные
воздействия отсутствуют.

Будем считать, что задача определения термонапряженного состо-
яния пластинки дана в несвязанной постановке, тогда для ее решения
необходимо решить сперва задачу теплопроводности, а затем задачу тер-
моэлектромагнитоупругости [1]. Для решения этих задач целесообразно
использовать комплексные потенциалы теплопроводности F5(z5) и тер-
моэлектромагнитоупругости Φk(zk) (k = 1, 4), являющиеся функциями
обобщенных комплексных переменных

zk = x+ µky (k = 1, 5), (1)

где µ5 и µk (k = 1, 4) – корни характеристических уравнений плоских
задач тепловодности и термоэлектромагнитоупругости соответственно.
Тогда общая задача сводится к последовательному определению этих
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комплексных потенциалов из граничных условий соответствующих за-
дач.

Функции F5(z5) и Φk(zk) определяются в многосвязных областях S5

и Sk соответственно, получаемых из области S, занимаемой пластинкой,
аффинными преобразованиями (1). В общем случае многосвязной обла-
сти функции F5(z5) Φk(zk) обретают вид [1]

F5(z5) = c5 +
L∑
l=1

D5lw5l(z5) +
L∑
l=1

∞∑
n=1

c5lnϕ5ln(z5), (2)

Φk(zk) = Nk(zk) +
L∑
l=1

∞∑
n=1

aklnϕkln(zk). (3)

Здесь c5,D5l, c5ln – неизвестные постоянные, определяемые из граничных
условий задачи теплопроводности; w5l(z5), ϕ5ln(z5) – известные функ-
ции; akln – неизвестные постоянные, определяемые из граничных усло-
вий задачи термоэлектромагнпитоупругости; Nk(zk), ϕkln(zk) – извест-
ные функции.

Неизвестные постоянные c5, D5l, c5ln, akln определяются с помощью
метода наименьших квадратов. Для этого на каждом из контуров Lj
(j = 1, L) выберем систему изMj «коллокационных» точекMjm(xjm, yjm)
(m = 1,Mj). Тогда для определения этих постоянных получаются си-
стемы линейных алгебраических уравнений [1]

2c5 + 2 Re
L∑
l=1

w5l(τ5im)D5l + 2 Re
L∑
l=1

∞∑
n=1

ϕ5ln(τ5im)c5ln = Tj,

(j = 1, L, m = 1,Mj),

(4)

2 Re
4∑

k=1

L∑
l=1

∞∑
n=1

dkjpδk,s(τkjm)ϕ′kln(τkjm)akln =

= −2 Re
4∑

k=1

dkjpδk,s(τkjm)N ′k(τkjm)−

−2 Re d5jpδ5,s(τ5jm)r5F5(τ5jm)− dfjp
ds

(τjm),

(j = 1, L, m = 1,Mj, p = j = 1, 4),

(5)

dkjp – известные постоянные, определяемые типом граничных условий;
τkjm = xjm + µkyjm (k = 1, 5); τjm – аффиксы точек Mjm. После нахож-
дения псевдорешений систем (4) и (5) методом сингулярного разложения
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постоянные c5, D5l, c5ln, akln, а, следовательно, и комплексные потенци-
алы будут известными и можно вычислять значения основных характе-
ристик температурного поля и термоэлектромагнитоупругого состояния
(в т. ч. напряжения) в любой точке пластинки по известным формулам.
А если некоторый эллипс Ll переходит в прямолинейную трещину, то
можно определять и коэффициенты интенсивности напряжений (КИН)
в окрестности вершин трещины, используя известные формулы.

Описание результатов численных исследований. Исследова-
ния проводились для пластинки из композитного материала BaTiO3 −
CoFe2O4 [1] с круговым отверстием и краевой прямолинейной трещиной,
выходящей из отверстия в направлении, параллельном (случай 1) или
перпендикулярном (случай 2) направлению действия линейного потока
тепла. При этом, решалась задача термоэлектромагнитоупругости (ко-
гда учитывались все свойства материала пластинки; сплошные линии на
рисунках) и задача термоупругости (когда электромагнитные свойства
материала не учитывались; пунктирные линии на рисунках).

Рис. 1

Установлено, что в случае 1 длина трещины l2 (а точнее, отноше-
ние l2/a1 длины трещины к радиусу отверстия a1) оказывает существен-
ное влияние на значения напряжений около отверстия. При этом, имеет
место разгрузка напряжений около точки выхода трещины на контур
отверстия по сравнению со случаем пластинки с отверстием без трещи-
ны (l2/a1 = 0). В других частях контура напряжения, наоборот, резко
возрастают с длиной трещины. Вместе с тем, установлено, что длина
краевой трещины оказывает значительное влияние на значения КИН.
Трещине большей длины соответствует большее значение КИН около
ее вершины. В случае 2 длина трещины оказывает менее существенное
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влияние на значения напряжений около отверстия, концентрация напря-
жений ниже, чем в случае 1. В обоих случаях пренебрежение электромаг-
нитными свойствами материала приводит к существенному искажению
значений напряжений.

Информация о финансовой поддержке. Исследования проводи-
лись в ДонГУ в рамках государственного задания (номер госрегистрации
124012400354-0).
1. Калоеров С.А. Действие линейного потока тепла в пьезопластинках с отверстиями

и трещинами / С.А. Калоеров, Е.С. Глушанков // Вестн. Донец. нац. ун-та. Сер. А:
Естеств. науки. – 2018. – № 1. – С. 15–26.

УДК 539.3:534.1

ОКРУЖНЫЕ ИЗГИБНЫЕ ВОЛНЫ В ПОМЕЩЕННЫХ В
ПОПЕРЕЧНОЕ МАГНИТНОЕ ПОЛЕ ПРОВОДЯЩИХ

КОЛЬЦЕВЫХ ПЛАСТИНАХ
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Излагаемые в публикациях [1–4] результаты теоретических численно-
аналитических исследований по проблемам описания комплекса диспер-
сионных, кинематических и энергетических характеристик окружных
упругих волн плоского деформирования и изгиба тонких пластин кон-
центрической кольцевой геометрии представляют интерес в фундамен-
тальном аспекте и для обширной серии приложений в прочностных рас-
четах, при разработке устройств и технологий неразрушающего ультра-
звукового контроля, при конструировании и проектировании компонен-
тов акустоэлектронных устройств. При этом, к числу актуальных ма-
лоисследованных моделей таких волновых процессов относится модель
распространения окружных изгибных волн в тонких пластинах концен-
трической кольцевой геометрии, изготовленных из электропроводящих
материалов и помещенных в поперечное магнитное поле [5]. В данном
контексте, целью представляемых в настоящей работе исследований яв-
ляется получение дисперсионного соотношения для волн изгиба, распро-
страняющихся вдоль окружного углового направления в пластине кон-
центрической кольцевой геометрии с жестко закрепленными внутренним
и внешним контурами, изготовленной из электропроводящего изотроп-
ного материала и подверженной воздействию равномерного поперечного
магнитного поля постоянной напряженности.
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Полагается, что срединная плоскость рассматриваемой тонкой коль-
цевой пластины толщины 2h занимает в полярных координатах Orθ об-
ласть

S = {R1 ≤ r ≤ R2, 0 ≤ θ < 2π},
а соотношения краевой задачи об изгибных колебаниях пластины в по-
перечном магнитном поле с постоянной напряженностью в рамках при-
кладной теории, базирующейся на гипотезах прямых нормалей, включа-
ют уравнение относительно комплексной функции динамического про-
гиба [5]

D∆∆w + 2ρh(∂2w/∂t2)− (2σh3/(3c2))B2
0z∆(∂w/∂t)+ (1)

+(h(µ− 1)/(4πµ))B2
0z∆w = 0,

и краевые условия на жестко закрепленных внутреннем и внешнем кон-
турах

(w)r=R1
= (∂w/∂r)r=R1

= (w)r=R2
= (∂w/∂r)r=R2

= 0. (2)

В соотношениях (1) (2) w(r, θ, t)– комплексная функция динамических
волновых прогибов; ∆ = ∂2/∂r2 + r−1∂/∂r+ r−2∂2/∂θ2 – двумерный опе-
ратор Лапласа; t – время; D = 2Eh3/(3(1 − ν2)) – параметр цилиндри-
ческой жесткости пластины; E, ν, ρ σ µ – соответственно модуль Юнга,
коэффициент Пуассона, плотность, коэффициенты электропроводности
и магнитной проницаемости материала пластины; c – параметр скорости
электромагнитных волн в вакууме; B0z – характеристика напряженности
внешнего поперечного магнитного поля.

Для комплексной функции колебательных изгибных перемещений в
исследуемых гармонических волнах с круговой частотой ω и волновым
числом k, распространяющихся вдоль окружного углового направления
θ рассматриваемой пластины, вводится представление

w(r, θ, t) = w0(r) exp(−i(ωt− kθ)), (3)

при подстановке промежуточной формы которого

w(r, θ, t) = w̃0(r, θ) exp(−iωt) (4)

в (1) оно приводится к виду

(∆− λ2
1)(∆− λ2

2)w̃0(r, θ) = 0, (5)

где λ2
j – корни квадратного уравнения

λ2 +D−1(h(µ− 1)/(4πµ) + 2σh3iω/(3c2))λ− 2ρhD−1ω2 = 0. (6)
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Далее, с подстановкой

w̃0(r, θ) = w0(r) exp(ikθ), (7)

для амплитудной функции w0(r) записывается выражение через цилин-
дрические бесселевы функции

w0(r) = a11Jk(λ1r) + a21Yk(λ1r) + a21Jk(λ2r) + a22Yk(λ2r), (8)

а, решение (1) представляется в виде

w(r, θ, t) = (a11Jk(λ1r) + a21Yk(λ1r) + a21Jk(λ2r)+ (9)

+a22Yk(λ2r)) exp(−i(ωt− kθ)),
содержащем четыре произвольных коэффициента aqp. С использованием
соотношений дифференцирования цилиндрических функций

∂/∂r (Jk(λjr)) = (λj/2)(Jk−1(λjr)− Jk+1(λjr)) = αj(r), (10)

∂/∂r (Yk(λjr)) = (λj/2)(Yk−1(λjr)− Yk+1(λjr)) = βj(r),

следующее из граничных условий модели (2) дисперсионное соотношение
для исследуемых волн может быть, в итоге, записано в форме

F (k, ω) = det ‖ϑqp(k, ω)‖ (q, p = 1, 4), (11)

где
ϑ11(k, ω) = Jk(λ1R1), ϑ12(k, ω) = Yk(λ1R1),

ϑ13(k, ω) = Jk(λ2R1), ϑ14(k, ω) = Yk(λ2R1),

ϑ21(k, ω) = α1(R1), ϑ22(k, ω) = β1(R1),

ϑ23(k, ω) = α2(R1), ϑ24(k, ω) = β2(R1),

ϑ31(k, ω) = Jk(λ1R2), ϑ32(k, ω) = Yk(λ1R2),

ϑ33(k, ω) = Jk(λ2R2), ϑ34(k, ω) = Yk(λ2R2),

ϑ41(k, ω) = α1(R2), ϑ42(k, ω) = β1(R2),

ϑ43(k, ω) = α2(R2), ϑ44(k, ω) = β2(R2).

Искомый параметр волнового числа k входит в дисперсионное урав-
нение (11) как индексная величина специальных цилиндрических функ-
ций.

Информация о финансовой поддержке. Исследования прово-
дились в ФГБОУ ВО «ДонГУ» в рамках государственного задания (№
госрегистрации 124012400354-0).
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Методы расчёта тонкостенных элементов конструкций при сосредо-
точенных силовых воздействиях являются актуальными [1].

Рассмотрим тонкую изотропную сферическую оболочку кривизны k
и постоянной толщины h. Модуль упругости материала оболочки E, ко-
эффициент Пуассона ν. Оболочка находится под действием сосредото-
ченного продольного усилия P , приложенного в начале координат в на-
правлении оси Ox.

Сосредоточенные воздействия вызывают локальные напряжённые со-
стояния, расположенные в непосредственной близости от места приложе-
ния нагрузки. Решения для таких областей строятся исходя из уравнений
напряжённых состояний с большим показателем изменяемости, совпада-
ющих с уравнениями теории пологих оболочек [2], которые и примем как
разрешающие [3]. Кроме того, будем считать, что край оболочки нахо-
дится на значительном удалении от места приложения сосредоточенной
силы и напряжённое состояние затухает на линии внешней границы. То-
гда в постановке задачи граничные условия можно не учитывать.

Уравнения равновесия в перемещениях (u, v, w) для пологих изо-
тропных сферических оболочек в безразмерной системе координат xi
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(i = 1, 3), определённых с точностью до толщины, имеют следующий
вид:

∂2u

∂x2
1

+
1− ν

2

∂2u

∂x2
2

+
1 + ν

2

∂2v

∂x1∂x2
+ k (1 + ν)

∂w

∂x1
= −

(
1− ν2

)
X, (1)

1 + ν

2

∂2u

∂x1∂x2
+

1− ν
2

∂2v

∂x2
1

+
∂2v

∂x2
2

+ k (1 + ν)
∂w

∂x2
= −

(
1− ν2

)
Y,

k

{
∂u

∂x1
+
∂v

∂x2

}
+

1

12 (1 + ν)

[
∂4w

∂x4
1

+2
∂4w

∂x2
1∂x

2
2

+
∂4w

∂x4
2

]
+2k2w=(1−ν)Z,

где X, Y , Z – проекции внешней нагрузки на координатные оси.
Сосредоточенное воздействие моделируем с помощью дельта-функ-

ции Дирака (δ). Тогда нагрузка имеет вид

X = Pδ (x1, x2) , Y = 0, Z = 0; (2)

Применяя двумерное интегральное преобразование Фурье к систе-
ме (1) при нагрузке (2) найдём трансформанты перемещений, которые
подставим в уравнения физического закона в пространстве трансфор-
мант. К полученным трансформантам силовых факторов применим про-
цедуру обращения. В результате получим оригиналы всех внутренних
силовых факторов. Структуру решения при P = 1 в полярной системе
координат (r, φ) проиллюстрируем на примере мембранного усилия N1,
изгибающего момента M1 и перерезывающей силы Q1.

N1 (r, ϕ) =
1

8π

−1

r
[(5 + ν) cosϕ+ (1 + ν) cos 3ϕ] +

+
(1 + ν)

π2
k2

0r

∞∑
n=0

cos (2n+ 1)ϕ · FN1 (n) ImGn+1,n

(√
ik0r

)
,

FN1 (n) =

π/2∫
0

cos θsin2θ cos (2n+ 1) θdθ;

M1 (r, ϕ) = −1 + ν

π2
kr

∞∑
n=0

cos (2n+ 1)ϕ · FM1 (n) ReGn+1,n

(√
ik0r

)
,

FM1 (n) =

π/2∫
0

cos θfν (θ) cos (2n+ 1) θdθ;

Q1 (r, ϕ) =
1 + ν

π2
k
∞∑
n=0

εn cos 2nϕ · FQ1 (n) ReGn,n

(√
ik0r

)
,
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FQ1 (r, n) =

π/2∫
0

cos2θ cos 2nθdθ,

где fν (θ) = cos2θ + νsin2θ, k2
0 =

√
12 (1− ν2) · k, εn =

{
1, n = 0,
2, n ≥ 1.

Решение для усилия N1 содержит два слагаемых. Первое из них не
зависит от кривизны оболочки и соответствует «плоской части», кото-
рая описывает решение для пластин. Второе слагаемое, содержащее кри-
визну оболочки, соответствует «оболочечной добавке», которая отража-
ет влияние изогнутой поверхности оболочки на решение. Решения для
остальных мембранных усилий имеют аналогичную структуру.

Решения для моментов и перерезывающих сил представлены лишь
оболочечной добавкой. Это соответствует общим положениям механики
пластин, поскольку плоское напряжённое состояние описывается только
мембранными усилиями.

Рис. 1 Рис. 2

Рис. 3
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Для реализации компьютерной модели распределения внутренних си-
ловых факторов использованы возможности системы компьютерной ма-
тематики Maple. С помощью команды PLOT3D и графической структу-
ры трёхмерной графики типа GRID осуществлена визуализация распре-
деления рассматриваемых величин. На рисунках 1–3 показано распреде-
ление усилия N1, момента M1 и перерезывающей силы Q1 соответствен-
но. Значения усилий даны с точностью до множителя Eh,
момента – Eh2, X и Y – безразмерные координаты.

Информация о финансовой поддержке. Исследования проводи-
лись в рамках государственного задания (номер госрегистрации
124012400353-3).
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Локальный нагрев тонкостенных элементов конструкций является
распространённым типом нагрузки для многих аппаратов, приборов и
установок [1]. Простейшим вариантом такого типа нагрузок, который
моделирует сварочный процесс и представляет интерес для теоретиче-
ского исследования, является равномерный нагрев пластин и оболочек
по отрезку прямой линии [2].

Рассмотрим тонкую ортотропную пластину толщиной 2h, нагрева-
емую по линии длиной 2a, расположенную по линии главной оси ор-
тотропии (Ox) симметрично относительно начала координат. Пластина
находится в условиях симметричного теплообмена с внешней средой по
закону Ньютона. Ортотропный материал пластины имеет следующие ха-
рактеристики: E1, E2, G12, ν1, ν2 – модули Юнга, модуль сдвига, коэф-
фициенты Пуассона для главных направлений; α1, α2 – температурные
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коэффициенты линейного расширения для главных направлений. Пла-
стина нагревается равномерно по своей толщине. Необходимо определить
распределение силовых компонент термоупругого состояния пластины в
области локального нагрева.

Решение поставленной задачи основано на использование формулы
свёртки фундаментального решения дифференциальных уравнений за-
дачи термоупругости ортотропных пластин с функцией интенсивности
нагрева по рассматриваемой локальной области. В общем виде она запи-
сывается следующим образом [3]:

T(~r) =

∫
Ω

T0
(
~r − ~t

)
W
(
~t
)
dΩ,

где T – искомые компоненты термоупругого состояния (N1, N2, S –
мембранные нормальные и касательное усилия); T0 – фундаментальные
решения дифференциальных уравнений термоупругости, соответствую-
щие искомым компонентам термоупругого состояния (N 0

1 , N 0
2 , S0); W –

интенсивность распределения источников тепла, моделирующих нагрев
пластины, в зоне локального воздействия Ω; ~r – вектор текущей точки;
~t – вектор точки интегрирования по области Ω.

Фундаментальное решение задачи термоупругости ортотропных пла-
стин в классической постановке построено в работе [4]. В безразмерной
полярной системе координат (r, φ), определённой с точностью до полу-
толщины пластины, оно имеет следующую структуру:

N 0
i (r, φ) =

Bi

π2

∞∑
n=0

εn cos 2nφ

π/2∫
0

fi (θ)Gn,n (µ (θ) r) cos 2nθdθ (i = 1, 2) ;

S0 (r, φ) =
2B3

π2

∞∑
n=1

sin 2nφ

π/2∫
0

f3 (θ)Gn,n (µ (θ) r) sin 2nθdθ;

εn =

{
1, n = 0,
2, n ≥ 1,

где Bj, fj(θ) (j = 1, 3) и µ(θ) – константы и функции, содержащие од-
нородные тригонометрические полиномы по синусу и косинусу, коэф-
фициенты которых зависят от термомеханических параметров задачи;
Gn,n (z) – специальная функция, введённая в рассмотрение при построе-
нии фундаментальных решений теории пластин и оболочек [3]. По своим
свойствам она подобна функции Макдональда.

Таким образом, фундаментальное решение представимо в виде рядов
Фурье, коэффициентами которых являются определённые интегралы от
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комбинации тригонометрических функций и специальной G-функции.
Эти интегралы находятся численно с помощью квадратурной формулы
Гаусса. Для удовлетворительной точности расчёта достаточно ограни-
чится десятью членами ряда.

Численные исследования проведены для стеклопластика косоуголь-
ной намотки, обладающего сильной анизотропией, со следующими меха-
ническими характеристиками [5]:

E1 = 3, 763 · 103МПа, E2 = 9, 807 · 102МПа, G12 = 3, 923 · 102МПа,
ν1 = 0, 2798, α1 = 0, 7 · 10−5K−1, α2 = 3, 8 · 10−5K−1.

В расчётах использовались относительные коэффициенты теплопро-
водности материала, по отношению к значению вдоль толщины пласти-
ны, со значениями λ1 = 2, 306, λ2 = 1. Рассматривался случай сла-
бого теплообмена с окружающей средой при значении критерия Био
Bi = 0, 001. Предполагалось равномерное распределение источников
тепла по линии нагрева единичной относительной интенсивности
(W = 1).

Рис. 1 Рис. 2

Рис. 3
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Для визуализации результатов численных исследований использова-
ны возможности системы компьютерной математики Maple. С помощью
команды PLOT3D и графической структуры трёхмерной графики ти-
па GRID осуществлена визуализация распределения искомых компонент
термоупругого состояния. На рис. 1–3 показано распределение нормаль-
ного усилия N1, нормального усилия N2 и касательного усилия S соот-
ветственно. Значения усилий даны с точностью до множителя Eh, X и
Y – безразмерные координаты. Линия нагрева обозначена красным цве-
том.

Информация о финансовой поддержке. Исследования проводи-
лись в рамках государственного задания (номер госрегистрации
124012400354-0).
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БАЗИСНЫЕ РЕШЕНИЯ В ЗАДАЧЕ
О РАСПРОСТРАНЕНИИ ОСЕСИММЕТРИЧНЫХ

НОРМАЛЬНЫХ ВОЛН В ПРОТЯЖЕННЫХ
ИЗОТРОПНЫХ РАДИАЛЬНО НЕОДНОРОДНЫХ

ЦИЛИНДРАХ КОЛЬЦЕВОГО СЕЧЕНИЯ

Дзундза А.И., д-р пед. наук, проф.,
Моисеенко И.А., д-р физ.-мат. наук, доц.

Донецкий государственный университет, г. Донецк, РФ
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Одним из подходов, обеспечивающих возможность построения базис-
ных наборов аналитических частных решений дифференциальных урав-
нений волновой динамики, описывающих волновые процессы в полых ра-
диально неоднородных протяженных цилиндрах, является задание спе-
циального вида функциональных законов изменения физико-механиче-
ских характеристик материала волновода и привлечение аппарата рядов
по обобщенной кольцевой координате. Так для единого экспоненциально-
степенного закона радиальной неоднородности материала волновода по-
строены в аналитическом виде базисные наборы частных решений урав-
нений модели для случаев изотропного [1], трансверсально-изотропного
[2] и ортотропного [3] материалов. В данном исследовании на базе пред-
ложенных специальных моделей радиальной неоднородности изотропно-
го материала, свободных от ограничений на вид функциональных зако-
нов, построены базисные наборы аналитических частных решений урав-
нений модели для двух типов осесимметричных нормальных волн, рас-
пространяющихся в протяженных полых цилиндрах.

Рассматривается изотропный цилиндрический волновод, имеющий в
поперечном сечении форму концентрического кругового кольца с внут-
ренним R1 и внешним R2 радиусами. В нормированной параметром
R∗ = (R1 +R2)/2 безразмерной цилиндрической системе координат
Orθz волновод занимает область V = {r ∈ [1− h, 1 + h] , θ ∈ [−π, π] ,
z ∈(−∞,∞)}, где h = (R2 −R1)/(R1 +R2) . Материал волновода счи-
тается функционально неоднородным в радиальных направлениях

λ (r) = C∗ λ̃ (r) , µ (r) = C∗ µ̃ (r) , ρ (r) = ρ∗ ρ̃ (r) .

Нормировочные параметры C∗ = const и ρ∗ = const имеют размер-
ность соответственно упругих модулей Ламе и плотности. Полагается,
что функциональные законы

λ̃ (r) > 0, µ̃ (r) > 0, ρ̃ (r) > 0 (r ∈ [1− h, 1 + h]) (1)
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являются произвольными в пределах допустимости варьирования значе-
ний физико-механических характеристик и относятся к классу
C2 (1− h, 1 + h).

Исследование свойств распространяющихся вдоль оси Oz с круговой
частотой ω и продольным волновым числом k (k ∈ C) осесимметрич-
ных нормальных упругих волн проводится в рамках пространственной
линейной математической модели волновой динамики. С целью постро-
ения базисных решений уравнения модели вводится замена переменных
r = hx + 1, где x ∈ [−1, 1] – обобщенная кольцевая координата [4].
Соответственно далее используется система координат Oxθz. Соотноше-
ния (1) в новой системе координат получают вид

λ̃ = λ̃ (x) > 0, µ̃ = µ̃ (x) > 0, ρ̃ = ρ̃ (x) > 0 (x ∈ [−1, 1]) . (2)

В рамках указанной модели волновой динамики подлежат независи-
мому исследованию волновые процессы отдельно для волн крутильного

u
(TW )
θ (x, z, t) = exp (−i ω t+ i k z) ũ

(TW )
θ (x) ,

Σ(TW ) (x, z, t) = exp (−i ω t+ i k z) P
(TW )
Σ Σ̃(TW ) (x)

(3)

и продольно-сдвигового

U(LSW ) (x, z, t) = exp (−i ω t+ i k z) P
(LSW )
U Ũ(LSW ) (x) ,

Σ(LSW ) (x, z, t) = exp (−i ω t+ i k z) P
(LSW )
Σ Σ̃(LSW ) (x)

(4)

типов. Здесь

Σ(TW ) (x, z, t) =
[
σ

(TW )
θz (x, z, t) , σ

(TW )
rθ (x, z, t)

]T
,

Σ̃(TW ) (x) =
[
σ̃

(TW )
θz (x) , σ̃

(TW )
rθ (x)

]T
,

U(LSW ) (x, z, t) =
[
u(LSW )
r (x, z, t) , u(LSW )

z (x, z, t)
]T
,

Ũ(LSW ) (x) =
[
ũ(LSW )
r (x) , ũ(LSW )

z (x)
]T
,

Σ(LSW ) (x, z, t) =
[
σ(LSW )
rr (x, z, t) , σ

(LSW )
θθ (x, z, t) ,

σ(LSW )
zz (x, z, t) , σ(LSW )

rz (x, z, t)
]T
,

Σ̃(LSW ) (x) =
[
σ̃(LSW )
rr (x) , σ̃

(LSW )
θθ (x) , σ̃(LSW )

zz (x) , σ̃(LSW )
rz (x)

]
,
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где
ũ

(TW )
θ (x) , σ̃(TW )

s (x) (s = θz, rθ) ,

ũ(LSW )
s (x) (s = r, z) , σ̃(LSW )

s (x) (s = rr, θθ, zz, rz)

вещественные радиальные амплитудные составляющие соответствующих
компонент в случае волн крутильного и продольно-сдвигового типов;
P

(TW )
Σ , P

(LSW )
U и P

(LSW )
Σ – квадратные диагональные матрицы комплекс-

ной нормировки с элементами[
P

(TW )
Σ

]
1,1

= i,
[
P

(TW )
Σ

]
2,2

= 1,
[
P

(LSW )
U

]
1,1

= 1,
[
P

(LSW )
U

]
2,2

= i,

[
P

(LSW )
Σ

]
j,j

= 1
(
j = 1, 3

)
,
[
P

(LSW )
Σ

]
4,4

= i.

С целью построения базисных наборов аналитических частных реше-
ний уравнений модели волновой динамики для рассматриваемых типов
волновых процессов вводятся в рассмотрение декартова система коорди-
нат Oxy и комплексная переменная ξ = x + iy. Формально полагается,
что оси Ox систем координат Oxθz и Oxy совпадают. Вводятся также
произвольные функции ϕ = ϕ (ξ) и ψj = ψj (ξ)

(
j = 1, 2

)
, аналитические

в области |ξ| < δ (δ > 1). Для рассматриваемых типов волновых про-
цессов (3) и (4) законы радиальной неоднородности (2) через введенные
функции переопределяются. Для случая (3) в виде

µ̃ (x) = eϕ(x), ρ̃ (x) = ψ1 (x) eϕ(x) (x ∈ [−1, 1]) ; (5)

для случая (4) двумя альтернативными способами:

λ̃ (x) = (1− 2ψ1 (x)) eϕ(x), µ̃ (x) = ψ1 (x) eϕ(x),

ρ̃ (x) = ψ2 (x) eϕ(x) (x ∈ [−1, 1]) ;
(6-A)

λ̃ (x) = ψ1 (x) eϕ(x), µ̃ (x) = eϕ(x),

ρ̃ (x) = ψ2 (x) eϕ(x) (x ∈ [−1, 1]) .
(6-Б)

Далее соотношения (5) и (6-A), (6-Б) называются моделями радиальной
неоднородности для соответствующих типов волновых процессов. Пред-
ложены аналитический и численный подходы к определению аналитиче-
ских в области |ξ| < δ (δ > 1) функций ϕ = ϕ (ξ) и ψj = ψj (ξ)

(
j = 1, 2

)
.

На основе моделей неоднородности (5) и (6-A), (6-Б) рассматривает-
ся аналитическое продолжение на плоскость комплексной переменной ξ
обыкновенных дифференциальных уравнений относительно веществен-
ных функций ũ(TW )

θ (x) в случае (3) и ũ(LSW )
s (x) (s = r, z) в случае (4),
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полученных из уравнений движения для рассматриваемых типов вол-
новых процессов (3) и (4). Указанные уравнения получены: для модели
неоднородности (5) в виде(

d2
ξ + f̂ (1) (ξ) dξ + f̂ (2) (ξ)

)
û

(TW )
θ (ξ) = 0 (|ξ| < δ) , (7)

где
f̂ (1) (ξ) = ϕ′ + h (h ξ + 1)−1,

f̂ (2) (ξ) = h2
(

Ω2 ψ − k2 − (h ξ + 1)−2
)
− h (h ξ + 1)−1 ϕ′;

для моделей неоднородности (6-A) и (6-Б) в виде

D̃(LSW ) (ξ) · Ũ(LSW ) (ξ) = O (|ξ| < δ) , (8)

где D̃(LSW ) (ξ) и Ũ(LSW ) (ξ) – соответственно матричный дифференци-
альный оператор и вектор-столбец вида

D̃(LSW ) (ξ) =

[
d2
ξ + f̃

(1)
11 (ξ) dξ + f̃

(2)
11 (ξ) f̃

(1)
12 (ξ) dξ + f̃

(2)
12 (ξ)

f̃
(1)
21 (ξ) dξ + f̃

(2)
21 (ξ) d2

ξ + f̃
(1)
22 (ξ) dξ + f̃

(2)
22 (ξ)

]
,

Ũ(LSW ) (ξ) =
[
ũ(LSW )
r (ξ) , ũ(LSW )

z (ξ)
]T
.

Функции f̃
(j)
mn (ξ)

(
m,n, j = 1, 2

)
определяются соответственно выбран-

ному варианту модели неоднородности (6-A) либо (6-Б).
Для моделей неоднородности (5) и (6-A), (6-Б), а также для каждо-

го подхода к определению функций ϕ = ϕ (ξ) и ψj = ψj (ξ)
(
j = 1, 2

)
получены достаточные условия несильной радиальной неоднородности
материала (2), обеспечивающие аналитичность в области |ξ| < δ (δ > 1)

функций f̃ (j) (ξ), f̃ (j)
mn (ξ)

(
m,n, j = 1, 2

)
и, следовательно, существова-

ние базисных наборов аналитических в области |ξ| < δ (δ > 1) частных
решений уравнений (7) и (8).

Для уравнений (7) и (8) построены наборы соответственно из двух и
четырех линейно независимых, аналитических в области |ξ| < δ (δ > 1)
частных решений, представленных своими разложениями с определяе-
мыми из явных рекуррентных соотношений коэффициентами.

Информация о финансовой поддержке. Исследования проводи-
лись в ФГБОУ ВО «ДонГУ» в рамках государственного задания (номер
госрегистрации 124012400354-0).
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Представленный доклад посвящен анализу метода исследования ве-
роятности усталостного разрушения и построению предельных кривых в
областях много- и гигацикловой усталости титановых сплавов. Рассмат-
ривается циклическое осевое нагружение следующего вида:

σ(τ) = σa(α + sinωτ), α =
σm
σa
, τ ∈ [0, t], (1)

где σm – постоянная компонента напряжения, σa – амплитуда, ω – кру-
говая частота, ν – частота, ω = 2πν, N – число циклов нагружения,
N = νt, α – параметр асимметрии цикла, R – коэффициент асимметрии
цикла, R = (α− 1)/(α + 1).

По результатам известных физических исследований хрупкого разру-
шения можно выделить шесть масштабно-структурных уровней в зави-
симости от разных физических механизмов развития процесса с опреде-
лением понятия дефекта j-ого масштабного уровня в некотором пред-
ставительном объеме Vc (Vc = L3 – объем твердого тела, в котором
возможно зарождение начальной макротрещины-лидера длины L) [1, 2].
Дефект j-ого уровня характеризуется линейным размером lj = lj(τ) на
интервале времени τ ∈ [0, t] и плотностью дефектов qj = qj(τ) в объеме
Vc, задаваемой формулой: qj(τ) = lim

∆V→Vc
∆qj(τ)/∆V , где ∆qj = ∆qj(τ) –

среднее количество дефектов в объеме ∆V в момент времени τ ∈ [0, t],
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j = 1, . . . , 6. Вводится некоторая непрерывная возрастающая функция
j-го уровня l∗j = l∗j (τ) от линейного размера lj = lj(τ) и плотности
qj = qj(τ), например, в таком виде: l∗j (τ) = lj(τ) (qj(τ)Vc)

γ, γ = const,
j = 1, . . . , 6, τ ∈ [0, t], которая имеет размерность длины. Развитие уста-
лостного разрушения современным физическим методом исследования
микротвердости позволяет провести соответствие между предельными
состояниями дефектов каждого уровня и определенным значением мик-
ротвердости по Виккерсу. Полагается, что представительный объем Vc
характеризуется непрерывной убывающей функцией HV = HV (τ) на
интервале времени τ ∈ [0, t]. Тогда образование дефекта j-ого масштаб-
ного уровня начинается с достижения функцией l∗j−1 = l∗j−1(τ) предель-
ного значения l∗f,j−1(τj) и функцией микротвердости HV = HV (τ) неко-
торого характерного значения HV (τj) в момент времени τj, j = 1, . . . , 6.

Вследствие случайного распределения дефектов по объему Vc процесс
усталостного разрушения является стохастическим, а значения l∗j (τ) и
HV (τ) для каждого момента времени τ , τ ∈ [0, t] – случайными величи-
нами. В качестве функции распределения вероятности хрупкого разру-
шения на каждом уровне Qj = Qj(τ) предлагается рассматривать веро-
ятность, с которой случайная величина HV (τ) меньше своего значения
HV (τj): Qj(τ) = P (HV (τ) < HV (τj)), j = 1, . . . , 6, τ ∈ [0, t]. Веро-
ятность разрушения j-го уровня Qj = Qj(τ) определяется процессом
нагружения, записывается рекуррентная система определяющих соот-
ношений для Qj = Qj(τ) с использованием интегрального оператора
Гильберта-Шмидта. Собственные числа оператора задаются функциями
прочностных свойств материала σj = σj (ω,Nj), при которых дефект j-
го уровня достигает предельного состояния, а функция HV = HV (τ) –
характерного значенияHV (τj) при одночастотном симметричном нагру-
жении с одной амплитудой. Функция распределения вероятности макро-
разрушения Q = Q(τ), τ ∈ [0, t], 0 ≤ Q(τ) ≤ 1, задается таким обра-
зом: Q(τ) = Q5(τ) + Q∗4(τ) + Q∗5(τ) + Q6(τ), где функции Q∗4 = Q∗4(τ),
Q∗5 = Q∗5(τ) – вероятности разрушения по дефектам четвертого и пя-
того уровней при формировании и развитии дефектов пятого и шесто-
го уровней соответственно. Кривые усталости по уровням дефектности
описываются следующими уравнениями: Qj(τj) = Qj,th, j = 1, . . . , 6,
Q∗j(τj+1) = 1−Qj+1,th, Q∗j(τj) = Qj,th, j = 4, 5, где τj – долговечность на
j-ом уровне.

На макроуровне функция Q = Q(τ) определяет кривую усталости по
образованию макротрещины-лидера конечной длины: Q(tf) = Qth, где
tf – долговечность по образованию макротрещины конечной длины с
вероятностью Qth (в этой работе Qth = 1), дальнейшее развитие которой
описывается методами и подходами механики разрушения.
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В модели для учета влияния параметра α базовые функции
σj = σj(α, ω,Nj) предлагается рассматривать в виде:

σj = σj(α, ω,Nj) = σj(ω,Nj) · σ̂(α, ηj), j = 1, . . . , 6,

σ̂(α, ηj) = αc(ηj − 1) + 1, j = 1, . . . , 6, R < 0, 5,

σ̂(α, ηj) = αc(1− ηj) + 1, j = 1, . . . , 6, R > 1,

(2)

где c – константа материала; при R < 0, 5 отношение
ηj = σ0

j (ω,Nj)/σj(ω,Nj), при R > 1 – ηj = σ∞j (ω,Nj)/σj(ω,Nj);
σj = σj(ω,Nj), σ0

j = σ0
j (ω,Nj), σ∞j = σ∞j (ω,Nj) – базовые функции

для симметричного нагружения, пульсирующего растяжения (R = 0)
и пульсирующего сжатия (R =∞) соответственно. Согласно известным
опытным данным в диапазоне R ∈ [0, 5, 1) имеет место циклическая пол-
зучесть рассмотренных титановых сплавов. Например, для сплава ВТ6 в
этом диапазоне максимальная деформация достигает 4%, максимальное
напряжение цикла практически не зависит от числа циклов и близко
к пределу текучести сплава. Изменяется характер процесса: определя-
ющим становится развитие процесса вязкого разрушения, характерного
для процессов ползучести.

(a) (б)

Рис. 1. Кривые усталости по уровням дефектности (пунктирные линии) и по макроразрушению
(сплошные линии) для титанового сплава (а) ВТ6 и (б) ПТ-3В в координатах N, σmax

при различных значениях R и опытные данные [4,5]

Построены области развития и кривые усталости по макроразруше-
нию микро-, мезо- и макродефектов и кривые усталости по уровням
дефектности для титановых сплавов ВТ1-0, ВТ3-1, ВТ6, ВТ22, ПТ-3В,
TC17 при симметричном нагружении и разных частотах [3-5]. Получены
расчетные кривые усталости по уровням дефектности и по макроразру-
шению для сплавов: ВТ1-0 при R = −1, 3, ∞ (ν = 100Гц), ВТ6 при
R = −1, 0, 0, 3 (ν = 120Гц, 20 кГц), ПТ-3В при R = −5, −2, −1, 0 (ν =
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5Гц), удовлетворительно соответствующие имеющимся опытным дан-
ным. Максимальное значение напряжения цикла σmax для сплава ВТ6
при R = 0, 3, в среднем, увеличивается на 15% по сравнению с симмет-
ричным циклом при одинаковых долговечностях. Для сплава
ПТ-3В наблюдается уменьшение σmax при R = −5, примерно в 3, 8 раза,
по сравнению с симметричным циклом при одинаковых долговечностях.
Для сплава ВТ3-1 при циклическом сжатии R = 3 σmax увеличивается, в
среднем, в два раза по сравнению с симметричным циклом нагружения
при одинаковых долговечностях.

В докладе представлен метод построения кривых многоцикловой
усталости по уровням дефектности в зависимости от асимметрии цик-
ла.
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Введение. В качестве элементов различных конструкций современ-
ной техники используются упругие тела с отверстиями и трещинами из
анизотропных композиционных материалов, находящиеся в условиях ан-
типлоской деформации. Под действием различных внешних сил около
таких отверстий и трещин могут возникать высокие концентрации на-
пряжений, что нужно учитывать при проектировании конструкций. И
здесь наиболее полную и достоверную информацию можно получить, ис-
пользуя методы определения напряженно-деформированного состояния
с помощью комплексных потенциалов. В данной работе с использовани-
ем комплексного потенциала антиплоской деформации [1] дано решение
задачи об антиплоской деформации тела с полостями произвольного по-
перечного сечения.

Рис. 1

Постановка и метод решения. Рас-
смотрим отнесенное к прямоугольной де-
картовой системе координат Oxyz нахо-
дящееся в условиях антиплоской дефор-
мации многосвязное тело c цилиндриче-
скими полостями с вдоль направления
оси Oz, имеющее в каждой точке плос-
кость упругой симметрии, перпендику-
лярную оси Oz. Будем считать, что в об-
щем случае поперечным сечением тела является многосвязная область
S, ограниченная внешним контуром L0 и контурами эллиптических от-
верстий Ll (l = 1, L) с полуосями al, bl (рис. 1). В локальных системах
координат Olxlyl с началами в центрах эллипсов Ll и направлениями
осей Olxl вдоль полуосей al параметрические уравнения эллипсов будут
такими:

xl = al cos θ, yl = bl sin θ, (1)

а в основной системе координат Oxy имеют вид

x = x0l + xl cosϕl − yl sinϕl,
y = y0l + xl sinϕl + yl cosϕl,

(2)
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где θ – параметр параметрического задания эллипса Ll, изменяющийся
от 0 до 2π; x0l, y0l – координаты начала локальной системы координат
Olxlyl в основной системе Oxy; ϕl – угол между направлениями осей Ox
и Olxl, отсчитываемый от Ox против часовой стрелки.

Используя свойства комплексного потенциала антиплоской деформа-
ции и методы конформных отображений внешностей единичных кругов
|ζ3l| ≥ 1 на внешности контуров L3l, соответствующих контурам Ll при
аффинных преобразованиях z3 = x + µ3 y, где µ3 – корень известного
характеристического уравнения антиплоской деформации [1],

z3 = z3 l +R3l

(
ζ3l +

m3l

ζ3l

)
, (3)

z3l = x0l + µ3 y0l,

R3l = (al (cosϕl + µ3 sinϕl) + ibl (sinϕl − µ3 cosϕl)) /2,

m3l = (al (cosϕ
l
+ µ3 sinϕl)− ibl (sinϕl − µ3 cosϕl)) /2R3l, (4)

для комплексного потенциала получим выражение

Φ3 (z3) = Γ3z3 +
L∑
l=1

∞∑
n=1

a3lnϕ3ln (z3), (5)

где Γ3 – постоянная, определяемые из условий загружения тела на бес-
конечности

ϕ3ln (z3) =
1

ζn3l
(l = 1, L), (6)

a3ln – неизвестные постоянные, которые будем определять из граничных
условий на контурах Ll (l = 0, L). Если этим условиям удовлетворять
обобщенным методом наименьших квадратов [2], то определение этих
постоянных сводится к переопределенной системе линейных алгебраиче-
ских уравнений, что решается методом сингулярных разложений.

Были проведены многочисленные исследования напряженного состо-
яния тела с полостями различной конфигурации, сочетания и взаимо-
расположения. На рис. 2 для случая антиплоской деформации усилиями
τ∞yz = τy тела с двумя одинаковыми круговыми полостями радиуса a1 и
центральной трещиной между ними длины 2a1, для некоторых значений
отношения модулей сдвигов Gxz/Gyz изображены графики распределе-
ния напряжений τsz около контура L1 на площадках, нормальных конту-
ру, когда c/a1 равны ∞ (сплошные линии), 1 (штриховые линии) и 0, 1
(штрих-пунктирные линии). Как видно, при сближении трещины с по-
верхностями полостей значения напряжений около полостей в небольшой
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Рис. 2

окрестности перемычки, резко возрастают, незначительно изменяясь в
других зонах; при этом значительно растет и КИН для концов трещины.

Как показывают результаты расчетов, при постоянной длине пере-
мычки между отверстиями укорочение длины разреза между отверсти-
ями не приводит к значительным изменениям напряжений около отвер-
стий.

1. Горянская Е.С. Антиплоская деформация многосвязного анизотропного тела с
продольными полостями и плоскими трещинами / Е.С. Горянская, С.А. Калоеров
// Теорет. и прикладная механика. – 1995. – Вып. 25. – С. 56–62.

2. Калоеров С.А. Термовязкоупругое состояние многосвязной анизотропной пла-
стинки / С.А. Калоеров, О.А. Паршикова // Прикладная механика. – 2012. –
№ 3(48). – С. 103–116.

86



УДК 539.3

ИЗГИБ КУСОЧНО-ОДНОРОДНОЙ ПЬЕЗОПЛИТЫ
С УПРУГИМИ ВКЛЮЧЕНИЯМИ

Калоеров С.А., д-р физ.-мат. наук, проф., Ермаков О.Э.
Донецкий государственный университет, г. Донецк, РФ

kaloerov@mail.ru

Введение. Пластинки из пьезоматериалов получили широкое приме-
нение при изготовлении элементов различных конструкций современной
техники. Часто они содержат отверстия, трещины, инородные включе-
ния и находятся в условиях изгиба тонких плит. Под действием различ-
ных механических сил и электромагнитных полей вблизи этих отвер-
стий, трещин и включений возникают высокие концентрации моментов
(напряжений), что может привести к разрушению конструкций и это
необходимо учитывать при проектировании конструкций. Наиболее до-
стоверные результаты при определении электромагнитоупругого состоя-
ния (ЭМУС) многосвязных тонких плит, как показывают исследования,
получаются при решении задач с использованием комплексных потен-
циалов электромагнитоупругости [1]. В данной работе с использованием
этих функций решена задача о напряженном состоянии плиты с эллип-
тическими и прямолинейными упругими включениями.

Рис. 1

Постановка и метод решения задачи.
Отнесем к прямоугольной системе координат Oxy
электромагнитоупругую тонкую плиту, содержа-
щую эллиптические отверстия с контурами Ll(
l = 1, L

)
и полуосями al, bl (рис. 1). В отвер-

стия вложены включения из других пьезоматери-
алов таким образом, что они находятся с плитой
в условиях идеального электромагнитоупругого
контакта. Если включение переходит в линейное, его можно рассматри-
вать как эллиптическое, у которого bl = 0. Обозначим бесконечную мно-
госвязную область, ограниченную контурами Ll через S, области вклю-
чений – через S(l). Для каждого включения введем локальные системы
координат Olxlyl

(
l = 1, L

)
с началами в центрах эллипсов Ll и осями

Olxl вдоль полуосей al так, что в этих системах и в основной системе
координат уравнения эллипсов имеют вид

xl = al cos θ, yl = bl sin θ; (1)

x = x0l + xl cosϕl − yl sinϕl, y = y0l + xl sinϕl + yl cosϕl, (2)
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где ϕ l – угол между положительными направлениями осей Ox и Olxl, от-
считываемый от положительного направления Ox против часовой стрел-
ки; x0l, y0l — координаты начала локальной системы Olxlyl в основной
системе Oxy; θ – параметр, изменяющийся в интервале от 0 до 2π. На
бесконечности плита находится под действием механических моментов
M∞

x , M∞
y , H∞xy и моментов индукций M∞

dx, M
∞
dy , M

∞
bx , M

∞
by .

Используя свойства комплексных потенциалов и методы конформ-
ных отображений, для комплексных потенциалов задачи получим выра-
жения [2]

W ′′
k (zk) = Γk +

L∑
l=1

∞∑
n=1

ϕ′kln(zk)akln,

W
′′(l)
k (z

(l)
k ) =

∞∑
n=1

ϕ
′(l)
kn (z

(l)
k )a

(l)
kn;

ϕ′kln (zk) = − n

ζn−1
kl Rkl (ζ2

kl −mkl)
,

ϕ
′(l)
kn (z

(l)
k ) = n

(
z

(l)
k − z

(l)
k0

)n−1 (
l = 1,L

)
,

(3)

в которых Γk – известные постоянные, определяемые по значениям мо-
ментов на бесконечности [2]; ζkl – переменные, вычисляемые из неявных
зависимостей

zk = zkl0 +Rkl (ζkl +mkl/ζkl ) ;

zkl0 = x0l + µk y0l,

Rkl = (al (cosϕl + µk sinϕl) + ibl (sinϕl − µk cosϕl)) /2,

mkl = (al (cosϕ
l
+ µk sinϕl)− ibl (sinϕl − µk cosϕl)) /2Rkl;

(4)

все величины со значком (l) вверху относятся к включению S(l); akln и
a

(l)
kn – неизвестные постоянные, которые будем определять из граничных

условий на контурах контактов плиты S и включений S(l). Удовлетво-
рение этим условиям осуществляется обобщенным методом наименьших
квадратов, что приводит к переопределенной системе линейных алгебра-
ических уравнений, решаемой методом сингулярных разложений. После
определения указанных неизвестных постоянных по комплексным по-
тенциалам можно найти изгибающие моменты и моменты индукций и
напряженностей в любой точке плиты.

Описание результатов исследований. При проведении числен-
ных исследований упругие свойства материала каждого включения свя-
зывалось со свойствами материала плиты соотношениями s(l)

ij = λ
(l)
s sij,

где λ(l)
s – параметры, связывающие соответствующие постоянные мате-

риалов бесконечной плиты с областью S и включений с областями S(l).
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На рис. 2 для случая изгиба моментами M∞
y = my пьезоплиты с двумя

одинаковыми круговыми упругими включениями радиуса a1 на рассто-
янии c = 0, 1 (сплошные линии) и c = ∞ (штриховые) при некоторых
значениях параметра λ(l)

s приведены графики распределения моментов
вблизи левого включения.

Рис. 2

Как следует из данных рис. 2, с уменьшением расстояния c между
включениями значения моментовMs в плите около контуров включений
резко изменяются вблизи точек перемычки и несколько меньше в зо-
нах противоположной перемычке. При этом, с уменьшением жесткости
включений, значения моментов Ms растут.

1. Калоеров С.А. Основные соотношения прикладной теории изгиба тонких элек-
тромагнитоупругих плит / С.А. Калоеров // Вестн. Донец. нац. ун-та. Сер. А:
Естеств. науки. – 2022. – № 1. – С. 20–38.

2. Калоеров С.А. Решение задачи об электромагнитоупругом изгибе многосвязной
плиты / С.А. Калоеров, А.В. Сероштанов // Прикладная математика и техн.
физика. – 2022. – Т. 63, № 4. – С. 143–155.
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ДЕЙСТВИЕ СОСРЕДОТОЧЕННЫХ СИЛ
В ЭЛЕКТРОМАГНИТОВЯЗКОУПРУГОЙ ПЛАСТИНКЕ

С ОТВЕРСТИЯМИ И ТРЕЩИНАМИ

Калоеров С.А., д-р физ.-мат. наук, проф., Полянский М.А.
Донецкий государственный университет, г. Донецк, РФ

kaloerov@mail.ru, m4xpolyan@yandex.ru

Введение. В различных отраслях в качестве элементов конструк-
ций широко используются пластинки из пьезоматериалов с отверстиями
и трещинами, около которых возникают высокие концентрации напря-
жений, которые могут приводить к разрушению конструкций. При этом
в вязкоупругих пластинках эта концентрация с течением времени по-
сле приложения нагрузки может существенно возрастать. Все это нужно
учитывать при проектировании конструкций. Поэтому важной задачей
является решение задачи электромагнитовязкоупругости для пластинки
с произвольными отверстиями и трещинами. При этом достаточно досто-
верные результаты по определению электромагнитоупругого состояния
(ЭМУС) получаются при решении задачи с использованием комплекс-
ных потенциалов и метода малого параметра [1, 2]. Здесь этим подходом
решена задача о действии сосредоточенных сил в пластинке с произволь-
ными отверстиями и трещинами.

Рис. 1

Постановка и метод решения задачи.
Рассмотрим отнесенную к прямоугольной систе-
ме координат Oxy бесконечную пьезопластинку,
занимающую многосвязную область S, ограни-
ченную контурами эллиптических отверстий Ll(
l = 1, L

)
(рис. 1) с полуосями al, bl. Если отне-

сти эти контуры к локальным системам коорди-
нат Olxlyl с началами в центрах эллипсов и осями Olxl вдоль полуосей
al, то в локальной и основной системах координат их параметрические
уравнения имеют соответственно вид

xl = al cos θ, yl = bl sin θ, (1)

x = x0l + xl cosϕl − yl sinϕl, y = y0l + xl sinϕl + yl cosϕl, (2)

где θ - параметр параметрического задания эллипса, изменяющийся от
0 до 2π; x0l, y0l – координаты начала локальной системы Olxlyl в основ-
ной системе координат Oxy; ϕl - угол между направлениями осей Ox и
Olxl, отсчитываемый от Ox против часовой стрелки. В частных случаях
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могут переходить в прямолинейные разрезы-трещины. Пластинка нахо-
дится под действием сосредоточенных сил P 0

r

(
X0
r , Y

0
r

)
, приложенных в

произвольных точках пластинки z0
r

(
x0
r, y

0
r

) (
r = 1, R

)
.

Если для решения задачи использовать комплексные потенциалы
электромагнитоупругости Φk (zk)

(
k = 1, 4

)
обобщенных комплексных

переменных zk = x + µky, где µk – корни известного характеристиче-
ского уравнения, и метод малого параметра, в качестве которого брать
изменение коэффициента Пуассона материала пластинки, то эти функ-
ции представляются рядами вида [2]

Φk (zk) =
∑
j=0

λjΦjk (zk), (3)

в которых Φjk(zk) – комплексные потенциалы приближений [2], причем
в рассматриваемом случае

Φjk (zk) =
R∑
r=1

A0
jkr ln

(
zk − z0

kr

)
+

L∑
l=1

∞∑
n=1

ϕkln (zk) ajkln, (4)

где A0
jkr – известные постоянные, определяемые из решения систем ли-

нейных алгебраических уравнений 8-го порядка;

ϕkln(zk) = ζ−nkl , (5)

ζkl (причем |ζkl| ≥ 1) – функции, вычисляемые из неявных зависимостей

zk = zk l +Rkl (ζkl +mkl/ζkl) ; (6)

zkl = x0l + µk y0l,

Rkl = (al (cosϕl + µk sinϕl) + ibl (sinϕl − µk cosϕl)) /2,

mkl = (al (cosϕl + µk sinϕl)− ibl (sinϕl − µk cosϕl)) /2Rkl;

(7)

ajkln
(
j = 0, 1, 2, ..., k = 1, 4, l = 1,L, n = 1, 2, ...

)
– неизвестные по-

стоянные, которые определяются из граничных условий на контурах
Ll
(
l = 1,L

)
. Удовлетворение этим условиям обобщенным методом наи-

меньших квадратов приводит к переопределенной системе линейных ал-
гебраических уравнений, которую решим методом сингулярных разло-
жений. После этого постоянные ajkln, а следовательно, и комплексные
потенциалы (3) будут известными, и по ним найдем основные характе-
ристики ЭМУС в любой момент времени.

Описание результатов численных исследований. Проведены
многочисленные исследования для пластин из различных пьезоматери-
алов с круговыми отверстиями или трещинами. Некоторые из них при-
ведены на рис. 2, где для некоторых значений длины l краевого разреза,
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изображены графики распределения напряжений σs около контура от-
верстия при действии одной (рис. 2, а) или двух (рис. 2, б) сосредоточен-
ных сил, в начальном (сплошные линии) и стационарном (пунктирные
линии) состояниях.

(a) (б)

Рис. 2

Как видно из рис. 2, при сближении разреза к контуру отверстия
наблюдаются значительные изменения значений напряжений в точках
перемычки между отверстием и разрезом, существенных изменений этих
величин в остальных зонах около отверстия не наблюдается.

1. Калоеров С.А. Двумерные задачи электромагнитовязкоупругости для много-
связных тел / С.А. Калоеров, А.В. Петренко. – Донецк: Юго-Восток, 2011. –
232 с.

2. Калоеров С.А. Решение задачи о вязкоупругом состоянии многосвязной пье-
зопластинки / С.А. Калоеров, М.А. Полянский // Вестн. Донец. нац. ун-та.
Сер. А: Естеств. науки. – 2024. – № 1. – С. 3–27.
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РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ ОБ ИЗГИБЕ ТОНКОЙ
МНОГОСВЯЗНОЙ ПЬЕЗОПОЛОСЫ С ОТВЕРСТИЯМИ,

ТРЕЩИНАМИ И ВЫЕМАМИ

Калоеров С.А., д-р физ.-мат. наук, проф., Сероштанов А.В.
Донецкий государственный университет, г. Донецк, РФ

kaloerov@mail.ru, aleks.serosht@gmail.com

В используемых в качестве элементов различных конструкций совре-
менной техники тонких плитах с отверстиями и трещинами из пьезома-
териалов часто возникает высокая концентрация напряжений, приводя-
щая к их разрушению, что нужно учитывать при проектировании таких
конструкций. И в этом направлении наиболее достоверные результаты
при исследовании напряженно-деформированного состояния можно по-
лучить, используя комплексные потенциалы теории изгиба тонких элек-
тромагнитоупругих плит [1]. С использованием этих функций можно по-
лучить и решение практически важной задачи об изгибе многосвязной
узкой пьезополосы.

Рис. 1

Пусть полоса занимает область, ограничен-
ную прямолинейными границами L+ (верхней),
L− (нижней) и контурами произвольно располо-
женных эллиптических отверстий Ll

(
l = 1, L

)
с полуосями al, bl (рис. 1), которые в част-
ных случаях могут переходить в прямолиней-
ные разрезы-трещины, пересекать прямолиней-
ные границы, пересекаться между собой. Если
плиту отнести к прямоугольной системе координат Oxy с началом в
произвольной точке полосы и осью Ox, параллельной прямолинейным
границам и отстоящей от L+, L− соответственно на расстояниях h+ и
h−, и выбрать локальные системы координат Olxlyl с началами в цен-
трах эллипсов L l и осями Olxl вдоль полуосей al, отсчитываемых от
положительного направления Ox против часовой стрелки, то в системе
Oxy уравнения L l записываются в виде

x = x0l + xl cos ϕl − yl sin ϕl, y = y0l + xl sinϕl + yl cosϕl,

где xl = al cos θ, yl = bl sin θ; ϕ l - угол между положительными направ-
лениями осей Ox и Olxl, отсчитываемый от положительного направле-
ния Ox против часовой стрелки; x0l, y0l – координаты начала локальной
системы Olxlyl в основной системе Oxy; θ - параметр параметрического
задания эллипса, изменяющийся от 0 до 2π .
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Используя свойства комплексных потенциалов и методы конформ-
ных отображений, для искомых функций данной задачи получим выра-
жения [2]

W ′
k (zk) = Γkzk +

L∑
l= 1

∞∑
n= 1

[
aklnϕkln(zk) + bklnϕ

+
kln(zk) + cklnϕ

−
kln(zk)

]
, (1)

в которых Γk – постоянные, определяемые из условий загружения полосы
на бесконечности;

ϕkln(zk) = ζ−nkl , ϕ+
kln (zk) =

(
ζ+
kl

)−n
, ϕ−kln (zk) =

(
ζ−kl
)−n

;

ζkl, ζ+
kl, ζ

−
kl – функции, вычисляемые из неявных зависимостей

zk = zk l +Rkl (ζkl +mkl/ζkl) ,

zk = −(µk − µk)h
+ + zkl +Rkl

(
ζ+
kl + mkl/ζ

+
kl

)
,

zk = (µk − µk)h
− + zkl +Rkl

(
ζ−kl + mkl/ζ

−
kl

)
,

где |ζkl| ≥ 1,
∣∣ζ+
kl

∣∣ ≥ 1,
∣∣ζ−kl∣∣ ≥ 1;

zkl = x0l + µk y0l,

Rkl = (al (cosϕl + µk sinϕl) + ibl (sinϕl − µk cosϕl)) /2,

mkl = (al (cosϕl + µk sinϕl)− ibl (sinϕl − µk cosϕl)) /2Rkl;

akln, bkln, ckln
(
k = 1, 4; l = 1,L, n = 1, 2, ...

)
– неизвестные постоян-

ные, которые определяются из граничных условий на отрезках прямо-
линейных границ L+, L− и контурах Ll

(
l = 1, L

)
. Удовлетворение этим

условиям осуществляется обобщенным методом наименьших квадратов,
что приводит к переопределенной системе линейных алгебраических
уравнений, решаемой методом сингулярных разложений.

После определения указанных неизвестных коэффициентов разложе-
ний (1) по комплексным потенциалам можно найти изгибающие момен-
ты, перерезывающие силы, моменты индукций и напряженностей в лю-
бой точке полосы.

Как частные случаи из приведенного решения задачи электромаг-
нитоупругости (ЭМУ) следуют решения задач электроупругости (ЭУ),
магнитоупругости (МУ) и теории упругости (ТУ).

Для случая действия на бесконечности механических изгибающих
моментов M∞

x были проведены численные исследования по изучению
закономерностей распределения изгибающих моментов в пьезополосе из
композита CdSe− BaTiO3.
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Исследованиями установлено, что с приближением отверстия к одной
из прямолинейных границ полосы (рис. 2) значения моментов в точках
перемычки и прямолинейной границы вблизи перемычки резко возрас-
тают, незначительно изменяясь в остальных точках. Приближение кру-
гового отверстия с краевой трещиной к границе полоcы (рис. 3) ведет к
весьма существенному росту концентрации изгибающих моментов в точ-
ках перемычки, около контура отверстия и около прямолинейной грани-
цы вблизи перемычки. На значения изгибающих моментов значительно
влияет учет пьезосвойств материала, особенно в зоне перемычки меж-
ду отверстием и прямолинейной границей. Поэтому при исследованиях
концентрации напряжений в элементах конструкций из пьезоматериа-
лов нельзя ограничиваться решением задачи теории упругости, а нужно
решать задачу электромагнитоупругости.

Рис. 2 Рис. 3

Информация о финансовой поддержке. Исследования проводи-
лись в ФГБОУ ВО «ДонГУ» в рамках государственного задания (номер
госрегистрации 124012400354-0).

1. Калоеров С.А. Основные соотношения прикладной теории изгиба тонких элек-
тромагнитоупругих плит / С.А. Калоеров // Вестн. Донец. нац. ун-та. Сер. А:
Естеств. науки. – 2022. – № 1. – С. 20–38.

2. Калоеров С.А. Решение задачи об изгибе многосвязной пьезополуплоскости с
приближенным удовлетворением граничным условиям на прямолинейной гра-
нице / С.А. Калоеров, А.В. Сероштанов // Вестн. Донец. нац. ун-та. Сер. А:
Естеств. науки. – 2024. – № 1. – С. 28–41. – DOI: 10.5281/zenodo.12527097.
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Кириллова И.В., канд. физ.-мат. наук, доц.,
Коссович Л.Ю., д-р физ.-мат. наук, проф.

Саратовский государственный университет имени Н.Г. Чернышевского,
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iv@sgu.ru

Нестационарное напряжённо-деформированное состояние (НДС)
тонкостенных конструкций существенно неоднородно по пространствен-
ным координатам и времени в различных участках фазовой плоскости.
Такое свойство нестационарных волн определяет возможность и необ-
ходимость применения в математическом моделировании рассматрива-
емых процессов асимптотических методов как при разработке прибли-
жённых теорий, так и при решении краевых задач для составляющих
НДС.

В случае статических задач асимптотическая теория упругих тонких
оболочек разработана А.Л. Гольденвейзером [1]. При этом был определён
математический аппарат построения приближенных двумерных теорий,
обобщающих классическую теорию оболочек Кирхгофа-Лява, и теории
погранслоёв, моделирующих работу принципа Сен-Венана, основанный
на понятии показателей изменяемости НДС по пространственным коор-
динатам. При анализе колебаний пластин и оболочек было также введено
понятие показателя динамичности НДС по времени.

Неоднородность нестационарного НДС тонких оболочек по координа-
там и времени не позволила использовать асимптотические методы, раз-
работанные для задач статики и стационарной динамики. Поэтому в ра-
боте [2] была предложена схема расчленения нестационарного НДС, яв-
ляющаяся вариантом метода сращиваемых разложений: в различных об-
ластях фазовой плоскости применяются различные составляющие. Пол-
нота такой асимптотической теории определяется выводом асимптоти-
чески приближённых уравнений для всех составляющих НДС и дока-
зательством существования областей согласования соседних составляю-
щих, где решения совпадают с некоторой асимптотической погрешно-
стью.

В рассматриваемой работе описывается развитие подхода, изложен-
ного в [2]: используются такие компоненты нестационарного НДС, как
безмоментная и моментная составляющие Кирхгофа-Лява, эллиптиче-
ский погранслой в окрестности условного фронта волны Рэлея, сим-
метричное и антисимметричное коротковолновые приближения, а так-
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же симметричный и антисимметричный гиперболический погранслой в
окрестностях фронтов волн расширения и сдвига.

Отметим, что принцип формирования нестационарного НДС полно-
стью соответствует принципу Сен-Венана в динамике конструкций: спо-
соб приложения ударной нагрузки на торец определяет НДС не только
в его окрестности (как это имеет место в статике и стационарной дина-
мике), но и в малых окрестностях передних фронтов волн [3].

Асимптотически оптимальные уравнения для всех составляющих по-
лучены методом асимптотического интегрирования исходных точных трёх-
мерных уравнений теории упругости. Однако, можно выделить две груп-
пы составляющих по способу указанного интегрирования. К первой груп-
пе относятся безмоментная и моментная составляющие теории Кирхгофа-
Лява. Здесь, как и в статике, процесс асимптотического интегрирования
проводился для каждой составляющей в исходных координатах, масшта-
бированных в соответствии со значениями показателей изменяемости и
динамичности.

Для получения асимптотически оптимальных уравнений погрансло-
ёв разработана методика асимптотического интегрирования трёхмерных
уравнений теории упругости в пространствах специальных систем коор-
динат, связанных с волновыми фронтами и квазифронтами. В случае по-
гранслоёв гиперболического типа для оболочек вращения произвольной
формы при действии распределённой по торцу ударной осесимметрич-
ной нагрузки сначала была создана асимптотическая модель, описываю-
щая поведение поверхности передних волновых фронтов расширения и
сдвига. В силу свойства тонкостенности эти фронты представлены обра-
зующими их повёрнутыми нормалями к срединной поверхности.

В случае эллиптического погранслоя, имеющего место в малой окрест-
ности условного фронта поверхностной волны Рэлея, специальная пере-
менная определяет отклонение текущей координаты от этого условно-
го фронта. Поведение решения эллиптического погранслоя определяется
разрешающими уравнениями эллиптического типа по продольной и нор-
мальной координатам. В случае поверхностного ударного воздействия
граничные условия на лицевых поверхностях представляются уравнени-
ями гиперболического типа относительно граничных значений потенци-
альных функций. В случае ударных торцевых воздействий сначала стро-
ится задача для частного решения, удовлетворяющего только торцевому
граничному условию и выделяется эквивалентная задача с граничными
условиями на лицевых поверхностях.

Схемы расчленения нестационарного НДС определяются типом за-
данного граничного ударного воздействия. В случае продольных удар-
ных торцевых воздействий тангенциального типа (воздействие типа LT)
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нестационарное НДС определяется безмоментной составляющей теории
Кирхгофа-Лява, параболическим погранслоем в малой окрестности ква-
зифронта (фронта двумерной волны растяжения-сжатия), симметричной
по нормальной координате коротковолновой высокочастотной составля-
ющей и симметричным по нормальной координате гиперболическим по-
гранслоем в малой окрестности фронта волны расширения. Полностью
асимптотическая теория нестационарного НДС в оболочках вращения
на примере ударного воздействия торцевым продольным усилием пред-
ставлена в работе [4].

В случае продольных ударных торцевых воздействий изгибающего
типа (воздействие типа LM) нестационарное НДС определяется изгиб-
ной составляющей теории Кирхгофа-Лява, коротковолновым высокоча-
стотным приближением антисимметричного типа и антисимметричным
гиперболическим погранслоем в малой окрестности фронта волны рас-
ширения.

В случае ударных воздействий нормального типа (воздействие вида
NW) НДС определяется изгибной составляющей теории Кирхгофа-Лява,
коротковолновым высокочастотным приближением антисимметричного
типа, эллиптическим погранслоем в узкой области условного фронта по-
верхностных волн Рэлея и гиперболическим погранслоем антисиммет-
ричного типа в узкой окрестности фронта волны сдвига. Асимптотиче-
ский метод решения краевых задач для эллиптического погранслоя опи-
сан в работе [5].

Отметим, что асимптотические методы решения краевых задач раз-
работаны для всех основных составляющих нестационарного НДС в обо-
лочках вращения произвольной формы. Основаны они на следующем
свойстве: изменяемость по продольной координате моментной составля-
ющей и погранслоёв всех видов для рассматриваемого класса оболочек
гораздо выше изменяемости геометрических параметров. Поэтому сна-
чала решаются базовые задачи для цилиндрических оболочек с исполь-
зованием интегральных преобразований Лапласа по времени и Фурье по
продольной координате с применением различных приближенных асимп-
тотических методов обращения изображений. На втором этапе решают-
ся уже краевые задачи для оболочек произвольной формы, основанные
на применении метода экспоненциальных представлений в пространстве
преобразования Лапласа. В случае безмоментной составляющей исполь-
зуется простейший метод прифронтовой асимптотики.

Универсальность разработанного асимптотического подхода позволя-
ет решать аналогичные задачи для тонкостенных оболочек с разными
геометрическими и механическими свойствами при действии ударных
нагрузок разных типов.
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Исследования различных вариантов расчетных моделей определения
прочностных характеристик тонких пластин из электропроводящих ма-
териалов при их индукционном разогреве обусловлены чрезвычайно ши-
роким кругом их востребованности во многих научно-технических отрас-
лях и возрастанием требований к мере адекватности результатов проект-
ных расчетов, в то время как исходные физико-механические парамет-
ры материалов пластин и характеристики процессов их индукционного
нагрева в реальных ситуациях обладают весьма высокой степенью коли-
чественной параметрической неопределенности в виде разбросов данных
экспериментальных замеров, технологических допусков в процессах из-
готовления, а также вариации значений их характеристик, вводимых в
расчетные модели на базе субъективных экспертных оценок. В ситуа-
циях отсутствия отвечающей требованиям статистической корректности
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исходной информации о разбросах параметров данных моделей, расчет-
ный анализ их параметрической неопределенности может быть реализо-
ван путем применения нечетко-множественных методов.

Вариантом модели указанного типа, исследуемым в данной работе,
является рассмотренная в детерминистической постановке в работе [1]
расчетная модель обусловленного индукционным разогревом термона-
пряженного состояния тонкой изотропной электропроводящей пластины
(слоя) с жестко закрепленными граничными плоскостями, на которых
выполняются идеальные условия теплоотдачи, при задании в окрестно-
сти одной из граней периодической во времени касательной компоненты
вектора напряженности осциллирующего внешнего электрического поля.

Пластина имеет толщину h, занимает в нормированных простран-
ственных декартовых координатах Ox1x2z область V = {(x1, x2) ∈ R2},
{0 ≤ z ≤ 1}; изготовлена из материала с параметром магнитной про-
ницаемости µ, коэффициентом электропроводности σ, коэффициентом
теплопроводности λ, коэффициентом температуропроводности a, коэф-
фициентом линейного теплового расширения αT , модулем Юнга E, ко-
эффициентом Пуассона ν. Характеристиками внешнего электромагнит-
ного воздействия являются амплитуда E0 и частота ω осциллирующего
электрического поля. При исследовании детерминистического варианта
рассматриваемой модели для температурного поля в пластине T (z, τ)
получено представление [1]

T (z, τ) = ΦT (z, τ, h, µ, σ, λ, a, E0, ω) = T∗δ
2
0(1− z − 2(ch((1− z)δ−1

0 −
− cos((1− z)δ−1

0 ))e−γ∗−

−2γ∗

∞∑
n=1

(−1)n(n2π2(n2π2 + γ2
∗))
−1

(sinn2π2(1− z)−

−4n2π2e−γ∗ sinn2π2z) · exp(−n2π2τ)),
(1)

в котором

T∗ = σ E2
0h

2(2λ)−1, δ0 = δ/h = (2µω σ h2)
1/2
, γ∗ = 1/δ0, τ = ath−2, (2)

а поля напряжений соответственно описываются соотношениями

σ11(z, τ) = σ22(z, τ) = Φσ(z, τ, h, µ, σ, λ, a, αT , E, ν, E0, ω ) =

= −αTE(1− ν)−1T (z, τ), σzz(z, τ) = σz1(z, τ) = σz2(z, τ) = 0.
(3)

Сложность полномасштабного изучения меры влияния разбросов зна-
чений исходных параметров при анализе моделей рассматриваемого типа
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на основе методов вероятностно-стохастического анализа вызвана отсут-
ствием, в большинстве случаев, реальной информации корректной ста-
тистической природы об указанных показателях неконтрастности исход-
ных данных в форме однородных частотных выборок большой мощно-
сти и природой других указанных выше факторов неопределенности. В
этой ситуации одним подходом к решению проблемы учета параметриче-
ской неопределенности в моделях термонапряженного состояния тонких
пластин при индукционном нагреве может служить применение методов
нечетко-множественного количественного анализа [2, 3] на базе концеп-
ции перехода к нечетко-множественным аргументам в распространяемых
на этот тип переменных функциональных расчетных соотношениях де-
терминистических версий данных моделей. Исходя из предположения об
учете неконтрастности всех исходных физико-механических и геометри-
ческих параметров модели h, µ, σ, a, αT , E, ν, E0, ω вводятся их описания
нечетко-множественными величинами h̃, µ̃, σ̃, ã, α̃T , Ẽ, ν̃, Ẽ0, ω̃ в виде
нормальных треугольных нечетких чисел, представляемых разложения-
ми по множествам α – срезов [2, 3]

h̃ =
⋃

α∈[0,1]

[hα, hα], hα = (1− α)h1 + αh2, hα = αh2 + (1− α)h3;

µ̃ =
⋃

α∈[0,1]

[µ
α
, µα], µ

α
= (1− α)µ1 + αµ2, µα = αµ2 + (1− α)µ3; . . . ;

ω̃ =
⋃

α∈[0,1]

[ωα, ωα], ωα = (1− α)ω1 + αω2, ωα = αω2 + (1− α)ω3.

(4)

В форме разложений по α – срезам определяются и эндогенные нечетко-
множественные параметрические зависимости T̃ (z, τ), σ̃11(z, τ), σ̃22(z, τ):

T̃ (z, τ) =
⋃

α∈[0,1]

[T α(z, τ), T α(z, τ)],

σ̃11(z, τ) =
⋃

α∈[0,1]

[σ11α(z, τ), σ11α(z, τ)],

σ̃22(z, τ) =
⋃

α∈[0,1]

[σ22α(z, τ), σ22α(z, τ)].

(5)

С учетом справедливых во всех областях определения функциональных
зависимостей (1), (3) оценок

∂ΦT/∂E0 ≥ 0, ∂ΦT/∂λ ≤ 0,

∂Φσ/∂E0 ≥ 0, ∂Φσ/∂λ ≤ 0, ∂Φσ/∂αT ≤ 0, ∂Φσ/∂E ≤ 0, ∂Φσ/∂ν ≤ 0,
(6)
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нечетко-множественные расчетные соотношения модели могут быть, в
конечном счете, получены в виде

T α(z, τ) = inf
ω ∈ [ωα, ωα]
a ∈ [aα, aα]
σ ∈ [σα, σα]
µ ∈ [µ

α
, µα]

h ∈ [hα, hα]

ΦT (z, τ, h, µ, σ, λα, a, E0α, ω ),

T α(z, τ) = sup
ω ∈ [ωα, ωα]
a ∈ [aα, aα]
σ ∈ [σα, σα]
µ ∈ [µ

α
, µα]

h ∈ [hα, hα]

ΦT (z, τ, h, µ, σ, λα, a, E0α, ω );
(7)

σαjj(z, τ) = inf
ω ∈ [ωα, ωα]
a ∈ [aα, aα]
σ ∈ [σα, σα]
µ ∈ [µ

α
, µα]

h ∈ [hα, hα]

Φσ(z, τ, h, µ, σ, λα, a, αTα, Eα, να, E0α, ω ),

σαjj(z, τ) = sup
ω ∈ [ωα, ωα]
a ∈ [aα, aα]
σ ∈ [σα, σα]
µ ∈ [µ

α
, µα]

h ∈ [hα, hα]

Φσ(z, τ, h, µ, σ, λα, a, αTα, Eα, να, E0α, ω ).
(8)

Применение (7) (8) решает задачу описания меры неопределенности
эндогенных параметров рассматриваемой модели при задаваемых харак-
теристиках разбросов значений исходных параметров.
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УДК 539.3

КРУЧЕНИЕ АНИЗОТРОПНОГО ЦИЛИНДРА
С ОТВЕРСТИЯМИ, ТРЕЩИНАМИ И ВЫЕМАМИ

Мироненко А.Б., канд. физ.-мат. наук, Сошина Е.И.
Донецкий государственный университет, г. Донецк, РФ
andreyandrey80@mail.ru, ye.soshyna.tuvm@yandex.ru

Введение. В качестве элементов современных конструкций часто
используются упругие цилиндрические тела с продольными полостями,
трещинами и выемами, находящиеся в условиях кручения. Под действи-
ем внешних крутящих моментов вблизи отверстий и трещин могут воз-
никать большие концентрации напряжений, что необходимо учитывать
при проектировании и эксплуатации соответствующих конструкций. Как
показывают исследования, наиболее достоверные результаты при опре-
делении напряженно-деформированного состояния указанных тел полу-
чаются в случае использования в решениях задач комплексного потен-
циала кручения [1].

Рис. 1

Постановка и метод решения задачи.
Рассмотрим в прямоугольной системе коорди-
нат Oxyz цилиндрическое тело из прямолинейно-
анизотропного материала с продольными поло-
стями, образующие которых параллельны оси ци-
линдра, вдоль которой направлена ось Oz систе-
мы координат (рис. 1). В поперечном сечении ци-
линдра будет многосвязная область S, ограни-
ченная внешним контуром L0 и контурами эллиптических отверстий Ll
(l = 1, L) с полуосями al, bl. Внешняя поверхность цилиндра и поверх-
ности полостей свободны от усилий, один из концов цилиндра жестко
закреплен, на другом приложены усилия, приводящие к кручению ци-
линдра моментом M .

В локальных системах координат Olxlyl с началами в центрах эллип-
сов Ll и осями Olxl вдоль полуосей al и в основной системе координат
Oxyz параметрические уравнения эллипсов Ll имеют вид

xl = al cos θ, yl = bl sin θ, (1)

x = x0l + xl cosϕl − yl sinϕl, y = y0l + xl sinϕl + yl cosϕl, (2)

где θ – параметр, изменяющийся от 0 до 2π; x0l, y0l – координаты нача-
ла локальной системы Olxlyl в основной системе Oxy; ϕl – угол между
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положительными направлениями осей Ox и Olxl, отсчитываемый от по-
ложительного направления Ox против часовой стрелки.

Если для решения задачи о напряженно-деформированном состоя-
нии цилиндра использовать комплексный потенциал кручения, то оно
сводится к нахождению функции Φ3(z3) обобщенного комплексного пе-
ременного z3 = x+ µ3y, где µ3 – корень известного характеристического
уравнения, из соответствующих граничных условий. Причем в данном
случае этот комплексный потенциал имеет вид [2]

Φ3 (z3) = a300 +
L∑
l=0

∞∑
n=1

a3lnϕ3ln (z3), (3)

где
ϕ30n (z3) = zn3 , ϕ3ln (z3) =

1

ζn3l
(l = 1, L). (4)

ζ3l – переменные, определяемые из конформных отображений внешно-
стей единичных кругов |ζ3l| ≥ 1 на внешности контуров L3l (l = 0, L), со-
ответствующих контурам Ll при аффинных преобразованиях
z3 = x+ µ3y, и имеющие вид

z3 = z3l +R3l

(
ζ3l +

m3l

ζ3l

)
, (5)

в котором

z3l = x0l + µ3 y0l,

R3l =
al (cosϕl + µ3 sinϕl) + ibl (sinϕl − µ3 cosϕl)

2
,

m3l =
al (cosϕ

l
+ µ3 sinϕl)− ibl (sinϕl − µ3 cosϕl)

2R3l
;

(6)

a3ln – неизвестные постоянные, которые определим из граничных усло-
вий на контурах Ll (l = 0, L). Удовлетворение этим условиям обобщен-
ным методом наименьших квадратов приводит к переопределенной си-
стеме линейных алгебраических уравнений. После решения этой систе-
мы методом сингулярных разложений постоянные a3ln, а следовательно,
и комплексные потенциалы (3) будут известными, и по ним можно вы-
числить напряжения и перемещения в любой точке цилиндра.

Описание результатов численных исследований. Были прове-
дены многочисленные исследования напряженного состояния цилиндра
с различными отверстиями, трещинами и выемами. На рис. 2 для коль-
цевого цилиндра из различных материалов (различных отношений коэф-
фициентов деформаций a44/a55) с внешним контуром радиуса a0, внут-
ренним концентрическим контуром радиуса a1 = 0, 5a0 и центральной
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трещиной длины 2a2, когда a2/a0 = 0, 22 приведены графики распреде-
ления касательных напряжений τsz.

Рис. 2

Как видно из рис. 2 и других полученных результатов, с увеличением
длины трещины между контурами концентрического цилиндра значения
напряжений в зоне перемычки с трещиной резко возрастают, незначи-
тельно изменяясь в других зонах; особенно велики эти напряжения для
больших значений a44/a55; при выходе трещины на контуры кольца зна-
чения напряжений в зонах высокой их концентрации резко уменьшают-
ся; при малых длинах трещины ее наличие не нарушает равномерного
распределения напряжений около контуров кольца, и напряжения ока-
зываются такими, как в цилиндре с центральной круговой полостью.

1. Горянская Е.С. Кручение анизотропных стержней с полостями и плоскими тре-
щинами / Е.С. Горянская, С.А. Калоеров // Теорет. и прикладная механика. –
1996. – Вып. 26. – С. 36–43.

2. Калоеров С.А. Кручение анизотропного цилиндра с продольными полостями и
плоскими трещинами / С.А. Калоеров, Е.И. Сошина, А.Б. Мироненко // Вестн.
Донец. нац. ун-та. Сер. А: Естеств. науки. – 2024. – № 3. – С. 108–122.
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УДК 539.3

ИССЛЕДОВАНИЕ ВЯЗКОУПРУГОГО СОСТОЯНИЯ
ТОНКИХ ПЛИТ С КРИВОЛИНЕЙНЫМИ ОТВЕРСТИЯМИ

Мирончук А.И., канд. физ.-мат. наук
Донецкий государственный университет, г. Донецк, РФ

a.i.mironchuk@yandex.ru

Введение. Тонкие пластинки, находящиеся в условиях поперечного
изгиба и называемые в этом случае тонкими плитами, находят широкое
применение в авиастроении, приборостроении и в других областях совре-
менной техники. Зачастую эти плиты по технологическим или эксплуа-
тационным причинам имеют отверстия, около которых при изгибе воз-
никают высокие концентрации изгибающих моментов (а, следовательно,
и напряжений), которые необходимо учитывать при проектировании и
эксплуатации конструкций. Для случая стационарного состояния, когда
напряженно-деформированное состояние (НДС) многосвязных плит не
изменяется со временем, даны решения различных задач инженерной
практики. Но в реальных случаях НДС тел после приложения внешних
воздействий с течением времени изменяется, что нужно учитывать при
проектировании и эксплуатации конструкций. Для изгиба многосвязных
плит с эллиптическими отверстиями и трещинами даны решения раз-
личных задач. Наиболее часто встречающиеся же случаи плит с криво-
линейными контурами не рассматривались.

Рис. 1

Постановка и метод решения задачи.
Рассмотрим бесконечную тонкую вязкоупругую
анизотропную многосвязную плиту с отверстия-
ми произвольной формы и решение задачи вяз-
коупругости для такой плиты будем проводить,
используя решение задачи для плиты с конечным
числом эллиптических отверстий. В связи с этим
рассмотрим отнесенную к прямоугольной декар-
товой системе координат Oxy анизотропную тонкую плиту, занимающую
бесконечную многосвязную область S (рис. 1), ограниченную контурами
эллиптических отверстий Ll

(
l = 1, L

)
с полуосями al, bl, причем в ло-

кальных системах координат Olxlyl с началами в центрах эллипсов Ll и
направлениями осей вдоль осей эллипсов их параметрические уравнения
будут такими:

xl = al cos θ, yl = bl sin θ, (1)
а в основной системе координат Oxy имеют вид

x = x0l + xl cosϕl − yl sinϕl, y = y0l + xl sinϕl + yl cosϕl, (2)
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где θ – параметр параметрического задания эллипса, изменяющийся от
0 до 2π; x0l, y0l – координаты начал локальных систем координат Olxlyl
в основной системе координат Oxy; ϕl – угол между направлениями осей
Ox и Olxl, отсчитываемый от Ox против часовой стрелки. Будем пред-
полагать, что на бесконечности заданы изгибающие моменты M∞

x , M∞
y

и крутящий момент H∞xy.
Рассматриваемую задачу будем решать методом малого параметра

с использованием комплексных потенциалов. При таком подходе произ-
водные комплексных потенциалов теории изгиба тонких плит разлага-
ются в ряды по малому параметру вида

W ′
k (zk) =

∑
j=0

λjW ′
jk (zk), (3)

где λ – малый параметр, в качестве которого выбирается изменение во
времени коэффициента Пуассона ν12; W ′

jk(zk) – производные комплекс-
ных потенциалов приближений, имеющие в данном случае вид [1]

W ′
jk (zk) = Γjkzk +

L∑
l=1

W ′
jkl (zk); (4)

Γjk – постоянные, определяемые из условий загружения плиты на беско-
нечности; W ′

jkl (zk) – функции, голоморфные в областях Sk, получаемых
из заданной области S аффинными преобразованиями zk = x + µky;
µk – корни характеристического уравнения.

Для определения общего вида функции W ′
jkl (zk) используем мето-

ды конформных отображений. Тогда для комплексных потенциалов (4)
окончательно получим [2]

W ′
jk (zk) = Γjkzk +

L∑
l=1

∞∑
n=1

ϕklnajkln, (5)

где

ϕkln = 1/ζnkl
(
l = 1, L

)
, zk = zkl +Rkl

(
ζkl +

mkl

ζkl

)
, zkl = x0l + µky0l,

Rkl = [al (cosϕl + µk sinϕl) + ibl (sinϕl − µk cosϕl)]/2,

mkl = [al (cosϕ
l
+ µk sinϕl)− ibl (sinϕl − µk cosϕl)]/2Rkl;

|ζkl| ≥ 1, ajkln – неизвестные коэффициенты рядов, которые определя-
ются из известных граничных условий на контурах Ll

(
l = 1, L

)
обоб-

щенным методом наименьших квадратов [2], что приведет к переопреде-
ленной системе линейных алгебраических уравнений, решаемой методом
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сингулярных разложений. После нахождения неизвестных коэффициен-
тов рядов (5) комплексные потенциалы (4) будут известными и по ним
можно найти значения моментов в любой момент времени.

Рис. 2

Описание результатов чис-
ленных исследований. Для слу-
чая изгиба плиты с треуголь-
ным отверстием ABC моментами
M∞

y = my при M∞
x = H∞xy = 0

на рис. 2 для некоторых значений
угла α при вершине треугольни-
ка и для случая разреза изображе-
ны графики распределения вдоль
стороны AB моментов Ms, соот-
ветствующих нормальным напря-
жениям σs на площадках, перпен-
дикулярных этой стороне. Случай
α = 0 соответствует разрезу длины 2a1 вдоль оси Ox.

Из данных рис. 2 и других полученных результатов видно, что при
уменьшении угла α значения моментов вблизи вершины треугольника A
растут, претерпевая незначительные изменения в других областях, вклю-
чая даже боковые стороны треугольника за небольшой зоной от вершины
угла треугольника. При малых (α < π/18) значения изгибающих момен-
тов в окрестности вершины треугольника получаются такими же, как в
плите с одним прямолинейным разрезом. При переходе в стационарное
состояние значения изгибающих моментов претерпевают значительные
изменения, причем при π/6 ≤ α ≤ 2π/3 эти изменения составляют более
чем 10%. Так при α = π/6 значения Ms в окрестности точки A увеличи-
ваются на 10, 815%, при α = π/3 на 13, 958%, при α = π/2 на 16, 928%,
при α = 2π/3 на 16, 542%.

Информация о финансовой поддержке. Исследования проводи-
лись по теме государственного задания в ФГБОУ ВО «ДонГУ»
(№ госрегистрации 124012400354-0).

1. Калоеров С.А. Решение задачи линейной вязкоупругости для многосвязных ани-
зотропных плит / С.А. Калоеров, А.И. Занько // Прикладная механика и техниче-
ская физика. – 2017. – Т. 58, № 2.– С. 141–151. – EDN: YKVAEZ. –
DOI: 10.15372/PMTF20170215

2. Калоеров С.А. Изгиб многосвязных анизотропных плит с криволинейными от-
верстиями / С.А. Калоеров, А.И. Занько // Изв. Сарат. ун-та. Сер. Математика.
Механика. Информатика. – 2016. – Т. 16, вып. 4. – С. 456–464. – EDN: XHPYJL. –
DOI: 10.18500/1816-9791-2016-16-4-456-464.
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НИИ механики Московского государственного университета

имени М.В. Ломоносова, г. Москва, РФ
inmec130@mail.ru

Для описания длительной прочности при сложном напряженном со-
стоянии используют разные эквивалентные напряжения [1], служащи-
ми инвариантными характеристиками тензора напряжений. В качестве
классических эквивалентных напряжений рассматривают максимальное
нормальное напряжение, напряжение Мизеса и удвоенное максимальное
касательное напряжение. Из сравнения минимизированных суммарных
погрешностей выбирают критериальное эквивалентное напряжение [2],
которое приводит к минимальной суммарной погрешности. Кроме клас-
сических эквивалентных напряжений могут рассматриваться различные
комбинации из классических эквивалентных напряжений [3, 4, 5, 6], а
также комбинации из главных напряжений, где присутствует один и бо-
лее материальных параметров. Среди сложных эквивалентных напряже-
ний наиболее часто используется линейная комбинация от максимально-
го нормального напряжения и напряжения Мизеса с одним материаль-
ным параметром. В статье [7] при описании процесса порообразования в
условиях равного трехосного растяжения предложена нелинейная ком-
бинация от главных напряжений с двумя материальными параметрами.
Вместе с этим, при описании длительной прочности при равном двух-
осном растяжении автором данной работы предложено эквивалентное
напряжение в виде корня n-степени из суммы n-степеней главных на-
пряжений, где в зависимости от знака n возможны две разные ситуации
в отношении значений времени в момент разрушения при одноосном и
равном двухосном растяжениях.

При сложном напряженном состоянии опытные данные, как прави-
ло, получают на трубчатых образцах, где один из двух типов плоского
напряженного состояния различают по знакам главных напряжений:

σ1 > 0 σ2 = 0 σ3 < 0

(совместное растяжение с кручением)

σ1 > 0 σ2 > 0 σ3 = 0

(совместное растяжение с воздействием внутреннего давления)
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При обработке [2–6] экспериментальных данных результаты вычисле-
ний разделяют по типу плоского напряженного состояния. Как правило,
экспериментальные исследования [8] ограничиваются результатами либо
при σ1 > 0, σ2 = 0, σ3 = 0 (чистое растяжение) и σ1 > 0, σ2 = 0, σ3 < 0
(растяжение + кручение), либо при σ1 > 0, σ2 = 0, σ3 = 0 (чистое рас-
тяжение) и σ1 > 0, σ2 > 0, σ3 = 0 (растяжение + внутреннее давление).
В работе [9] для жаропрочной стали 12Х18Н10Т при 850◦C результаты
охватывают как опыты на чистое растяжение и растяжение с кручением,
так на растяжение с воздействием внутреннего давления (рис. 1, а–б).

(a) (б)

Рис. 1. Трубчатые образцы с разными захватами: а – в виде внешней резьбы; б – в виде гладкого
выступа на торце, где подача газа происходит по приваренной трубке

Отличительная особенность данной работы состоит в том, что обра-
ботка проводилась по отношению ко всем экспериментальным данным [9]
без разделения на тип плоского напряженного состояния.

Для описания длительной прочности использовалась дробно-степен-
ная зависимость с четырьмя материальными параметрами, значения ко-
торых определялись из минимизации суммарной погрешности [10] экс-
периментальных данных, полученных при чистом растяжении. Те пара-
метры, которые относятся к эквивалентным напряжениям, их значения
определялись из минимизации суммарной погрешности эксперименталь-
ных данных, полученных при сложном напряженном состоянии. Между
тем, учет экспериментальных данных, полученных при сложном напря-
женном состоянии, привел к некоторой корректировке значений пара-
метров дробно-степенной зависимости (рис. 2).
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(a) (б)

Рис. 2. Значки – экспериментальные данные,
сплошная кривая – дробно-степенная аппроксимация,

штриховая кривая – та же самая аппроксимация
с учетом корректировки материальных параметров:

σe1 – максимальное нормальное напряжение,
σe2 – напряжение Мизеса,

tr – время в момент разрушения

Из сравнения минимизированных суммарных погрешностей следует
заключить, что при аппроксимации экспериментальных данных [10] без
разделения на тип плоского напряженного состояния в качестве экви-
валентного напряжения нужно использовать максимальное нормальное
напряжение, а с выделением экспериментальных данных, полученных
при двухосном растяжении, нужно использовать либо нелинейную ком-
бинацию из главных напряжений [7], либо эквивалентное напряжение,
предложенное автором данной работы.

Информация о финансовой поддержке. Работа выполнена в
рамках государственного задания МГУ имени М.В. Ломоносова.

1. Локощенко А.М. Эквивалентные напряжения в расчетах длительной прочности
металлов при сложном напряженном состоянии (обзор) / А.М. Локощенко // Изв.
Сарат. ун-та. Нов. сер. Сер.: Математика. Механика. Информатика. — 2009. – Т. 9,
№ 4–2. – С. 128–135.

2. Локощенко А.М., Анализ критериев длительной прочности металлов при слож-
ном напряженном состоянии / А.М. Локощенко, В.В. Назаров, Д.О. Платонов,
С.А. Шестериков // Изв. РАН. МТТ. – 2003. – № 2. – С. 139–150.

3. Локощенко А.М. Выбор критериев длительной прочности металлов при слож-
ном напряженном состоянии / А.М. Локощенко, В.В. Назаров / Авиационно-
космическая техника и технология. – 2004. – № 7 (15). – С. 124–127.

4. Локощенко А.М. Оценка эквивалентных напряжений при анализе длительной
прочности металлов в условиях сложного напряженного состояния / А.М. Ло-
кощенко // Изв. РАН. МТТ. — 2010. — № 4. – С. 164–181.

5. Назаров В.В. Критерий длительной прочности при растяжении и кручении труб-
чатых образцов / В.В. Назаров // Заводская лаборатория. Диагностика матери-
алов. — 2014. – Т. 80, № 12. – С. 57–59.

6. Назаров В.В. Выбор сложного эквивалентного напряжения для двух различных
вариантов плоского напряженного состояния / В.В. Назаров // Diagn. Resour.
Mech. Mater. Struct. – 2021. — № 2. – С. 64–72.

111



7. Kobayashi, H. Multiaxial creep damage and lifetime evaluation under biaxial and
triaxial stresses for type 304 stainless steel / H. Kobayashi, R. Ohki, T. Itoh, M. Sakane
// Eng. Fract. Mech. – 2017. – Vol. 174. – P. 30–43.

8. Локощенко А.М. Длительная прочность металлов при сложном напряженном со-
стоянии (обзор) / А.М. Локощенко // Изв. РАН. МТТ. – 2012. – № 3. – С. 116–136.

9. Локощенко А.М. Ползучесть и длительная прочность стали Х18Н10Т в условиях
сложного напряженного состояния / А.М. Локощенко, Е.А. Мякотин, С.А. Ше-
стериков // Изв. АН СССР. МТТ. – 1979. – № 4. – С. 87–94.

10.Nazarov V.V. Selecting a dependence for the approximation of experimental data on
secondary creep and creep rupture strength / V.V. Nazarov // Diagn. Resour. Mech.
Mater. Struct. – 2023. – No. 3. – P. 44–49.

УДК 539.376

ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПОРОГА ПОЛЗУЧЕСТИ И ПРЕДЕЛА
КРАТКОВРЕМЕННОЙ ПРОЧНОСТИ

ПО ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫМ ДАННЫМ

Назаров В.В., канд. техн. наук
НИИ механики Московского государственного университета

имени М.В. Ломоносова, г. Москва, РФ
inmec130@mail.ru

В обзоре [1, 2] представлено современное состояние науки в области
экспериментального исследования свойства ползучести металлических
материалов, где перечислены публикации, в которых приведены резуль-
таты механических испытаний при одноосном растяжении и сложном
напряженном состоянии. Отмечено, что появились новые работы, посвя-
щенные более детальному изучению механических свойств. Одна из та-
ких работ [3] посвящена определению механических свойств жаропроч-
ной стали 03Х18Н11 (рис. 1, а–б) в температурном диапазоне 25–1100◦С.

Кривые ползучести (рис. 2) получены при условии постоянства растя-
гивающего напряжения во времени, при этом, как правило, зависимости
деформации от времени находят при условии постоянства осевой растя-
гивающей силы во времени.

При температуре выше 700◦С обнаружено влияние воздуха на ползу-
честь (рис. 2). Позже автор данной работы нашел и другие работы, кото-
рые, к сожалению, не вошли в обзор [1, 2]. В другой работе [4] исследова-
но влияние среды N2 на ползучесть титанового сплава ВТ6 (рис. 2, а) при
500, 600 и 700◦С. Установлено, что присутствие азота приводит к замет-
ному увеличению времени в момент разрушения. И наконец, статьи [5, 6]
посвящены исследованию ползучести магниевого сплава МА50 (рис. 2,
б) в температурном диапазоне 150–225◦С. Вместе с обычным магниевым
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(a) (б)

Рис. 1. Результаты испытаний [3] для жаропрочной стали 03Х18Н11
при разных значениях высокой температуры:

а – разрушенные образцы;
б – инженерные зависимости напряжение – деформация

(a) (б)

Рис. 2. Поверхностные коррозионные трещины [3] для жаропрочной стали 03Х18Н11 при больших
выдержках во времени: а – при 700◦С; б – при 850◦С

сплавом рассмотрена ползучесть того же сплава с предварительно внед-
ренным 1.72 мас.% Ca. Показано, что внедрение Ca в магниевый сплав
приводит к увеличению времени в момент разрушения.

Для аппроксимации опытных данных, как правило, используют сте-
пенную зависимость с двумя материальными параметрами, которые опре-
деляются из минимизации суммарной погрешности. В работе [7] показа-
но, что несмотря на то, что эта зависимость не плохо аппроксимирует
опытные данные, еще более точно это делает дробно-степенная зависи-
мость с четырьмя материальными параметрами, два из которых при-
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(a) (б)

Рис. 3. Экспериментальные зависимости и их аппроксимации:
а – титановый сплав ВТ6 при 600◦С;
б – магниевый сплав МА50 при 225◦С

нимают физический смысл порога ползучести и предела кратковремен-
ной прочности, которые ограничивают снизу и сверху ползучесть и дли-
тельную прочность. Эта зависимость предполагает, что порог ползучести
и предел кратковременной прочности уже измерены в эксперименте. В
статье [7] вместо измерения значений этих механических характеристик
предложено их рассматривать как материальные параметры, которые
следует вычислить из минимизации суммарной погрешности.

Рис. 4. Вычисленные зависимости
порога ползучести и предела кратковременной прочности

относительно экспериментальных зависимостей
предела текучести и предела прочности

для жаропрочной стали 03Х18Н11

По результатам обработки опытных данных получены зависимости
порога ползучести и предела кратковременной прочности от температу-
ры (рис. 3).

Информация о финансовой поддержке. Работа выполнена в
рамках государственного задания МГУ имени М.В. Ломоносова.
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Введение. При помощи методики преобразования интегральных
уравнений состояния вязкоупругих сред к временным уравнениям закона
Гука в работе [1] получены соотношения замкнутой теории напряженно-
го состояния анизотропного массива горных пород, учитывающая свой-
ства материала деформироваться во времени. Предложенный подход не
требует построения аналитических представлений ядер ползучести и ре-
лаксации в специальной форме. С использованием данной методики в
работе [2] исследовано вязкоупругое напряженное состояние анизотроп-
ного горного массива с протяженной, свободной от загружения, горизон-
тальной выработкой эллиптического сечения.

В настоящей работе методика перехода к параметрическим опреде-
ляющим уравнениям применена для исследования учета влияния вязко-
упругих параметров при изучении напряженного состояния анизотроп-
ного массива с горизонтальной выработкой.
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Основные уравнения теории вязкоупругости горных пород.
В рамках постановки задачи полагается, что рассматриваемый массив
горных пород занимает нижнее полупространство, в декартовой системе
координат Ox1x2x3, начало системы размещено на глубине H, ось Ox2

направлена вертикально вверх, а плоскость Ox1x3 параллельна плоско-
сти, ограничивающей полупространство. В момент образования выра-
ботки (время t = 0) упругие постоянные исследуемого материала ха-
рактеризуются матрицей A (модулей упругости), либо матрицей a (ко-
эффициентов деформации), а решение является упругим. Дальнейшая
эксплуатация выработки (время t > 0) приводит к тому, что материал
продолжает деформироваться. Для описания этого процесса и определе-
ния напряженно-деформированного состояния в окрестности выработки
в работе [1] приведена замкнутая теория механического состояния среды,
учитывающая свойство материала деформироваться во времени. Пред-
ложенный подход не требует построения аналитического представления
ядер ползучести и релаксации в специальной форме. В упомянутой ра-
боте также для изотропных и транстропных горных пород алевролит
и песчаник приведены упругие и реологические постоянные. На основе
свойств резольвентных операторов для интегральных уравнений с ядра-
ми произвольного вида, предложены соотношения для построения эле-
ментов матрицы уравнений состояния.

В работе [3] показано, что если плоскость изотропии расположена под
углом ϕ к горизонту, а выработка направлена под углом ψ к плоскости
изотропии и система координат Ox1x2x3 связана с поперечным сечением
выработки, то уравнения состояния будут иметь вид уравнений матери-
ала, обладающего общей анизотропией.

Напряженное состояние горного массива представим состоящим из:
1) начального поля смещений u0

i и напряжений σ0
k в нетронутом массиве

и 2) дополнительного поля смещений u∗i и напряжений σ∗k, возникающего
при появлении выработки.

Перемещения и напряжения нетронутого массива определяется из со-
отношений [3]

u0
i = −αiρgH

(
x2 −

x2
2

2H

) (
i = 1, 3

)
,

σ0
k = −τk ρgH (1− x2/H)

(
i = 1, 6

)
,

(1)

где величины αi, τk зависят от упругих постоянных; ρ – плотность по-
родного массива; g - ускорение силы тяжести.

Общие представления для перемещений u∗i и напряжений σ∗k выража-
ются через три аналитические функции Φj (zj) обобщенных комплекс-
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ных переменных zj = x1 + µjx2 и имеют вид [3]

u∗i = 2 Re
3∑
j=1

RijΦj (zj), σ∗i = 2 Re
3∑
j=1

Pi j Φ′j (zj). (2)

Для определения напряженного состояния горного массива с непод-
крепленной выработкой за счет сил гравитации нужно удовлетворить
граничным условиям на контуре выработки

n1 σ1 + n2 σ6 = 0, n1 σ6 + n2 σ2 = 0, n1 σ5 + n2 σ4 = 0. (3)

Здесь σk = σ0
k + σ∗k, где σ0

k – напряжения от сил гравитации (1), а
σ∗k – компоненты напряжений, которые учитывают влияние выработки
на напряженное состояние массива; n1 = cos (n, x1), n2 = cos (n, x2), n –
внешняя нормаль к контуру.

Численные исследования. В работе [4] при исследовании эффек-
тов ползучести вблизи выработки для трансверсально-изотропного мас-
сива считалось, что во времени изменяется только операторный модуль
Ḡ2, а остальные остаются константами. В этой же работе представлены
результаты инструментальных наблюдений за смещением контура круго-
вой выработки радиуса 1, 85м, проведенной на глубинеH = 770 в горной
породе алевролит2 [3]. На 200-ые сутки величины смещений кровли пер-
пендикулярно напластованию (плоскости изотропии) составили 13, 5 см,
а боков 5, 5 см, причем смещения контура носят явно затухающий харак-
тер.

Для сравнения были проведены исследования смещений контура для
аналогичной выработки при различных случаях учета операторных ко-
эффициентов уравнений состояния:

А) без учета сдвиговой ползучести, когда Ḡ2 = G2;
Б) учет только сдвиговой ползучести Ḡ2, когда Ēi = Ei, ν̄i = νi;
В) учет всех параметров Ēi, ν̄i, Ḡ2.
В таблице 1 приведены значения нормальных контурных смещений

в точках кровли и почвы (θ = ±π/2) и в боках (θ = 0 = π).
Таблица 1

Учет
un|θ=0 , см un|θ=π/2 , смоператорных

коэффициентов t = 0 сут. t = 200 сут. t = 0 сут. t = 200 сут.
А) −0, 45 −1, 10 −1, 80 −2, 56
Б) −0, 45 −3, 03 −1, 80 −7, 42
В) −0, 45 −6, 20 −1, 80 −11, 02

Как видно, результаты, полученные при учете всех операторных па-
раметров, в наибольшей степени соответствуют экспериментальным дан-
ным. Таким образом, предложенная методика расчета позволяет по име-
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ющимся испытаниям образцов горных пород, вмещающих подземную
выработку, предсказать величины смещения его контура.
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В практике прочностных расчетов тепловыделяющих сборок (ТВС),
размещаемых в активных зонах ядерных энергетических реакторов с
высокими уровнями нейтронного облучения, успешно применяются при-
кладные механико-математические модели балочных конструкций с раз-
личными профилями поперечных сечений [1, 2], характеризующиеся зна-
чительной степенью параметрической неопределенности в виде разбро-
сов значений исходных параметров при необходимости учета совокупных
эффектов силовых воздействий, объемных термических деформаций и
необратимого радиационного распухания [3], обусловленного ростом пор
в металле. Поэтому важным направлением развития исследований по
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данной проблематике является разработка подходов к учету указанных
факторов параметрической неопределенности в предпроектном модели-
ровании. Принимая во внимание, что неконтрастная исходная информа-
ция о подлежащих учету для моделей данного типа разбросах не всегда
отвечает строгим условиям статистической корректности и во многих
случаях имеет субъективную экспертную природу, получение адекват-
ных практически значимых результатов их расчетного анализа может
базироваться на применении методов теории нечетких множеств [4, 5],
предполагающем введение нечетко-множественных аналогов представ-
ления неопределенной информации с использованием методов фаззифи-
кации и переходе к аргументам нечетко-множественного типа в функ-
циональных расчетных соотношениях детерминистических версий соот-
ветствующих моделей на базе применения α – уровневой модификации
эвристического принципа обобщения [4–6]. Реализация такого подхода и
является целью описываемого исследования.

Используемая для обобщения квазистатическая модель изгиба бал-
ки при неравномерном нагреве и нейтронном облучении представлена в
работе [2]. Модель базируется на прикладной теории изгиба стержней;
полагается, что неизменяющееся по длине с координатной переменной z
поперечное сечение стержня имеет в общем случае многосвязную, сим-
метричную относительно вводимых в нем координат x, y форму; плос-
костью изгиба рассматриваемой балки является плоскость x z, а ней-
тральной плоскостью является плоскость x = 0. Силовые воздействия
прикладываются к верхней граничной поверхности x = h балки. Пола-
гается также, что немеханические нагрузки зависят от текущей коор-
динаты x и связанные с ними деформации симметричны относительно
нейтральной плоскости. Физико-механическими параметрами модели яв-
ляются модуль Юнга E и коэффициент линейного расширения αT ма-
териала балки, параметр абсолютной температуры T и параметр ε(s),
представляющий собой одну треть от полного зависящего от времени t
объемного распухания, обусловленного ростом пор в металле, а геомет-
рическими – параметры размеров для формы поперечного сечения, по
которым вычисляется характеристика момента инерции сечения I. По-
скольку рассматривается модель ТВС, вставленной в опорные плиты, то
в рассматриваемом случае поперечная сила F приложена на расстоянии
L от верхней плиты. Кроме того, предполагается линейное изменение
температуры в поперечном сечении стержня T = ∆T · x/(2h), где ось x
ориентирована вдоль отрицательного направления от нейтральной оси,
∆T – разность температур между горячей и холодной сторонами балки,
а также, что деформация от распухания также изменяется линейно по
сечению ε(s) = ∆ε(s) · x/(2h), где ∆ε(s) – разность распухания в точках
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бруса ближайшей и наиболее удаленной от нейтральной оси, являющаяся
функцией распределения интегрального потока нейтронов Φ (флюенса
нейтронов) и перепада температур ∆T по сечению и изменяющаяся во
времени, в то время как разность температур ∆T по сечению от времени
не зависит (стационарная температура). Пример эффективного введения
функции Φ приведен в работе [2]. Рассматривается также случай линей-
ного распреления величин ∆T0 и ∆ε(s) по длине стержня.

При сформулированных предположениях полученная в [2] в рамках
детерминистической модели функция прогиба балки ТВС w(z, t) имеет
представление

w(z, t) = Φw(z, t, E, αT , I, L, h, F,∆T0,∆ε
(s)) =

= Fz2(L− z/3)(2EI)−1 + αT∆T0z
3(12h)−1 + ∆ε(s)z3(12h)−1.

Исходя из предположения об учете неконтрастности всех исходных
физико-механических и геометрических параметров модели E, αT , I, L,
h, F , ∆T0, ∆ε(s) вводятся их описания нечетко-множественными вели-
чинами Ẽ, α̃T , Ĩ, L̃, h̃, F̃ , ∆T̃0, ∆ε̃(s) в виде нормальных треугольных
нечетких чисел, представляемых разложениями по множествам α – сре-
зов [3–6]

Ẽ =
⋃

α∈[0,1]

[Eα, Eα], Eα = (1− α)E1 + αE2, Eα = αE2 + (1− α)E3;

α̃T =
⋃

α∈[0,1]

[αTα, αTα], αTα = (1− α)αT1 + ααT2,

αTα = ααT2 + (1− α)αT3, . . . ;

∆ε̃(s) =
⋃

α∈[0,1]

[∆ε(s)
α ,∆ε

(s)
α ], ∆ε(s)

α = (1− α)∆ε
(s)
1 + α∆ε

(s)
2 ,

∆ε
(s)
α = α∆ε

(s)
2 + (1− α)∆ε

(s)
3 .

В форме разложений по α – срезам на основе предварительно устанав-
ливаемых свойств

∂Φw/∂∆ε(s) ≥ 0, ∂Φw/∂h ≤ 0, ∂Φw/∂αT ≥ 0,

∂Φw/∂∆T0 ≥ 0, ∂Φw/∂L ≥ 0,

и применения модифицированного α – уровневого варианта эвристи-
ческого принципа обобщения [3–6] определяется и эндогенная нечетко-
множественная параметрическая характеристика рассматриваемой мо-
дели

w̃(z, t) =
⋃

α∈[0,1]

[wα(z, t), wα(z, t)]

120



wα(z, t) = inf
F ∈ [Fα, Fα]
I ∈ [Iα, Iα]
E ∈ [Eα, Eα]

Φw(z, t, E, αTα, I, Lα, hα, F,∆T 0α,∆ε
(s)
α ),

wα(z, t) = sup
F ∈ [Fα, Fα]
I ∈ [Iα, Iα]
E ∈ [Eα, Eα]

Φw(z, t, E, αTα, I, Lα, hα, F,∆T 0α,∆ε
(s)
α ).

Значения параметра α для характеристик wα(z, t), wα(z, t) в рамках
реализуемого подхода отвечают показателям возможности того, вариа-
ции расчетных величин w(z, t) при учитываемых разбросах экзогенных
параметров модели лежат в интервале [wα(z, t), wα(z, t)].

Информация о финансовой поддержке. Исследования проводи-
лись в ФГБОУ ВО «ДонГУ» в рамках государственного задания
(№ госрегистрации 124012400354-0).
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О ГРУППОВЫХ СВОЙСТВАХ И СПЕКТРАХ СЕТОЧНЫХ
ОПЕРАТОРОВ СХЕМ МКЭ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ ТЕОРИИ

УПРУГОСТИ

Титова Е.Б., Чекмарев Д.Т., д-р физ.-мат. наук, доц.
Нижегородский государственный университет им. Н.И. Лобачевского,

г. Нижний Новгород, РФ
elena.titova@itmm.unn.ru

Рассматривается вопрос о групповых свойствах операторов числен-
ного дифференцирования в схемах МКЭ решения задач теории упруго-
сти. Обсуждается их связь со спектральными свойствами схем МКЭ и
проблемой объемного запирания [1].

Применяя к системе уравнений Ламе для однородной изотропной
упругой среды при отсутствии внешних сил

1

ρ

[
(λ+ µ) grad div

−
u + µ ∆

−
u
]

=

¨
−
u (1)

оператор дивергенции, получим в качестве следствия волновое уравнение

1

ρ
(λ+ 2µ) ∆p =

∂2p

∂t2
, (2)

где p = div u. Аналогично, применяя к этой же системе уравнений опе-
ратор ротора, получим три скалярных волновых уравнения

1

ρ
µ ∆qi =

∂2qi
∂t2

(i = 1, 2, 3) , (3)

где q = (q1, q2, q3) = rot u. Уравнения (2, 3) описывают распространение
волн сжатия и сдвига в изотропной упругой среде. Выполним аналогич-
ные операции с разностной схемой, записанной в форме, аналогичной (1):

1

ρ

(λ+ µ)

D11 u1 +D12 u2 +D13 u3

D21 u1 +D22 u2 +D23 u3

D31 u1 +D32 u2 +D33 u3

 + µD∆

u1

u2

u3

 = Dtt

u1

u2

u3

 . (4)

Операторы Djk аппроксимируют тождественный оператор I и диффе-

ренциальные операторы
∂

∂xj
,

∂2

∂xj∂xk
: D∆ = D11 +D22 +D33;

D00 ≈ I;

{
Dj0, D0j ≈

∂

∂xj

}
;

{
Djk, Dkj ≈

∂2

∂xj∂xk

}
; Dtt ≈

∂2

∂t2
.
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Применяя к разностной схеме (4) разностный оператор дивергенции, по-
лучим сеточный аналог уравнения (2):

1

ρ
(λ+ 2µ)D∆ p = Dttp, (5)

где p = D01 u1 +D02 u2 +D03 u3− сеточный аналог дивергенции. Анало-
гично получаются скалярные сеточные уравнения для компонент ротора:

1

ρ
µ D∆qi = Dttqi, (i = 1, 2, 3) , (6)

где q = (q1, q2, q3) = (D30u2 −D20u2, D10u3 −D30u1, D20u1 −D10u2).
Данные преобразования разностной схемы возможны, если справед-

ливы разностные аналоги дифференциальных тождеств

∂

∂xi

(
∂f

∂xj

)
=

∂2f

∂xi ∂xj
,

∂

∂xi

(
∂2f

∂xj ∂xk

)
=

∂

∂xj

(
∂2f

∂xi ∂xk

)
,

∂2

∂xi ∂xj

(
∂2f

∂xk ∂xl

)
=

∂2

∂xi ∂xl

(
∂2f

∂xj ∂xk

)
,

которые записываются в виде [2]:

DijDkl = DkjDil = DilDkj (i, j, k, l = 0, . . . , 3) . (7)

Эти групповые свойства состоят в том, что можно менять местами
индексы у операторов: пары левых индексов или пары правых индексов.
Перестановки индексов внутри одного оператора не допускаются, так
как, вообще говоря, Dij 6= Dji.

Получение следствий (5, 6) из (4) свидетельствует о сохранении раз-
ностной схемой свойственной системе уравнений Ламе независимости
волн растяжения-сжатия и сдвига или (в том числе в задачах статики)
независимости объемных и сдвиговых деформаций. Выполнение свойств
(7) гарантирует это. При их невыполнении становятся проблематичными
аналогичные преобразования и исследования вопроса о зависимости или
независимости объемных и сдвиговых деформаций.

Для исследования данного вопроса рассмотрим задачу о спектрах се-
точных операторов системы уравнений Ламе. Подставляя в (1) решение
в виде монохроматической плоской волны

ū = C̄ ei(αx
1+βx2+γx3+ωt)

получим задачу о собственных значениях вида Aū = Λū , где Λ = ω2

Её решениями будут собственные числа Λ1 = (λ+ 2µ)
(
α2 + β2 + γ2

)
/ρ,
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Λ2 = Λ3 = µ
(
α2 + β2 + γ2

)
/ρ, собственный вектор ū 1 = (α, β, γ) и дву-

мерное подпространство собственных векторов ū 2, ū 3, ортогональных
вектору ū 1.

Поступим аналогично с разностной схемой (4). Анализ проведем на
равномерных ортогональных сетках с двумерными квадратными или
трехмерными кубическими ячейками линейного размера h:

x1
j = hj, x2

k = hk, x3
k = hl.

Перепишем схему (4) в виде

1

ρ

(λ+ µ)

D11 u1 +D12 u2 +D13 u3

D21 u1 +D22 u2 +D23 u3

D31 u1 +D32 u2 +D33 u3

+ µD∆

u1

u2

u3

 = Λ

u1

u2

u3

 , (8)

куда подставим решение в виде

ū
h (
x1
j , x

2
k, x

3
l

)
= ū hjkl = C̄ ei(αhj+βhk+γhl).

В итоге получим задачу о собственных значениях

Ahū
h

= Λū
h
. (9)

Рассмотрим решение задачи (9) для ряда двумерных схем МКЭ. При-
ведение схем МКЭ к виду (4) или (8) на равномерных сетках описано в
[3]. Результаты в виде относительных погрешностей спектров КЭ опера-
торов по сравнению с аналитическими представим в виде таблицы:

Схема МКЭ (конечный Относительные погрешности спектра сдвиговых
элемент) деформаций δΛ2

Линейный треугольный δΛ = h2
[

(α4+β4)
12(α2+β2)

+ (λ+µ)α2β2(α−β)2

4µ(α2+β2)2

]
Треугольный ажурная

δΛ =
h2(α4+β4)
12(α2+β2)схема [2]

Билинейный
δΛ = h2

12

∣∣∣∣ (λ+3µ)α2β2

µ(α2+β2)
− (α4+6α2β2+β4)

(α2+β2)

∣∣∣∣четырехугольный
Билинейный

δΛ =
h2(α4+6α2β2+β4)

12(α2+β2)

четырехугольный с
сокращенным

интегрированием

Погрешности классических элементов (линейного треугольного и би-
линейного четырехугольного) зависят от параметра Ламе λ, что сви-
детельствует о влиянии объемных деформаций на сдвиговые и может
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приводить к эффекту запирания [1]. В остальных схемах, удовлетворя-
ющих условию (7), такое влияние отсутствует. Аналогичные результаты
справедливы и для ряда трехмерных схем.

Информация о финансовой поддержке. Исследования проводи-
лись при финансовой поддержке РНФ (проект 24-29-00422).
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Описана реализация нового 4-узлового конечного элемента решения
плоских задач теории упругости. Данный конечный элемент обладает
следующими особенностями: одна точка интегрирования, постоянные в
пределах элемента моментные составляющие тензоров деформаций и на-
пряжений, улучшенные спектральные свойства и отсутствие нежелатель-
ных эффектов запирания и «песочных часов». Аналогичный по методу
построения и свойствам 8-узловой конечный элемент для решения трех-
мерных задач описан в [1].

Идея построения данного конечного элемента описана в [2]. Он стро-
ится путем проецирования трехмерной ажурной схемы МКЭ [3] на дву-
мерную сетку, сохраняя положительные особенности ажурной схемы,
описанные выше. В трехмерной ажурной схеме 4-узловые конечные эле-
менты располагаются с регулярными промежутками по одному в цен-
трах гексаэдрической сетки. После проецирования её на двумерную сет-
ку размер элемента h3 по третьей координате превращается в параметр
новой двумерной схемы. Тензор деформаций в элементе имеет вид

εij =

[
ε11 ε12 ε13

ε21 ε22 ε23

]
, εij =


1

2

(
d+
i uj + d+

j ui
)

j ≤ 2

1

2
d+
j ui j = 3

.
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При i 6= j εij =
1

2
γij,

а тензор напряжений, соответственно,

σij =

[
σ11 σ12 σ13

σ21 σ22 σ23

]
.

Последний столбец соответствует изгибающим моментам конечного
элемента.

Для формирования численной схемы МКЭ будем использовать век-
торно-матричную форму записи. Векторы узловых перемещений конеч-
ного элемента, деформаций и перемещений запишем соответственно в
виде

(u)T =
(
u1

1, u
2
1, u

1
2, u

2
2, u

1
3, u

2
3, u

1
4, u

2
4

)
, (ε)T = (ε11, ε22, γ12, γ13, γ23) ,

(σ)T = (σ11, σ22, σ12, σ13, σ23) .

В матричной форме соотношения Коши, закон Гука и полная потен-
циальная энергия конечного элемента имеют вид

ε = Bu, σ = Cε = CBu, Π =
1

2
uTKu− uT q.

Матрица жесткости конечного элемента записывается в виде:
K = BTCB∆S, где B – матрица деформаций, связывающая компоненты
тензора деформаций с узловыми перемещениями, C – матрица упругих
постоянных, ∆S– площадь четырехугольного элемента. Отметим, что
построение матриц жесткости конечных элементов производится непо-
средственно для текущей геометрии (см. [4]) и не используется техни-
ка отображения на элемент стандартной формы и размера. Ненулевые
элементы матрицы B являются коэффициентами сеточных операторов,
аппроксимирующих первые частные производные в элементе. Данные
операторы могут быть представлены в виде

d+
i f =

4∑
j=1

βijfj =
∂f

∂xi
+O (h) . (1)

Здесь fj – значения функции в узлах элемента, βij – коэффициенты
разностных операторов. Таким образом, элементами матрицы B являют-
ся коэффициенты βij и задача построения матрицы жесткости фактиче-
ски сводится к определению этих коэффициентов. Приведем без обосно-
вания матрицы упругих постоянных и деформаций (с учетом симметрии
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тензоров напряжений и деформаций):

C =


λ+ 2µ λ 0 0 0
λ λ+ 2µ 0 0 0
0 0 µ 0 0
0 0 0 µ 0
0 0 0 0 µ

, B =


β1

1 0 β1
2 0 β1

3 0 β1
4 0

0 β2
1 0 β2

2 0 β2
3 0 β2

4

β2
1 β1

1 β2
2 β1

2 β2
3 β1

3 β2
4 β1

4

β3
1 0 β3

2 0 β3
3 0 β3

4 0
0 β3

1 0 β3
2 0 β3

3 0 β3
4

.
Учитывая, что в данной схеме для аппроксимации производных ис-

пользуются формулы
∂f

∂xj
=

detVj
detV

. (2)

где

V =

x1
1 − x1

4 x2
1 − x2

4 x3
1 − x3

4

x1
2 − x1

4 x2
2 − x2

4 x3
2 − x3

4

x1
3 − x1

4 x2
3 − x2

4 x3
3 − x3

4

 . (3)

V1 =

f1 − f4 x2
1 − x2

4 x3
1 − x3

4

f2 − f4 x2
2 − x2

4 x3
2 − x3

4

f3 − f4 x2
3 − x2

4 x3
3 − x3

4

, V2 =

x1
1 − x1

4 f1 − f4 x3
1 − x3

4

x1
2 − x1

4 f2 − f4 x3
2 − x3

4

x1
3 − x1

4 f3 − f4 x3
3 − x3

4

,
V3 =

x1
1 − x1

4 x2
1 − x2

4 f1 − f4

x1
2 − x1

4 x2
2 − x2

4 f2 − f4

x1
3 − x1

4 x2
3 − x2

4 f3 − f4

 ,
(4)

коэффициенты операторов (1) d+
1 , d

+
2 , d

+
3 выражаются через миноры мат-

рицы V :

β1
1 =

∣∣∣∣x2
2 − x2

4 x3
2 − x3

4

x2
3 − x2

4 x3
3 − x3

4

∣∣∣∣
det V

, β1
2 =

∣∣∣∣x2
3 − x2

4 x3
3 − x3

4

x2
1 − x2

4 x3
1 − x3

4

∣∣∣∣
det V

,

β1
3 =

∣∣∣∣x2
1 − x2

4 x3
1 − x3

4

x2
2 − x2

4 x3
2 − x3

4

∣∣∣∣
det V

,

β1
4 = −β1

1 − β1
2 − β1

3

(5)

и т.п.
Двумерная моментная схема получается путем проецирования трех-

мерной ажурной схемы на двумерную сетку. При этом по третьей коор-
динате сетка предполагается равномерной с шагом h3. Для шага h3 реко-
мендуется ввести безразмерный параметр: h3 = ξh, где h – характерный
размер двумерного элемента, например, для прямоугольного элемента
h = min(h1, h2) (минимальная высота прямоугольника). Параметр ξ ре-
комендуется брать в пределах от 1 до 1,5 (оптимальное значение пока не
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исследовано). Третья координата узла в элементе должна выбираться из
соображения, чтобы знаменатель в формуле (5) не равнялся нулю. По-
этому рекомендуется при обходе узлов элемента против часовой стрелки
выбирать значения x3

1 = x3
3 = 0, x3

2 = x3
4 = h3. В этом случае форму-

лы (5) для производных по x1, x2 преобразуются к виду

β1
1 =

∣∣∣∣x2
2 − x2

4 0
x2

3 − x2
4 −h3

∣∣∣∣
detV

, β1
2 =

∣∣∣∣x2
3 − x2

4 −h3

x2
1 − x2

4 −h3

∣∣∣∣
detV

, β1
3 =

∣∣∣∣x2
1 − x2

4 −h3

x2
2 − x2

4 0

∣∣∣∣
detV

,

β1
4 = −β1

1 − β1
2 − β1

3 .

(6)

Здесь описан вариант реализации двумерного моментного конечного
элемента для физически линейной изотропной упругой среды. Другие
варианты могут быть реализованы путем изменения матрицы упругих
постоянных.

Приводятся результаты решения модельных задач и сравнение с ре-
шениями на базе других схем МКЭ.

Информация о финансовой поддержке. Исследования проводи-
лись при финансовой поддержке РНФ (проект 24-29-00422).

1. Абу Даввас Я. Моментный конечный элемент для решения трехмерных задач
теории упругости / Я. Абу Даввас, И.А. Модин, Д.Т. Чекмарев // Проблемы
прочности и пластичности. – 2023. – Т. 85, № 2. – С. 164–177.

2. Чекмарев Д.Т. Об одном способе построения двумерных 4-узловых и трехмерных
8-узловых конечных элементов решения задач теории упругости / Д.Т. Чекмарев
// Учен. зап. Казан. ун-та. Сер.: Физ.-мат. науки. – 2013. – Т. 155, № 3. – С. 150–
158.

3. Жидков А.В. Численное решение трехмерных динамических упругопластических
задач с использованием ажурной схемы метода конечных элементов / А.В. Жид-
ков, К.А. Крутова, А.А. Миронов, Д.Т. Чекмарев // Проблемы прочности и пла-
стичности. – 2017. – Т. 79, № 3. – С. 327–337.

4. Зенкевич О. Метод конечных элементов в технике / О. Зенкевич. – М.: Мир, 1975.
– 541 с.

128



УДК 539.3

МОДЕЛИРОВАНИЕ ДЕФОРМИРОВАНИЯ
ТЕРМОУПРУГОЙ ПРЯМОУГОЛЬНОЙ ПЛАСТИНЫ

С ПОМОЩЬЮ БЫСТРЫХ РАЗЛОЖЕНИЙ

Чернышов А.Д.1, д-р физ.-мат. наук, проф.,
Горяйнов В.В.2, канд. физ.-мат. наук, доц.

1Воронежский государственный университет инженерных технологий,
г. Воронеж, РФ

2Воронежский государственный технический университет», г. Воронеж, РФ
gorvit77@mail.ru

Математическую модель термоупругой пластины представим следу-
ющей системой дифференциальных уравнений относительно поперечно-
го перемещения w(x, y) и температуры T (x, y)

D

(
∂4w

∂x4
+ 2

∂4w

∂x2∂y2
+
∂4w

∂y4

)
− S

(
∂2w

∂x2
+
∂2w

∂y2

)
+ κ0w =

= q (y)− α1

(
∂2T

∂x2
+
∂2T

∂y2

)
+ α2 (T − T0) ,

(1)

∂2T

∂x2
+
∂2T

∂y2
+ E0 + E1 (T − T0) = 0, (x, y) ∈ Ω ([0, a]× [0, b]) , (2)

где α1, α2 – параметры, характеризующие температурное расширение,
T0 – начальная температура, κ0 – коэффициент упругой постели, S –
удельное усилие растяжения пластины по контуру, q(y) – интенсивность
равномерно распределенной нагрузки, выражение E0 +E1 (T − T0) опре-
деляет внутренний источник саморазогревания,D – цилиндрическая жест-
кость пластины, вычисляемая по формуле D = Eh3/12

(
1− ν2

)
, где h –

толщина пластины, E – модуль Юнга, v – коэффициент Пуассона.
Запишем граничные условия для уравнения (1):

w|x=0 =
∂2w

∂x2

∣∣∣∣
x=0

= w|x=a =
∂2w

∂x2

∣∣∣∣
x=a

=

= w|y=0 =
∂2w

∂y2

∣∣∣∣
y=0

= w|y=b =
∂2w

∂y2

∣∣∣∣
y=b

= 0.

(3)

Граничные условия для уравнения (2) имеют вид

T |x=0 = T |x=a = T0. (4)
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Если граничное условие при y = 0, y = b записать постоянными
T |y=0 = T |y=b = T0, то придем к противоречию с дифференциальным
уравнением теплопроводности в угловых точках прямоугольника, кото-
рое называют рассогласовкой. Это означает, что для нахождения глад-
кого решения из класса T (x, y) ∈ L

(2)
2 необходимо изменить либо гра-

ничные условия (4), либо T |y=0 = T |y=b = T0, либо оба условия од-
новременно. Наиболее простой вариант, если изменить только условия
T |y=0 = T |y=b = T0. Для этого стороны прямоугольной области Ω вдоль
оси x при y = 0, y = b разобьем на три участка с помощью искусственно
введенной малой величины ε

0 ≤ x ≤ ε ∪ ε ≤ x ≤ a− ε ∪ a− ε ≤ x ≤ a.

Впоследствии при получении решения задачи будем переходить к
пределу при ε→ 0. Опуская промежуточные преобразования, приведем
один из простейших вариантов согласованного граничного условия

T |y=0=T |y=b=T0x=


T0 +

E0

6

[
ε2 +

1

ε
(x− ε)3

]
, при 0 ≤ x ≤ ε,

T0, при ε ≤ x ≤ a− ε,

T0 +
E0

6

[
ε2 − 1

ε
(x− a+ ε)3

]
, при a− ε ≤ x ≤ a.

(5)

Краевая задача (1)–(5) является несвязанной задачей термоупруго-
сти и поэтому она распадается на две независимые задачи: механики
сплошной среды и теплопроводности. Для решения этих двух задач ис-
пользуем метод быстрых разложений [1]. Аналитический вид решения
задачи теплопроводности (2), (4), (5) получен в [2].

Для решения задач термоупругости чаще всего используют числен-
ные методы, например, в [3] применен метод конечных разностей с при-
влечением двухшагового метода последовательного возмущения пара-
метров. В данной работе для решения задачи (1), (3) применим ана-
литический метод быстрых разложений [1].

Нагрузку q(y) зададим одной из простейших зависимостей следую-
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щим образом

q (y) =



q1 (y) = q0 + (q0 + α1E0)
3(y − ε)5

ε5
+ (q0 + α1E0)

2(y − ε)6

ε6
,

при 0 ≤ y ≤ ε,

q2 (y) = q0,

при ε ≤ y ≤ 1− ε,

q3 (y) = q0−(q0+α1E0)
3(y−1+ε)5

ε5
+(q0+α1E0)

2(y−1+ε)6

ε6

при 1− ε ≤ y ≤ 1.

Предложенный вид q(y) удовлетворяет условиям согласования гра-
ничных условий (3) и дифференциального уравнения (1). В результате
использования метода быстрых разложений имеем приближенное анали-
тическое решение задачи (1), (3)

w (x, y) =



(q1 (y) + α1E0)

(
x4

24
− ax3

12
+
a3x

24

)
+

N∑
m=1

Wm (y) sin
(
mπ

x

a

)
,

при 0 ≤ y ≤ ε,

(q2 (y) + α1E0)

(
x4

24
− ax3

12
+
a3x

24

)
+

N∑
m=1

Wm (y) sin
(
mπ

x

a

)
,

при ε ≤ y ≤ 1− ε,

(q3 (y) + α1E0)

(
x4

24
− ax3

12
+
a3x

24

)
+

N∑
m=1

Wm (y) sin
(
mπ

x

a

)
,

при 1− ε ≤ y ≤ 1,

где

Wm(y) = W (4)
m (0)

(
y4

24
− y5

120b
− by3

18
+
b3y

45

)
+

+W (4)
m (b)

(
y5

120b
− by3

36
+

7b3y

360

)
+

+
N∑
l=1

Wm, l sin
(
lπ
y

b

)
, m = 1...N.
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W (4)
m (0) =

 a∫
0

(α1E1 + α2) (T − T0) sin
(
mπ

x

a

)
dx

∣∣∣∣∣∣
y=0

−

−Dq(4) (0) (1− (−1)m)
( a

πm

)5

,

W (4)
m (b) =

 a∫
0

(α1E1 + α2) (T − T0) sin
(
mπ

x

a

)
dx

∣∣∣∣∣∣
y=b

−

−Dq(4) (b) (1− (−1)m)
( a

πm

)5

.

Коэффициенты ФурьеWm, l, m = 1, . . . , N , l = 1, . . . , N , определяют-
ся из решения системы линейных алгебраических уравнений, имеющей
не большой размер [1, 2].

Таким образом, полученные аналитические зависимости (6) позволя-
ют определить прогибы прямоугольной пластины в любой ее точке и,
как следствие, напряжения, которые в ней возникают под действием на-
грузки q(y).
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При построении математических моделей гибридных динамических
систем (то есть систем, проявляющих свойства как непрерывного, так и
дискретного поведения во времени) различной природы достаточно ши-
роко используется модель гибридного автомата [1]. Эта модель (также
известная как формализм Харела или карты состояний) совмещает в
себе аппарат обыкновенных дифференциальных уравнений, описываю-
щий непрерывное поведение, и аппарат конечных автоматов для описа-
ния элементов дискретного во времени поведения. Данный формализм
используется в системах имитационного моделирования, он также вхо-
дит в унифицированный язык моделирования UML, применяемый при
разработке сложных информационных систем. Этот аппарат, в частно-
сти, позволяет достаточно просто и наглядно моделировать нелинейные
эффекты, например, гистерезис либо мгновенное изменение характера
поведения системы, что может быть использовано в области механики
деформируемого твёрдого тела не только в динамике, но и для стати-
ческих расчётов. В данной работе приводится два примера применения
модели гибридного автомата при компьютерном моделировании различ-
ных видов нелинейностей при статическом нагружении.

Методология построения гибридного автомата. При статиче-
ском нагружении непрерывное поведение деформируемого тела задаётся
уравнениями состояния, которые могут иметь различный вид на раз-
ных участках диаграммы нагружения. Эти участки удобно формали-
зовать различными состояниями гибридного автомата. Наряду с опре-
делением состояний следует также указать допустимые переходы меж-
ду ними, условия их срабатывания, а также (при необходимости) дис-
кретные разовые действия, выполняемые при срабатывании перехода.
Этот аппарат может быть расширен использованием составных состоя-
ний/подсостояний, объектно-ориентированным представлением системы
в виде совокупности компонентов, и др. [1]. Рассмотрим примеры реали-
зации этого подхода.

Физическая нелинейность (пластичность при циклическом
нагружении) иллюстрируется на примере модели идеальной пластич-
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ности. Диаграмму нагружения можно рассматривать (с учётом её сим-
метрии) как имеющую два участка: зону действия закона Гука и зо-
ну текучести, на каждой из которых действует своё (линейное) уравне-
ние состояния. Соответствующий гибридный автомат показан на рис. 1.
Он имеет два состояния, соответствующих участкам диаграммы, кото-

Рис. 1. Гибридный автомат для модели идеальной пластичности

рые дополнены ещё третьим — состоянием разрушения, переход в кото-
рое срабатывает при превышении допустимого уровня деформации. На
рис. 2 слева можно видеть работу имитационной модели этой системы,
демонстрирующую явление гистерезиса. Справа показана аналогичная

Рис. 2. Моделирование нагружения для моделей идеальной пластичности и Мазинга

работа более реалистичной модели Мазинга [2], основанной на совмест-
ной работе нескольких идеально пластических моделей.
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Геометрическая нелинейность (эффект прощёлкивания) ил-
люстрируется на примере работы фермы Мизеса в своём простейшем
симметричном варианте с линейно-упругими стержнями [3]. Для обес-
печения возможности прощёлкиваний нагружение полагается имеющим
вид толкающей нагрузки («жёсткое» нагружение с контролем переме-
щения со стороны приложения силы и «мягкое» без контроля перемеще-
ний по направлению вектора силы). Диаграмма равновесных состояний
данной фермы описывается одним нелинейным соотношением, однако
с точки зрения возможных перескоков её можно разделить на четыре
участка (два равновесных и два неравновесных) [4]. Соответствующий
гибридный автомат показан на рис. 3. Неравновесные состояния выпол-
нены составными, с целью моделирования их реалистичного прохожде-
ния с возможным появлением перескоков.

Рис. 3. Гибридный автомат, описывающий поведение фермы Мизеса

Работа имитационной модели фермы показана на рис. 4 в момент про-
хождения неравновесного участка после двух прощёлкиваний.

Рис. 4. Моделирование работы фермы Мизеса при толкающей нагрузке

Приведенные примеры иллюстрируют простоту использования фор-
мализма гибридного автомата при статическом нагружении для реали-
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зации и исследования нелинейных эффектов различного вида.
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Предложен новый подход к определению переменных упругих
свойств для упругих тел в плоской постановке. Рассмотрена обратная
задача по реконструкции одного или двух переменных упругих моду-
лей Ламе в плоской задаче для прямоугольной области. Левая граница
области защемлена, а на правой границе прикладывается статическая
касательная зондирующая нагрузка, что приводит к изгибу. На верхней
границе происходит съем дополнительной информации о продольных и
поперечных смещениях. Предварительно проведена серия расчетов по
решению прямой задачи и выявлению структуры поля смещений. КЭ-
реализация осуществлена на основе слабой постановки задачи в пакете
FreeFem++. Проведено сравнение с методом Ритца с необходимым ко-
личеством координатных функций. При помощи метода Канторовича
построены прикладные модели первого и второго порядка. Расчеты по-
казали, что модель первого порядка имеет погрешность решения прямой
задачи около 15%, а модель второго порядка показала погрешность не
более 1% по полям смещений. При помощи упрощенных моделей реше-
на обратная задача. Модель первого порядка закономерно показала до-
вольно большую погрешность реконструкции. Модель второго порядка
описывается системой трех обыкновенных дифференциальных уравне-
ний относительно трех функций осевой координаты, где два уравнения
удается проинтегрировать в общем виде. Составлено дифференциальное
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уравнение первого порядка относительно модуля сдвига, коэффициенты
которого выражаются через измеренные на верхней границе поля сме-
щений (две функции). Погрешность реконструкции не превышает 1% в
случае, когда дополнительная информация берется из решения по мо-
дели второго порядка. Используя дополнительную информацию о полях
смещений из КЭ, отметим, что наблюдается более высокая погрешность
реконструкции в окрестности торцов прямоугольника.

Информация о финансовой поддержке. Исследование выполне-
но за счет гранта Российского научного фонда № 22-11-00265-П,
https://rscf.ru/project/22-11-00265-П/ в Южном федеральном универси-
тете.
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Задачи оптимального проектирования элементов конструкций явля-
ются предметом исследования уже не один десяток лет. Определение
оптимальных параметров простейших элементов (балок, пластин) поз-
воляет на этапе проектирования повысить эксплуатационные способно-
сти объекта при сохранении/уменьшении веса конструкции. Правильный
подбор и оптимизация свойств элементов конструкции (например, проч-
ности, жесткости/податливости, устойчивости) обеспечивают надеж-
ность и продолжительный срок эксплуатации изделий, что особенно важ-
но для конструкций ответственного назначения.

На первых этапах решения оптимизационных задач в качестве управ-
ляющих параметров выступали геометрические характеристики объек-
тов исследования (толщина, площадь поперечного сечения и др.) В даль-
нейшем, с появлением возможности проектирования свойств неоднород-
ных материалов, с использованием новых современных материалов и
технологий создания композитных и функционально-градиентных мате-
риалов приобретает актуальность задача оптимального проектирования
механических свойств объектов. Например, оптимизация механических
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свойств балок и пластин с целью максимизации первой собственной ча-
стоты или повышения устойчивости при максимизации внешней силы.

При этом характер неоднородности должен иметь достаточно простой
закон изменения по координатам, обеспечивающий эффективное управ-
ление технологическими процессами при изготовлении соответствующих
элементов конструкций. Это приводит к новым формулировкам задач
оптимального проектирования свойств материалов на конечномерных
множествах простой структуры, например, среди полиномиальных, экс-
поненциальных, кусочно-постоянных и кусочно-линейных функций.

В рамках проведения исследования рассмотрены несколько постано-
вок оптимизационных задач для неоднородных ФГ балок и пластин.

Рассмотрена модельная задача максимизации силы P , приложенной
к концу стержня, при которой возникает потеря устойчивости. В каче-
стве управляющей функции выступает функция, характеризующая из-
менение модуля Юнга.

Краевая задача изогнутой оси стержня с закрепленным нижним кон-
цом и свободным верхним концом имеет вид [1]:(

E (x) Iw
′′
)′′

+ Pw′′ = 0,

w (0) = w′ (0) = 0,

M (l) = 0, Pw′ (l)−M ′ (l) = 0,

где w = w (x) – функция прогиба сечения (отклонение от вертикали),
I – момент инерции поперечного сечения стержня,
M (x) = −E (x) Iw′′ (x) – изгибающий момент.

Основные соотношения задачи оптимизации имеют вид

l∫
0

E (x) dx = E0, P→ max
E

.

Построен оптимизационный функционал для определения силы поте-

ри устойчивости P =

I
l∫

0

Ew
′′2wdx

l∫
0

w′2dx

, из вариационного принципа найде-

но оптимальное распределение модуля Юнга E∗ = 3E0l
−3
(
l2 − x2

)
, при

этом оптимальное значение силы P∗ = 3E0l
−2. Отметим, что в случае по-

стоянного распределения модуля Юнга P∗ = 2.46E0l
−2,E∗ = E0, таким

образом, выигрыш составляет 21%.
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Проведено также исследование спектральной оптимизационной зада-
чи о максимизации первой собственной частоты неоднородной функцио-
нально-градиентной по длине консольной балки с переменной площадью
поперечного сечения. Проведена одновременная оптимизация по двум
управляющим функциям – переменному радиусу и переменному моду-
лю Юнга. Краевая задача о собственных колебаниях консольной балки
длины l (круглого поперечного сечения радиуса r (x)) имеет вид(

Eh2w′′
)′′
− k2hw = 0, x ∈ [0, l] , k2 = Aρω2, h = r2,

w (0) = w′ (0) = 0,
(
Eh2w′′

)
(l) =

(
Eh2w′′

)′
(l) = 0.

Постановку оптимизационной задачи замыкают дополнительные
условия на среднее распределение соответствующих управляющих функ-

ций:
l∫
0

E (x) dx = E0,

l∫
0

h (x) dx = h0.

Построено соотношение Релея для первой собственной частоты

k2 =

l∫
0

Eh2w′′2dx

l∫
0

hw2dx

→ max
E,h

.

Из вариационного принципа получены условия оптимальности вида:

h2w′′ = a2, a = const,

2hEw
′′2 − k2w2 = b2, b = const,

a2

b2
=
h0

E0
,(

Eh2w′′
)′′
− k2hw = 0.

Решение поставленной задачи может быть решено несколькими спо-
собами. Одним из самых универсальных является подход, в котором
предлагается разыскивать решение в классе полиномов с последующим
определением оптимальных полиномиальных коэффициентов с исполь-
зованием генетических алгоритмов или полуаналитических методов, на-
пример, проекционного метода Галеркина.

Так, например, в случае балки постоянной толщины, оптимальное ре-
шение поставленной задачи может быть получено аналитически и имеет

вид E∗ = 20E0

(
x4

24
− x

6
+

1

8

)
[2]. В случае, когда функция h (x) разыс-

кивается в классе линейных функций ( l = 1), имеем h∗ = 2 (1− x),
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ω∗ = 10, 733, при этом вид оптимального распределения модуля Юнга
приведен на рис.1. Выигрыш за счет оптимального распределения моду-
ля Юнга составляет порядка 10%.

Рис. 1. Оптимальное распределение модуля Юнга для неоднородной консольной балки
переменной толщины
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те.
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