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УДК 517.984.46

О САМОСОПРЯЖЕННОСТИМАТРИЧНОГО ОПЕРАТОРА ДИРАКА С
ТОЧЕЧНЫМИ ВЗАИМОДЕЙСТВИЯМИ

© 2022. В.С. Будыка, А. В. Агибалова

В работе рассматриваются два семейства матричных операторов Дирака с точечными взаимодей-
ствиями. Получены описания областей определения операторов сопряженных к ним, а также условия их
самосопряженности.

Ключевые слова: оператор Дирака, точечные взаимодействия, область определения, самосопряжен-
ность.

Введение. Рассмотрим дифференциальное выражение Дирака

D = −𝑖 𝑐 𝑑

𝑑𝑥
⊗ 𝜎1 +

𝑐2

2
⊗ 𝜎3 =

(︂
𝑐2/2 −𝑖 𝑐 𝑑

𝑑𝑥

−𝑖 𝑐 𝑑
𝑑𝑥

−𝑐2/2

)︂
⊗ I𝑝, (1)

действующее на C2𝑝-мерные функции действительной переменной. Здесь

𝜎1 =

(︂
0 1
1 0

)︂
⊗ I𝑝, 𝜎2 =

(︂
0 −𝑖
𝑖 0

)︂
⊗ I𝑝, 𝜎3 =

(︂
1 0
0 −1

)︂
⊗ I𝑝, (2)

являются матрицамиПаули вC2𝑝 и 𝑐 > 0 обозначает скорость света. Пусть𝑋 = {𝑥𝑛}∞𝑛=1 ⊂
ℐ = (0, 𝑏), 𝑏 := sup𝑋 ≡ lim𝑛→∞ 𝑥𝑛 ≤ ∞ строго возрастающая последовательность с
𝑥0 := 0, 𝑥𝑛+1 > 𝑥𝑛, 𝑛 ∈ N, 𝑥𝑛 → 𝑏. Пусть 𝑑𝑛 := 𝑥𝑛 − 𝑥𝑛−1 > 0. Предположим также, что

𝛼 := {𝛼𝑛}∞𝑛=1, 𝛼𝑛 = 𝛼*
𝑛 ∈ C𝑝×𝑝, 𝑛 ∈ N . (3)

Следуя [5] (см. также [7]), определим два семейства Гестези-Шеба операторов на
интервале (0, 𝑏), как замыкание операторов

D0
𝑋,𝛼 =D ↾ dom(D0

𝑋,𝛼),

dom(D0
𝑋,𝛼) =

{︁
𝑓 ∈ 𝑊 1,2

comp(ℐ∖𝑋;C2𝑝) : 𝑓𝐼 ∈ 𝐴𝐶loc(ℐ), 𝑓𝐼𝐼 ∈ 𝐴𝐶loc(ℐ∖𝑋);

𝑓𝐼𝐼(0+) = 0 , 𝑓𝐼𝐼(𝑥𝑛+)− 𝑓𝐼𝐼(𝑥𝑛−) = −𝑖𝛼𝑛

𝑐
𝑓𝐼(𝑥𝑛), 𝑛 ∈ N

}︁
,

(4)

и

D0
𝑋,𝛽 =D ↾ dom(D0

𝑋,𝛽),

dom(D0
𝑋,𝛽) =

{︁
𝑓 ∈ 𝑊 1,2

comp(ℐ∖𝑋;C2𝑝) : 𝑓𝐼 ∈ 𝐴𝐶loc(ℐ∖𝑋), 𝑓𝐼𝐼 ∈ 𝐴𝐶loc(ℐ);

𝑓𝐼𝐼(𝑎+) = 0 , 𝑓𝐼(𝑥𝑛+)− 𝑓𝐼(𝑥𝑛−) = 𝑖𝛽𝑛𝑐𝑓𝐼𝐼(𝑥𝑛), 𝑛 ∈ N
}︁
,

(5)

соответственно, т.е.D𝑋,𝛼 = D0
𝑋,𝛼 иD𝑋,𝛽 = D0

𝑋,𝛽 . Легко видеть, что операторыD𝑋,𝛼 иD𝑋,𝛽

симметричны, но не обязательно самосопряженные.
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Положим 𝑓 = {𝑓1, 𝑓2, . . . , 𝑓2𝑝}⊤ ∈ 𝐿2(ℐ;C2𝑝) и

𝑓 =

(︂
𝑓𝐼
𝑓𝐼𝐼

)︂
, где 𝑓𝐼 :=

{︀
𝑓1 𝑓2 . . . 𝑓𝑝

}︀⊤
, 𝑓𝐼𝐼 :=

{︀
𝑓𝑝+1 𝑓𝑝+2 . . . 𝑓2𝑝

}︀⊤
.

Здесь ⊤ означает операцию транспонирования.
Операторы (4) и (5) называют операторами Дирака с точечными взаимодействиями

или GS–реализациями. Они введены в работе Гестези и Шеба [5] для случая 𝑝 = 1 и
ℐ = R (см. также [7]) и исследованы там в периодическом случае 𝑋 = Z. Спектральная
теория таких операторов в случае 𝑝 = 1 и произвольного 𝑋 (𝑑*(𝑋) ⩾ 0) была построена
в [4]. Результаты из [4] распространены на многомерный случай в работах [10], [9], [11].
Отметим в этой связи недавние работы [1], [2], а также монографию [6], посвященные
спектральной теории одномерных и многомерных операторов Дирака.

Задача вычисления индексов дефекта дифференциальных операторов является пер-
вой главной проблемой, естественным образом возникающей в спектральной теории. В
работах [4], [9], [11], [3] исследование самосопряженности операторов Дирака с точеч-
ными взаимодействиями существенно опирается на свойства якобиевых матриц, ассоци-
ированных с ними. Одним из самых известных условий самосопряженности является тест
Карлемана (см., например, [8, Теорема VII.2.9]).

В настоящей работе классический подход к исследованию самосопряженности из [4]
распространяются на случай матричных операторов ДиракаD𝑋,𝛼 иD𝑋,𝛽 с точечными вза-
имодействиями. Именно, находим описание областей определения операторов сопряжен-
ных к ним и получаем условие их самосопряженности.

Обозначения. ℋ обозначает сепарабельное гильбертово пространство. Пусть O𝑝 =
OC𝑝 и I𝑝 = IC𝑝 обозначают нулевой и единичный операторы в C𝑝, соответственно. В даль-
нейшем, dom(𝑇 ) обозначает область определения оператора 𝑇 . Пусть 𝐼 ⊂ Z. 𝐿2(𝐼;ℋ) :=
𝐿2(𝐼)⊗ℋ обозначает 𝐿2-пространство ℋ-значных функций.
Пусть 𝑋 — дискретное подмножество ℐ ⊆ R. Введем пространства Соболева

𝑊 1,2(ℐ ∖𝑋;C2𝑝) := {𝑓 ∈ 𝐿2(ℐ;C2𝑝) : 𝑓 ∈ 𝐴𝐶𝑙𝑜𝑐(ℐ ∖𝑋), 𝑓 ′ ∈ 𝐿2(ℐ;C2𝑝)},
𝑊 1,2

comp(ℐ ∖𝑋;C2𝑝) := {𝑓 ∈ 𝑊 1,2(ℐ ∖𝑋;C2𝑝) : supp 𝑓 компактен в ℐ}.
Самосопряженность.В работах [9], [11], [3] при помощи теста Карлемана доказано,

что на ℐ = R± или ℐ = R операторыD𝑋,𝛼 иD𝑋,𝛽 всегда самосопряженные. Далее, докажем
данный факт, используя классический подход.

Теорема 1. ПустьD𝑋,𝛼 иD𝑋,𝛽 – реализации оператора Дирака в 𝐿2(ℐ;C2𝑝). Тогда:
(𝑖) Оператор D*

𝑋,𝛼 := (D𝑋,𝛼)
* сопряженный к симметрическому оператору D𝑋,𝛼

имеет вид

D*
𝑋,𝛼 =D ↾ dom(D*

𝑋,𝛼), (6)

dom(D*
𝑋,𝛼) =

{︁
𝑓 ∈ 𝑊 1,2(ℐ∖𝑋;C2𝑝) : 𝑓𝐼 ∈ 𝐴𝐶loc(ℐ), 𝑓𝐼𝐼 ∈ 𝐴𝐶loc(ℐ∖𝑋);

𝑓𝐼𝐼(𝑎+) = 0 , 𝑓𝐼𝐼(𝑥𝑛+)− 𝑓𝐼𝐼(𝑥𝑛−) = −𝑖𝛼𝑛

𝑐
𝑓𝐼(𝑥𝑛), 𝑛 ∈ N

}︁
.

Аналогично, оператор D*
𝑋,𝛽 сопряженный к D𝑋,𝛽 задается выражением

(5) с𝑊 1,2(ℐ∖𝑋;C2𝑝) вместо𝑊 1,2
comp(ℐ∖𝑋;C2𝑝).

(𝑖𝑖) Если |ℐ| = ∞ (т.е. ℐ = R± или ℐ = R), тогда оба D𝑋,𝛼 и D𝑋,𝛽 самосопряжен-
ные, т.е.

D*
𝑋,𝛼 = D𝑋,𝛼 и D*

𝑋,𝛽 = D𝑋,𝛽. (7)

4 Будыка В. С., Агибалова А. В.
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Доказательство.Обозначим правую часть (6) как𝑊 1,2
𝛼 (ℐ∖𝑋;C2𝑝), где производ-

ные понимаются в смысле распределений. Пусть 𝑓 ∈ dom(D*
𝑋,𝛼) и 𝜙 – гладкие функции с

компактным носителем. Поэтому 𝑓 ∈ 𝑊 1,2
loc . Поэтому интегрируя по частям, получаем(︀

D*
𝑋,𝛼 𝑓, 𝜙

)︀
= (𝑓,D𝑋,𝛼 𝜙) , 𝜙 =

(︂
𝜙𝐼

𝜙𝐼𝐼

)︂
∈ dom(D𝑋,𝛼) ∩

(︁
𝑊 1,2

comp(ℐ∖𝑋;C2𝑝)
)︁
. (8)

Так как D𝑋,𝛼 – замыкание D0
𝑋,𝛼 с dom(D0

𝑋,𝛼) = 𝑊 1,2
comp(ℐ∖𝑋;C2𝑝), доказано включение

𝑊 1,2
𝛼 (ℐ∖𝑋;C2𝑝) ⊂ dom(D*

𝑋,𝛼).
Докажем обратное включение. Так как D𝑋 ⊂ D𝑋,𝛼 и D𝑋 симметричен, то

dom(D*
𝑋,𝛼) ⊂ dom(D*

𝑋) ⊂ 𝑊 1,2(ℐ ∖𝑋;C2𝑝) =
⨁︁
𝑛∈N

𝑊 1,2([𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛];C2𝑝). (9)

Пусть 𝑓 =
(︀
𝑓𝐼
𝑓𝐼𝐼

)︀
∈ dom

(︀
D*

𝑋,𝛼

)︀
. Тогда, по определению, (8) выполняется. Согласно (9), в

(8) можем применить интегрирование по частям на любом интервале [𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛], 𝑛 ∈ N.
Подставляя в (8) вектор–функции 𝜙, порожденные в малой окрестности (𝑥𝑗−𝜀, 𝑥𝑗+

𝜀), точки 𝑥𝑗 и интегрируя по частям, получаем⟨︀
𝑓𝐼𝐼(𝑥𝑗+)− 𝑓𝐼𝐼(𝑥𝑗−) + 𝑖𝛼𝑗𝑐

−1𝑓𝐼(𝑥𝑗+), 𝜙𝐼(𝑥𝑗)
⟩︀
C2𝑝 + ⟨𝑓𝐼(𝑥𝑗+)− 𝑓𝐼(𝑥𝑗−), 𝜙𝐼𝐼(𝑥𝑗−)⟩C2𝑝 = 0.

Так как 𝜙𝐼(𝑥𝑗) и 𝜙𝐼𝐼(𝑥𝑗−) произвольные, последнее равенство выполняется тогда и только
тогда, когда 𝑓𝐼(𝑥𝑗+) = 𝑓𝐼(𝑥𝑗−) и 𝑓𝐼𝐼(𝑥𝑗+)−𝑓𝐼𝐼(𝑥𝑗−) = −𝑖𝛼𝑗𝑐

−1𝑓𝐼(𝑥𝑗). Так как 𝑗 ∈ N про-
извольный, 𝑓 удовлетворяет граничным условиям из (6) и dom(D*

𝑋,𝛼) ⊂ 𝑊 1,2
𝛼 (ℐ∖𝑋;C2𝑝).

Объединяя оба включения, приходим к (6).
(ii) Для определенности предположим, что ℐ = R. Достаточно показать, что D*

𝑋,𝛼

симметричен. Пусть 𝑓 =
(︀
𝑓𝐼
𝑓𝐼𝐼

)︀
, 𝑔 =

(︀
𝑔𝐼
𝑔𝐼𝐼

)︀
∈ dom

(︀
D*

𝑋,𝛼

)︀
.

Выбирая 𝑎, 𝑏 ∈ R∖𝑋, 𝑎 < 𝑏 такие, что 𝑥𝑟−1 < 𝑎 < 𝑥𝑟 < 𝑥𝑟+1 < ...
< 𝑥𝑞 < 𝑏 < 𝑥𝑞+1 и интегрируя по частям, получаем∫︁ 𝑏

𝑎

⟨︀
D*

𝑋,𝛼𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥)
⟩︀
C2𝑝 𝑑𝑥−

∫︁ 𝑏

𝑎

⟨︀
𝑓(𝑥),D*

𝑋,𝛼𝑔(𝑥)
⟩︀
C2𝑝 𝑑𝑥

= −𝑖 𝑐
∫︁ 𝑏

𝑎

[⟨𝑓 ′
𝐼𝐼(𝑥), 𝑔𝐼(𝑥)⟩C2𝑝 + ⟨𝑓 ′

𝐼(𝑥), 𝑔𝐼𝐼(𝑥)⟩C2𝑝 ] 𝑑𝑥

− 𝑖 𝑐

∫︁ 𝑏

𝑎

[⟨𝑓𝐼(𝑥), 𝑔′𝐼𝐼(𝑥)⟩C2𝑝 + ⟨𝑓𝐼𝐼(𝑥), 𝑔′𝐼𝐼(𝑥)⟩C2𝑝 ] 𝑑𝑥

= −𝑖 𝑐 [⟨𝑓𝐼𝐼(𝑥), 𝑔𝐼(𝑥)⟩C2𝑝 + ⟨𝑓𝐼(𝑥), 𝑔𝐼𝐼(𝑥)⟩C2𝑝 ]|𝑥𝑝−
𝑎

− 𝑖 𝑐 [⟨𝑓𝐼𝐼(𝑥), 𝑔𝐼(𝑥)⟩C2𝑝 + ⟨𝑓𝐼(𝑥), 𝑔𝐼𝐼(𝑥)⟩C2𝑝 ]|𝑏𝑥𝑞+

− 𝑖 𝑐

𝑞∑︁
𝑘=𝑝+1

[⟨𝑓𝐼𝐼(𝑥), 𝑔𝐼(𝑥)⟩C2𝑝 + ⟨𝑓𝐼(𝑥), 𝑔𝐼𝐼(𝑥)⟩C2𝑝 ]|𝑥𝑘−
𝑥𝑘−1+

= 𝑖 𝑐 [⟨𝑓𝐼𝐼(𝑎), 𝑔𝐼(𝑎)⟩C2𝑝 + ⟨𝑓𝐼(𝑎), 𝑔𝐼𝐼(𝑎)⟩C2𝑝 ]− 𝑖 𝑐 [⟨𝑓𝐼𝐼(𝑏), 𝑔𝐼(𝑏)⟩C2𝑝 + ⟨𝑓𝐼(𝑏), 𝑔𝐼𝐼(𝑏)⟩C2𝑝 ]

+ 𝑖 𝑐

𝑞∑︁
𝑘=𝑝

⟨𝑓𝐼𝐼(𝑥𝑘+)− 𝑓𝐼𝐼(𝑥𝑘−), 𝑔𝐼(𝑥𝑘)⟩C2𝑝 + 𝑖 𝑐

𝑞∑︁
𝑘=𝑝

⟨𝑓𝐼(𝑥𝑘), 𝑔𝐼𝐼(𝑥𝑘+)− 𝑔𝐼𝐼(𝑥𝑘−)⟩C2𝑝

= 𝑖 𝑐 [⟨𝑓𝐼𝐼(𝑎), 𝑔𝐼(𝑎)⟩C2𝑝 + ⟨𝑓𝐼(𝑎).𝑔𝐼𝐼(𝑎)⟩C2𝑝 ]− 𝑖 𝑐 [⟨𝑓𝐼𝐼(𝑏), 𝑔𝐼(𝑏)⟩C2𝑝 + ⟨𝑓𝐼(𝑏), 𝑔𝐼𝐼(𝑏)⟩C2𝑝 ] .

(10)
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Так как 𝑓𝑗, 𝑔𝑗 ∈ 𝐿2(R;C𝑝), 𝑗 ∈ {𝐼, 𝐼𝐼}, существуют (не единственные) последовательно-
сти {𝑎𝑛}, {𝑏𝑛} ⊂ C𝑝×𝑝 такие, что 𝑎𝑛 → −∞, 𝑏𝑛 → ∞ при 𝑛→ ∞ и

lim
𝑛→∞

{︀
‖𝑓𝐼(𝑎𝑛)‖C𝑝 + ‖𝑓𝐼𝐼(𝑎𝑛)‖C𝑝 + ‖𝑔𝐼(𝑎𝑛)‖C𝑝 + ‖𝑔𝐼𝐼(𝑎𝑛)‖C𝑝

}︀
= 0, (11)

lim
𝑛→∞

{︀
‖𝑓𝐼(𝑏𝑛)|C𝑝 + ‖𝑓𝐼𝐼(𝑏𝑛)‖C𝑝 + ‖𝑔𝐼(𝑏𝑛)‖C𝑝 + ‖𝑔𝐼𝐼(𝑏𝑛)‖C𝑝

}︀
= 0. (12)

Без ограничения общности, можно предположить, что {𝑎𝑛}, {𝑏𝑛} ⊂ R∖𝑋 , так как
(11) и (12) верны с {𝑎𝑛± 𝜀𝑛} и {𝑏𝑛± 𝜀𝑛} вместо {𝑎𝑛} и {𝑏𝑛}, соответственно, при условии,
что 𝜀𝑛, 𝑛 ∈ N достаточно малы.

В соответствии с (10)∫︁ 𝑏𝑛

𝑎𝑛

⟨︀
D*

𝑋,𝛼𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥)
⟩︀
C2𝑝 𝑑𝑥−

∫︁ 𝑏𝑛

𝑎𝑛

⟨︀
𝑓(𝑥),D*

𝑋,𝛼𝑔(𝑥)
⟩︀
C2𝑝 𝑑𝑥

= 𝑖 𝑐 [⟨𝑓𝐼𝐼(𝑎𝑛), 𝑔𝐼(𝑎𝑛)⟩C2𝑝 + ⟨𝑓𝐼(𝑎𝑛), 𝑔𝐼𝐼(𝑎𝑛)⟩C2𝑝 ]

− 𝑖 𝑐 [⟨𝑓𝐼𝐼(𝑏𝑛), 𝑔𝐼(𝑏𝑛)⟩C2𝑝 + ⟨𝑓𝐼(𝑏𝑛), 𝑔𝐼𝐼(𝑏𝑛)⟩C2𝑝 ] .

(13)

Переходя к пределу при 𝑛→ ∞, с учетом соотношений(11), (12), приходим к равенству(︀
D*

𝑋,𝛼 𝑓, 𝑔
)︀
=
(︀
𝑓,D*

𝑋,𝛼 𝑔
)︀
, 𝑓, 𝑔 ∈ dom(D*

𝑋,𝛼). (14)

Такимобразом,D*
𝑋,𝛼 симметричен,D*

𝑋,𝛼 ⊆ D* *
𝑋,𝛼 = D𝑋,𝛼. Так какD𝑋,𝛼 также симметричен,

то D𝑋,𝛼 = D*
𝑋,𝛼.

Случай реализаций D𝑋,𝛽 рассматривается во многом таким же образом. □

Замечание 1. Доказательство данного результата можно распространить и на дру-
гие реализации, а также на операторы Дирака с точечными взаимодействиями и неогра-
ниченной потенциальной матрицей из 𝐿2

loc(ℐ;C2𝑝×2𝑝).
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In this paper, we consider two families of Dirac matrix operators with point interactions. Descriptions of
domains of operators adjoint to them are obtained, as well as conditions for their self-adjointness.
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УДК 517.444

ЗАДАЧА ИНТЕРПОЛЯЦИИ С УЗЛАМИ НА ПРЯМОЙ ДЛЯ ФУНКЦИЙ С
НУЛЕВЫМИШАРОВЫМИ СРЕДНИМИ

© 2022. В.В. Волчков, Вит.В. Волчков

Пусть 𝑛 ≥ 2, 𝑉𝑟(R𝑛) – множество функций 𝑓 ∈ 𝐿1,loc(R𝑛) с нулевыми интегралами по всем шарам из
R𝑛 радиуса 𝑟. В работе найдены новые достаточные условия разрешимости интерполяционной задачи для
класса 𝑉𝑟(R𝑛) с бесконечным числом узлов.

Ключевые слова: интерполяционные задачи, нулевые сферические средние, функции Бесселя.

1. Введение. Пусть R𝑛 – вещественное евклидово пространство размерности 𝑛 с
евклидовой нормой | · |. Предположим, что 𝑛 ≥ 2, 𝑓 ∈ 𝐿1,loc(R𝑛) и выполнено равенство∫︁

|𝑥|≤𝑟

𝑓(𝑥+ 𝑦)𝑑𝑥 = 0 (1)

при некотором фиксированном 𝑟 > 0 и всех 𝑦 ∈ R𝑛. Верно ли, что 𝑓 = 0? Этот вопрос
был рассмотрен в 1929 году известным румынским математиком Д. Помпейю, который
утверждал, что при 𝑛 = 2 ответ является положительным [1]. Однако, спустя пятнадцать
лет Л. Чакалов обнаружил (см. [2]), что доказательство Д. Помпейю содержит ошибку.
Более того, он показал, чтофункция 𝑓(𝑥1, 𝑥2) = sin(𝜆𝑥1) имеет нулевые интегралы по всем
единичным кругам в R2, если число 𝜆 является нулём функции Бесселя 𝐽1. Впоследствии
выяснилось, что аналогичные примеры ненулевых функций с условием (1) были известны
ещё в 1917 году [3]. Общий метод построения ненулевых функций с указанным свойством
основан на теореме о среднем для собственныхфункций оператора Лапласа. Отметим, что
его можно обобщить на произвольное двухточечно-однородное пространство 𝑋 (см. [4,
часть 2, п. 2.4]). Кроме того, он позволяет строить ненулевые функции на 𝑋 , имеющие
нулевые интегралы по всем сферам фиксированного радиуса.

Обозначим через 𝑉𝑟(R𝑛) множество функций 𝑓 ∈ 𝐿1,loc(R𝑛), удовлетворяющих (1)
при всех 𝑦 ∈ R𝑛. Данный класс функций, а также различные его аналоги и обобщения
активно изучались в течение последних пятидесяти лет в работах Ф. Йона, Д. Дельсар-
та, Д. Смита, Л. Зальцмана, К.А. Беренстейна и других авторов (см. обзоры [5]– [7] и
монографии [4], [8], [9], содержащие обширную библиографию). Перечислим основные
направления в этих исследованиях.

1. Изучение нулевых множеств и соответствующие теоремы единственности для
класса 𝑉𝑟(R𝑛) [4], [8] – [11]. Данное направление восходит к теореме единственности
Ф. Йона [10, гл. 6] для функций с нулевыми сферическими средними.

2. Исследование допустимых ограничений на рост ненулевыхфункций класса 𝑉𝑟(R𝑛)
и его аналогов на неограниченных областях (теоремы типа Лиувилля [4], [8] – [13]).

3. Изучение функций с условиями типа (1), в которых 𝑟 принадлежит заданному
двухэлементному множеству [4] – [9], [11], [14], [15] (теоремы о двух радиусах). Первым
результатом в этом направлении является классическая теорема Д. Дельсарта [16], [17] о
характеризации гармонических функций посредством уравнения средних значений, вы-
полненного только для двух радиусов.
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4. Описание функций класса 𝑉𝑟(R𝑛) в виде рядов по сферическим гармоникам [4],
[8], [9], [18] (аналоги разложений Тейлора и Лорана из теории аналитических функций).

5. Проблема продолжения [4], [8], [9].
6. Теоремы о стирании особенностей [4], [8], [9], [18], [19].
7. Задачи интегральной геометрии о восстановлении функций из заданных классов

по известным шаровым средним [4], [9], [20] – [23].
8. Аппроксимация функций с нулевыми шаровыми средними линейными комбина-

циями специальных функций [4], [8], [9].
9. Интерполяционные задачи для класса 𝑉𝑟(R𝑛) [24].
10. Изучение аналогов и обобщений класса 𝑉𝑟(R𝑛) на различных однородных про-

странствах и группах (например, на римановых симметрических пространствах) [4] –
[9], [13] – [15], [21] – [23].

В частности, важным направлением в рассматриваемой тематике является изучение
интерполяционных задач для функций с нулевыми шаровыми средними. В данной работе
найдены новые достаточные условия разрешимости интерполяционной задачи для класса
𝑉𝑟(R𝑛) с бесконечным числом узлов.

2. Формулировка основного результата. Как обычно, символами N, Z+, C обо-
значаются соответственно множества натуральных, целых неотрицательных и комплекс-
ных чисел. Пусть Z𝑛

+ — множество 𝑛-мерных мультииндексов, то есть векторов 𝜂 =
(𝜂1, . . . , 𝜂𝑛) ∈ R𝑛, у которых 𝜂𝑗 ∈ Z+ при любом 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑛}. Для мультииндекса
𝜂 ∈ Z𝑛

+ обозначим через

𝜕𝜂 =

(︂
𝜕

𝜕𝑥1

)︂𝜂1

. . .

(︂
𝜕

𝜕𝑥𝑛

)︂𝜂𝑛

оператор частного дифференцирования соответствующего порядка.
Всюду в дальнейшем предполагается, что {𝑎𝑘}∞𝑘=1 — последовательность точек,

лежащих на некоторой прямой 𝐿 в R𝑛, таких что

inf
𝑖 ̸=𝑗

|𝑎𝑖 − 𝑎𝑗| > 0 (2)

и
|𝑎𝑘| ≤ |𝑎𝑘+1| при всех 𝑘 ∈ N. (3)

Теорема 1. Пусть 𝑟 > 0 и {𝑏𝑘}∞𝑘=1 — последовательность комплексных чисел,
удовлетворяющая условию

|𝑏𝑘| ≤ (𝑘 + 1)𝛼 (4)

для всех 𝑘 ∈ N и некоторого 𝛼 ≥ 0, не зависящего от 𝑘. Тогда существует функция
𝑓 ∈ (𝑉𝑟 ∩ 𝐶∞)(R𝑛), такая что

𝑓(𝑎𝑘) = 𝑏𝑘 для любого 𝑘 ∈ N (5)

и
|𝜕𝜂𝑓(𝑥)| = 𝑂

(︀
(1 + |𝑥|)𝛽

)︀
, 𝑥 ∈ R𝑛 (6)

для всех 𝜂 ∈ Z𝑛
+ и некоторого 𝛽 ≥ 0, не зависящего от 𝑥 и 𝜂.

Сделаем несколько замечаний.
Поскольку, согласно (4), последовательность {𝑏𝑘}∞𝑘=1 может иметь степенной рост,

из (5) следует, что в общем случае оценка роста интерполирующей функции в теореме 1 не
может быть существенно усилена. Интересной нерешенной задачей является нахождение
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точной нижней грани возможных значений 𝛽 в оценке (6). Нетрудно видеть, что функция с
условиями (5) и (6) в теореме не единственна. Для этого достаточно применить теорему 1
к расширенной системе узлов {𝑎𝑘}∞𝑘=1 ∪ {𝑎}, добавив к условию (5) равенство 𝑓(𝑎) = 𝑏,
где 𝑏 ∈ C выбирается произвольно.

Очевидным необходимым условием для того, чтобы интерполяционная задача (5)
имела решение 𝑓 ∈ 𝐶(R𝑛) для любой ограниченной последовательности {𝑏𝑘}∞𝑘=1, является
условием

lim
𝑘→∞

|𝑎𝑘| = +∞. (7)

Одного этого условия, однако, недостаточно для справедливости теоремы 1. Действитель-
но, полагая 𝑏𝑘 = (−1)𝑘 и применяя к 𝑓 , удовлетворяющей (5) и (6) теорему Лагранжа о
среднем на отрезке с концами 𝑎𝑘, 𝑎𝑘+1, получаем, что условие отделимости узлов (2) в
теореме 1 убрать нельзя (даже при выполнении (7)).

Отметим, наконец, что существуют функции класса 𝑉𝑟(R𝑛), имеющие сколь угодно
быстрый рост на заданном луче в (см. [24, теорема 2]). Поэтому оценка (6) не выполняется
без каких-либо дополнительных условий на 𝑓 ∈ (𝑉𝑟 ∩ 𝐶∞)(R𝑛).

3. Вспомогательные утверждения.Пусть 𝜈 > −1. Рассмотрим четную целуюфунк-
цию

𝐼𝜈(𝑧) =
∞∑︁

𝑚=0

(−1)𝑚𝑧2𝑚

𝑚!Γ(𝜈 +𝑚+ 1)22𝑚+𝜈
, 𝑧 ∈ C, (8)

где Γ — гамма-функция. Функция 𝐼𝜈 связана с функцией Бесселя 𝐽𝜈 равенством

𝐼𝜈(𝑧) = 𝑧−𝜈𝐽𝜈(𝑧), 𝑧 ̸= 0, 𝑧 ∈ C, (9)

где, как обычно, 𝑧−𝜈 = |𝑧|−𝜈𝑒−𝑖𝜈arg𝑧, −𝜋 < arg𝑧 ≤ 𝜋. Согласно [25, гл. 1, § 23], из (9)
следует, что функция 𝐼𝜈 имеет бесконечное множество нулей, причем все эти нули веще-
ственные и простые. Из (8) видно, что

𝐼− 1
2
(𝑧) =

√︂
2

𝜋
cos 𝑧, 𝑧 ∈ C. (10)

Для 𝜈 > −1/2 имеет место интегральное представление Пуассона

𝐼𝜈(𝑧) =
1

2𝜈
√
𝜋Γ
(︀
𝜈 + 1

2

)︀ 1∫︁
−1

𝑒𝑖𝑧𝑡(1− 𝑡2)𝜈−
1
2𝑑𝑡 (11)

(см. [25, гл. 1, формула (14.6)]). Из равенств (10) и (11) получаем следующую оценку
производных функции 𝐼𝜈 :⃒⃒

𝐼(𝑚)
𝜈 (𝑧)

⃒⃒
≤ 𝐼𝜈(0), 𝑧 ∈ C, 𝜈 ≥ −1

2
, 𝑚 ∈ Z+. (12)

Пусть ∆ =
𝑛∑︀

𝑗=1

𝜕2

𝜕𝑥2𝑗
— оператор Лапласа в R𝑛. Теорема о шаровых средних для

решений уравнения Гельмгольца
∆𝑓 + 𝑐𝑓 = 0 (13)
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при 𝑐 ∈ C утверждает (см. [8, часть 1, гл. 7]), что функция 𝑓 ∈ 𝐶2(R𝑛) удовлетворяет (13)
тогда и только тогда, когда∫︁

|𝑦|≤𝑅

𝑓(𝑥+ 𝑦)𝑑𝑦 = (2𝜋)
𝑛
2𝑅𝑛𝐼𝑛

2
(𝑅

√
𝑐)𝑓(𝑥) (14)

для любых 𝑥 ∈ R𝑛, 𝑅 > 0. Таким образом, если 𝑟 > 0, 𝑓 ∈ 𝐶2(R𝑛) и равенство (13)
выполнено для некоторого 𝑐 > 0, такого что 𝐼𝑛

2
(𝑟
√
𝑐) = 0, то 𝑓 ∈ 𝑉𝑟(R𝑛). Кроме того,

в силу эллиптичности уравнения (13) функция 𝑓 является вещественно аналитической
в R𝑛.

Лемма 1. Пусть 𝑓 ∈ 𝐶2(R𝑛), 𝑐 ∈ C и выполнено (13). Тогда для любой радиальной
финитной функции 𝜙 ∈ 𝐿1(R𝑛) имеет место равенство

(𝑓 * 𝜙)(𝑥) = 2
𝑛
2
−1Γ

(︁𝑛
2

)︁
𝑓(𝑥)

∫︁
R𝑛

𝜙(𝑦)𝐼𝑛
2
−1(

√
𝑐|𝑦|)𝑑𝑦, 𝑥 ∈ R𝑛, (15)

где знак * обозначает свертку функций в R𝑛.

Доказательство. Пусть S𝑛−1 = {𝑥 ∈ R𝑛 : |𝑥| = 1}, 𝜔𝑛−1 — площадь сферы
S𝑛−1. Используя полярные координаты в R𝑛, для любого 𝑅 > 0 находим

∫︁
|𝑦|≤𝑅

𝐼𝑛
2
−1(

√
𝑐|𝑦|)𝑑𝑦 = 𝜔𝑛−1

𝑅∫︁
0

𝜌𝑛−1𝐼𝑛
2
−1(

√
𝑐𝜌)𝑑𝜌 = 𝜔𝑛−1𝑅

𝑛𝐼𝑛
2
(
√
𝑐𝑅)

(см. [25, гл. 1, формула (6.2)]). Отсюда и из (14) заключаем, что (15) выполнено в случае,
когда 𝜙 — индикатор шара радиуса 𝑅 с центром в нуле. Поскольку любую радиальную
финитную функцию 𝜙 ∈ 𝐿(R𝑛) можно приблизить в пространстве 𝐿1 на носителе после-
довательностью линейных комбинаций индикаторов таких шаров, получаем (15) в общем
случае. □

Пусть 𝜆 > 0. Рассмотрим функцию

𝐻𝜆(𝑥, 𝑡) = 𝑒−𝑖𝑡𝑥1𝐼𝑛−3
2

(︂√︁
(𝜆2 − 𝑡2)(𝑥22 + · · ·+ 𝑥2𝑛)

)︂
, (16)

𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ R𝑛, 𝑡 ∈ (−𝜆, 𝜆).

Лемма 2. (i) При любом фиксированном 𝑡 ∈ (−𝜆, 𝜆) выполнено равенство

∆𝐻𝜆 + 𝜆2𝐻𝜆 = 0. (17)

(ii) Для любых 𝜀 ∈ (0, 𝜆), 𝑘 ∈ Z+ имеет место оценка⃒⃒⃒⃒
⃒
(︂
𝜕

𝜕𝑡

)︂𝑘

𝐻𝜆(𝑥, 𝑡)

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤ 𝑐 (2 + |𝑥|)𝑘, 𝑥 ∈ R𝑛, |𝑡| ≤ 𝜆− 𝜀, (18)

с постоянной 𝑐 > 0, не зависящей от 𝑥 и 𝑡.
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Доказательство. Утверждение (i) получено в [26, доказательство леммы 1]. До-
кажем утверждение (ii). При 𝑘 = 0 оценка (18) следует из (16) и (12). Пусть 𝑘 ≥ 1. Тогда
по формуле Лейбница(︂

𝜕

𝜕𝑡

)︂𝑘

𝐻𝜆(𝑥, 𝑡) =
𝑘∑︁

𝑗=0

𝐶𝑗
𝑘(−𝑖𝑥1)

𝑘−𝑗𝑒−𝑖𝑡𝑥1

(︂
𝜕

𝜕𝑡

)︂𝑗

𝐼𝑛−3
2

(︁√︀
(𝜆2 − 𝑡2)(𝑥2 + · · ·+ 𝑥2𝑛)

)︁
.

Далее, для любого 𝑗 ∈ N существуют функции 𝜓𝑚,𝑗 ∈ 𝐶∞(−𝜆, 𝜆),𝑚 = 1, . . . , 𝑗, такие что

(︂
𝜕

𝜕𝑡

)︂𝑗

𝐼𝑛−3
2

(︁√
𝜆2 − 𝑡2𝑧

)︁
=

𝑗∑︁
𝑚=1

𝐼
(𝑚)
𝑛−3
2

(︁√
𝜆2 − 𝑡2𝑧

)︁
𝑧𝑚𝜓𝑚,𝑗(𝑡)

для всех 𝑧 ∈ C (это утверждение легко доказать индукцией по 𝑗). Из полученных равенств
и оценки (12) следует утверждение (ii). □

Далее, пусть {𝛼𝑞}∞𝑞=−∞ и {𝛽𝑞}∞𝑞=−∞ — строго возрастающая последовательность
вещественных чисел и 𝛼0 = 𝛽0 = 0. Всюду в дальнейшем предполагается, что существуют
постоянные 𝛿1, 𝛿2 > 0,𝑀 > 0, такие что

𝛼𝑞+1 − 𝛼𝑞 ≥ 𝛿1, 𝛽𝑞+1 − 𝛽𝑞 ≥ 𝛿2 (19)

и
|𝛼𝑞 − 𝛽𝑞| ≤𝑀 (20)

при всех 𝑞 ∈ Z. Пусть также

∞∑︁
𝑞=1

|𝛼𝑞 + 𝛼−𝑞|
|𝛼𝑞𝛼−𝑞|

< +∞ и
∞∑︁
𝑞=1

|𝛽𝑞 + 𝛽−𝑞|
|𝛽𝑞𝛽−𝑞|

< +∞.

Из этого условия следует, что функции

𝑢(𝑧) =
∞∏︁
𝑞=1

(︂
1− 𝑧

𝛼𝑞

)︂(︂
1− 𝑧

𝛼−𝑞

)︂
(21)

и

𝑣(𝑧) =
∞∏︁
𝑞=1

(︂
1− 𝑧

𝛽𝑞

)︂(︂
1− 𝑧

𝛽−𝑞

)︂
(22)

являются целыми.
Лемма 3. Пусть 𝜀 ∈ (0, 𝛿2), 𝑧 ∈ C и

|𝑧 − 𝛽𝑞| ≥ 𝜀 для всех 𝑞 ∈ Z ∖ {0}. (23)

Тогда
|𝑢(𝑧)| ≤ 𝑐1|𝑣(𝑧)|(2 + |𝑧|)𝑐2 , (24)

где 𝑐1 > 0 не зависит от 𝑧, а 𝑐2 =𝑀

(︂
2

𝛿1
+

3

𝛿2

)︂
.
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Доказательство. Символами 𝜆1, 𝜆2, . . . будем обозначать положительные посто-
янные, не зависящие от 𝑧. Из условий (19) следует, что

|𝛼𝑞| ≥ 𝛿1|𝑞|, |𝛽𝑞| ≥ 𝛿2|𝑞| (25)

для любого 𝑞 ∈ Z. Пусть 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 ∈ C удовлетворяет (23). Из определения функций 𝑢,
𝑣 имеем

𝑢(𝑧)

𝑣(𝑧)
=

∞∏︁
𝑞=1

(︂
1− 𝑧

𝛼𝑞

)︂(︂
1− 𝑧

𝛼−𝑞

)︂(︂
1− 𝑧

𝛽𝑞

)︂−1(︂
1− 𝑧

𝛽−𝑞

)︂−1

.

Пусть 𝜇 = min{𝛿1, 𝛿2} и

𝑁 =

[︂
1 +

2|𝑧|
𝜇

]︂
(целая часть). (26)

Тогда
𝑢(𝑧)

𝑣(𝑧)
= 𝑤1(𝑧)𝑤2(𝑧), (27)

где

𝑤1(𝑧) =
𝑁∏︁
𝑞=1

(︂
1− 𝛼𝑞 − 𝛽𝑞

𝛼𝑞

)︂(︂
1− 𝛼𝑞 − 𝛽−𝑞

𝛼−𝑞

)︂(︂
1 +

𝛼𝑞 − 𝛽𝑞
𝛽𝑞 − 𝑧

)︂(︂
1 +

𝛼−𝑞 − 𝛽−𝑞

𝛽−𝑞 − 𝑧

)︂
,

𝑤2(𝑧) =
∞∏︁

𝑞=𝑁+1

(︂
1− 𝑧

𝛼𝑞

)︂(︂
1− 𝑧

𝛼−𝑞

)︂(︂
1− 𝑧

𝛽𝑞

)︂−1(︂
1− 𝑧

𝛽−𝑞

)︂−1

.

Из определения 𝑤1 имеем оценку

ln |𝑤1(𝑧)| ≤
𝑁∑︁
𝑞=1

(︂
ln

(︂
1 +

|𝛼𝑞 − 𝛽𝑞|
𝛼𝑞

)︂
+ ln

(︂
1 +

|𝛼−𝑞 − 𝛽−𝑞|
|𝛼−𝑞|

)︂
+

+ ln

(︂
1 +

|𝛼𝑞 − 𝛽𝑞|
|𝛽𝑞 − 𝑧|

)︂
+ ln

(︂
1 +

|𝛼−𝑞 − 𝛽−𝑞|
|𝛽−𝑞 − 𝑧|

)︂)︂
.

Используя неравенство ln(1 + 𝑡) ≤ 𝑡 при 𝑡 ≥ 0, отсюда и из (20) получаем

ln |𝑤1(𝑧)| ≤𝑀

𝑁∑︁
𝑞=1

(︂
1

𝛼𝑞

+
1

|𝛼−𝑞|
+

1

|𝛽𝑞 − 𝑧|
+

1

|𝛽−𝑞 − 𝑧|

)︂
. (28)

Принимая во внимание (25) и (26), имеем

𝑀

𝑁∑︁
𝑞=1

(︂
1

𝛼𝑞

+
1

|𝛼−𝑞|

)︂
≤ 2𝑀

𝛿1

𝑁∑︁
𝑞=1

1

𝑞
≤ 2𝑀

𝛿1
ln(2 + |𝑧|) + 𝜆1. (29)

Рассмотрим теперь случай, когда 𝑥 = Re𝑧 ≤ 0. Тогда, как и выше,

𝑀

𝑁∑︁
𝑞=1

1

|𝛽𝑞 − 𝑧|
≤𝑀

𝑁∑︁
𝑞=1

1

𝛽𝑞
≤ 𝑀

𝛿2

𝑁∑︁
𝑞=1

1

𝑞
≤ 𝑀

𝛿2
ln(2 + |𝑧|) + 𝜆2. (30)

Волчков В. В., Волчков Вит. В. 13

http://www.donnu.ru
http://www.donnu.ru/vestnikA


ISSN 2415–7058. Вестник ДонНУ. Сер. А: Естественные науки. – 2022. –№ 2

Аналогично, используя (19) и (23), получаем

𝑀
𝑁∑︁
𝑞=1

1

|𝛽−𝑞 − 𝑧|
≤ 𝜆3 +𝑀

∑︁
𝑞∈𝐸1

1

|𝛽−𝑞 − 𝑥|
+𝑀

∑︁
𝑞∈𝐸2

1

|𝛽−𝑞 − 𝑥|
,

где 𝐸1 = {𝑞 ≤ 𝑁 : 𝛽−𝑞 ≤ 𝑥 − 𝛿2}, 𝐸2 = {𝑞 ≤ 𝑁 : 𝛽−𝑞 ≥ 𝑥 + 𝛿2}. С учетом (25) это дает
оценку

𝑀
𝑁∑︁
𝑞=1

1

|𝛽−𝑞 − 𝑧|
≤ 𝜆4 +

2𝑀

𝛿2
ln(2 + |𝑧|). (31)

Используя неравенства (28)–(31), приходим к оценке

ln |𝑤1(𝑧)| ≤𝑀

(︂
2

𝛿1
+

3

𝛿2

)︂
ln(2 + |𝑧|) + 𝜆5. (32)

Проводя в случае 𝑥 > 0 аналогичные рассуждения, получим (32) при любом 𝑧 ∈ C,
удовлетворяющем (23).

Пусть теперь 𝑞 ≥ 𝑁 + 1. Тогда из (26) следует, что числа⃒⃒⃒⃒
1− 𝑧

𝛼𝑞

⃒⃒⃒⃒
,

⃒⃒⃒⃒
1− 𝑧

𝛼−𝑞

⃒⃒⃒⃒
,

⃒⃒⃒⃒
1− 𝑧

𝛽𝑞

⃒⃒⃒⃒
,

⃒⃒⃒⃒
1− 𝑧

𝛽−𝑞

⃒⃒⃒⃒
лежат на интервале (1/2, 3/2). Применяя теорему Лагранжа о среднем к функции ln 𝑡 на

отрезках с концами
⃒⃒⃒⃒
1− 𝑧

𝛼𝑞

⃒⃒⃒⃒
,
⃒⃒⃒⃒
1− 𝑧

𝛽𝑞

⃒⃒⃒⃒
и
⃒⃒⃒⃒
1− 𝑧

𝛼−𝑞

⃒⃒⃒⃒
,
⃒⃒⃒⃒
1− 𝑧

𝛽−𝑞

⃒⃒⃒⃒
, из определения𝑤2 получаем

ln |𝑤2(𝑧)| =
∞∑︁

𝑞=𝑁+1

(︂
ln

⃒⃒⃒⃒
1− 𝑧

𝛼𝑞

⃒⃒⃒⃒
− ln

⃒⃒⃒⃒
1− 𝑧

𝛽𝑞

⃒⃒⃒⃒
+

+ ln

⃒⃒⃒⃒
1− 𝑧

𝛼−𝑞

⃒⃒⃒⃒
− ln

⃒⃒⃒⃒
1− 𝑧

𝛽−𝑞

⃒⃒⃒⃒)︂
≤

≤ 2|𝑧|
∞∑︁

𝑞=𝑁+1

(︂
|𝛼𝑞 − 𝛽𝑞|
|𝛼𝑞𝛽𝑞|

+
|𝛼−𝑞 − 𝛽−𝑞|
|𝛼−𝑞𝛽−𝑞|

)︂
.

Отсюда и из условий (20), (25) имеем

ln |𝑤2(𝑧)| ≤ 𝜆6|𝑧|
∞∑︁

𝑞=𝑁+1

1

𝑞2
≤ 𝜆6

|𝑧|
𝑁

≤ 𝜆7.

Из этой оценки, (32) и (27) получаем утверждение леммы 1. □
Меняя местами функции 𝑢, 𝑣, из леммы 1 получаем следующее следствие.
Следствие 1. Пусть 𝜀 ∈ (0, 𝛿1), 𝑧 ∈ C и

|𝑧 − 𝛼𝑞| ≥ 𝜀 для всех 𝑞 ∈ Z ∖ {0}.

Тогда
|𝑣(𝑧)| ≤ 𝑐1|𝑢(𝑧)|(2 + |𝑧|)𝑐2 ,

где 𝑐1 > 0 не зависит от 𝑧, а 𝑐2 =𝑀

(︂
3

𝛿1
+

2

𝛿2

)︂
.
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4. Доказательство теоремы 1. Для любого 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ R𝑛 полагаем 𝑥′ =
𝑥1 ∈ R. Пусть также

0 < 𝛿 ≤ inf
𝑖 ̸=𝑗

|𝑎𝑖 − 𝑎𝑗|. (33)

Поскольку класс (𝑉𝑟 ∩ 𝐶∞)(R𝑛) инвариантен относительно группы 𝑆𝑂(𝑛) и всех сдвигов
пространства R𝑛, не ограничивая общности, можно считать, что прямая 𝐿 имеет вид

𝐿 = {𝑥 ∈ R𝑛 : 𝑥2 = . . . = 𝑥𝑛 = 0}

и последовательность {𝑎𝑘}∞𝑘=1 удовлетворяет условию

|𝑎′𝑘| ≤ |𝑎′𝑘+1| для всех 𝑘 ∈ N. (34)

Определим теперь последовательности {𝛼𝑞}∞𝑞=−∞, {𝛽𝑞}∞𝑞=−∞ и {𝛾𝑞}∞𝑞=−∞ следующим об-
разом. Пусть

𝛼𝑞 = 𝑞𝛿, 𝑞 ∈ Z. (35)

Далее, если промежуток [𝛼𝑞, 𝛼𝑞+1) не содержит элементов последовательности {𝑎′𝑘}∞𝑘=1,
то положим

𝛽𝑞 =
1

2
(𝛼𝑞 + 𝛼𝑞+1) , 𝛾𝑞 = 0. (36)

Предположим теперь, что в промежутке [𝛼𝑞, 𝛼𝑞+1) содержится точка 𝑎′𝑘 при некотором
𝑘 ∈ N. Тогда из (33) и (35) видно, что такая точка единственная и мы полагаем

𝛽𝑞 = 𝑎′𝑘, 𝛾𝑞 = 𝑏𝑘. (37)

Покажем, что в этом случае выполнено неравенство

𝑘 ≤ 3 + 2|𝑞|. (38)

Действительно, так как 𝑎′𝑘 ∈ [𝛼𝑞, 𝛼𝑞+1), из (35) имеем |𝑎′𝑘| < (1+|𝑞|)𝛿. Тогда, учитывая (34),
получаем, что все точки 𝑎′𝑚 при 𝑚 ≤ 𝑘 содержатся в интервале (−(1 + |𝑞|)𝛿, (1 + |𝑞|)𝛿).
Поскольку inf

𝑖 ̸=𝑗
|𝑎′𝑖−𝑎′𝑗| ≥ 𝛿, отсюда следует (38). Кроме того, из построения чисел 𝛽𝑞 и (35)

видно, что 𝛽𝑞 ∈ [𝑞𝛿, (𝑞 + 1)𝛿),

𝛽𝑞+1 − 𝛽𝑞 ≥
𝛿

2
и 0 ≤ 𝛽𝑞 − 𝛼𝑞 ≤ 𝛿.

Рассмотрим целую функцию

𝑤(𝑧) = 𝑝(𝑧)
∞∏︁
𝑞=1

(︂
1− 𝑧

𝛽𝑞

)︂(︂
1− 𝑧

𝛽−𝑞

)︂
, (39)

где

𝑝(𝑧) =

⎧⎨⎩𝑧, если 𝛽0 = 0,

1− 𝑧

𝛽0
, если 𝛽0 ̸= 0.

Полагая 𝛿1 = 𝛿, 𝛿2 = 𝛿/2,𝑀 = 𝛿, 𝜀 = 𝛿/3 и используя следствие 1 для функций

𝑢(𝑧) =
1

𝑧
sin
(︁𝜋
𝛿
𝑧
)︁
, 𝑣(𝑧) =

𝑤(𝑧)

𝑝(𝑧)
,
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получаем, что если
|𝑧 − 𝛿𝑞| ≥ 𝛿

2
при всех 𝑞 ∈ Z ∖ {0},

то ⃒⃒⃒⃒
𝑤(𝑧)

𝑝(𝑧)

⃒⃒⃒⃒
≤ 𝑐 (2 + |𝑧|)7

⃒⃒⃒⃒
1

𝑧
sin
(︁𝜋
𝛿
𝑧
)︁⃒⃒⃒⃒
, (40)

где 𝑐 > 0 не зависит от 𝑧. Применяя к функции 𝑤/𝑝 принцип максимума модуля в круге
|𝑧 − 𝛿𝑞| ≤ 𝛿/3, из (40) получаем оценку

|𝑤(𝑧)| = 𝑂
(︀
(2 + |𝑧|)7𝑒

𝜋
𝛿
|Im𝑧|)︀ , 𝑧 ∈ C. (41)

Оценим теперь снизу величину |𝑤′(𝛽𝑚)| при |𝑚| ≥ 2. Из (39) находим

𝑤′(𝛽𝑚) = −𝑝(𝛽𝑚)
𝛽𝑚

(︂
1− 𝛽𝑚

𝛽−𝑚

)︂∏︁
𝑞 ̸=𝑚

(︂
1− 𝛽𝑚

𝛽𝑞

)︂(︂
1− 𝛽𝑚

𝛽−𝑞

)︂
.

Полагая
𝑣(𝑧) =

∏︁
𝑞 ̸=𝑚

(︂
1− 𝑧

𝛽𝑞

)︂(︂
1− 𝑧

𝛽−𝑞

)︂
,

отсюда имеем
|𝑤′(𝛿𝑚)| > 𝑐1|𝑣(𝛽𝑚)| ≥ 𝑐1 min

|𝑧−𝛽𝑚|≤𝛿/3
|𝑣(𝑧)| =

= 𝑐1 min
|𝑧−𝛽𝑚|=𝛿/3

|𝑣(𝑧)|, (42)

где 𝑐1 > 0 не зависит от𝑚.
Определим теперь целую функцию 𝑢 следующим образом. Если

𝛽𝑚 =
1

2
(𝛼𝑞 + 𝛼𝑞+1)

при некотором 𝑞 ∈ Z, то, как и выше, полагаем

𝑢(𝑧) =
1

𝑧
sin
(︁𝜋
𝛿
𝑧
)︁
.

В противном случае обозначим через 𝜁 число из последовательности {𝛼𝑞}∞𝑞=−∞, ближай-
шее к 𝛽𝑚 (такое число единственно), и положим

𝑢(𝑧) =
sin
(︀
𝜋
𝛿
𝑧
)︀

𝑧
(︁
1− 𝑧

𝜁

)︁(︁
1 + 𝑧

𝜁

)︁ .
Отметим, что 𝜁 ̸= 0, поскольку 𝛽𝑚 ∈ [𝑚𝛿, (𝑚+ 1)𝛿) и |𝑚| ≥ 2. Применяя теперь лемму 1
для функций 𝑢, 𝑣 при 𝛿1 = 𝛿, 𝛿2 = 𝛿/2,𝑀 = 𝛿, |𝑧 − 𝛽𝑚| = 𝛿/3, получаем

|𝑣(𝑧)| ≥ 𝑐2(2 + |𝑧|)−7|𝑢(𝑧)|,

где 𝑐2 > 0 не зависит от 𝑧 и𝑚. Отсюда, из (42) и определения 𝑢 следует неравенство

|𝑤′(𝛽𝑚)| ≥ 𝑐3(2 + |𝛽𝑚|)−10, 𝑚 ∈ Z, (43)
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с постоянной 𝑐3 > 0, не зависящей от𝑚.
Рассмотрим теперь функцию

𝑔(𝑧) =
∞∑︁

𝑞=−∞

𝑤(𝑧)𝜙𝑞(𝑧)𝛾𝑞
𝑤′(𝛽𝑞)(𝑧 − 𝛽𝑞)

, 𝑧 ∈ C, (44)

где

𝜙𝑞(𝑧) =

{︃
1, если 𝛽𝑞 = 0,

(𝑧/𝛽𝑞)
𝛼+12, если 𝛽𝑞 ̸= 0.

В силу (37), (4), (38) и (43), ряд в правой части равенства (44) сходится в C локально
равномерно и функция 𝑔 является целой. Из (44), (36) и (37) получаем, что

𝑔(𝛽𝑚) = 𝛾𝑚 при всех 𝑚 ∈ Z. (45)

Кроме того, если |𝑧 − 𝛽𝑞| ≥ 𝛿/3 при всех 𝑞 ∈ Z, то из (44) и (41) имеем оценку

|𝑔(𝑧)| ≤ 𝑐4(2 + |𝑧|)𝛼+19𝑒−
𝜋
𝛿
|Im𝑧| (46)

с постоянной 𝑐4 > 0, не зависящей от 𝑧. Отсюда и из принципа максимума модуля следует,
что

𝑔(𝑧) = 𝑂
(︀
(2 + |𝑧|)𝛼+19𝑒−

𝜋
𝛿
|Im𝑧|)︀ , 𝑧 ∈ C. (47)

Согласно теореме Пэли-Винера-Шварца (см. [9, п. 9.3]), это означает, что существует
распределение 𝑇 ∈ ℰ ′(R) с носителем на [−𝜋/𝛿, 𝜋/𝛿], такое что

̂︀𝑇 (𝑧) = ⟨︀𝑇, 𝑒−𝑖𝑡𝑧
⟩︀
= 𝑔(𝑧), 𝑧 ∈ C.

Пусть теперь 𝜆 > 𝜋/𝛿 и 𝐼𝑛
2
(𝑟𝜆) = 0. Рассмотрим функцию

𝑓(𝑥) = ⟨𝑇,𝐻𝜆(𝑥, 𝑡)⟩ , 𝑥 ∈ R𝑛, (48)

где 𝐻𝜆(𝑥, 𝑡) определяется формулой (16). Из (17) следует, что

∆𝑓 + 𝜆2𝑓 = 0 в R𝑛. (49)

Отсюда и из равенства (14) при 𝑅 = 𝑟, 𝑐 = 𝜆2 получаем, что 𝑓 ∈ (𝑉𝑟 ∩ 𝐶∞)(R𝑛). Из (48),
(45) и (37) следует также, что 𝑓 удовлетворяет условию (5). Далее, поскольку 𝑇 имеет
компактный носитель, из (48) при некотором 𝛽 ∈ N имеем оценку

|𝑓(𝑥)| ≤ 𝑐5

𝛽∑︁
𝑗=0

max
[−𝜋/𝛿,𝜋/𝛿]

⃒⃒⃒⃒
⃒
(︂
𝜕

𝜕𝑡

)︂𝑗

𝐻(𝑥, 𝑡)

⃒⃒⃒⃒
⃒ (50)

с постоянной 𝑐5 > 0, не зависящей от 𝑥 (см. [27, гл. 2, формула (2.3.1)]). Применяя (18),
из (50) имеем

|𝑓(𝑥)| ≤ 𝑐6(1 + |𝑥|)𝛽, 𝑥 ∈ R𝑛, (51)

где 𝑐6 > 0 не зависит от 𝑥. Пусть теперь 𝜂 ∈ Z+ и 𝜙 ∈ 𝐶∞(R𝑛) — радиальная финитная
функция, для которой ∫︁

R𝑛

𝜙(𝑢)𝐼𝑛
2
−1(𝜆|𝑢|)𝑑𝑢 ̸= 0.
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Тогда из равенств (49) и (15) при 𝑐 = 𝜆2 получаем

(𝜕𝜂𝑓)(𝑥) = 𝑐7(𝑓 * 𝜕𝜂𝜙)(𝑥), 𝑥 ∈ R𝑛,

где 𝑐7 > 0 не зависит от 𝑥. Используя (51), приходим к выводу, что 𝑓 удовлетворяет
условию (6). Таким образом, теорема 1 полностью доказана.
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3. Radon J. Über die Bestimmung von Funktionen durch ihre Integralwerte längs gewisser Mannigfaltigkeiten /
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INTERPOLATION PROBLEMWITH NODES ON THE LINE FOR FUNCTIONS WITH ZERO BALL
MEANS

V.V. Volchkov, Vit. V. Volchkov

Let 𝑛 ≥ 2, 𝑉𝑟(R𝑛) be the set of functions 𝑓 ∈ 𝐿1,loc(R𝑛) with zero integrals over all balls from R𝑛 of
radius 𝑟. In the paper, new sufficient conditions for the solvability of the interpolation problem for the class 𝑉𝑟(R𝑛)
with an infinite number of nodes are found.

Keywords: interpolation problems, zero spherical means, Bessel functions.
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УДК 517.444

ГАРМОНИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ ВЕКТОРНЫХ ПОЛЕЙ НА ПЛОСКОСТИ
ЛОБАЧЕВСКОГО

© 2022. Н.П. Волчкова, Вит.В. Волчков

Изучаются векторные поля с нулевым потоком через окружности фиксированного радиуса в круге на
плоскости Лобачевского. Получено описание таких полей в виде рядов по специальным функциям.

Ключевые слова: векторные поля, плоскость Лобачевского, нулевые сферические средние, сфери-
ческие гармоники, гипергеометрические ряды Горна.

1. Введение.Одним из хорошо известных критериев 𝑇 -периодичности непрерывной
функции 𝑓 на вещественной оси является постоянство интегралов от 𝑓 по всем отрезкам
длины 𝑇 на R, то есть условие∫︁ 𝑥+𝑇

𝑥

𝑓(𝑦)𝑑𝑦 =

∫︁ 𝑇

0

𝑓(𝑦)𝑑𝑦, ∀𝑥 ∈ R. (1)

Естественным аналогом условия (1) в многомерном случае является постоянство ин-
тегралов от функции по всем шарам фиксированного радиуса. Близкий класс функций
получается, если здесь заменить шары на сферы фиксированного радиуса.

Согласно теории рядов Фурье, всякую 𝑇 -периодическую функцию 𝑓 ∈ 𝐶1(R) можно
разложить в абсолютно и равномерно сходящийся тригонометрический ряд

𝑓(𝑥) =
𝑎0
2

+
∞∑︁

𝑚=1

𝑎𝑚 cos

(︂
2𝜋𝑚

𝑇
𝑥

)︂
+ 𝑏𝑚 sin

(︂
2𝜋𝑚

𝑇
𝑥

)︂
, (2)

т.е. представить 𝑓 в виде суммы константы
𝑎0
2
и последовательности периодических функ-

ций {𝑓𝑚}∞𝑚=1, удовлетворяющих дифференциальным уравнениям

𝑓 ′′
𝑚(𝑥) +

4𝜋2𝑚2

𝑇 2
𝑓𝑚(𝑥) = 0.

Существенно более трудной задачей является описание функций с постоянными интегра-
лами по шарам (или сферам) фиксированного радиуса. Для эффективной характеризации
указанных классов требуется привлекать соответствующие специальные функции. Напри-
мер, в двумерном случае имеет место следующий результат.
Теорема A. Пусть 𝑓 ∈ 𝐶∞(R2). Тогда функция 𝑓 имеет нулевые интегралы по всем
кругам в R2 радиуса 𝑟 в том и только том случае, когда имеет место разложение

𝑓(𝑥, 𝑦) =
∞∑︁

𝑚=−∞

∞∑︁
𝑞=1

𝑐𝑞,𝑚𝐽𝑚

(︁𝜈𝑞
𝑟

√︀
𝑥2 + 𝑦2

)︁(︃ 𝑥+ 𝑖𝑦√︀
𝑥2 + 𝑦2

)︃𝑚

,

где 𝐽𝑚 – функция Бесселя порядка 𝑚, {𝜈𝑞}∞𝑞=1 – последовательность всех положитель-
ных нулейфункции𝐽1, занумерованных в порядке возрастания, и коэффициенты 𝑐𝑞,𝑚 ∈ C
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удовлетворяют условию

𝑐𝑞,𝑚 = 𝑂

(︂
1

𝜈𝛼𝑞

)︂
при 𝑞 → ∞

для любого фиксированного 𝛼 > 0.
Отметим, что функции

(𝑥, 𝑦) → 𝐽𝑚

(︁𝜈𝑞
𝑟

√︀
𝑥2 + 𝑦2

)︁(︃ 𝑥+ 𝑖𝑦√︀
𝑥2 + 𝑦2

)︃𝑚

являются собственными функциями оператора Лапласа∆ в R2. Подобные результаты бы-
ли получены и для функций меньшей гладкости, заданных на ограниченных множествах в
R𝑛, 𝑛 ≥ 2, инвариантных относительно вращений (см. [1, Теорема 3], [2, Теорема 3], а так-
же [3]– [5], где содержатся существенно более общие результаты, касающиеся структуры
решений уравнений в свертках на симметрических пространствах).

Гораздо менее изученным в этой области является случай векторных полей. Если
рассматривать 𝑓 ∈ 𝐶1(R) как векторное поле в R, то условие

𝑓

(︂
𝑥− 𝑇

2

)︂
− 𝑓

(︂
𝑥+

𝑇

2

)︂
= 0

означает, что 𝑓 имеет нулевой поток через любую нульмерную сферу радиуса 𝑇/2. Таким
образом, равенство (2) дает представление для полей с нулевым потоком через все сферы
радиуса 𝑇/2 вR. Нетривиальные обобщения этого факта на векторные поля в евклидовых
пространствах получены в работах [6], [7]. При этом остается совершенно неисследован-
ным случай неевклидовых пространств, в частности, пространств постоянной кривизны.
Целью данной работы является описание векторных полей, имеющих нулевой поток через
все окружности фиксированного радиуса на плоскости Лобачевского H2.

2. Формулировка основного результата. Как обычно, будем отождествлять R2 с
комплексной плоскостью C. Пусть 𝐵 = {𝑧 ∈ C : |𝑧| < 1} — открытый единичный круг
в R2 со стандартной структурой многообразия и с римановой структурой, задаваемой
формулой

⟨𝜉, 𝜂⟩𝑧 =
(𝜉, 𝜂)

(1− |𝑧|2)2
, (3)

где 𝜉 и 𝜂 — произвольные касательные векторы в точке 𝑧 ∈ 𝐵. Здесь через (𝜉, 𝜂) обозна-
чено каноническое скалярное произведение в R2. Это риманово многообразие называют
моделью Пуанкаре плоскости Лобачевского H2 (см., например, [8, раздел IV]).

ГруппаМёбиусаℳ(𝐵) действует транзитивно на𝐵 посредством конформных отоб-
ражений.Мёбиусовы преобразования являются движениями вмоделиПуанкаре плоскости
Лобачевского, реализованной на круге 𝐵. Гиперболическая метрика 𝑑 на этой плоскости
определяется равенством

𝑑(0, 𝑧) =
1

2
ln

1 + |𝑧|
1− |𝑧|

, 𝑧 ∈ 𝐵

и условием инвариантности относительно группыℳ(𝐵). Геодезический круг

𝐵𝑅 = {𝑥 ∈ 𝐵 : 𝑑(0, 𝑧) < 𝑅} (𝑅 > 0)
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(соответственно, геодезическая окружность 𝑆𝑅 = {𝑧 ∈ 𝐵 : 𝑑(0, 𝑧) = 𝑅}) совпадает с
открытым евклидовым кругом (соответственно, евклидовой окружностью) радиуса th𝑅 с
центром в нуле. Гиперболические эквиваленты элемента площади 𝑑𝑥𝑑𝑦 и элемента длины
𝑑𝑠 =

√︀
𝑑𝑥2 + 𝑑𝑦2 в R2 определяются равенствами

𝑑𝑧ℎ =
𝑑𝑥𝑑𝑦

(1− 𝑥2 − 𝑦2)2
, 𝑑𝑠ℎ =

𝑑𝑠

1− 𝑥2 − 𝑦2
. (4)

Гиперболическая дивергенция divℎ гладкого векторного поля
−→
𝐴 : 𝐵𝑅 → C2 связана с

евклидовой дивергенцией div𝑒 соотношением

divℎ
−→
𝐴 = (1− |𝑧|2)2div𝑒

−→
𝐴

(1− |𝑧|2)2
. (5)

Поле
−→
𝐴 ∈ 𝐶1(𝐵𝑅) называется соленоидальным, если divℎ

−→
𝐴 = 0.

При фиксированном 𝑟 > 0 и 𝑅 > 𝑟 обозначим через 𝒱𝑟(𝐵𝑅) множество всех непре-
рывных векторных полей

−→
𝐴 : 𝐵𝑅 → C2, имеющих нулевой поток через все геодезические

окружности радиуса 𝑟, лежащие в 𝐵𝑅, т.е.

𝒱𝑟(𝐵𝑅) =
{︁−→
𝐴 ∈ 𝐶(𝐵𝑅) :

∫︁
𝑔𝑆𝑟

⟨
−→
𝐴, −→𝑛ℎ⟩ 𝑑𝑠ℎ = 0 ∀𝑔 ∈ ℳ(𝐵) : 𝑔𝑆𝑟 ⊂ 𝐵𝑅

}︁
,

где
−→𝑛ℎ = (1− |𝑧|2)−→𝑛 , (6)

а −→𝑛 — евклидов единичный вектор внешней нормали к соответствующей гладкой кри-
вой. Описание гладких полей класса 𝒱𝑟(𝐵𝑅), приведенное ниже, опирается на свойства
тригонометрических рядов Фурье и свойства некоторых специальных функций.

Пусть, как обычно, Γ — гамма-функция, (𝛼)𝑗 = 𝛼(𝛼 + 1) . . . (𝛼 + 𝑗 − 1) — символ
Похгаммера, 𝐹 (𝑎, 𝑏; 𝑐; 𝑧)— гипергеометрическая функция Гаусса, т.е.

𝐹 (𝑎, 𝑏; 𝑐; 𝑧) =
∞∑︁
𝑗=0

(𝑎)𝑗(𝑏)𝑗
(𝑐)𝑗 𝑗!

𝑧𝑗, |𝑧| < 1 (7)

(см. [9, гл. 2, п. 2.1.1]). Обозначим𝑁(𝑟)—множество положительных корней 𝜆 уравнения

𝑃−1
−(𝑖𝜆+1)/2(ch 2𝑟) = 0,

где

𝑃 𝜇
𝜁 (𝑡) =

1

Γ(1− 𝜇)

(︂
𝑡+ 1

𝑡− 1

)︂𝜇/2

𝐹

(︂
−𝜁, 𝜁 + 1; 1− 𝜇;

1− 𝑡

2

)︂
−

функция Лежандра первого рода [9, гл. 3, § 3.2]. Отметим, что множество 𝑁(𝑟) имеет вид
𝑁(𝑟) = {𝜆1, 𝜆2, . . .}, причем

𝜆𝑗 ∼
𝜋

𝑟
𝑗, 𝑗 → ∞

(см. [10, лемма 7]).
Пусть 𝜌, 𝜙 (𝜌 ≥ 0, 0 ≤ 𝜙 < 2𝜋)—полярные координаты точки 𝑧 = (𝑥, 𝑦) ∈ C∖{0} =

R2∖{0}, так что
𝑧 = (𝑥, 𝑦) = (𝜌 cos𝜙, 𝜌 sin𝜙) = 𝜌𝑒𝑖𝜙.
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Всякой функции 𝑓 ∈ 𝐶(𝐵𝑅) поставим в соответствие ряд Фурье

𝑓(𝑧) = 𝑓(𝜌𝑒𝑖𝜙) ∼
∑︁
𝑘∈Z

𝑓𝑘(𝜌)𝑒
𝑖𝑘𝜙, Z = {0,±1,±2, . . .}, (8)

где

𝑓𝑘(𝜌) =
1

2𝜋

∫︁ 2𝜋

0

𝑓(𝜌𝑒𝑖𝜙)𝑒−𝑖𝑘𝜙𝑑𝜙, 0 < 𝜌 < th𝑅. (9)

Всюду в дальнейшем 𝜆 ∈ C, 𝜈 = 𝜈(𝜆) =
𝑖𝜆+ 1

2
. При 𝑘 ∈ Z, 𝜌 ∈ [0, 1) обозначим

ℋ𝜆,𝑘(𝜌) = 𝜌|𝑘|(1− 𝜌2)2𝐻𝜆,𝑘(𝜌), (10)

где

𝐻𝜆,𝑘(𝜌) =
∞∑︁
𝑗=0

(𝜈 + |𝑘|)𝑗 (𝜈)𝑗
(2𝑗 + |𝑘|+ 2) (|𝑘|+ 1)𝑗 𝑗!

×

× 𝜌2𝑗𝐹

(︂
2− 𝜈, 𝑗 +

|𝑘|+ 2

2
; 𝑗 + 1 +

|𝑘|+ 2

2
; 𝜌2
)︂
. (11)

Этот ряд сходится абсолютно и равномерно на любом отрезке, лежащем в промежутке
[0; 1) (см. доказательство леммы 7 ниже).

Основным результатом данной работы является следующая теорема.
Теорема 1. Пусть 𝑟 > 0, 𝑟 < 𝑅 ≤ +∞,

−→
𝐴 : 𝐵𝑅 → C2 – векторное поле класса 𝐶∞.

Для того чтобы
−→
𝐴 ∈ 𝒱𝑟(𝐵𝑅), необходимо и достаточно, чтобы

−→
𝐴 (𝑧) = (1− |𝑧|2)2ℬ(𝑧)−→𝑧 +

−→
𝐶 (𝑧), 𝑧 ∈ 𝐵𝑅, (12)

где
−→
𝐶 — соленоидальное векторное поле класса𝐶∞, ℬ – скалярное поле, коэффициенты

Фурье которого представимы рядами

ℬ𝑘(𝜌) =
∑︁

𝜆∈𝑁(𝑟)

𝛾𝑘,𝜆 𝜌
|𝑘|𝐻𝜆,𝑘(𝜌), 0 ≤ 𝜌 < th𝑅, (13)

в которых константы 𝛾𝑘,𝜆 убывают быстрее любой фиксированной степени 𝜆 при
𝜆→ ∞.

Из следствия 1 ниже видно, что ряд (13) можно почленно дифференцировать на [0, 1)
любое число раз. Отметим также, что функции 𝐻𝜆,𝑘 выражаются через гипергеометриче-
ский ряд Горна двух переменных (см. [11, введение], [12, гл. 4, § 4.1, п. 4.1.1]).

3. Вспомогательные утверждения.
Лемма 1. Пусть 𝒟 — ограниченная область в H2 с гладкой границей 𝜕𝒟, cl𝒟 =

𝒟 ∪ 𝜕𝒟. Если
−→
𝐴 ∈ 𝐶1(cl𝒟), то∫︁

𝒟

divℎ
−→
𝐴𝑑𝑧ℎ =

∫︁
𝜕𝒟

⟨
−→
𝐴,−→𝑛ℎ⟩ 𝑑𝑠ℎ.
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Доказательство. В силу равенств (3), (4) и (6), имеем∫︁
𝜕𝒟

⟨
−→
𝐴,−→𝑛ℎ⟩ 𝑑𝑠ℎ =

∫︁
𝜕𝒟

(
−→
𝐴,−→𝑛ℎ)

(1− |𝑧|2)2
𝑑𝑠

(1− |𝑧|2)
=

∫︁
𝜕𝒟

(
−→
𝐴,−→𝑛 )

(1− |𝑧|2)2
𝑑𝑠.

Используя теперь формулу Грина и формулы (4), (5), получаем∫︁
𝜕𝒟

⟨
−→
𝐴,−→𝑛ℎ⟩ 𝑑𝑠ℎ =

∫︁
𝒟

div𝑒

−→
𝐴

(1− |𝑧|2)2
𝑑𝑥𝑑𝑦 =

∫︁
𝒟

divℎ
−→
𝐴 𝑑𝑧ℎ.

Таким образом, лемма 1 доказана. □

Лемма 2. Пусть 𝑓 ∈ 𝐶1(𝐵𝑅) и

𝐹 (𝑥, 𝑦) = 𝑥
𝜕𝑓

𝜕𝑥
(𝑥, 𝑦) + 𝑦

𝜕𝑓

𝜕𝑦
(𝑥, 𝑦).

Тогда коэффициенты Фурье функций 𝑓 и 𝐹 связаны соотношением

𝐹𝑘(𝜌) = 𝜌𝑓 ′
𝑘(𝜌), 0 ≤ 𝜌 < th𝑅. (14)

Доказательство. Из определения коэффициентов Фурье и функции 𝐹 имеем

𝐹𝑘(𝜌) =
1

2𝜋

∫︁ 2𝜋

0

𝐹 (𝜌𝑒𝑖𝜙)𝑒−𝑖𝑘𝜙𝑑𝜙 =

=
1

2𝜋

∫︁ 2𝜋

0

(︂
𝜌 cos𝜙

𝜕𝑓

𝜕𝑥
(𝜌𝑒𝑖𝜙) + 𝜌 sin𝜙

𝜕𝑓

𝜕𝑦
(𝜌𝑒𝑖𝜙)

)︂
𝑒−𝑖𝑘𝜙𝑑𝜙. (15)

С другой стороны, дифференцируя равенство (9) по 𝜌, получаем

𝑓 ′
𝑘(𝜌) =

1

2𝜋

∫︁ 2𝜋

0

(︂
cos𝜙

𝜕𝑓

𝜕𝑥
(𝜌𝑒𝑖𝜙) + sin𝜙

𝜕𝑓

𝜕𝑦
(𝜌𝑒𝑖𝜙)

)︂
𝑒−𝑖𝑘𝜙𝑑𝜙. (16)

Сравнивая формулы (15) и (16), приходим к соотношению (14). □

Лемма 3. Пусть ℬ ∈ 𝐶1(𝐵𝑅),
−→
𝐵 (𝑧) = (1− |𝑧|2)2ℬ(𝑧)−→𝑧 . Тогда

(1− |𝑧|2)−2(divℎ
−→
𝐵 )(𝑧) = 2ℬ(𝑧) + 𝑥

𝜕ℬ
𝜕𝑥

(𝑧) + 𝑦
𝜕ℬ
𝜕𝑦

(𝑧). (17)

Доказательство. В силу (5), имеем

(1− |𝑧|2)−2(divℎ
−→
𝐵 )(𝑧) = div𝑒(ℬ(𝑧)−→𝑧 ) =

𝜕

𝜕𝑥
(ℬ(𝑧)𝑥) + 𝜕

𝜕𝑦
(ℬ(𝑧)𝑦) =

= 2ℬ(𝑧) + 𝑥
𝜕ℬ
𝜕𝑥

(𝑧) + 𝑦
𝜕ℬ
𝜕𝑦

(𝑧),

что и требовалось. □
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Лемма 4. Пусть −→𝐴 ∈ 𝐶2(𝐵𝑅) и
−→
𝐵 (𝑧) = (1− |𝑧|2)2ℬ(𝑧)−→𝑧 , (18)

где

ℬ(𝑧) =
1∫︁

0

(divℎ
−→
𝐴 )(𝑡𝑧) 𝑡

(1− 𝑡2|𝑧|2)2
𝑑𝑡.

Тогда
divℎ

−→
𝐵 = divℎ

−→
𝐴. (19)

Кроме того,

ℬ𝑘(𝜌) =

1∫︁
0

(divℎ
−→
𝐴 )𝑘(𝑡𝜌) 𝑡

(1− 𝑡2𝜌2)2
𝑑𝑡, 𝑘 ∈ Z. (20)

Доказательство. Для краткости положим

𝑓(𝑧) =
(divℎ

−→
𝐴 )(𝑧)

(1− |𝑧|2)2
.

Используя (17) и формулу

𝑥
𝜕

𝜕𝑥
(𝑓(𝑡𝑧)) + 𝑦

𝜕

𝜕𝑦
(𝑓(𝑡𝑧)) = 𝑡

𝑑

𝑑𝑡
(𝑓(𝑡𝑧)),

находим

(1− |𝑧|2)−2(divℎ
−→
𝐵 )(𝑧) = 2

1∫︁
0

𝑓(𝑡𝑧)𝑡𝑑𝑡+

+

1∫︁
0

𝑡

(︂
𝑥
𝜕

𝜕𝑥
(𝑓(𝑡𝑧)) + 𝑦

𝜕

𝜕𝑦
(𝑓(𝑡𝑧))

)︂
𝑑𝑡 =

= 2

1∫︁
0

𝑓(𝑡𝑧)𝑡𝑑𝑡+

1∫︁
0

𝑡2
𝑑

𝑑𝑡
(𝑓(𝑡𝑧))𝑑𝑡.

Преобразуя последнее слагаемое с помощью интегрирования по частям, получаем

(1− |𝑧|2)−2(divℎ
−→
𝐵 )(𝑧) = 2

1∫︁
0

𝑓(𝑡𝑧)𝑡𝑑𝑡+ 𝑡2 𝑓(𝑡𝑧)
⃒⃒⃒1
0
− 2

1∫︁
0

𝑓(𝑡𝑧)𝑡𝑑𝑡 = 𝑓(𝑧),

т.е. равенство (19) доказано.
Далее, используя (9) и теорему Фубини, имеем

ℬ𝑘(𝜌) =
1

2𝜋

∫︁ 2𝜋

0

ℬ(𝜌𝑒𝑖𝜙)𝑒−𝑖𝑘𝜙𝑑𝜙 =
1

2𝜋

∫︁ 2𝜋

0

1∫︁
0

𝑓(𝑡𝜌𝑒𝑖𝜙)𝑡𝑑𝑡 𝑒−𝑖𝑘𝜙𝑑𝜙 =

=

1∫︁
0

𝑡
1

2𝜋

∫︁ 2𝜋

0

𝑓(𝑡𝜌𝑒𝑖𝜙)𝑒−𝑖𝑘𝜙𝑑𝜙𝑑𝑡 =

1∫︁
0

𝑡𝑓𝑘(𝑡𝜌)𝑑𝑡.

Отсюда следует равенство (20). □
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Лемма 5. Пусть 𝑎, 𝑏 ∈ C, Re 𝑏 > 1, 𝜌0 ∈ (0, 1). Тогда

max
𝜌∈[0,𝜌0]

|𝐹 (𝑎, 𝑏; 𝑏+ 1; 𝜌2)| ≤ |𝑏|(1− 𝜌20)
−max{Re 𝑎,0}, (21)

max
𝜌∈[0,𝜌0]

⃒⃒⃒⃒
𝑑

𝑑𝜌
𝐹 (𝑎, 𝑏; 𝑏+ 1; 𝜌2)

⃒⃒⃒⃒
≤ 2𝜌0|𝑎||𝑏|(1− 𝜌20)

−max{Re 𝑎+1,0}. (22)

Доказательство. В силу интегрального представления Эйлера гипергеометри-
ческой функции, при Re 𝑐 > Re 𝑏 > 0 имеем

𝐹 (𝑎, 𝑏; 𝑐; 𝑧) =
Γ(𝑐)

Γ(𝑏)Γ(𝑐− 𝑏)

1∫︁
0

𝑡𝑏−1(1− 𝑡)𝑐−𝑏−1

(1− 𝑡𝑧)𝑎
𝑑𝑡

(см. [9, гл. 2, п. 2.1.3, формула (10)]). В частности, если Re 𝑏 > 0, 0 ≤ 𝜌 < 1, то

𝐹 (𝑎, 𝑏; 𝑏+ 1; 𝜌2)

𝑏
=

1∫︁
0

𝑡𝑏−1(1− 𝑡𝜌2)−𝑎𝑑𝑡. (23)

Отсюда нетрудно получить оценку (21). Оценка (22) следует из (21) и следующейформулы
дифференцирования гипергеометрической функции:

𝑑

𝑑𝑧
𝐹 (𝑎, 𝑏; 𝑐; 𝑧) =

𝑎𝑏

𝑐
𝐹 (𝑎+ 1, 𝑏+ 1; 𝑐+ 1; 𝑧) (24)

(см. [9, гл. 2, п. 2.1.2, формула (7)]). □
Для 𝜆 ∈ C, 𝑘 ∈ Z, 𝜌 ∈ [0, 1) положим

ℎ𝜆,𝑘(𝜌) =
(𝜈)|𝑘|
|𝑘|!

𝜌|𝑘|(1− 𝜌2)𝜈𝐹
(︀
𝜈 + |𝑘|, 𝜈; |𝑘|+ 1; 𝜌2

)︀
, (25)

где, как и выше, 𝜈 = 𝜈(𝜆) =
1

2
(𝑖𝜆+1). Если 𝜆 ∈ (0,+∞), то при любых 𝜌0 ∈ (0, 1), 𝑠 ∈ Z+

имеет место оценка
max

𝜌∈[0,𝜌0]

⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑠

𝑑𝜌𝑠
ℎ𝜆,𝑘(𝜌)

⃒⃒⃒⃒
= 𝑂(𝜆𝑠), 𝜆→ ∞ (26)

(см. [10, лемма 2]). Отметим также равенство

(ℒ+ (𝜆2 + 1)𝐼𝑑)(ℎ𝜆,𝑘(𝜌)𝑒
𝑖𝑘𝜙) = 0,

где 𝐼𝑑— тождественный оператор, ℒ— оператор Лапласа-Бельтрами на H2, т.е.

ℒ = (1− |𝑧|2)2
(︂
𝜕2

𝜕𝑥2
+

𝜕2

𝜕𝑦2

)︂
(см. [10, § 2, формула (9)]).

При фиксированном 𝑟 > 0 и 𝑅 > 𝑟 обозначим через 𝑉𝑟(𝐵𝑅) множество функций
𝑓 ∈ 𝐿𝑙𝑜𝑐(𝐵𝑅), для которых ∫︁

𝑔𝐵𝑟

𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑧ℎ = 0

при всех 𝑔 ∈ ℳ(𝐵), таких что 𝑔(cl𝐵𝑟) ⊂ 𝐵𝑅. Следующий результат получен В.В. Волч-
ковым (см. [10, лемма 14 и теорема 3]).
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Теорема 2. 1) Пусть 𝑓 ∈ 𝐿𝑙𝑜𝑐(𝐵𝑅) и каждый коэффициент ряда (8) имеет вид

𝑓𝑘(𝜌) =
∑︁

𝜆∈𝑁(𝑟)

𝑐𝑘,𝜆 ℎ𝜆,𝑘(𝜌), 0 < 𝜌 < th𝑅, (27)

где 𝑐𝑘,𝜆 ∈ C и
∑︁

𝜆∈𝑁(𝑟)

|𝑐𝑘,𝜆| <∞. Тогда 𝑓 ∈ 𝑉𝑟(𝐵𝑅).

2) Пусть 𝑓 ∈ 𝑉𝑟(𝐵𝑅)∩𝐶∞(𝐵𝑅). Тогда при всех 𝑘 ∈ Z имеет место равенство (27),
где 𝑐𝑘,𝜆 = 𝑂(𝜆−𝑠) при 𝜆→ ∞ для любого 𝑠 ∈ Z+.

Лемма 6. Имеет место интегральное представление

ℋ𝜆,𝑘(𝜌) =
|𝑘|!
(𝜈)|𝑘|

1∫︁
0

(︂
1− 𝜌2

1− 𝑡2𝜌2

)︂2

ℎ𝜆,𝑘(𝑡𝜌) 𝑡 𝑑𝑡, 0 ≤ 𝜌 < 1. (28)

Доказательство. Из (25) и (7) следует, что

|𝑘|!
(𝜈)|𝑘|

1∫︁
0

(︂
1− 𝜌2

1− 𝑡2𝜌2

)︂2

ℎ𝜆,𝑘(𝑡𝜌) 𝑡𝑑𝑡 =

= 𝜌|𝑘|(1− 𝜌2)2
1∫︁

0

𝑡|𝑘|+1(1− 𝑡2𝜌2)𝜈−2𝐹
(︀
𝜈 + |𝑘|, 𝜈; |𝑘|+ 1; 𝑡2𝜌2

)︀
𝑑𝑡 =

= 𝜌|𝑘|(1− 𝜌2)2
1∫︁

0

𝑡|𝑘|+1(1− 𝑡2𝜌2)𝜈−2

∞∑︁
𝑗=0

(𝜈 + |𝑘|)𝑗 (𝜈)𝑗
(|𝑘|+ 1)𝑗 𝑗!

𝑡2𝑗𝜌2𝑗𝑑𝑡.

В силу признака Вейерштрасса, указанный ряд сходится равномерно по 𝑡 на отрезке [0, 1].
Поэтому после его почленного интегрирования и замены переменной 𝑡 =

√
𝑢 в интеграле,

приходим к равенству

|𝑘|!
(𝜈)|𝑘|

1∫︁
0

(︂
1− 𝜌2

1− 𝑡2𝜌2

)︂2

ℎ𝜆,𝑘(𝑡𝜌) 𝑡𝑑𝑡 =

= 𝜌|𝑘|(1− 𝜌2)2
∞∑︁
𝑗=0

(𝜈 + |𝑘|)𝑗 (𝜈)𝑗
2𝑗! (|𝑘|+ 1)𝑗

𝜌2𝑗
1∫︁

0

𝑢𝑗+
|𝑘|
2 (1− 𝑢𝜌2)𝜈−2𝑑𝑢.

Используя теперь (23), (11) и (10), получаем (28). □

Следствие 1. Если 𝜆 ∈ (0,+∞), то при любых 𝜌0 ∈ (0, 1), 𝑠 ∈ Z+ справедлива
оценка

max
𝜌∈[0,𝜌0]

⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑠

𝑑𝜌𝑠
ℋ𝜆,𝑘(𝜌)

⃒⃒⃒⃒
= 𝑂(𝜆𝑠−|𝑘|), 𝜆→ ∞. (29)

Доказательство. Дифференцируя (28) с применением формулы Лейбница, име-
ем

𝑑𝑠

𝑑𝜌𝑠
ℋ𝜆,𝑘(𝜌) =

|𝑘|!
(𝜈)|𝑘|

𝑠∑︁
𝑚=0

𝑠!

𝑚!(𝑠−𝑚)!
×
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×
1∫︁

0

𝑡𝑚+1ℎ
(𝑚)
𝜆,𝑘 (𝑡𝜌)

𝑑𝑠−𝑚

𝑑𝜌𝑠−𝑚

(︃(︂
1− 𝜌2

1− 𝑡2𝜌2

)︂2
)︃
𝑑𝑡.

Отсюда и из (26) получаем требуемое. □

Лемма 7. Имеет место равенство

𝜌|𝑘|(1− 𝜌2)2
[︀
𝜌𝐻 ′

𝜆,𝑘(𝜌) + (|𝑘|+ 2)𝐻𝜆,𝑘(𝜌)
]︀
=

|𝑘|!
(𝜈)|𝑘|

ℎ𝜆,𝑘(𝜌).

Доказательство. В силу асимптотики для гамма-функции (см. [9, гл. 1, § 1.18,
формула (4)]),⃒⃒⃒⃒

⃒ (𝜈 + |𝑘|)𝑗 (𝜈)𝑗
𝑗! (|𝑘|+ 1)𝑗 (2𝑗 + |𝑘|+ 2)

⃒⃒⃒⃒
⃒ ∼ |𝑘|!

2 |Γ (𝜈 + |𝑘|) Γ (𝜈)|
𝑗−Im𝜆−2, 𝑗 → +∞.

Отсюда и из леммы 5 видно, что ряд (11) и ряд, полученный из него почленным диф-
ференцированием, сходятся равномерно на отрезке [0, 𝜌0] при любом 𝜌0 < 1. Поэтому,
используя (24) и теорему о дифференцировании функционального ряда, находим

𝜌𝐻 ′
𝜆,𝑘(𝜌) + (|𝑘|+ 2)𝐻𝜆,𝑘(𝜌) =

=
∞∑︁
𝑗=0

(𝜈 + |𝑘|)𝑗 (𝜈)𝑗 𝜌2𝑗

𝑗! (|𝑘|+ 1)𝑗

(︂
𝐹

(︂
2− 𝜈, 𝑗 + 1 +

|𝑘|
2
; 𝑗 + 2 +

|𝑘|
2
; 𝜌2
)︂

+

+
(2− 𝜈)𝜌2

𝑗 + 1 +
|𝑘|+ 2

2

𝐹

(︂
2− 𝜈 + 1, 𝑗 + 2 +

|𝑘|
2
; 𝑗 + 3 +

|𝑘|
2
; 𝜌2
)︂⎞⎟⎠ .

Выражение с гипергеометрическимифункциями в скобках преобразуется с помощьюфор-
мулы

𝐹 (𝑎, 𝑏; 𝑐; 𝑧) +
𝑎𝑧

𝑐
𝐹 (𝑎+ 1, 𝑏+ 1; 𝑐+ 1; 𝑧) = 𝐹 (𝑎, 𝑏+ 1; 𝑐; 𝑧)

(см. [13, гл. 7, § 5, п. 2, формула (16)]). При этом получаем

𝜌𝐻 ′
𝜆,𝑘(𝜌) + (|𝑘|+ 2)𝐻𝜆,𝑘(𝜌) =

=
∞∑︁
𝑗=0

(𝜈 + |𝑘|)𝑗 (𝜈)𝑗 𝜌2𝑗

𝑗! (|𝑘|+ 1)𝑗
𝐹

(︂
2− 𝜈, 𝑗 + 2 +

|𝑘|
2
; 𝑗 + 2 +

|𝑘|
2
; 𝜌2
)︂
.

Поскольку
𝐹 (𝑎, 𝑏; 𝑏; 𝑧) = (1− 𝑧)−𝑎

(см. [9, гл. 2, § 2.8, п. 2, формула (1)]), последнее соотношение можно записать в виде

𝜌𝐻 ′
𝜆,𝑘(𝜌) + (|𝑘|+ 2)𝐻𝜆,𝑘(𝜌) = (1− 𝜌)𝜈−2

∞∑︁
𝑗=0

(𝜈 + |𝑘|)𝑗 (𝜈)𝑗 𝜌2𝑗

𝑗! (|𝑘|+ 1)𝑗
.

Теперь требуемое утверждение следует из (7) и (25). □
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4. Доказательство теоремы 1.
Пусть

−→
𝐴 ∈ 𝒱𝑟(𝐵𝑅)∩𝐶∞(𝐵𝑅). Тогда по лемме 1 гиперболическая дивергенция поля−→

𝐴 принадлежит классу 𝑉𝑟(𝐵𝑅) ∩ 𝐶∞(𝐵𝑅). Поэтому ее коэффициенты Фурье имеют вид

(divℎ
−→
𝐴 )𝑘(𝜌) =

∑︁
𝜆∈𝑁(𝑟)

𝑐𝑘,𝜆ℎ𝜆,𝑘(𝜌), 0 ≤ 𝜌 < th𝑅, (30)

где 𝑐𝑘,𝜆 ∈ C и 𝑐𝑘,𝜆 = 𝑂(𝜆−𝑠) при 𝜆 → ∞ для любого 𝑠 > 0 (см. второе утверждение в
теореме 2). Положим

−→
𝐶 =

−→
𝐴 −

−→
𝐵 , где векторное поле

−→
𝐵 определяется равенством (18).

В силу соотношений (30), (26), (28) и леммы 4, поле
−→
𝐶 является соленоидальным и

ℬ𝑘(𝜌) =

1∫︁
0

𝑡

(1− 𝑡2𝜌2)2

∑︁
𝜆∈𝑁(𝑟)

𝑐𝑘,𝜆ℎ𝜆,𝑘(𝑡𝜌)𝑑𝑡 =

=
∑︁

𝜆∈𝑁(𝑟)

𝑐𝑘,𝜆
(𝜈)|𝑘|
|𝑘|!

𝜌|𝑘|𝐻𝜆,𝑘(𝜌).

При этом коэффициенты 𝛾𝑘,𝜆 =
(𝜈)|𝑘|
|𝑘|!

𝑐𝑘,𝜆 ведут себя как 𝑂(𝜆−𝑠) при 𝜆 → ∞ для любого

𝑠 > 0. Тем самым необходимость в теореме 1 доказана.
Наоборот, пусть

−→
𝐴 ∈ 𝐶∞(𝐵𝑅) и имеют место разложения (12), (13). Тогда (см.

соотношения (17), (14), (29) и лемму 7)

(divℎ
−→
𝐵 )𝑘(𝜌) = (1− 𝜌2)2 (𝜌ℬ′

𝑘(𝜌) + 2ℬ𝑘(𝜌)) =

= (1− 𝜌2)2
∑︁

𝜆∈𝑁(𝑟)

𝛾𝑘,𝜆𝜌
|𝑘|(𝜌𝐻 ′

𝜆,𝑘(𝜌) + (|𝑘|+ 2)𝐻𝜆,𝑘(𝜌)) =

=
∑︁

𝜆∈𝑁(𝑟)

𝛾𝑘,𝜆
|𝑘|!
(𝜈)|𝑘|

ℎ𝜆,𝑘(𝜌).

Это разложение и теорема 2 показывают, что divℎ
−→
𝐵 ∈ 𝑉𝑟(𝐵𝑅). Учитывая, что divℎ

−→
𝐶 = 0,

отсюда и из леммы 1 заключаем, что
−→
𝐴 ∈ 𝒱𝑟(𝐵𝑅). Таким образом, теорема 1 доказана.
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Basel: Birkhäuser, 2013. – 592 p.

6. Smith J. Harmonic analysis of scalar and vector fields in R𝑛 / J. Smith // Proc. Camb. Phil. Soc. – 1972. – V.
72. – P. 403–416.

7. ВолчковВит.В., ВолчковаН.П. Векторные поля с нулевымпотокомчерез сферыфиксированного радиуса /
Вит. В. Волчков, Н.П. Волчкова // Владикавк. матем. журн. – 2018. – Т. 20. – № 4. – С. 20–34.

Волчкова Н.П., Волчков Вит. В. 29

http://www.donnu.ru
http://www.donnu.ru/vestnikA


ISSN 2415–7058. Вестник ДонНУ. Сер. А: Естественные науки. – 2022. –№ 2

8. Альфорс Л. Преобразования Мёбиуса в многомерном пространстве / Л. Альфорс. – М: Мир, 1986. –
114 с.

9. Бейтмен Г., Эрдейи А. Высшие трансцендентные функции. Т. 1, 2 / Г. Бейтмен, А. Эрдейи. – М.: Наука,
1973, 1974. – 296, 296 с.

10. Волчков В.В. Окончательный вариант локальной теоремы о двух радиусах на гиперболических простран-
ствах / В. В. Волчков // Изв. РАН. Сер. матем. – 2001. – Т. 65. – № 2. – С. 3–26.

11. Гельфанд И.М., Граев М.И., Ретах В.С. Общие гипергеометрические системы уравнений и ряды гипер-
геометрического типа / И.М. Гельфанд, М.И. Граев, В.С. Ретах // УМН. – 1992. – Т. 47. – Вып. 4(286). –
С. 3–82.

12. Садыков Т.М., Цих А.К. Гипергеометрические и алгебраические функции многих переменных / Т.М. Са-
дыков, А.К. Цих. – М.: Наука, 2014. – 408 с.

13. Виленкин Н.Я. Специальные функции и теория представлений групп / Н.Я. Виленкин. – М.: Наука, 1991.
– 576 с.

Поступила в редакцию 13.02.2022 г.

HARMONIC ANALYSIS OF VECTOR FIELDS ON THE LOBACHEVSKII PLANE

N. P. Volchkova, Vit. V. Volchkov

We study vector fields which have zero flux through every circle of fixed radius in a disk on the Lobachevskii
plane. For fields in such classes a description in the form of a series in special functions is obtained.

Keywords: vector fields, Lobachevskii plane, zero sphericalmeans, spherical harmonics,Horn hypergeometric
series.

Волчкова Наталья Петровна
кандидат физико-математических наук, доцент
ГОУ ВПО «Донецкий национальный технический
университет», г. Донецк, ДНР
volna936@gmail.com
283000, Донецк, ул. Артема 58

Volchkova Natalia Petrovna
Candidate of Physico-Mathematical Sciences,
Associate Professor, Donetsk National Technical
University, Donetsk, DPR

Волчков Виталий Владимирович
доктор физико-математических наук, профессор
ГОУ ВПО «Донецкий национальный универси-
тет», г. Донецк, ДНР
volna936@gmail.com
283001, пр. Гурова, 14, Главный корпус ДонНУ,
кафедра математического анализа и дифференци-
альных уравнений

Volchkov Vitaliy Vladimirovich
Doctor of Physico-Mathematical Sciences, Professor,
Donetsk National University, Donetsk, DPR

30 Волчкова Н.П., Волчков Вит. В.

http://www.donnu.ru
http://www.donnu.ru/vestnikA


ISSN 2415–7058. Вестник ДонНУ. Сер. А: Естественные науки. – 2022. –№ 2

УДК 519.632.4

ПРИБЛИЖЕННЫЙМЕТОД РЕШЕНИЯ ОДНОЙ ЗАДАЧИ РОБЕНА С
РАЗРЫВНЫМИ ГРАНИЧНЫМИ УСЛОВИЯМИ

© 2022. Е.С. Глушанков

Предложен приближенный метод решения третьей краевой задачи для эллиптического уравнения
второго порядка с постоянными коэффициентами при разрывных граничных условиях. При построении
решения задачи использовался аппарат конформных отображений, функций комплексной переменной, а
также метод наименьших квадратов. Проведены численные исследования значений абсолютной погрешно-
сти решения на границе области, в которой решается уравнение.

Ключевые слова: задача Робена, уравнение в частных производных второго порядка с постоянными
коэффициентами, разрывные граничные условия, метод наименьших квадратов, погрешность решения.

Введение. Для описания математических моделей самых различных процессов ши-
роко используются уравнения в частных производных и краевые задачи [1]. В частности,
уравнения второго порядка возникают при описании моделей теплопроводности, диф-
фузии, теории упругости, электростатики, магнитостатики и т.д. Разработано множество
аналитических и численных методов решения краевых задач для случая, когда коэффи-
циенты уравнения вместе с начальными и граничными условия являются непрерывными
функциями [2–7]. Известны также подходы к решению краевых задач с разрывными гра-
ничными условиями [5], представлены аналитические решения некоторых задач [8–10],
предложен приближенный метод решения задачи Дирихле для многосвязной области [11].

В данной работе предложен численно-аналитический метод решения задачи Робе-
на, или третьей краевой задачи, для однородного эллиптического двумерного уравнения
второго порядка с постоянными коэффициентами с разрывными граничными условиями.
Неизвестная функция на границе может иметь конечное число точек разрыва первого
рода. Решение задачи строится с помощью конформных отображений, теории функций
комплексной переменной, метода наименьших квадратов. Оценка корректности метода
осуществлялась на основе результатов численных исследований погрешности решения
задачи в зависимости от геометрических характеристик области, в которой решается
задача, а также особенностей граничного значения неизвестной функции. Приведены ре-
зультаты исследований погрешности решения задачи Робена для уравнения Лапласа в
круговой области и во внешней области круга.
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Рис. 1

Постановка задачи. Пусть задана многосвяз-
ная область 𝑆, ограниченная внешним контуром
𝐿0 и внутренними эллиптическими контурами 𝐿𝑙

(𝑙 = 1, ℒ) с центрами в точках 𝑂𝑙(𝑥0𝑙, 𝑦0𝑙), полуосями
𝑎𝑙, 𝑏𝑙 и углами поворота 𝜙𝑙 (рис. 1). Контуры 𝐿𝑙 могут
располагаться произвольно относительно друг друга,
в том числе, касаться или пересекаться, образуя та-
ким образом криволинейные контуры. Если внешний
контур 𝐿0 отсутствует, то область 𝑆 является беско-
нечной.
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Пусть в многосвязной области 𝑆 поставлена задача Робена:

𝐴
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+ 2𝐵

𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦
+ 𝐶

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
= 0, (1)(︂

𝑢+ 𝛽
𝜕𝑢

𝜕𝑛

)︂⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑆

= 𝜓(𝑥, 𝑦). (2)

Здесь 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝛽 — заданные постоянные; 𝑛 — направление нормали. Функция 𝜓(𝑥, 𝑦)
кусочно-непрерывна на𝜕𝑆 иимеет конечное число точек разрыва первого рода𝑀0

𝑙𝑗(𝑥
0
𝑙𝑗, 𝑦

0
𝑙𝑗)

(𝑙 = 0, ℒ, 𝑗 = 1, 𝒥𝑙).
В локальных системах координат 𝑂𝑙𝑥𝑙𝑦𝑙 параметрические уравнения эллипсов 𝐿𝑙

имеют вид [11]
𝑥𝑙 = 𝑎𝑙 cos 𝜃, 𝑦𝑙 = 𝑏𝑙 sin 𝜃,

а в основной системе координат 𝑂𝑥𝑦 —

𝑥 = 𝑥0𝑙 + 𝑥𝑙 cos𝜙𝑙 − 𝑦𝑙 sin𝜙𝑙,

𝑦 = 𝑦0𝑙 + 𝑥𝑙 sin𝜙𝑙 + 𝑦𝑙 cos𝜙𝑙.

или

𝑥 = 𝑥0𝑙 + 𝑎𝑙 cos𝜙𝑙 cos 𝜃 − 𝑏𝑙 sin𝜙𝑙 sin 𝜃,

𝑦 = 𝑦0𝑙 + 𝑎𝑙 sin𝜙𝑙 cos 𝜃 + 𝑏𝑙 cos𝜙𝑙 sin 𝜃.

Здесь 𝜃 (0 ≤ 𝜃 ≤ 2𝜋)—параметр уравнения эллипса, заданного в параметрическойформе.
Тогда для каждой из точек разрыва𝑀0

𝑙𝑗 существует значение 𝜃0𝑙𝑗 параметра 𝜃 такое,
что [11]

𝑥0𝑙𝑗 = 𝑥0𝑙 + 𝑎𝑙 cos𝜙𝑙 cos 𝜃
0
𝑙𝑗 − 𝑏𝑙 sin𝜙𝑙 sin 𝜃

0
𝑙𝑗,

𝑦0𝑙𝑗 = 𝑦0𝑙 + 𝑎𝑙 sin𝜙𝑙 cos 𝜃
0
𝑙𝑗 + 𝑏𝑙 cos𝜙𝑙 sin 𝜃

0
𝑙𝑗.

Представим кусочно-непрерывную функцию 𝜓(𝑥, 𝑦) в виде совокупности функций,
заданных на каждой эллиптической дуге, ограниченной точками разрыва𝑀0

𝑙𝑗 [11]:

𝜓(𝑥, 𝑦) =
{︀
𝜓𝑙𝑗(𝜃)

⃒⃒
𝑙 = 0, ℒ, 𝑗 = 1, 𝒥𝑙, 𝜃 ∈

(︀
𝜃0𝑙𝑗, 𝜃

0
𝑙,𝑗+1

)︀}︀
.

Общее решение задачи для конечной области. Если для решения задачи исполь-
зовать функции комплексной переменной, то общее решение уравнения (1) представимо
в виде [11]

𝑢 = 2Re𝐹1(𝑧1), (3)
Комплексная переменная 𝑧1 определяется аффинным преобразованием [11]

𝑧1 = 𝑥+ 𝜇1𝑦, (4)

где 𝜇1 = −𝐵
𝐶

+ 𝑖
κ
𝐶
; κ =

√
𝐴𝐶 −𝐵2.

В общем случае многосвязной области 𝑆 функцию 𝐹1(𝑧1) можно представить в
виде [11]

𝐹1(𝑧1) =
ℒ∑︁
𝑙=1

𝐷1𝑙𝑤1𝑙(𝑧1) +
ℒ∑︁
𝑙=0

∞∑︁
𝑛=sgn 𝑙

𝑐1𝑙𝑛𝜙1𝑙𝑛(𝑧1), (5)
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в котором 𝐷1𝑙 — вещественные постоянные, определяемые из граничного условия;
𝑤1𝑙(𝑧1) = ln (𝑧1 − 𝑧1𝑙); 𝑧1𝑙 — точки, соответствующие при аффинном преобразовании
(4) произвольным точкам внутри контуров 𝐿1𝑙, получаемых из 𝐿𝑙 преобразованием (4);
𝑐1𝑙𝑛 — комплексные постоянные, определяемые из граничных условий;

𝜙10𝑛(𝑧1) =

(︂
𝑧1 − 𝑧10
𝑅10

)︂𝑛

, 𝜙1𝑙𝑛(𝑧1) = 𝜁−𝑛
1𝑙 (𝑙 = 1, ℒ);

𝜁1𝑙 (𝑙 = 1, ℒ) — комплексные переменные, определяемые из конформных отображений
внешностей единичных кругов |𝜁1𝑙| ≥ 1 на внешности эллипсов 𝐿1𝑙 [11]

𝑧1 = 𝑧1𝑙 +𝑅1𝑙

(︂
𝜁1𝑙 +

𝑚1𝑙

𝜁1𝑙

)︂
, (6)

где
𝑧1𝑙 = 𝑥0𝑙 + 𝜇𝑘𝑦0𝑙,

𝑅1𝑙 =
𝑎𝑙(cos𝜙𝑙 + 𝜇1 sin𝜙𝑙) + 𝑖𝑏𝑙(sin𝜙𝑙 − 𝜇1 cos𝜙𝑙)

2
,

𝑚1𝑙 =
𝑎𝑙(cos𝜙𝑙 + 𝜇1 sin𝜙𝑙)− 𝑖𝑏𝑙(sin𝜙𝑙 − 𝜇1 cos𝜙𝑙)

2𝑅1𝑙

.

Функция 𝐹1(𝑧1) должна удовлетворять граничному условию

2Re (𝐹1(𝜏1) + 𝑖𝛽κ𝛿1,𝑠(𝜏1)𝐹 ′
1(𝜏1)) = 𝜓(𝜏), (7)

где 𝛿1,𝑠(𝜏1) = 𝑑𝜏1/𝑑𝑠, 𝑠— дуга контура.
Неизвестные постоянные 𝐷1𝑙 и 𝑐1𝑙𝑛, входящие в функцию (5), определяются из гра-

ничного условия (7) с использованием метода наименьших квадратов. Для этого на кон-
турах 𝐿𝑙 (𝑙 = 0,ℒ) выберем систему точек 𝑀𝑙𝑚(𝑥𝑙𝑚, 𝑦𝑙𝑚) (𝑚 = 1,ℳ𝑙, ℳ𝑙 — количество
выбранных точек на контуре 𝐿𝑙), в которых следует удовлетворять граничному условию
(7). В каждом из бесконечных рядов в (5) сохраним по 𝒩𝑙 слагаемых.

После подстановки функции (5) в граничное условие (7) для определения неизвест-
ных постоянных 𝐷1𝑙 и 𝑐1𝑙𝑛 получается система линейных алгебраических уравнений

2Re
ℒ∑︁
𝑙=1

(𝑤1𝑙(𝜏1𝑗𝑚) + 𝑖𝛽κ𝛿1,𝑠(𝜏1𝑗𝑚)𝑤′
1𝑙(𝜏1𝑗𝑚))𝐷1𝑙+

+ 2Re
ℒ∑︁
𝑙=1

𝒩𝑙∑︁
𝑛=sgn 𝑙

(𝜙1𝑙𝑛(𝜏1𝑗𝑚) + 𝑖𝛽κ𝛿1,𝑠(𝜏1𝑗𝑚)𝜙′
1𝑙𝑛(𝜏1𝑗𝑚)) 𝑐1𝑙𝑛 =

= 𝜓(𝜏𝑗𝑚) (𝑗 = 1,ℒ, 𝑚 = 1,ℳ𝑗),

(8)

где 𝜏1𝑗𝑚 = 𝑥𝑗𝑚 + 𝜇1𝑦𝑗𝑚, 𝜏𝑗𝑚 = 𝜏𝑗𝑚(𝑥𝑗𝑚, 𝑦𝑗𝑚).
Если количество уравнений в системе уравнений (8) превысит количество неиз-

вестных, т.е.
ℒ∑︁
𝑙=0

ℳ𝑙 > ℒ+ 2
ℒ∑︁
𝑙=0

𝑁𝑙, то получим переопределенную систему линейных

алгебраических уравнений. После решения этой системы с использованием метода син-
гулярных разложений [12, 13] станут известными постоянные 𝐷1𝑙 и 𝑐1𝑙𝑛, а следовательно,
будет известна и функция 𝐹1(𝑧1).
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Общее решение задачи для бесконечной области. Если область 𝑆, в которой ре-
шается поставленная задача Робена, является бесконечной, то из условия ограниченности
решения задачи на бесконечности следует

ℒ∑︁
𝑙=1

𝐷1𝑙 = 0 и 𝑐10𝑛 = 0 (𝑛 = 1, 2, ...).

Тогда функцию 𝐹1(𝑧1) можно записать в виде

𝐹1(𝑧1) = 𝑐1 +
ℒ∑︁
𝑙=1

𝐷1𝑙𝑤1𝑙(𝑧1) +
ℒ∑︁
𝑙=1

∞∑︁
𝑛=1

𝑐1𝑙𝑛𝜙1𝑙𝑛(𝑧1), (9)

где 𝑐1 = 𝑐100.
Тогда неизвестные постоянные 𝑐1, 𝐷1𝑙 и 𝑐1𝑙𝑛, входящие в функцию (9), также можно

определять из граничного условия (7) с использованием метода наименьших квадратов.
Для этого на контурах 𝐿𝑙 (𝑙 = 1,ℒ) выберем систему точек𝑀𝑙𝑚(𝑥𝑙𝑚, 𝑦𝑙𝑚) (𝑚 = 1,ℳ𝑙), в
которых следует удовлетворять граничному условию (7). В каждом из бесконечных рядов
в (9) сохраним по 𝒩𝑙 слагаемых.

После подстановки функции (9) в граничное условие (7) для определения неизвест-
ных постоянных 𝑐1, 𝐷1𝑙 и 𝑐1𝑙𝑛 получим систему линейных алгебраических уравнений

2 𝑐1 + 2Re
ℒ∑︁
𝑙=1

(𝑤1𝑙(𝜏1𝑗𝑚) + 𝑖𝛽κ𝛿1,𝑠(𝜏1𝑗𝑚)𝑤′
1𝑙(𝜏1𝑗𝑚))𝐷1𝑙+

+ 2Re
ℒ∑︁
𝑙=1

𝒩𝑙∑︁
𝑛=1

(𝜙1𝑙𝑛(𝜏1𝑗𝑚) + 𝑖𝛽κ𝛿1,𝑠(𝜏1𝑗𝑚)𝜙′
1𝑙𝑛(𝜏1𝑗𝑚)) 𝑐1𝑙𝑛 =

= 𝜓(𝜏𝑗𝑚) (𝑗 = 1,ℒ, 𝑚 = 1,ℳ𝑗),

(10)

Если количество уравнений в системе уравнений (10) превышает количество неиз-

вестных, т.е.
ℒ∑︁
𝑙=1

ℳ𝑙 > 1 + ℒ+ 2
ℒ∑︁
𝑙=1

𝒩𝑙, то получим переопределенную систему линейных

алгебраических уравнений, которую можно решать, например, методом сингулярных раз-
ложений [12,13]. После этого станут известнымипостоянные 𝑐1,𝐷1𝑙 и 𝑐1𝑙𝑛, а следовательно,
и функция 𝐹1(𝑧1). |����

-

6
𝐿0

𝑂 𝑥

𝑦

𝑎
�
�𝜃

Рис. 2

Решение задачи Робена для уравнения Лапласа в круговой об-
ласти.Пусть в области 𝑆, ограниченной круговым контуром 𝐿0 радиуса
𝑎 (рис. 2), задана задача Робена:

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
= 0, (11)(︂

𝑢+ 𝛽
𝜕𝑢

𝜕𝑛

)︂⃒⃒⃒⃒
𝐿0

= 𝜓(𝑥, 𝑦). (12)

В этом случае имеем ℒ = 0, 𝜙0 = 0, 𝐴 = 𝐶 = 1, 𝐵 = 0, тогда 𝜇1 = 𝑖, 𝑅10 = 𝑎/2,
𝑚10 = 0, 𝑧10 = 0. Тогда на основе (5) функция 𝐹1(𝑧1) принимает вид

𝐹1(𝑧1) =
∞∑︁
𝑛=0

𝑐10𝑛

(︂
𝑧1
𝑎/2

)︂𝑛

. (13)
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Были проведены численные исследования погрешности решения (3), (13) задачи
(11)–(12) в зависимости от количества ℳ0 точек𝑀0𝑚 на контуре 𝐿0, количества 𝒩0 сла-
гаемых, сохраняемых в ряду (13), а также значения параметра 𝛽 на значения погрешности
решения задачи. Рассматривались значения параметра 𝛽 = 0; 10−2; 10−1; 1; 10; 102. При
этом, случай 𝛽 = 0 соответствует задаче Дирихле [11]. Значенияℳ0 и𝒩0 увеличивались
до тех пор, пока граничные условия не удовлетворялись с высокой степенью точности.

Приведем результаты численных исследований для двух случаев функции 𝜓(𝑥, 𝑦).

1. Ступенчатаяфункция. Пусть𝜓(𝑥, 𝑦) = 𝜓(𝜃) =

{︂
1, 0 < 𝜃 < 𝜋
0, 𝜋 < 𝜃 < 2𝜋

. Точками раз-

рыва являются точки 𝜃001 = 0 и 𝜃002 = 𝜋. Выберем на контуре𝐿0 сетку точек𝑀0𝑚, в которых
будем удовлетворять граничным условиям.

В табл. 1 приведены значения погрешностей решения задачи в некоторых точках
контура 𝐿0 с центральным углом 𝜃, отсчитываемым от положительного направления оси
𝑂𝑥, в зависимости от значения ℳ0 количества точек, составляющих систему 𝑀0𝑚, и
значения 𝒩0 количества слагаемых, сохраняемых в ряду (13).

Таблица 1
Значения погрешностей решения задачи в точках контура 𝐿0 в случае ступенчатой функции

Знач. Знач. Точка (𝜃, рад.)
ℳ0 𝒩0 𝜋/36 𝜋/18 𝜋/12 𝜋/6 𝜋/4 𝜋/3 5𝜋/12 𝜋/2

100 10 0, 23641 0, 03405 −0, 07140 0, 02066 0, 00426 −0, 01928 0, 02772 −0, 03047

20 0, 04809 −0, 07395 0, 01503 −0, 01612 −0, 01931 −0, 00739 0, 00732 0, 01372

30 −0, 03512 0, 00733 0, 00651 −0, 01438 −0, 00067 0, 00837 0, 00013 −0, 00725

40 −0, 04220 0, 02032 −0, 01029 −0, 00219 0, 00458 −0, 00207 −0, 00160 0, 00325

45 −0, 03718 0, 01167 −0, 00036 −0, 00286 −0, 00269 −0, 00091 0, 00106 0, 00191

200 20 0, 03457 −0, 08164 0, 01922 −0, 01748 −0, 02160 −0, 00838 0, 00814 0, 01535

40 −0, 07370 0, 03356 −0, 01576 −0, 00617 0, 00971 −0, 00410 −0, 00350 0, 00688

60 0, 00720 −0, 01350 −0, 01389 0, 00725 −0, 00513 0, 00419 −0, 00376 0, 00363

80 0, 02029 0, 00434 −0, 00204 −0, 00188 0, 00230 −0, 00089 −0, 00086 0, 00162

90 0, 00996 −0, 00449 −0, 00115 −0, 00158 0, 00011 0, 00091 −0, 00002 −0, 00079

500 50 −0, 03567 −0, 02392 0, 02128 0, 00653 0, 00019 −0, 00348 −0, 00550 −0, 00615

100 −0, 02067 0, 00158 0, 00575 −0, 00264 −0, 00389 −0, 00161 0, 00142 0, 00275

150 0, 01545 0, 00471 0, 00028 −0, 00290 −0, 00003 0, 00168 0, 00001 −0, 00145

200 −0, 00049 −0, 00366 −0, 00108 −0, 00069 0, 00092 −0, 00037 −0, 00034 0, 00065

225 0, 00394 0, 00074 −0, 00048 −0, 00037 0, 00047 −0, 00018 −0, 00017 0, 00033

1000 100 −0, 02380 0, 00202 0, 00634 −0, 00298 −0, 00435 −0, 00180 0, 00159 0, 00308

200 0, 00157 −0, 00754 −0, 00254 −0, 00140 0, 00195 −0, 00079 −0, 00071 0, 00138

300 0, 00469 −0, 00195 −0, 00281 0, 00145 −0, 00103 0, 00084 −0, 00075 0, 00073

400 −0, 00365 0, 00151 −0, 00067 −0, 00031 0, 00046 −0, 00019 −0, 00017 0, 00032

450 0, 00042 −0, 00091 −0, 00005 −0, 00032 0, 00000 0, 00018 0, 00000 −0, 00016

2000 200 0, 00200 −0, 00840 −0, 00287 −0, 00156 0, 00218 −0, 00088 −0, 00080 0, 00154

400 −0, 00751 0, 00308 −0, 00136 −0, 00068 0, 00097 −0, 00040 −0, 00036 0, 00069

600 −0, 00195 −0, 00108 0, 00140 0, 00073 0, 00051 0, 00042 0, 00038 0, 00036

800 0, 00150 0, 00019 −0, 00030 −0, 00017 0, 00023 −0, 00009 −0, 00008 0, 00016

900 −0, 00091 0, 00046 −0, 00031 0, 00016 −0, 00011 0, 00009 −0, 00008 0, 00008

5000 500 0, 00657 0, 00269 0, 00117 −0, 00062 −0, 00087 −0, 00035 0, 00032 0, 00062

1000 0, 00239 0, 00026 −0, 00054 −0, 00027 0, 00039 −0, 00016 −0, 00014 0, 00028

1500 0, 00081 −0, 00042 −0, 00056 0, 00029 −0, 00021 0, 00017 −0, 00015 0, 00015

2000 0, 00011 −0, 00035 −0, 00012 −0, 00007 0, 00009 −0, 00004 −0, 00003 0, 00006

2250 0, 00002 −0, 00018 0, 00000 −0, 00006 0, 00000 0, 00004 0, 00000 −0, 00003
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Как и в случае задачи Дирихле [11], наибольшие значения погрешность решения
обретает вблизи точек разрыва граничной функции, особенно при малых значенияхℳ0 и
𝒩0. Это явление аналогично явлению Гиббса в теории рядов Фурье [11,14]. Вдали от точек
разрыва погрешность уменьшается на несколько порядков. При значениях ℳ0 > 500
и 𝒩0 > 150 погрешность становится незначительной, в т.ч. и вблизи точек разрыва,
поскольку сужается область, где явление, аналогичное явлению Гиббса, может заметно
влиять на результаты численных исследований.

Численные исследования показывают, что параметр 𝛽 не влияет на значения по-
грешности решения, поэтому в таблице 1 он не приводится. Следовательно, значения
погрешности решения задачи Робена совпадают с таковыми для задачи Дирихле [11].

В точках разрыва не производилось удовлетворение граничному условию задачи.
Однако приближенное решение задачи по построению является непрерывной функцией,
поэтому получены значения решения в точках разрыва. Это 0, 5, что равно среднему
арифметическому односторонних пределов функции 𝜓(𝜃).

2. Спиральнаяфункция. Пусть𝜓(𝑥, 𝑦) = 𝜓(𝜃) = 𝜃/2𝜋. Точкой разрыва является точ-
ка 𝜃001 = 0. Выберем на контуре 𝐿0 сетку точек 𝑀0𝑚, в которых будем удовлетворять
граничным условиям.

В табл. 2 приведены значения погрешностей решения задачи в некоторых точках
контура 𝐿0 с центральным углом 𝜃 в зависимости от значения 𝑀0 количества точек,
составляющих систему𝑀0𝑚, и значения 𝑁0 количества слагаемых в ряду (13).

Как и в предыдущем случае, вблизи точки разрыва погрешность решения является
наибольшей, особенно при небольших значениях ℳ0 и 𝒩0, а вдали от точки разрыва
погрешность уменьшается на несколько порядков. При значениях ℳ0 > 500 и 𝒩0 > 150

Таблица 2
Значения погрешностей решения задачи в точках контура 𝐿0 в случае спиральной функции

Знач. Знач. Точка (𝜃, рад.)
ℳ0 𝒩0 𝜋/36 𝜋/18 𝜋/12 𝜋/6 𝜋/4 𝜋/3 𝜋/2 3𝜋/4

100 10 −0, 24840 −0, 05025 0, 06154 −0, 00452 −0, 02061 0, 02913 0, 01524 0, 01635

20 −0, 05515 0, 07581 −0, 00842 0, 02137 0, 01646 −0, 00081 −0, 00686 0, 00285

30 0, 03311 −0, 00392 −0, 01026 0, 01341 0, 00445 −0, 00627 0, 00363 −0, 00377

40 0, 04271 −0, 02131 0, 01167 0, 00049 −0, 00391 0, 00311 −0, 00162 −0, 00067

45 0, 03658 −0, 01079 −0, 00033 0, 00198 0, 00229 0, 00137 −0, 00095 0, 00039

500 50 0, 03854 0, 02171 −0, 02249 −0, 00881 −0, 00330 −0, 00012 0, 00308 0, 00312

100 0, 01973 −0, 00020 −0, 00686 0, 00126 0, 00332 0, 00242 −0, 00138 0, 00057

150 −0, 01579 −0, 00531 −0, 00101 0, 00271 0, 00076 −0, 00126 0, 00073 −0, 00073

200 0, 00082 0, 00375 0, 00077 0, 00093 −0, 00078 −0, 00001 −0, 00032 −0, 00013

225 −0, 00383 −0, 00058 0, 00060 0, 00021 −0, 00040 0, 00027 −0, 00016 −0, 00007

1000 100 0, 02276 −0, 00047 −0, 00757 0, 00143 0, 00371 0, 00269 −0, 00154 0, 00064

200 −0, 00088 0, 00772 0, 00190 0, 00191 −0, 00166 −0, 00001 −0, 00069 −0, 00029

300 −0, 00500 0, 00162 0, 00276 −0, 00136 0, 00088 −0, 00063 −0, 00036 0, 00015

400 0, 00370 −0, 00160 0, 00080 0, 00015 −0, 00039 0, 00028 −0, 00016 −0, 00007

450 −0, 00050 0, 00090 0, 00013 0, 00030 −0, 00008 −0, 00014 0, 00008 0, 00008

5000 500 −0, 00645 −0, 00247 −0, 00089 0, 00085 0, 00074 0, 00000 −0, 00031 0, 00013

1000 −0, 00230 −0, 00013 0, 00065 0, 00014 −0, 00033 0, 00024 −0, 00014 −0, 00006

1500 −0, 00075 0, 00048 0, 00055 −0, 00027 0, 00018 −0, 00013 −0, 00007 0, 00003

2000 −0, 00008 0, 00036 0, 00009 0, 00009 −0, 00008 0, 00000 −0, 00003 −0, 00001

2250 −0, 00003 0, 00018 0, 00002 0, 00006 −0, 00002 −0, 00003 0, 00002 0, 00002
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погрешность становится незначительной, в т.ч. и поблизости точки разрыва.
И как в случае ступенчатой функции, численные исследования показывают, что

параметр 𝛽 не влияет на значения погрешности решения, поэтому в таблице 2 он не
фигурирует, а значения погрешности решения задачи Робена совпадают со значениями
для задачи Дирихле [11].

В точке разрыва не производилось удовлетворение граничному условию задачи.
Однако поскольку приближенное решение задачи по построению является непрерывной
функцией, то можно получить значения функции решения и в точках разрыва— получено
значение 0, 5, равное среднему арифметическому односторонних пределов функции 𝜓(𝜃).

Полученные значения погрешности в случае спиральной функции в большинстве
точек не превосходят погрешность в случае ступенчатой функции. Это связано с меньшим
количеством точек разрыва спиральной функции. {|����-6

𝐿1

𝑂 𝑥

𝑦

𝑎
�
�𝜃����

Рис. 3

Решение задачи Робена для уравнения Лапласа во внешней
области круга.Пусть в бесконечной области 𝑆 с вырезанным кругом
с контуром 𝐿1 радиуса 𝑎 (рис. 3) задана задача Робена:

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
= 0, (14)

(︂
𝑢+ 𝛽

𝜕𝑢

𝜕𝑛

)︂⃒⃒⃒⃒
𝐿1

= 𝜓(𝑥, 𝑦). (15)

В этом случае имеем ℒ = 1, 𝜙0 = 0, 𝐴 = 𝐶 = 1, 𝐵 = 0, тогда 𝜇1 = 𝑖, 𝑅11 = 𝑎/2,
𝑚11 = 0, 𝑧11 = 0. Тогда на основе (9) функция 𝐹1(𝑧1) принимает вид

𝐹1(𝑧1) = 𝑐1 +
∞∑︁
𝑛=1

𝑐11𝑛𝜁
−𝑛
11 , (16)

где переменная 𝜁11 определяется из конформного отображения (6) при заданных его па-
раметрах.

Были проведены численные исследования погрешности решения (3), (16) задачи
(14)–(15) в зависимости от количества ℳ1 точек𝑀1𝑚 на контуре 𝐿1, количества 𝒩1 сла-
гаемых, сохраняемых в ряду (16), а также значения параметра 𝛽 на значения погрешности
решения задачи. Как и в случае круговой области, рассматривались значения параметра
𝛽 = 0; 10−2; 10−1; 1; 10; 102, где случай 𝛽 = 0 соответствует задаче Дирихле [11]. Зна-
чения ℳ0 и 𝒩0 увеличивались до тех пор, пока граничные условия не удовлетворялись с
высокой степенью точности.

Были проведены численные исследования для двух ранее рассмотренных случаев
функции𝜓(𝑥, 𝑦)—ступенчатой функции и спиральной функции. Исследования показали,
что в одних и тех же точках кругового контура значения погрешностей решения задачи
для внешности круга совпадают со значениями для случая внутренности круга.
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УДК 517.5+519.213

НЕРАВЕНСТВА ДЛЯ ПОЛОЖИТЕЛЬНО ОПРЕДЕЛЕННЫХ
МАТРИЧНОЗНАЧНЫХ И ОПЕРАТОРНОЗНАЧНЫХ ЯДЕР

© 2022. В.П. Заставный

Для комплекснозначных положительно определенных ядер основное неравенство и критерий обра-
щения его в равенство получены автором в 2020. Эти результаты используются для получения основного
неравенства и соответствующего критерия для положительно определенных матричнозначных и оператор-
нозначных ядер. Следствием основного неравенства для таких ядер являются неравенства Крейна, Вейля и
критерий обращения их в равенство, а также неравенства типа неравенств Крейна-Горина и Ингама.

Ключевые слова: положительно определенные матричнозначные и операторнозначные ядра, нера-
венство Ингама, неравенство Крейна, неравенство Вейля, неравенство Горина.

1. Введение. Для комплекснозначных положительно определенных ядер основное
неравенство и критерий обращения его в равенство получены автором в 2020 [1]. В пред-
ставленной работе эти результаты используются для получения основного неравенства и
соответствующего критерия для положительно определенных матричнозначных и опера-
торнозначных ядер (теорема 1). Следствием основного неравенства для таких ядер явля-
ются неравенства Крейна, Вейля и критерий обращения их в равенство (следствия 6 и 7),
а также неравенства типа неравенств Крейна-Горина (теорема 2) и Ингама (следствие 5).

Основное неравенство для положительно определенных ядер известно давно. Дока-
зательство этого неравенства для комплекснозначных ядер см., например, в монографиях
Sasvári (1994) [2, Теорема 1.4.1(v)] и (2013) [3, Теорема 1.4.12(v)], а для операторнознач-
ных ядер – в диссертации Mlak (1978) [4]. Доказательство основного неравенства в этих
работах сводится к неравенству Коши-Буняковского для специального полускалярного
произведения, порожденного заданным положительно определенным ядром. В работе ав-
тора [1] применяется другое линейное пространство и полускалярное произведение, кото-
рые используются при доказательстве теоремы Ароншайна о существовании гильбертова
пространства с воспроизводящим ядром (см., например, монографии [5, Глава IV,§ 1]
и [6, Часть I,§ 2]). Это полускалярное произведение является скалярным произведением,
что позволило доказать и критерий равенства в основном неравенстве.

В параграфе 2 данной работы приведены базовые понятия теории матриц. В пара-
графе 3 приведены основные сведения из теории положительно определенных матриц.

В параграфе 4 рассмотрены общие свойства положительно определенных матрич-
нозначных ядер, доказан критерий таких ядер в терминах положительно определенных
матриц а также в терминах положительно определенных комплекснозначных ядер (пред-
ложения 2 и 5), получен аналог теоремыШура для матричнозначных ядер (предложение 3).
Некоторые из этих свойств доказаны в [7–9].

В параграфе 5 доказано основное неравенство для положительно определенных мат-
ричнозначных ядер, критерий равенства в нем и следствия.

В параграфе 6 указано, как переформулировать практически все замечания, пред-
ложения, теоремы и следствия, приведенные в параграфах 4 и 5, для случая оператор-
нозначных ядер. Приведен список утверждений, для которых это сделать не получилось,
например аналог теоремы Шура.
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2. Матрицы и операции над ними.Для𝑚,𝑛 ∈ N пусть𝑀𝑚,𝑛 – множество всех ком-
плексных матриц порядка𝑚×𝑛 с элементами изC. Пусть𝑀𝑚 :=𝑀𝑚,𝑚 – множество всех
квадратных матриц порядка 𝑚 с элементами из C, и пусть C𝑚 := 𝑀𝑚,1 – множество всех
векторов с𝑚 комплексными координатами. Для матрицы 𝐴 = [𝑎𝑖𝑗] ∈ 𝑀𝑚,𝑛 транспониро-
ванную 𝐴𝑇 =

[︀
𝑎𝑇𝑖𝑗
]︀
∈ 𝑀𝑛,𝑚 и сопряженную 𝐴* =

[︀
𝑎*𝑖𝑗
]︀
∈ 𝑀𝑛,𝑚 матрицы определим соот-

ветственно по формулам 𝑎𝑇𝑖𝑗 = 𝑎𝑗𝑖 и 𝑎*𝑖𝑗 = 𝑎𝑗𝑖. Очевидно, 𝐴* = 𝐴
𝑇 , где 𝐴 = [𝑎𝑖𝑗] ∈ 𝑀𝑚,𝑛.

Для 𝜆 ∈ C и для матриц 𝐴,𝐵 ∈ 𝑀𝑚,𝑛, 𝐶 ∈ 𝑀𝑛,𝑝, обычным образом определяется сумма
𝐴 + 𝐵 ∈ 𝑀𝑚,𝑛, произведение 𝐴𝐶 ∈ 𝑀𝑚,𝑝 и произведение на скаляр 𝜆𝐴 = 𝐴𝜆 ∈ 𝑀𝑚,𝑛.
Легко проверить, что (𝐴*)* = 𝐴, (𝐴+ 𝐵)* = 𝐴* + 𝐵* and (𝐴𝐶)* = 𝐶*𝐴*. Если 𝑧 ∈ C, то
𝑧 = 𝑧*. Далее, для каждых 𝑧, 𝑔 ∈ C𝑚 имеем 𝑔𝑧* = [𝑔𝑖𝑧𝑗] ∈ 𝑀𝑚, 𝑔*𝑧 = (𝑔*𝑧)* = 𝑧*𝑔 ∈ C
и 𝑧*𝑧 ≥ 0. Скалярное произведение для элементов 𝑔, 𝑧 ∈ C𝑚 определяется по формуле
(𝑔, 𝑧) := 𝑧*𝑔.

3. Положительно определенные матрицы.Матрица 𝐴 ∈𝑀𝑚 называется положи-
тельно определенной, если неравенство

(𝐴𝑧, 𝑧) = 𝑧*𝐴𝑧 =
𝑚∑︁

𝑙,𝑘=1

𝑧𝑙 𝑎𝑙𝑘 𝑧𝑘 ≥ 0 (1)

выполняется для любых 𝑧 ∈ C𝑚.1 Множество всех таких матриц обозначим символом
Φ𝑀𝑚. Матрица 𝐴 ∈ Φ𝑀𝑚 называется строго положительно определенной, если нера-
венство (1) строгое при условии, что 𝑧 ̸= 0 ∈ C𝑚.2 Φ𝑀1 – это множество всех неот-
рицательных чисел. По поводу выбора терминологии см., например, монографию Berg,
Christensen, Ressel (1984) [10, Гл. 3.1]. Из неравенства 𝑧*(𝐵𝐵*)𝑧 = (𝐵*𝑧)*(𝐵*𝑧) ≥ 0,
𝑧 ∈ C𝑚,𝐵 ∈𝑀𝑚,𝑟 , 𝑟 ∈ N следует, что для любых𝐵 ∈𝑀𝑚,𝑟 , 𝑟 ∈ N, матрица𝐵𝐵* ∈ Φ𝑀𝑚.
Несложно показать, что 𝐴 ∈ Φ𝑀𝑚 тогда и только тогда, когда 𝐴 = 𝐶𝐶* для некоторой
матрицы 𝐶 ∈ 𝑀𝑚 (доказательство аналогично доказательству Теоремы 7.2.7 из [11]).
Хорошо известно, что если матрица 𝐴 ∈ Φ𝑀𝑚 и ее ранг равен 𝑝, то она представима в
виде𝐴 =

∑︀𝑝
𝑘=1 𝑔𝑘𝑔

*
𝑘, где {𝑔𝑘}

𝑝
𝑘=1 – ортогональная система ненулевых векторов изC𝑚 (см.,

например, [11, Теорема 7.5.2]). Из этого представления легко получить теорему Шура:
если 𝐴,𝐵 ∈ Φ𝑀𝑚, то их произведение Адамара 𝐴 ∘𝐵 := [𝑎𝑖𝑗𝑏𝑖𝑗] ∈𝑀𝑚 также является
положительно определенной матрицей (см., например, [11, Теорема 7.5.3]). Главный слу-
чай в теореме Шура, когда 𝐴 = 𝑔𝑔*, 𝐵 = ℎℎ*, где 𝑔, ℎ ∈ C𝑚, получается из соотношений
𝑔𝑔* ∘ ℎℎ* = [𝑔𝑖𝑔𝑗] ∘ [ℎ𝑖ℎ𝑗] = [𝑔𝑖ℎ𝑖𝑔𝑗ℎ𝑗] = (𝑔 ∘ ℎ)(𝑔 ∘ ℎ)* ∈ Φ𝑀𝑚.

4. Положительно определенные матричные ядра. Пусть 𝐺 – некоторое множе-
ство. Матричная функция 𝐾 : 𝐺 × 𝐺 → 𝑀𝑚 называется положительно определенным
матричным ядром на 𝐺×𝐺 если неравенство

𝑛∑︁
𝑙,𝑘=1

(𝐾(𝑥𝑙, 𝑥𝑘)𝑧𝑘, 𝑧𝑙) =
𝑛∑︁

𝑙,𝑘=1

𝑧*𝑙𝐾(𝑥𝑙, 𝑥𝑘)𝑧𝑘 =
𝑛∑︁

𝑙,𝑘=1

𝑚∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑧𝑙𝑖𝐾𝑖𝑗(𝑥𝑙, 𝑥𝑘)𝑧𝑘𝑗 ≥ 0 (2)

выполняется для любых 𝑛 ∈ N, 𝑧1, . . . , 𝑧𝑛 ∈ C𝑚 и 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 ∈ 𝐺. Множество всех по-
ложительно определенных матричных ядер 𝐾 : 𝐺 × 𝐺 → 𝑀𝑚 обозначим символом
Φ(𝐺 × 𝐺,𝑀𝑚). Ядро 𝐾 ∈ Φ(𝐺 × 𝐺,𝑀𝑚) называется строго положительно определен-
ным, если неравенство (2) строгое при условии, что все точки {𝑥𝑘}𝑛𝑘=1 попарно различны

1В теориии матриц [11] такие матрицы называются положительно полуопределенными.
2В [11] такие матрицы называются положительно определенными.
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(т.е. 𝑥𝑘 ̸= 𝑥𝑝 при 𝑘 ̸= 𝑝) и не все {𝑧𝑘}𝑛𝑘=1 равны нулю в C𝑚. В случае 𝑚 = 1 имеем
Φ(𝐺 × 𝐺) := Φ(𝐺 × 𝐺,𝑀1) – множество всех положительно определенных комплексно-
значных ядер 𝐾 : 𝐺×𝐺→ C.

Пусть 𝐺 – группа (не обязательно абелева) с групповой операцией +. Матричная
функция 𝑓 : 𝐺 → 𝑀𝑚 называется положительно определенной на 𝐺 если функция
𝐾(𝑥, 𝑦) := 𝑓(𝑥−𝑦) является положительно определеннымядромна𝐺×𝐺.Множество всех
таких функций обозначим символомΦ(𝐺,𝑀𝑚). В случае𝑚 = 1 имеемΦ(𝐺) := Φ(𝐺,𝑀1).

Замечание 1. Если𝐾 ∈ Φ(𝐺×𝐺,𝑀𝑚), то очевидно𝐾 ∈ Φ(𝐺×𝐺,𝑀𝑚) и, значит,
Re𝐾 := 1

2
(𝐾 + 𝐾) ∈ Φ(𝐺 × 𝐺,𝑀𝑚). Кроме того 𝐾(𝑥, 𝑥) ∈ Φ𝑀𝑚, 𝐾*(𝑥, 𝑦) = 𝐾(𝑦, 𝑥)

и |𝜉*𝐾(𝑥, 𝑦)𝑧|2 ≤ 𝜉*𝐾(𝑥, 𝑥)𝜉 𝑧*𝐾(𝑦, 𝑦)𝑧 для всех 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺, 𝜉, 𝑧 ∈ C𝑚. Это не сложно
доказать, используя совокупность неравенств (2) при 𝑛 = 1 и 𝑛 = 2. А если для некоторых
𝑥 ∈ 𝐺, 𝜉 ∈ C𝑚 выполняется равенство 𝜉*𝐾(𝑥, 𝑥)𝜉 = 0, то 𝜉*𝐾(𝑥, 𝑦)𝑧 = 0 для всех 𝑦 ∈ 𝐺
и 𝑧 ∈ C𝑚, что эквивалентно равенству 𝐾(𝑦, 𝑥)𝜉 = 0 ∈ C𝑚 для всех 𝑦 ∈ 𝐺.
Если 𝐺 – группа и 𝑓 ∈ Φ(𝐺,𝑀𝑚), то 𝑓,Re 𝑓 ∈ Φ(𝐺,𝑀𝑚), 𝑓(0) ∈ Φ𝑀𝑚, 𝑓 *(𝑥) = 𝑓(−𝑥) и
|𝜉*𝑓(𝑥)𝑧|2 ≤ 𝜉*𝑓(0)𝜉 𝑧*𝑓(0)𝑧, |𝑧*𝑓(𝑥)𝑧| ≤ 𝑧*𝑓(0)𝑧, для всех 𝑥 ∈ 𝐺, 𝜉, 𝑧 ∈ C𝑚. А если для
некоторого 𝜉 ∈ C𝑚 выполняется равенство 𝜉*𝑓(0)𝜉 = 0, то 𝑓(𝑥)𝜉 = 0 ∈ C𝑚, 𝑥 ∈ 𝐺. Если
𝐺 – абелева группа, то 𝑓 * ∈ Φ(𝐺,𝑀𝑚).

Предложение 1. Если матричная функция 𝐾 : 𝐺 × 𝐺 → 𝑀𝑚 является констан-
той, т.е. 𝐾(𝑥, 𝑦) ≡ 𝐴 на 𝐺×𝐺, то 𝐾 ∈ Φ(𝐸,𝑀𝑚) ⇐⇒ 𝐴 ∈ Φ𝑀𝑚.

Доказательство. Если 𝐾 ∈ Φ(𝐸,𝑀𝑚), то из неравенства (2) при 𝑛 = 1 следует
неравенство 𝑧*𝐴𝑧 ≥ 0, 𝑧 ∈ C𝑚. Отсюда следует, что матрица 𝐴 ∈ Φ𝑀𝑚.

Если 𝐴 ∈ Φ𝑀𝑚, то для любых 𝑧1, . . . , 𝑧𝑛 ∈ C𝑚 и 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 ∈ 𝐸 выполняется
неравенство

𝑛∑︁
𝑙,𝑘=1

𝑧*𝑙𝐾(𝑥𝑙, 𝑥𝑘)𝑧𝑘 =
𝑛∑︁

𝑙,𝑘=1

𝑧*𝑙 𝐴𝑧𝑘 = 𝑧*𝐴𝑧 ≥ 0 ,

где 𝑧 :=
∑︀𝑛

𝑘=1 𝑧𝑘 ∈ C𝑚. Приведенное выше неравенство показывает, что матричная
функция 𝐾(𝑥, 𝑦) ≡ 𝐴 является положительно определенным ядром на 𝐺×𝐺. □

Замечание 2. Если положительно определенное матричное ядро является констан-
той, то оно очевидно не является строго положительно определенным ядром.

Замечание 3. Если 𝐾 ∈ Φ(𝐺 × 𝐺,𝑀𝑚) и 𝐵 : 𝐺 → 𝑀𝑚,𝑟 , 𝑟 ∈ N, то матричная
функция 𝐹 (𝑥, 𝑦) := 𝐵*(𝑥)𝐾(𝑥, 𝑦)𝐵(𝑦) принадлежит классу Φ(𝐺 × 𝐺,𝑀𝑟) (в (2) надо
взять 𝑧𝑙 = 𝐵(𝑥𝑙)𝜉𝑙, 𝜉𝑙 ∈ C𝑟). В частности, 𝐵*(𝑥)𝐴𝐵(𝑦) ∈ Φ(𝐺 × 𝐺,𝑀𝑟) для любой
𝐴 ∈ Φ𝑀𝑚.

Замечание 4. Отметим, что если функция 𝑓 : 𝐺 → 𝑀𝑚 является матричнознач-
ным характером на группе 𝐺, т.е. 𝑓 *(𝑥)𝑓(𝑥) = 𝐸 – диагональная единичная матрица
diag(1, . . . , 1) и 𝑓(𝑥 + 𝑦) = 𝑓(𝑥)𝑓(𝑦), 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺, то 𝑓(0) = 𝐸, 𝑓 *(𝑥) = 𝑓(−𝑥) = 𝑓−1(𝑥),
𝑥 ∈ 𝐺, и 𝑓(𝑥 − 𝑦) = 𝑓(𝑥)𝑓 *(𝑦). Поэтому 𝑓 ∈ Φ(𝐺,𝑀𝑚). Если {𝑓𝑘}𝑚𝑘=1 – система ком-
плекснозначных характеров на 𝐺, то функция 𝑓(𝑥) := diag(𝑓1(𝑥), . . . , 𝑓𝑚(𝑥)) является
матричнозначным характером на 𝐺.

В следующем утверждении доказан критерий положительной определенности мат-
ричных ядер в терминах положительно определенных матриц (эквивалентность условий
(1), (2) и (3)) а также в терминах положительно определенных комплекснозначных ядер
(эквивалентность условий (1) и (4)).
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Предложение 2. Пусть 𝐾 : 𝐺×𝐺 → 𝑀𝑚. Тогда следующие условия эквивалент-
ны:

(1) 𝐾 ∈ Φ(𝐺×𝐺,𝑀𝑚);

(2) для каждого 𝑛 ∈ N и для любого набора точек {𝑥𝑙}𝑛𝑙=1 ∈ 𝐺 и {𝜉𝑙}𝑛𝑙=1 ∈ C𝑚 матрица
𝐴 := [𝜉*𝑙𝐾(𝑥𝑙, 𝑥𝑘)𝜉𝑘] ∈ Φ𝑀𝑛;

(3) для каждого 𝑛 ∈ N и для любого набора точек {𝑥𝑙}𝑛𝑙=1 ∈ 𝐺 блочная матрица
𝐶 = [𝐶𝑙,𝑘] ∈ Φ𝑀𝑝, где 𝑝 := 𝑚𝑛 и 𝐶𝑙,𝑘 := 𝐾(𝑥𝑙, 𝑥𝑘) ∈𝑀𝑚;

(4) 𝐹
(︀
(𝑥, 𝜉); (𝑦, 𝑧)

)︀
:= 𝜉*𝐾(𝑥, 𝑦)𝑧 ∈ Φ(Λ× Λ), где (𝑥, 𝜉), (𝑦, 𝑧) ∈ Λ := 𝐺× C𝑚.

Доказательство. Докажем импликацию (1) =⇒ (2). Пусть 𝑛 ∈ N, {𝑥𝑙}𝑛𝑙=1 ∈ 𝐺,
{𝜉𝑙}𝑛𝑙=1 ∈ C𝑚, 𝜆 = [𝜆𝑙] ∈ C𝑛. Пусть 𝐴 := [𝜉*𝑙𝐾(𝑥𝑙, 𝑥𝑘)𝜉𝑘] ∈ 𝑀𝑛 и 𝑧𝑙 := 𝜉𝑙 𝜆𝑙 ∈ C𝑚 для всех
𝑙 = 1, . . . , 𝑛. Поскольку 𝐾 ∈ Φ(𝐺×𝐺,𝑀𝑚), то имеем

𝜆*𝐴𝜆 =
𝑛∑︁

𝑙,𝑘=1

𝑧*𝑙𝐾(𝑥𝑙, 𝑥𝑘)𝑧𝑘 ≥ 0 .

Последнее неравенство показывает, что матрица𝐴 является положительно определенной.
Теперь докажем импликацию (2) =⇒ (1). Пусть 𝑛 ∈ N, {𝑥𝑙}𝑛𝑙=1 ∈ 𝐺, {𝑧𝑙}𝑛𝑙=1 ∈ C𝑚 и

𝜆 = [1] ∈ C𝑛. Так как матрица 𝐴 := [𝑧*𝑙𝐾(𝑥𝑙, 𝑥𝑘)𝑧𝑘] ∈ Φ𝑀𝑛, то
𝑛∑︁

𝑙,𝑘=1

𝑧*𝑙𝐾(𝑥𝑙, 𝑥𝑘)𝑧𝑘 = 𝜆*𝐴𝜆 ≥ 0 .

Последнее неравенство показывает, что 𝐾 ∈ Φ(𝐺×𝐺,𝑀𝑚).
Докажем эквивалентность условий (1) и (3). Любой набор из 𝑛 векторов {𝑧𝑙}𝑛𝑙=1 ∈

C𝑚 порождает блочный вектор-столбец 𝑧 = [𝑧𝑘] ∈ C𝑚𝑛. И наоборот, любой вектор-
столбец 𝑧 ∈ C𝑚𝑛 естественным образом порождает набор из 𝑛 векторов {𝑧𝑙}𝑛𝑙=1 ∈ C𝑚.
Тогда блочный вектор 𝐶𝑧 ∈ C𝑚𝑛 имеет блоки (см., например, [11, Параграф 0.7] или [12,
Теорема 1.6.1])

(𝐶𝑧)𝑙 =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝐶𝑙,𝑘𝑧𝑘 ∈ C𝑚.

Тогда

𝑧*𝐶𝑧 =
𝑛∑︁

𝑙=1

𝑧*𝑙 (𝐶𝑧)𝑙 =
𝑛∑︁

𝑙,𝑘=1

𝑧*𝑙 𝐶𝑙,𝑘𝑧𝑘 =
𝑛∑︁

𝑙,𝑘=1

𝑧*𝑙𝐾(𝑥𝑙, 𝑥𝑘)𝑧𝑘. (3)

Эквивалентность условий (1) и (3) следует из равенства (3).
Эквивалентность условий (1) и (4) вытекает из того, что условие (4) очевидно эквивалент-
но условию: для любых 𝑛 ∈ N и {(𝑥𝑘, 𝜉𝑘)}𝑛𝑘=1 ⊂ Λ := 𝐺× C𝑚, {𝑐𝑘}𝑛𝑘=1 ⊂ C выполняется
неравенство

𝑛∑︁
𝑙,𝑘=1

𝑐*𝑙𝐹 ((𝑥𝑙, 𝜉𝑙); (𝑥𝑘, 𝜉𝑘))𝑐𝑘 =
𝑛∑︁

𝑙,𝑘=1

(𝜉𝑙𝑐𝑙)
*𝐾(𝑥𝑙, 𝑥𝑘)(𝜉𝑘𝑐𝑘) ≥ 0 .

□
Следующее утверждение – это аналог теоремы Шура для матричнозначных ядер, а

при 𝑚 = 1 оно соответствует замкнутости семейства положительно определенных ком-
плекснозначных ядер относительно произведения.
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Предложение 3. Если 𝐴,𝐵 ∈ Φ(𝐺×𝐺,𝑀𝑚), то 𝐴 ∘𝐵 ∈ Φ(𝐺×𝐺,𝑀𝑚).

Доказательство.Пусть𝑛 ∈ N, {𝑥𝑙}𝑛𝑙=1 ∈ 𝐺. Применяяпредложение 2 кматрично-
значным ядрам 𝐴 и 𝐵, получаем, что блочные матрицы [𝐴(𝑥𝑙, 𝑥𝑘)], [𝐵(𝑥𝑙, 𝑥𝑘)] ∈ Φ𝑀𝑚𝑛.
По теореме Шура матрица [𝐴(𝑥𝑙, 𝑥𝑘)] ∘ [𝐵(𝑥𝑙, 𝑥𝑘)] ∈ Φ𝑀𝑚𝑛. Но

[𝐴(𝑥𝑙, 𝑥𝑘)] ∘ [𝐵(𝑥𝑙, 𝑥𝑘)] = [𝐴(𝑥𝑙, 𝑥𝑘) ∘𝐵(𝑥𝑙, 𝑥𝑘)].

Применяя предложение 2 к 𝐾 := 𝐴 ∘𝐵, получаем, что 𝐾 ∈ Φ(𝐺×𝐺,𝑀𝑚). □

Предложение 4. Пусть 𝐾(𝑥, 𝑦) := 𝑓(𝑥, 𝑦)𝐵(𝑥, 𝑦), 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺, где 𝑓 ∈ Φ(𝐺 × 𝐺) и
𝐵 ∈ Φ(𝐺×𝐺,𝑀𝑚). Тогда 𝐾 ∈ Φ(𝐺×𝐺,𝑀𝑚).

Доказательство. Пусть 𝑛 ∈ N, {𝑥𝑙}𝑛𝑙=1 ∈ 𝐺 и {𝜉𝑙}𝑛𝑙=1 ∈ C𝑚. Тогда [𝑓(𝑥𝑙, 𝑥𝑘)] ∈
Φ𝑀𝑛. Применяя предложение 2 к 𝐵, мы получаем, что [𝜉*𝑙 𝐵(𝑥𝑙, 𝑥𝑘)𝜉𝑘] ∈ Φ𝑀𝑛. По теореме
Шура

𝐴 := [𝜉*𝑙𝐾(𝑥𝑙, 𝑥𝑘)𝜉𝑘] = [𝜉*𝑙 𝑓(𝑥𝑙, 𝑥𝑘)𝐵(𝑥𝑙, 𝑥𝑘)𝜉𝑘] = [𝑓(𝑥𝑙, 𝑥𝑘)] ∘ [𝜉*𝑙 𝐵(𝑥𝑙, 𝑥𝑘)𝜉𝑘] ∈ Φ𝑀𝑛.

Применяя предложение 2 к матричной функции𝐾, находим, что 𝐾 ∈ Φ(𝐺×𝐺,𝑀𝑚). □

Предложение 5. Пусть 𝑋 и 𝑇 некоторые множества и 𝐺 := 𝑋 × 𝑇 . Тогда следу-
ющие условия эквивалентны:

(1) 𝑓
(︀
𝑢; 𝑣
)︀
∈ Φ(𝐺×𝐺), где 𝑢 = (𝑥, 𝑡), 𝑣 = (𝑦, 𝑠) ∈ 𝐺;

(2) для каждого 𝑚 ∈ N и для любого набора точек {𝑡𝑖}𝑚𝑖=1 ∈ 𝑇 матричное ядро
𝐾(𝑥, 𝑦) := [𝑓

(︀
(𝑥, 𝑡𝑖); (𝑦, 𝑡𝑗)

)︀
] принадлежит классу ∈ Φ(𝑋 ×𝑋,𝑀𝑚);

(3) для каждого 𝑚 ∈ N и для любого набора точек {𝑥𝑖}𝑚𝑖=1 ∈ 𝑋 матричное ядро
𝐾(𝑡, 𝑠) := [𝑓

(︀
(𝑥𝑖, 𝑡); (𝑥𝑗, 𝑠)

)︀
] принадлежит классу Φ(𝑇 × 𝑇,𝑀𝑚).

Доказательство. Очевидно, что нам нужно доказать только эквивалентность
условий (1) и (2). Докажемимпликацию (1) =⇒ (2). Пусть𝑛,𝑚 ∈ N, {𝑥𝑙}𝑛𝑙=1 ∈ 𝑋 , {𝑡𝑖}𝑚𝑖=1 ∈
𝑇 , 𝑧𝑙𝑖 ∈ C для всех 𝑙 = 1, . . . , 𝑛 и 𝑖 = 1, . . . ,𝑚. Пусть 𝐾(𝑥, 𝑦) := [𝑓

(︀
(𝑥, 𝑡𝑖); (𝑦, 𝑡𝑗)

)︀
].

Поскольку 𝑓
(︀
(𝑥, 𝑡); (𝑦, 𝑠)

)︀
∈ Φ(𝐺×𝐺), то имеем

𝑛∑︁
𝑙,𝑘=1

𝑚∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑧𝑙𝑖𝐾𝑖𝑗(𝑥𝑙, 𝑥𝑘)𝑧𝑘𝑗 =
𝑛∑︁

𝑙,𝑘=1

𝑚∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑧𝑙𝑖𝑓 ((𝑥𝑙, 𝑡𝑖); (𝑥𝑘, 𝑡𝑗)) 𝑧𝑘𝑗 ≥ 0 .

Последнее неравенство показывает, что 𝐾 ∈ Φ(𝑋 ×𝑋,𝑀𝑚).
Чтобы доказать обратную импликацию, возьмем произвольные 𝑛 ∈ N, {(𝑥𝑙, 𝑡𝑙)}𝑛𝑙=1 ∈

𝑋 × 𝑇 , {𝑎𝑙}𝑛𝑙=1 ∈ C. Пусть 𝑚 = 𝑛, 𝑧𝑙𝑙 := 𝑎𝑙 and 𝑧𝑙𝑖 := 0, if 𝑙 ̸= 𝑖. Так как 𝐾(𝑥, 𝑦) :=
[𝑓
(︀
(𝑥, 𝑡𝑖); (𝑦, 𝑡𝑗)

)︀
] ∈ Φ(𝑋 ×𝑋,𝑀𝑛), то

𝑛∑︁
𝑙,𝑘=1

𝑎𝑙𝑓
(︀
(𝑥𝑙, 𝑡𝑙); (𝑥𝑘, 𝑡𝑘)

)︀
𝑎𝑘 =

𝑛∑︁
𝑙,𝑘=1

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑧𝑙𝑖𝐾𝑖𝑗(𝑥𝑙, 𝑥𝑘)𝑧𝑘𝑗 ≥ 0.

Последнее неравенство показывает, что 𝑓(𝑢, 𝑣) ∈ Φ(𝐺×𝐺). □
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Предложение 6. Пусть 𝐺 – группа и 𝑓 ∈ Φ(𝐺,𝑀𝑚). Если 𝑟, 𝑛 ∈ N, {ℎ𝑝}𝑛𝑝=1 ⊂ 𝐺,
{𝛼𝑝}𝑛𝑝=1 ⊂ 𝑀𝑚,𝑟, то функция 𝜓 : 𝐺 → 𝑀𝑟, определенная по формуле (4), принадлежит
классу Φ(𝐺,𝑀𝑟),

𝜓(𝑥) :=
𝑛∑︁

𝑝,𝑠=1

𝛼*
𝑝𝑓(ℎ𝑝 + 𝑥− ℎ𝑠)𝛼𝑠 , 𝑥 ∈ 𝐺 . (4)

В частности, если {𝛽𝑝}𝑛𝑝=1 ⊂ C, то

∆(𝑥) :=
𝑛∑︁

𝑝,𝑠=1

𝛽𝑝𝑓(ℎ𝑝 + 𝑥− ℎ𝑠)𝛽𝑠 ∈ Φ(𝐺,𝑀𝑚) .

Если дополнительно 𝐺 – абелева группа, то при любом параметре ℎ ∈ 𝐺 функция
2𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑥+ ℎ)− 𝑓(𝑥− ℎ), 𝑥 ∈ 𝐺, принадлежит классу Φ(𝐺,𝑀𝑚).

Доказательство. Пусть 𝑞 ∈ N, {𝑥𝑘}𝑞𝑘=1 ⊂ 𝐺, {𝜉𝑘}𝑞𝑘=1 ⊂ C𝑟 = 𝑀𝑟,1. Для наборов
индексов (𝑠, 𝑙) ∈ 𝑈 := {1, . . . , 𝑛}×{1, . . . , 𝑞} определим систему точек 𝑦(𝑠,𝑙) := ℎ𝑠+𝑥𝑙 ∈ 𝐺
и систему 𝜂(𝑠,𝑙) := 𝛼𝑠𝜉𝑙 ∈ C𝑚 =𝑀𝑚,1. Учитывая равенства ℎ𝑝+𝑥𝑘−𝑥𝑙−ℎ𝑠 = 𝑦(𝑝,𝑘)− 𝑦(𝑠,𝑙)
и 𝜉*𝑘𝛼*

𝑝 = 𝜂*(𝑝,𝑘), получаем

𝑞∑︁
𝑘,𝑙=1

𝜉*𝑘𝜓(𝑥𝑘 − 𝑥𝑙)𝜉𝑙 =
∑︁

(𝑝,𝑘),(𝑠,𝑙)∈𝑈

𝜂*(𝑝,𝑘)𝑓(𝑦(𝑝,𝑘) − 𝑦(𝑠,𝑙))𝜂(𝑠,𝑙) ≥ 0 .

Поэтому 𝜓 ∈ Φ(𝐺,𝑀𝑟). Если взять 𝑟 = 𝑚 и 𝛼𝑝 = 𝛽𝑝𝐸 ∈ 𝑀𝑚, где 𝐸 = diag(1, . . . , 1) –
диагональная единичная матрица, то получим, что ∆ = 𝜓 ∈ Φ(𝐺,𝑀𝑚).

Вторая часть утверждения вытекает из доказанной первой части при 𝑛 = 2, ℎ1 = ℎ,
ℎ2 = 0 и 𝛽1 = −𝛽2 = 1. □

5. Основное неравенство для положительно определенных матричнозначных
ядер и следствия из него. Основное неравенство для ядер из класса Φ(𝐺×𝐺) доказано
в теореме 1 работы автора [1] (для функций 𝑓 ∈ Φ(𝐺), где 𝐺 – группа, см., например,
монографии Сасвари [2, Теорема 1.4.1(v)] и [3, Теорема 1.4.12(v)]). В этой же теореме
получен и критерий, когда основное неравенство обращается в равенство. Переход к
матрично-значным ядрам осуществляется с помощью предложения 2. Пусть 𝐾 ∈ Φ(𝐺 ×
𝐺,𝑀𝑞). Тогда 𝐹

(︀
(𝑥, 𝜉); (𝑦, 𝑧)

)︀
:= 𝜉*𝐾(𝑥, 𝑦)𝑧 ∈ Φ(Λ× Λ), где (𝑥, 𝜉), (𝑦, 𝑧) ∈ Λ := 𝐺× C𝑞.

Применяя к ядру 𝐹 ∈ Φ(Λ× Λ) теорему 1 из [1], получаем, что для любых натуральных
𝑛,𝑚 ∈ N, для произвольных наборов точек {(𝑥𝑘, 𝜉𝑘)}𝑛𝑘=1, {(𝑦𝑝, 𝑧𝑝)}𝑚𝑝=1 ⊂ 𝐺×C𝑞, {𝑎𝑘}𝑛𝑘=1,
{𝑏𝑝}𝑚𝑝=1 ⊂ C выполняются неравенства⃒⃒⃒⃒

⃒
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑚∑︁
𝑝=1

𝜉*𝑘𝐾(𝑥𝑘, 𝑦𝑝)𝑧𝑝𝑎𝑘𝑏𝑝

⃒⃒⃒⃒
⃒
2

≤
𝑛∑︁

𝑘,𝑝=1

𝜉*𝑘𝐾(𝑥𝑘, 𝑥𝑝)𝜉𝑝𝑎𝑘𝑎𝑝

𝑚∑︁
𝑘,𝑝=1

𝑧*𝑘𝐾(𝑦𝑘, 𝑦𝑝)𝑧𝑝𝑏𝑘𝑏𝑝 . (5)

Неравенство (5) обращается в равенство для некоторых натуральных 𝑛,𝑚 ∈ N, на-
боров точек {(𝑥𝑘, 𝜉𝑘)}𝑛𝑘=1, {(𝑦𝑝, 𝑧𝑝)}𝑚𝑝=1 ⊂ 𝐺 × C𝑞, {𝑎𝑘}𝑛𝑘=1, {𝑏𝑝}𝑚𝑝=1 ⊂ C тогда и только
тогда, когда для всех (𝑡, 𝑤) ∈ 𝐺× C𝑞 выполняется равенство

𝑚∑︁
𝑘,𝑝=1

𝑧*𝑘𝐾(𝑦𝑘, 𝑦𝑝)𝑧𝑝𝑏𝑘𝑏𝑝

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘𝜉
*
𝑘𝐾(𝑥𝑘, 𝑡)𝑤 =

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑚∑︁
𝑝=1

𝜉*𝑘𝐾(𝑥𝑘, 𝑦𝑝)𝑧𝑝𝑎𝑘𝑏𝑝

𝑚∑︁
𝑝=1

𝑏𝑝𝑧
*
𝑝𝐾(𝑦𝑝, 𝑡)𝑤 .
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Если в совокупности неравенств (5) взять 𝑎𝑘 = 𝑏𝑝 = 1, 𝑘, 𝑝 ∈ N, то очевидно получим
эквивалентную совокупность неравенств. Если 𝑢*, 𝑣* ∈ C𝑞 и 𝜆, 𝜇 ∈ C, то совокупность
равенств 𝜆𝑢𝑤 = 𝜇 𝑣𝑤, 𝑤 ∈ C𝑞, очевидно эквивалентна одному равенству 𝜆𝑢 = 𝜇𝑣 или
𝜆𝑢* = 𝜇𝑣*. Учитывая это, получаем следующее основное неравенство (6) для матрично-
значных ядер из класса Φ(𝐺×𝐺,𝑀𝑞) и критерий, когда оно обращается в равенство.

Теорема 1 (Основное неравенство). Пусть 𝐾 ∈ Φ(𝐺 × 𝐺,𝑀𝑞). Тогда для любых
натуральных 𝑛,𝑚 ∈ N, для произвольных наборов точек {(𝑥𝑘, 𝜉𝑘)}𝑛𝑘=1, {(𝑦𝑝, 𝑧𝑝)}𝑚𝑝=1 ⊂
𝐺× C𝑞, (𝑥, 𝜉) ∈ 𝐺× C𝑞 выполняются неравенства⃒⃒⃒⃒

⃒
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑚∑︁
𝑝=1

𝜉*𝑘𝐾(𝑥𝑘, 𝑦𝑝)𝑧𝑝

⃒⃒⃒⃒
⃒
2

≤
𝑛∑︁

𝑘,𝑝=1

𝜉*𝑘𝐾(𝑥𝑘, 𝑥𝑝)𝜉𝑝

𝑚∑︁
𝑘,𝑝=1

𝑧*𝑘𝐾(𝑦𝑘, 𝑦𝑝)𝑧𝑝 , (6)

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑛∑︁
𝑘=1

𝜉*𝐾(𝑥, 𝑥𝑘)𝜉𝑘

⃒⃒⃒⃒
⃒
2

=

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑛∑︁
𝑘=1

𝜉*𝑘𝐾(𝑥𝑘, 𝑥)𝜉

⃒⃒⃒⃒
⃒
2

≤ 𝜉*𝐾(𝑥, 𝑥)𝜉
𝑛∑︁

𝑘,𝑝=1

𝜉*𝑘𝐾(𝑥𝑘, 𝑥𝑝)𝜉𝑝 . (7)

Неравенство (6) обращается в равенство для некоторых натуральных 𝑛,𝑚 ∈ N, на-
боров точек {(𝑥𝑘, 𝜉𝑘)}𝑛𝑘=1, {(𝑦𝑝, 𝑧𝑝)}𝑚𝑝=1 ⊂ 𝐺 × C𝑞 тогда и только тогда, когда для всех
𝑡 ∈ 𝐺 выполняется равенство

𝑚∑︁
𝑘,𝑝=1

𝑧*𝑘𝐾(𝑦𝑘, 𝑦𝑝)𝑧𝑝

𝑛∑︁
𝑘=1

𝐾(𝑡, 𝑥𝑘)𝜉𝑘 =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑚∑︁
𝑝=1

𝑧*𝑝𝐾(𝑦𝑝, 𝑥𝑘)𝜉𝑘

𝑚∑︁
𝑝=1

𝐾(𝑡, 𝑦𝑝)𝑧𝑝 .

В частности неравенство |𝜉*𝐾(𝑥, 𝑦)𝑧|2 ≤ 𝜉*𝐾(𝑥, 𝑥)𝜉 𝑧*𝐾(𝑦, 𝑦)𝑧 обращается в равен-
ство для некоторых (𝑥, 𝜉), (𝑦, 𝑧) ∈ 𝐺 × C𝑞 тогда и только тогда, когда для всех 𝑡 ∈ 𝐺
выполняется равенство 𝑧*𝐾(𝑦, 𝑦)𝑧 𝐾(𝑡, 𝑥)𝜉 = 𝑧*𝐾(𝑦, 𝑥)𝜉 𝐾(𝑡, 𝑦)𝑧.

Замечание 5. Из теоремы 1 вытекает, что если 𝐺 – группа и 𝑓 ∈ Φ(𝐺,𝑀𝑞), то
неравенство |𝜉*𝑓(𝑥)𝑧|2 ≤ 𝜉*𝑓(0)𝜉 𝑧*𝑓(0)𝑧 обращается в равенство для некоторых 𝑥 ∈ 𝐺,
𝜉, 𝑧 ∈ C𝑞 тогда и только тогда, когда для всех 𝑡 ∈ 𝐺 выполняется равенство

𝑧*𝑓(0)𝑧 𝑓(𝑡− 𝑥)𝜉 = 𝑧*𝑓(−𝑥)𝜉 𝑓(𝑡)𝑧.

В частности, если 𝑓 ∈ Φ(𝐺,𝑀𝑞) и 𝑧*𝑓(𝑥)𝑧 = 𝜀𝑧*𝑓(0)𝑧 для некоторых 𝑥 ∈ 𝐺, 𝑧 ∈ C𝑞,
𝜀 ∈ C, |𝜀| = 1, то для любых 𝑡 ∈ 𝐺 и 𝑛 ∈ Z выполняется равенство 𝑓(𝑡 + 𝑛𝑥)𝑧 = 𝜀𝑛𝑓(𝑡)𝑧
(при 𝑞 = 1 и 𝑧 = 1 см., например, [13, Лемма 1], [14, Следствие 1]).

Определение 1. Система функций 𝑓𝑘 : 𝐺 → 𝑀𝑞, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛, называется линейно
зависимой на 𝐺, если существует система векторов {𝜉𝑘}𝑛𝑘=1 ⊂ C𝑞, не все равные нулю,
такие, что на 𝐺 справедливо тождество 𝑓1(𝑥)𝜉1 + . . . + 𝑓𝑛(𝑥)𝜉𝑛 ≡ 0 ∈ C𝑞. Если это
тождество выполняется только при 𝜉1 = . . . = 𝜉𝑛 = 0 ∈ C𝑞, то эта система функций
называется линейно независимой на 𝐺.

Следствие 1. Пусть𝐾 ∈ Φ(𝐺×𝐺,𝑀𝑞). Тогда𝐾 является строго положительно
определенным ядром тогда и только тогда, когда для любого 𝑛 ∈ N и для любой си-
стемы попарно различных точек {𝑥𝑘}𝑛𝑘=1 ⊂ 𝐺 система функций {𝐾(𝑥, 𝑥𝑘)}𝑛𝑘=1 линейно
независима на 𝐺.

Доказательство. Если 𝐾 ∈ Φ(𝐺 × 𝐺,𝑀𝑞), то из неравенства (7) вытекает эквива-
лентность

𝑛∑︁
𝑘,𝑝=1

𝜉*𝑘𝐾(𝑥𝑘, 𝑥𝑝)𝜉𝑝 = 0 ⇐⇒
𝑛∑︁

𝑘=1

𝐾(𝑥, 𝑥𝑘)𝜉𝑘 = 0 ∈ C𝑞, 𝑥 ∈ 𝐺 . (8)
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Из эквивалентности (8) и следует утверждение следствия. □

Следствие 2. Пусть 𝐾 : 𝐺 × 𝐺 → 𝑀𝑞. Тогда 𝐾 ∈ Φ(𝐺 × 𝐺,𝑀𝑞) тогда и только
тогда, когда 𝐾(𝑥, 𝑥) ∈ Φ𝑀𝑞 для всех 𝑥 ∈ 𝐺, и для любых натуральных 𝑛,𝑚 ∈ N,
для произвольных наборов точек {(𝑥𝑘, 𝜉𝑘)}𝑛𝑘=1, {(𝑦𝑝, 𝑧𝑝)}𝑚𝑝=1 ⊂ 𝐺 × C𝑞 выполняется
неравенство (6).

Доказательство. Необходимость уже доказана. Докажем достаточность. Из нера-
венства (6) при 𝑛 = 𝑚 = 1, (𝑥1, 𝜉1) = (𝑥, 𝜉), (𝑦1, 𝑧1) = (𝑦, 𝑧) вытекает неравенство
|𝜉*𝐾(𝑥, 𝑦)𝑧|2 ≤ 𝜉*𝐾(𝑥, 𝑥)𝜉 𝑧*𝐾(𝑦, 𝑦)𝑧, (𝑥, 𝜉), (𝑦, 𝑧) ∈ 𝐺 × C𝑞. Поэтому, если для всех
(𝑥, 𝜉) ∈ 𝐺 × C𝑞 выполняется равенство 𝜉*𝐾(𝑥, 𝑥)𝜉 = 0, то 𝐾 ≡ 0, и значит 𝐾 ∈
Φ(𝐺×𝐺,𝑀𝑞). Если 𝜉*𝐾(𝑥, 𝑥)𝜉 > 0 для некоторых 𝑥 ∈ 𝐺 и 𝜉 ∈ C𝑞, то из неравенства (7),
которое следует из (6), получаем неравенство

𝑛∑︁
𝑙,𝑘=1

𝜉*𝑙𝐾(𝑥𝑙, 𝑥𝑘)𝜉𝑘 ≥ 0.

Поэтому и в этом случае 𝐾 ∈ Φ(𝐺×𝐺,𝑀𝑞). □

Замечание 6. Следствие 2 очевидно останется в силе, если вместо выполнения
совокупности неравенств (6) потребовать выполнение совокупности неравенств (7). Для
функций 𝑓 ∈ Φ(𝐺) оба эти факта отмечаются в [2, Замечания, стр. 25], где пропущено
условие 𝑓(0) ≥ 0.

Теорему 1 можно записать для 𝑓 ∈ Φ(𝐺,𝑀𝑞), где 𝐺 – группа. Вместо системы точек
{𝑥𝑘}𝑛𝑘=1 ⊂ 𝐺 можно взять новую систему {𝑥̃𝑘 = 𝑢 + 𝑥𝑘 + 𝑥}𝑛𝑘=1, где 𝑢, 𝑥 ∈ 𝐺. Тогда
𝑥̃𝑘 − 𝑥̃𝑝 = 𝑢+ 𝑥𝑘 + 𝑥+ (−𝑥− 𝑥𝑝 − 𝑢) = 𝑢+ 𝑥𝑘 − 𝑥𝑝 − 𝑢. Результат запишем для 𝑢 = 0.

Следствие 3. Пусть 𝐺 – группа и 𝑓 ∈ Φ(𝐺,𝑀𝑞). Тогда для любых натуральных
𝑛,𝑚 ∈ N, для произвольных наборов точек {(𝑥𝑘, 𝜉𝑘)}𝑛𝑘=1, {(𝑦𝑝, 𝑧𝑝)}𝑚𝑝=1 ⊂ 𝐺 × C𝑞, 𝑥 ∈ 𝐺
выполняется неравенство⃒⃒⃒⃒

⃒
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑚∑︁
𝑝=1

𝜉*𝑘𝑓(𝑥𝑘 + 𝑥− 𝑦𝑝)𝑧𝑝

⃒⃒⃒⃒
⃒
2

≤
𝑛∑︁

𝑘,𝑝=1

𝜉*𝑘𝑓(𝑥𝑘 − 𝑥𝑝)𝜉𝑝

𝑚∑︁
𝑘,𝑝=1

𝑧*𝑘𝑓(𝑦𝑘 − 𝑦𝑝)𝑧𝑝 . (9)

Неравенство (9) обращается в равенство для некоторых натуральных 𝑛,𝑚 ∈ N, набо-
ров точек {(𝑥𝑘, 𝜉𝑘)}𝑛𝑘=1, {(𝑦𝑝, 𝑧𝑝)}𝑚𝑝=1 ⊂ 𝐺 × C𝑞, 𝑥 ∈ 𝐺 тогда и только тогда, когда для
всех 𝑡 ∈ 𝐺 выполняется равенство

𝑚∑︁
𝑘,𝑝=1

𝑧*𝑘𝑓(𝑦𝑘 − 𝑦𝑝)𝑧𝑝

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑓(𝑡− 𝑥− 𝑥𝑘)𝜉𝑘 =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑚∑︁
𝑝=1

𝑧*𝑝𝑓(𝑦𝑝 − 𝑥− 𝑥𝑘)𝜉𝑘

𝑚∑︁
𝑝=1

𝑓(𝑡− 𝑦𝑝)𝑧𝑝 .

Если в (9) взять𝑚 = 𝑛 и (𝑦𝑘, 𝑧𝑘) = (𝑥𝑘, 𝜉𝑘) при 𝑘 = 1, . . . , 𝑛, то получим следующее
следствие.

Следствие 4. Пусть 𝐺 – группа и 𝑓 ∈ Φ(𝐺,𝑀𝑞). Тогда для любого 𝑛 ∈ N и любого
набора точек {(𝑥𝑘, 𝜉𝑘)}𝑛𝑘=1 ⊂ 𝐺× C𝑞, 𝑥 ∈ 𝐺 выполняется неравенство⃒⃒⃒⃒

⃒
𝑛∑︁

𝑘,𝑝=1

𝜉*𝑘𝑓(𝑥𝑘 + 𝑥− 𝑥𝑝)𝜉𝑝

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤

𝑛∑︁
𝑘,𝑝=1

𝜉*𝑘𝑓(𝑥𝑘 − 𝑥𝑝)𝜉𝑝 . (10)
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Неравенство (10) обращается в равенство для некоторых 𝑛 ∈ N, {(𝑥𝑘, 𝜉𝑘)}𝑛𝑘=1 ⊂ 𝐺×C𝑞,
𝑥 ∈ 𝐺, тогда и только тогда, когда для всех 𝑡 ∈ 𝐺 выполняется равенство

𝑛∑︁
𝑘,𝑝=1

𝜉*𝑘𝑓(𝑥𝑘 − 𝑥𝑝)𝜉𝑝

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑓(𝑡− 𝑥− 𝑥𝑘)𝜉𝑘 =
𝑛∑︁

𝑘,𝑝=1

𝜉*𝑝𝑓(𝑥𝑝 + 𝑥− 𝑥𝑘)𝜉𝑘

𝑛∑︁
𝑝=1

𝑓(𝑡− 𝑥𝑝)𝜉𝑝.

Замечание 7. Неравенство (10) эквивалентно неравенству |𝜓(𝑥)| ≤ 𝜓(0), где

𝜓(𝑥) :=
𝑛∑︁

𝑘,𝑝=1

𝜉*𝑘𝑓(𝑥𝑘 + 𝑥− 𝑥𝑝)𝜉𝑝 , 𝑥 ∈ 𝐺.

Так как 𝑓 ∈ Φ(𝐺,𝑀𝑞), то 𝜓 ∈ Φ(𝐺) (см. предложение 6 при 𝑚 = 𝑞 и 𝑟 = 1). Поэтому
неравенство |𝜓(𝑥)| ≤ 𝜓(0) обращается в равенство при некотором 𝑥 ∈ 𝐺 тогда и только
тогда, когда для всех 𝑡 ∈ 𝐺 выполняется равенство 𝜓(0)𝜓(𝑥+ 𝑡) = 𝜓(𝑥)𝜓(𝑡).

Следствие 5. Пусть 𝑓 ∈ Φ(R𝑑,𝑀𝑞) и 𝑓(𝑥) = 0 ∈ 𝑀𝑞 для всех 𝑥 ∈ Z𝑑 ∖ {0}. Пусть
𝑋 = {𝑥𝑘}∞𝑘=1, 𝑌 = {𝑦𝑝}∞𝑝=1 – две системы, каждая из которых состоит из счетного
числа попарно различных точек из Z𝑑. Тогда для любых 𝑛,𝑚 ∈ N, 𝑥 ∈ R𝑑, и для любых
наборов {𝜉𝑘}𝑛𝑘=1, {𝑧𝑝}𝑚𝑝=1 из C𝑞 выполняется неравенство⃒⃒⃒⃒

⃒
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑚∑︁
𝑝=1

𝜉*𝑘𝑓(𝑥+ 𝑥𝑘 − 𝑦𝑝)𝑧𝑝

⃒⃒⃒⃒
⃒
2

≤
𝑛∑︁

𝑘=1

𝜉*𝑘𝑓(0)𝜉𝑘

𝑚∑︁
𝑝=1

𝑧*𝑝𝑓(0)𝑧𝑝 . (11)

В частности, если 𝑋 = {𝑥𝑘}∞𝑘=1, 𝑌 = {𝑦𝑝}∞𝑝=1 – две системы, каждая из которых
состоит из счетного числа попарно различных точек из Z, то для любых 𝐴 ∈ Φ𝑀𝑞,
𝑛,𝑚 ∈ N, 𝑥 ∈ R, и для любых наборов {𝛼𝑘}𝑛𝑘=1, {𝛽𝑝}𝑚𝑝=1 из C𝑞 выполняется неравенство⃒⃒⃒⃒

⃒
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑚∑︁
𝑝=1

sin(𝜋𝑥)𝛼*
𝑘𝐴𝛽𝑝

𝑥+ 𝑥𝑘 − 𝑦𝑝

⃒⃒⃒⃒
⃒
2

≤ 𝜋2

𝑛∑︁
𝑘=1

𝛼*
𝑘𝐴𝛼𝑘

𝑚∑︁
𝑝=1

𝛽*
𝑝𝐴𝛽𝑝 . (12)

Доказательство. Неравенство (11) очевидно вытекает из неравенства (9) для𝐺 = R𝑑.
Неравенство (12) получается из неравенства (11) при 𝑑 = 1, если взять положительно
определенную на R функцию 𝑔(𝑥) = sin(𝜋𝑥)/𝑥, 𝜉𝑘 := (−1)𝑥𝑘𝛼𝑘, 𝑧𝑝 := (−1)𝑦𝑝𝛽𝑝. Тогда
(см. утверждение 4) 𝑓(𝑥) := 𝑔(𝑥)𝐴 ∈ Φ(R,𝑀𝑞) для любой матрицы 𝐴 ∈ Φ𝑀𝑞. □

Замечание 8. В работе [1, Замечание 5] показано, что из неравенства (12) при
𝑞 = 1 и 𝑋 = Z+, 𝑌 = −Z+, вытекает неравенство Ингама (см., например, [15] или [16,
Дополнение 42]).

Из неравенства (6) при 𝑛 = 2,𝑚 = 1, (𝑦1, 𝑧1) = (𝑥, 𝜉) ∈ 𝐺×C𝑞, и заменой 𝜉2 на−𝜉2,
сразу получается неравенство (13), которое при 𝑞 = 1 и 𝜉1 = 𝜉2 = 𝜉 = 1 является нера-
венством М.Г. Крейна для комплексно-значных ядер (см. [5, глава IV,§ 4]). Для функций
𝑓 ∈ Φ(𝐺) неравенство (13) впервые появилось в 1940 году в работе М.Г. Крейна [17].

Следствие 6. Пусть 𝐾 ∈ Φ(𝐺× 𝐺,𝑀𝑞). Тогда для любых (𝑥1, 𝜉1), (𝑥2, 𝜉2), (𝑥, 𝜉) ∈
𝐺× C𝑞 справедливо неравенство

|𝜉*1𝐾(𝑥1, 𝑥)𝜉 − 𝜉*2𝐾(𝑥2, 𝑥)𝜉|2 ≤
𝜉*𝐾(𝑥, 𝑥)𝜉 Re

(︀
𝜉*1𝐾(𝑥1, 𝑥1)𝜉1 + 𝜉*2𝐾(𝑥2, 𝑥2)𝜉2 − 2𝜉*1𝐾(𝑥1, 𝑥2)𝜉2

)︀
.

(13)
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Неравенство (13) обращается в равенство для некоторых (𝑥1, 𝜉1), (𝑥2, 𝜉2), (𝑥, 𝜉) ∈ 𝐺×C𝑞

тогда и только тогда, когда для всех 𝑡 ∈ 𝐺 выполняется равенство

𝜉*𝐾(𝑥, 𝑥)𝜉 (𝐾(𝑡, 𝑥1)𝜉1 −𝐾(𝑡, 𝑥2)𝜉2) = (𝜉*𝐾(𝑥, 𝑥1)𝜉1 − 𝜉*𝐾(𝑥, 𝑥2)𝜉2) 𝐾(𝑡, 𝑥)𝜉 .

Применяя такие же рассуждения, как и перед теоремой 1, следствие 7 из [1] пере-
пишется следующим образом.

Следствие 7. Пусть 𝐾 ∈ Φ(𝐺 × 𝐺,𝑀𝑞). Тогда для любых (𝑥, 𝜉), (𝑦, 𝑧), (𝑢, 𝑣) ∈
𝐺× C𝑞 справедливо неравенство

|𝑣*𝐾(𝑢, 𝑢)𝑣 𝜉*𝐾(𝑥, 𝑦)𝑧 − 𝜉*𝐾(𝑥, 𝑢)𝑣 𝑣*𝐾(𝑢, 𝑦)𝑧|2 ≤(︀
𝑣*𝐾(𝑢, 𝑢)𝑣 𝜉*𝐾(𝑥, 𝑥)𝜉 − |𝜉*𝐾(𝑥, 𝑢)𝑣|2

)︀(︀
𝑣*𝐾(𝑢, 𝑢)𝑣 𝑧*𝐾(𝑦, 𝑦)𝑧 − |𝑣*𝐾(𝑢, 𝑦)𝑧|2

)︀
.

(14)

Неравенство (14) обращается в равенство для некоторых (𝑥, 𝜉), (𝑦, 𝑧), (𝑢, 𝑣) ∈ 𝐺 × C𝑞

тогда и только тогда, когда для всех 𝑡 ∈ 𝐺 выполняется равенство𝐴1𝐵1(𝑡) = 𝐴2𝐵2(𝑡),
где

𝐴1 := 𝑧*𝐾(𝑦, 𝑦)𝑧 𝑣*𝐾(𝑢, 𝑢)𝑣 − 𝑣*𝐾(𝑢, 𝑦)𝑧 𝑧*𝐾(𝑦, 𝑢)𝑣 ,

𝐵1(𝑡) := 𝑣*𝐾(𝑢, 𝑥)𝜉 𝐾(𝑡, 𝑢)𝑣 − 𝑣*𝐾(𝑢, 𝑢)𝑣 𝐾(𝑡, 𝑥)𝜉 ,

𝐴2 := 𝑧*𝐾(𝑦, 𝑥)𝜉 𝑣*𝐾(𝑢, 𝑢)𝑣 − 𝑣*𝐾(𝑢, 𝑥)𝜉 𝑧*𝐾(𝑦, 𝑢)𝑣 ,

𝐵2(𝑡) := 𝑣*𝐾(𝑢, 𝑦)𝑧 𝐾(𝑡, 𝑢)𝑣 − 𝑣*𝐾(𝑢, 𝑢)𝑣 𝐾(𝑡, 𝑦)𝑧 .

Замечание 9. Если 𝐾(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑥 − 𝑦), где 𝑓 ∈ Φ(𝐺), а 𝐺 – группа, то неравен-
ство (14) – это неравенство Вейля (см., например, [18, § 14]).

Таким же образом для ядер изΦ(𝐺×𝐺,𝑀𝑞)можно выписать следствие 8 и теорему 2
(неравенства типа неравенств Крейна-Горина) из [1], а потом записать эти неравенства для
ядер из Φ(𝐺,𝑀𝑞), где 𝐺 – группа (см. [1, Замечание 8]).

Теорема 2. Пусть 𝐾 ∈ Φ(𝐺 × 𝐺,𝑀𝑞). Тогда для любого 𝑛 ∈ N, для произвольных
точек {(𝑥𝑘, 𝜉𝑘)}𝑛+1

𝑘=1 ⊂ 𝐺 × C𝑞, (𝑦, 𝑧) ∈ 𝐺 × C𝑞, и для любых чисел 𝜀𝑘, 𝜂𝑘 ∈ C, |𝜀𝑘| ≤ 1,
|𝜂𝑘| ≤ 1, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛, выполняются неравенства⃒⃒⃒
𝜀1 · . . . · 𝜀𝑛𝜉*1𝐾(𝑥1, 𝑦)𝑧 − 𝜂1 · . . . · 𝜂𝑛𝜉*𝑛+1𝐾(𝑥𝑛+1, 𝑦)𝑧

⃒⃒⃒
≤

𝑛∑︁
𝑘=1

√︂
2𝑧*𝐾(𝑦, 𝑦)𝑧Re

(︁𝜉*𝑘𝐾(𝑥𝑘, 𝑥𝑘)𝜉𝑘 + 𝜉*𝑘+1𝐾(𝑥𝑘+1, 𝑥𝑘+1)𝜉𝑘+1

2
− 𝜀𝑘𝜂𝑘𝜉*𝑘𝐾(𝑥𝑘, 𝑥𝑘+1)𝜉𝑘+1

)︁
.

(15)

Замечание 10. Пусть 𝐺 – абелева группа и 𝑓 ∈ Φ(𝐺,𝑀𝑞). В теореме 2 берем
𝐾(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑥− 𝑦). Для любого 𝑛 ∈ N и для двух произвольных наборов точек {𝑢𝑘}𝑛𝑘=1 и
{𝑣𝑘}𝑛𝑘=1 из 𝐺 в неравенстве (15) берём 𝑦 = 0 и 𝑥1 := 𝑢1 + . . . + 𝑢𝑛, 𝑥𝑘+1 := 𝑣𝑘 − 𝑢𝑘 + 𝑥𝑘,
𝑘 = 1, . . . , 𝑛. Тогда 𝑥𝑘 − 𝑥𝑘+1 = 𝑢𝑘 − 𝑣𝑘, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛, 𝑥𝑛+1 = 𝑣1 + . . . + 𝑣𝑛, и для любых
точек {𝜉𝑘}𝑛+1

𝑘=1 ⊂ C𝑞, 𝑧 ∈ C𝑞, для любых чисел 𝜀𝑘, 𝜂𝑘 ∈ C, |𝜀𝑘| ≤ 1, |𝜂𝑘| ≤ 1, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛,
выполняется неравенство⃒⃒⃒

𝜀1 · . . . · 𝜀𝑛𝜉*1𝑓
(︀ 𝑛∑︁

𝑘=1

𝑢𝑘
)︀
𝑧 − 𝜂1 · . . . · 𝜂𝑛𝜉*𝑛+1𝑓

(︀ 𝑛∑︁
𝑘=1

𝑣𝑘
)︀
𝑧
⃒⃒⃒
≤

𝑛∑︁
𝑘=1

√︃
2𝑧*𝑓(0)𝑧Re

(︂
𝜉*𝑘𝑓(0)𝜉𝑘 + 𝜉*𝑘+1𝑓(0)𝜉𝑘+1

2
− 𝜀𝑘𝜂𝑘𝜉*𝑘𝑓(𝑢𝑘 − 𝑣𝑘)𝜉𝑘+1

)︂
.
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6. Положительно определенные операторнозначные ядра. Естественным обоб-
щением положительно определенных матриц и матричнозначных ядер являются поло-
жительно определенные операторы и операторнозначные ядра. Пусть 𝐻1, 𝐻2 – два гиль-
бертовых пространства над полем C, а 𝐿(𝐻1, 𝐻2) – множество всех линейных непрерыв-
ных операторов 𝐴 : 𝐻1 → 𝐻2 и 𝐿(𝐻) := 𝐿(𝐻,𝐻). Отметим, что 𝐿(C𝑟,C𝑚) = 𝑀𝑚,𝑟 и
𝐿(C𝑚) =𝑀𝑚. Для произвольного𝐴 ∈ 𝐿(𝐻1, 𝐻2) существует единственный сопряженный
оператор 𝐴* ∈ 𝐿(𝐻2, 𝐻1), такой что для всех 𝑣 ∈ 𝐻1, 𝑢 ∈ 𝐻2 выполняется равенство
(𝐴*𝑢, 𝑣)𝐻1 = (𝑢,𝐴𝑣)𝐻2 .

Оператор𝐴 ∈ 𝐿(𝐻) называется положительно определенным, если (𝐴𝑧, 𝑧)𝐻 ≥ 0 для
всех 𝑧 ∈ 𝐻 . Множество всех таких операторов обозначим символом Φ𝐿(𝐻). В частности,
Φ𝐿(C𝑚) = Φ𝑀𝑚. Оператор 𝐴 ∈ 𝐿(𝐻) называется строго положительно определенным,
если (𝐴𝑧, 𝑧)𝐻 > 0 для всех 𝑧 ∈ 𝐻 , 𝑧 ̸= 0.

Пусть 𝐺 – некоторое множество. Операторнозначная функция 𝐾 : 𝐺 × 𝐺 → 𝐿(𝐻)
называется положительно определенным операторнозначным ядром на 𝐺×𝐺 если нера-
венство

𝑛∑︁
𝑙,𝑘=1

(𝐾(𝑥𝑙, 𝑥𝑘)𝑧𝑘, 𝑧𝑙)𝐻 ≥ 0 (16)

выполняется для любых 𝑛 ∈ N, 𝑧1, . . . , 𝑧𝑛 ∈ 𝐻 и 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 ∈ 𝐺. Множество всех положи-
тельно определенных операторнозначных ядер 𝐾 : 𝐺×𝐺 → 𝐿(𝐻) обозначим символом
Φ(𝐺×𝐺,𝐿(𝐻)). Ядро𝐾 ∈ Φ(𝐺×𝐺,𝐿(𝐻)) называется строго положительно определен-
ным, если неравенство (16) строгое при условии, что все точки {𝑥𝑘}𝑛𝑘=1 попарно различны
(т.е. 𝑥𝑘 ̸= 𝑥𝑝 при 𝑘 ̸= 𝑝) и не все {𝑧𝑘}𝑛𝑘=1 равны нулю в 𝐻 .

Пусть 𝐺 – группа (не обязательно абелева) с групповой операцией +. Оператор-
нозначная функция 𝑓 : 𝐺 → 𝐿(𝐻) называется положительно определенной на 𝐺 если
функция 𝐾(𝑥, 𝑦) := 𝑓(𝑥− 𝑦) является положительно определенным операторнозначным
ядром на 𝐺×𝐺. Множество всех таких функций обозначим символом Φ(𝐺,𝐿(𝐻)).

Практически все замечания, предложения, теоремы и следствия, приведенные в па-
раграфах 4 и 5 для матричнозначных ядер, справедливы и для операторнозначных ядер.
Надо символыC𝑚,C𝑟,𝑀𝑚,𝑟 и𝑀𝑚 заменить соответственно на𝐻 ,𝐻1,𝐿(𝐻1, 𝐻) и𝐿(𝐻), а в
параграфе 5 символыC𝑞 и𝑀𝑞 заменить соответственно на𝐻 и𝐿(𝐻). При этом выражение
𝜉*𝐾(𝑥, 𝑦)𝑧, где𝐾 : 𝐺×𝐺→ 𝐿(𝐻) и 𝜉, 𝑧 ∈ 𝐻 , мы для удобства неменяеми подразумеваем,
что оно естественно равно величине (𝐾(𝑥, 𝑦)𝑧, 𝜉)𝐻 . Отметим, что предложения 3 (аналог
теоремыШура) и 5 не переносятся на операторнозначные ядра. Из утверждений в замеча-
нии 1 переносится только те, которые не связаны с комплексным сопряжением: 𝐾, Re𝐾,
𝑓 и Re 𝑓 . В замечании 4 не переносится последнее предложение, а текст 𝐸 – диагональ-
ная единичная матрица diag(1, . . . , 1) надо заменить на 𝐸 – тождественный оператор.
И, наконец, в предложении 2 не переносится условие (3) (блочные матрицы). Остальные
утверждения, приведенные в параграфах 4 и 5, полностью переносятся с указанными выше
заменами. Запишем, например, следствие 5 для операторнозначных функций.

Следствие 5′. Пусть 𝑓 ∈ Φ(R𝑑, 𝐿(𝐻)) и 𝑓(𝑥) = 0 ∈ 𝐿(𝐻) для всех 𝑥 ∈ Z𝑑 ∖ {0}.
Пусть 𝑋 = {𝑥𝑘}∞𝑘=1, 𝑌 = {𝑦𝑝}∞𝑝=1 – две системы, каждая из которых состоит из
счетного числа попарно различных точек из Z𝑑. Тогда для любых 𝑛,𝑚 ∈ N, 𝑥 ∈ R𝑑, и
для любых наборов {𝜉𝑘}𝑛𝑘=1, {𝑧𝑝}𝑚𝑝=1 из 𝐻 выполняется неравенство⃒⃒⃒⃒

⃒
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑚∑︁
𝑝=1

𝜉*𝑘𝑓(𝑥+ 𝑥𝑘 − 𝑦𝑝)𝑧𝑝

⃒⃒⃒⃒
⃒
2

≤
𝑛∑︁

𝑘=1

𝜉*𝑘𝑓(0)𝜉𝑘

𝑚∑︁
𝑝=1

𝑧*𝑝𝑓(0)𝑧𝑝 . (17)
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В частности, если 𝑋 = {𝑥𝑘}∞𝑘=1, 𝑌 = {𝑦𝑝}∞𝑝=1 – две системы, каждая из которых
состоит из счетного числа попарно различных точек из Z, то для любых 𝐴 ∈ Φ𝐿(𝐻),
𝑛,𝑚 ∈ N, 𝑥 ∈ R, и для любых наборов {𝛼𝑘}𝑛𝑘=1, {𝛽𝑝}𝑚𝑝=1 из 𝐻 выполняется неравенство⃒⃒⃒⃒

⃒
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑚∑︁
𝑝=1

sin(𝜋𝑥)𝛼*
𝑘𝐴𝛽𝑝

𝑥+ 𝑥𝑘 − 𝑦𝑝

⃒⃒⃒⃒
⃒
2

≤ 𝜋2

𝑛∑︁
𝑘=1

𝛼*
𝑘𝐴𝛼𝑘

𝑚∑︁
𝑝=1

𝛽*
𝑝𝐴𝛽𝑝 . (18)
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INEQUALITIES FOR POSITIVE DEFINITE MATRIX-VALUED AND OPERATOR-VALUED
KERNELS

V. P. Zastavnyi

For complex-valued positive definite kernels, the main inequality and a criterion for converting it to equality
were obtained by the author in 2020. These results are used to obtain the main inequality and the corresponding
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criterion for positive definite matrix-valued and operator-valued kernels. A consequence of the main inequality for
such kernels are the Krein’s and Weil’s inequalities and the criterion for their conversion to equality, as well as
inequalities of Krein–Gorin type and Ingham’s inequality.

Keywords: positive definitematrix-valued and operator-valued kernels, Ingham’s inequality,Krein’s inequality,
Weil’s inequality, Gorin’s inequality.
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УДК 517.1,51.8,519.66

ОСОБЕННОСТИ ПОСТРОЕНИЯМАГИЧЕСКИХ КВАДРАТОВ ПРИ ПОМОЩИ
ЛАТИНСКИХ КВАДРАТОВ

© 2022. А.Ю. Иванов, А.-В. В. Мельник

В статье обобщается авторский метод построения полумагических квадратов на случай матриц про-
извольного порядка не равного 6, а также распространяется на построение магических квадратов нечетного
порядка.

Ключевые слова: Магический квадрат, полумагический квадрат, латинский квадрат, перестановка,
магическое число.

Введение. История математики неотрывно связана с построениями различных умо-
зрительных объектов, а затем всесторонним изучением их. Одним из классов подобных
объектов являются матрицы, наделенные некоторыми специальными свойствами. Класси-
ческим магическим квадратом порядка 𝑛 называют матрицу 𝑛× 𝑛, заполненную целыми
числами от 1 до 𝑛2 так, что их суммы в каждой строке, столбце, а также по главной
и побочной диагоналям равны некоторому числу, называемому магическим числом [1].
Нетрудно вычислить значение магического числа Σ(𝑛) = 𝑛(𝑛2+1)

2
[2].

Наиболее древние артефакты, связанные с изображениями магических квадратов
относят еще к третьему тысячелетию до н.э. [3], а первые известные исследования маги-
ческих квадратов, выполненные европейским автором, связывают с именемМоскопула—
греческого ученого из Константинополя, около 1300г. н.э. [4]. Расцвет интереса к данной
тематике и оформление его в стройную математическую теорию магических квадратов
следует относить к XVI-XVIII векам. Более подробно с историей становления и развития
данной теории можно познакомиться в труде К. Оллереншоу и Г. Бонди [3], а также в [5].

Следует отметить, что не взирая на тысячелетнюю историю развития теории магиче-
ских квадратов, исследователям так и не удалось установить аналитическое соотношение,
описывающее точное значение MSq(n) количества магических квадратов заданного по-
рядка 𝑛. В таблице 1 приведены известные на настоящее время результаты о значении
MSq(n) вплоть до шестого порядка.

Таблица
Число уникальных магических квадратов

𝑛 MSq(n) Автор и год
3 1
4 880 Б. Френикл де Бюсси 1693 г. [6]
5 275 305 224 Р. Шроппель 1973 г. [7]
6 1, 775399 · 1019 ± 0, 000042 · 1019 К. Пинн и Ц.Вейцерковски 1998 г. [8]

Значение MSq(5) установлено при помощи полного перебора осуществленного вы-
числительными аппаратами, однако, в связи с вычислительными трудностями, даже этот
метод не смог дать результатов для 𝑛 ≥ 6. Начиная с порядка 𝑛 = 6 для вычисления
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значения MSq(n) использовались статистические методы, основанные на методе Монте
Карло. На данный момент подобным образом получены значения вплоть до двадцатого
порядка.

Важнымнаправлениемразвитияматематической теориимагических квадратов явля-
ется конструирование алгоритмов построениямагических квадратов заданного порядка. С
широким набором подобных методов можно ознакомиться, например, в книгеМ.М. Пост-
никова "Магические квадраты" [2] или Ю. В. Чебракова "Магические квадраты. Теория
чисел, алгебра, комбинаторный анализ" [9]. При исследовании структуры построения ма-
гических квадратов часто возникает необходимость в рассмотрении схожего по свойствам
объекта — полумагических квадратов. Матрица 𝑛 × 𝑛, заполненная целыми числами от
1 до 𝑛2 так, что их суммы в каждой строке и столбце равны магическому числу Σ(𝑛)
называется полумагическим квадратом [1].

Параллельно исследованиям в рамках теории магических квадратов шло развитие
математической теории латинских квадратов. Впервые латинские квадраты (4-ого поряд-
ка) были опубликованы в 1200 г. н. э. [10]. Латинским квадратом порядка 𝑛 называют
матрицу 𝑛 × 𝑛 заполненную элементами множества {0, 1, ..., 𝑛 − 1} так, что в каждой
строке и каждом столбце все элементы различны.

Близкую связь между латинскими имагическими квадратами впервые заметилЛ. Эй-
лер [11]. Данная зависимость выражена в методе Делаира (методе латинских квадратов)
– одном из наиболее эффективных (в смысле количества конструируемых магических
квадратов) алгоритме построения магических квадратов нечетного порядка [4].

В данной статье авторы распространяют алгоритм построения полумагических квад-
ратов, введенный и обоснованный для квадратов нечетных порядков в [5], на случай квад-
ратов произвольного порядка не равного 6, а также усовершенствуют данный алгоритм
для построения магических квадратов произвольного нечетного порядка.

Вспомогательные обозначения и утверждения. Следуя за обозначениями и тер-
минологией, введенными авторами в [5], сформулируем следующие используемые далее
определения. Совокупность матриц 𝑛×𝑛, элементами которых являются числа от 1 до 𝑛2

без повторений будем обозначатьM(𝑛).
Определение 1. Матрицу 𝐵𝑛 = (𝑏𝑖,𝑗)

𝑛
𝑖,𝑗=1 ∈ M(𝑛) такую, что 𝑏𝑖,𝑗 = 𝑛(𝑖 − 1) + 𝑗,

𝑖, 𝑗 = 1, 𝑛 будем называть базовой.
Определение 2. Множество 𝛼 = {𝑏1,𝑗1 , 𝑏2,𝑗2 , ..., 𝑏𝑛,𝑗𝑛} из 𝑛 элементов базовой

матрицы𝐵𝑛, где (𝑗1 𝑗2 ... 𝑗𝑛) является перестановкой (1 2 ... 𝑛), будемназывать подходящим
набором.

Определение 3. СовокупностьΩиз𝑛подходящихнаборов𝛼1 = {𝑏1,𝑗11 , 𝑏2,𝑗12 , ..., 𝑏𝑛,𝑗1𝑛},
𝛼2 = {𝑏1,𝑗21 , 𝑏2,𝑗22 , ..., 𝑏𝑛,𝑗2𝑛},..., 𝛼𝑛 = {𝑏1,𝑗𝑛1 , 𝑏2,𝑗𝑛2 , ..., 𝑏𝑛,𝑗𝑛𝑛} называется покрывающей, если
не существует элемента 𝑏𝑖,𝑗 базовой матрицы 𝐵𝑛, принадлежащего сразу двум различным
подходящим наборам данной совокупности.

Определение 4. Две покрывающие совокупностиΩ иΠ называются совместимыми,
если для каждой пары подходящих наборов 𝛼 ∈ Ω, 𝛽 ∈ Π существует единственный
элемент 𝑏𝑖,𝑗 базовой матрицы 𝐵𝑛 такой, что 𝛼 ∩ 𝛽 = 𝑏𝑖,𝑗 .

Также потребуются обоснованные авторами в [5] следующие утверждения.
Лемма 1. Множество 𝛼 = {𝑏𝑗1,1, 𝑏𝑗2,2, ..., 𝑏𝑗𝑛,𝑛}, состоящее из 𝑛 элементов ба-

зовой матрицы 𝐵𝑛, где (𝑗1 𝑗2 ... 𝑗𝑛) — некоторая перестановка (1 2 ... 𝑛), является
подходящим набором.
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Лемма 2. Матрица𝐴 ∈ M(𝑛), каждая строка и каждый столбец которой состо-
ит из элементов подходящих наборов базовой матрицы 𝐵𝑛, является полумагическим
квадратом.

Для обоснования конструируемых ниже алгоритмов построения полумагических и
магических квадратов потребуются некоторые факты математической теории латинских
квадратов [4].

Определение 5. Два латинских квадрата 𝐿 = (𝑙𝑖,𝑗)
𝑛
𝑖,𝑗=1 и 𝑇 = (𝑡𝑖,𝑗)

𝑛
𝑖,𝑗=1 порядка 𝑛

называются ортогональными латинскими квадратами, если все возможные упорядоченные
пары (𝑙𝑖,𝑗, 𝑡𝑖,𝑗) 𝑖, 𝑗 = 1, 𝑛, образованные данными латинскими квадратами, различны.

Лемма 3. Для каждого натурального 𝑛(̸= 6) ≥ 3 существует пара ортогональ-
ных латинских квадратов порядка 𝑛.

Рассмотрим произвольный латинский квадрат 𝐿 = (𝑙𝑖,𝑗)
𝑛
𝑖,𝑗=1 порядка 𝑛. Будем гово-

рить, что совокупность наборов элементов базовойматрицыΩ = {𝛼𝑘}𝑛𝑘=1 соответствует
латинскому квадрату 𝐿, если каждый набор 𝛼𝑘 состоит из таких элементов 𝑏𝑖,𝑗 ∈ 𝐵𝑛, что
𝑙𝑖,𝑗 = 𝑘 − 1.

Лемма 4. Каждый из наборов 𝛼𝑘, 𝑘 = 1, 𝑛 соответствующей латинскому квад-
рату 𝐿 = (𝑙𝑖,𝑗)

𝑛
𝑖,𝑗=1 совокупности Ω = {𝛼𝑘}𝑛𝑘=1 является подходящим набором, а сама

совокупность Ω является покрывающей совокупностью.
Доказательство. Рассмотрим набор 𝛼𝑘 — он состоит из элементов 𝑏𝑖,𝑗 ∈ 𝐵𝑛

таких, что 𝑙𝑖,𝑗 = 𝑘 − 1. В латинском квадрате 𝐿 = (𝑙𝑖,𝑗)
𝑛
𝑖,𝑗=1, согласно определению, в

каждой строке есть ровно один элемент, равный 𝑘 − 1. Обозначим столбец, в котором
находится элемент, равный 𝑘− 1 в строке 𝑖, через 𝑗𝑖, таким образом, 𝑙𝑖,𝑗𝑖 = 𝑘− 1, 𝑖 = 1, 𝑛.
Значит, набор 𝛼𝑘 = {𝑏1,𝑗1 , 𝑏2,𝑗2 , ..., 𝑏𝑛,𝑗𝑛}.

Покажем, что 𝑗𝑝 ̸= 𝑗𝑞 при 𝑝 ̸= 𝑞. Предположим, что существуют 𝑝 ̸= 𝑞 такие, что
𝑗𝑝 = 𝑗𝑞, т.е. 𝑙𝑝,𝑗𝑝 = 𝑙𝑞,𝑗𝑝 = 𝑘 − 1, но тогда в столбце 𝑗𝑝 латинского квадрата 𝐿 находится
два элемента 𝑘 − 1, что противоречит определению. Таким образом, 𝑗𝑝 ̸= 𝑗𝑞 для всех
𝑝 ̸= 𝑞. Значит, числа 𝑗1, 𝑗2, ..., 𝑗𝑛 являются различными числами от 1 до 𝑛, следовательно,
(𝑗1 𝑗2 ... 𝑗𝑛) образует перестановку (1 2 ... 𝑛).

Получили, что наборы 𝛼𝑘, 𝑘 = 1, 𝑛 удовлетворяют определению 2, а значит являются
подходящими наборами.

Предположим, что существуют 𝑝 ̸= 𝑞 такие, что 𝛼𝑝 ∩ 𝛼𝑞 ̸= ∅. Пусть элемент базовой
матрицы 𝑏𝑖,𝑗 ∈ 𝛼𝑝∩𝛼𝑞, тогда согласно конструкции построения наборов 𝛼𝑝 и 𝛼𝑞 получаем,
что с одной стороны 𝑙𝑖,𝑗 = 𝑝− 1, а с другой 𝑙𝑖,𝑗 = 𝑞− 1, что невозможно при 𝑝 ̸= 𝑞. Значит
для всех 𝑝 ̸= 𝑞 имеем 𝛼𝑝∩𝛼𝑞 = ∅, что согласно определению 3 означает, что совокупность
Ω = {𝛼𝑘}𝑛𝑘=1 является покрывающей совокупностью. □

Лемма 5. Пусть 𝐿 = (𝑙𝑖,𝑗)
𝑛
𝑖,𝑗=1 и 𝑇 = (𝑡𝑖,𝑗)

𝑛
𝑖,𝑗=1 образуют пару ортогональных

латинских квадратов, а Ω = {𝛼𝑝}𝑛𝑝=1 и Π = {𝛽𝑞}𝑛𝑞=1 являются покрывающими сово-
купностями, которые соответствуют латинским квадратам 𝐿 и 𝑇 , соответственно.
Тогда Ω и Π являются совместимыми покрывающими совокупностями.

Доказательство. Предположим, что существуют два элемента базовой матрицы
𝑏𝑖,𝑗, 𝑏𝑟,𝑠 ∈ 𝐵𝑛 такие, что 𝑏𝑖,𝑗, 𝑏𝑟,𝑠 ∈ 𝛼𝑝∩𝛽𝑞 для некоторых 𝑝 и 𝑞, тогда согласно конструкции
построения наборов 𝛼𝑝 и 𝛽𝑞 получаем, что 𝑙𝑖,𝑗 = 𝑙𝑟,𝑠 = 𝑝− 1 и 𝑡𝑖,𝑗 = 𝑡𝑟,𝑠 = 𝑞 − 1, но тогда
латинские квадраты 𝐿 и 𝑇 образуют одну и ту же пару (𝑝 − 1, 𝑞 − 1) в ячейках с коорди-
натами (𝑖, 𝑗) и (𝑟, 𝑠). Получили противоречие с тем, что 𝐿 и 𝑇 являются ортогональными
латинскими квадратами.
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Таким образом, для любых 𝑝, 𝑞 = 1, 𝑛 в пересечении 𝛼𝑝 ∩ 𝛽𝑞 содержится не более
одного элемента. Покажем, что 𝛼𝑝 ∩ 𝛽𝑞 ̸= ∅.

Так как 𝐿 и 𝑇 являются ортогональными латинскими квадратами, то среди образо-
ванных ими 𝑛2 различных пар есть пара (𝑝 − 1, 𝑞 − 1). Обозначим ее координаты через
(𝑖, 𝑗), т.е. 𝑙𝑖,𝑗 = 𝑝− 1, 𝑡𝑖,𝑗 = 𝑞 − 1, значит 𝑏𝑖,𝑗 ∈ 𝛼𝑝 и 𝑏𝑖,𝑗 ∈ 𝛽𝑞, что и требовалось показать.

Таким образом, показали, что для каждой пары подходящих наборов𝛼𝑝 ∈ Ω и 𝛽𝑞 ∈ Π
существует единственный элемент 𝑏𝑖,𝑗 ∈ 𝐵𝑛 такой, что 𝛼𝑝 ∩ 𝛽𝑞 = 𝑏𝑖,𝑗 , что и означает, что
Ω и Π являются совместимыми покрывающими совокупностями. □

Алгоритмы построения полумагических и магических квадратов. Следующий
ниже алгоритм позволяет строить полумагические квадараты произвольного порядка 𝑛(̸=
6) ≥ 3 и является обобщением алгоритма сконструированного авторами в работе [5].

Алгоритм 1. Для построения матрицы 𝐴 = (𝑎𝑖,𝑗)
𝑛
𝑖,𝑗=1 ∈ M(𝑛), являющейся полу-

магическим квадратом порядка 𝑛(̸= 6) ≥ 3, достаточно выполнить следующую после-
довательность действий:

(i) Построить две совместимые покрывающие совокупности Ω и Π.

(ii) Пронумеровать подходящие наборы каждой из покрывающих совокупностей от 1
до 𝑛: 𝛼𝑖 ∈ Ω, 𝑖 = 1, 𝑛, 𝛽𝑗 ∈ Π, 𝑗 = 1, 𝑛.

(iii) Взять две произвольные перестановки (𝑗1 𝑗2 ... 𝑗𝑛) и (𝑖1 𝑖2 ... 𝑖𝑛) набора (1 2 ... 𝑛)
(для удобства их можно записать напротив строк и столбцов конструируемой
матрицы).

(iv) Заполнить ячейки конструируемой матрицы так, что каждый ее элемент 𝑎𝑡,𝑝
определяется следующим соотношением: 𝑎𝑡,𝑝 = 𝛼𝑖𝑡 ∩ 𝛽𝑗𝑝 .

Доказательство справедливости данного алгоритма, т.е. установление факта, что он
выполним и приводит к получению матрицы, являющейся полумагическим квадратом,
практически идентично приведенному обоснованию в работе авторов [5] и отличается
лишь установлением существования совместимых покрывающих совокупностей Ω и Π
для 𝑛( ̸= 6) ≥ 3.

Доказательство. Покажем возможность выполнения каждого из пунктов алго-
ритма, а также, что построенная в результате его выполнения матрица 𝐴 = (𝑎𝑖,𝑗)

𝑛
𝑖,𝑗=1

удовлетворяет определению полумагического квадрата.
1) Возьмем два ортогональных латинских квадрата 𝐿 и 𝑇 , что возможно для всех

натуральных 𝑛 ≥ 3( ̸= 6) согласно лемме 3. Построим соответствующие 𝐿 и 𝑇 покры-
вающие совокупности Ω и Π, тогда согласно лемме 5 Ω и Π являются совместимыми
покрывающими совокупностями, что и требовалось показать.

2-3) Второй и третий пункты алгоритма, очевидно, выполнимы всегда.
4) Так как совокупностиΩ иΠ являются совместимыми покрывающими, то, согласно

определению 4, для любых подходящих наборов 𝛼𝑖𝑡 ∈ Ω, 𝛽𝑗𝑝 ∈ Π существует единствен-
ный элемент 𝑏𝑖,𝑗 = 𝛼𝑖𝑡 ∩ 𝛽𝑗𝑝 . Присвоим его значение элементу 𝑎𝑡,𝑝 искомой матрицы 𝐴.
Выполнив данную процедуру для каждой пары подходящих наборов совокупностейΩ иΠ,
получим 𝑛2 различных элементов базовой матрицы 𝐵𝑛, полностью заполняющих матрицу
𝐴. Таким образом, 𝐴 ∈ M(𝑛).

Рассмотрим произвольную строку 𝑡 полученной выше матрицы 𝐴. Все элементы
данной строки находятся из соотношений 𝛼𝑖𝑡 ∩ 𝛽𝑗𝑝 . Отсюда следует, что каждый элемент
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строки 𝑡 матрицы 𝐴 принадлежит подходящему набору 𝛼𝑖𝑡 , при этом все они различны и
всего их 𝑛. Значит, элементы строки 𝑡 матрицы𝐴 образуют подходящий набор 𝛼𝑖𝑡 . Отсюда
следует, что строки матрицы 𝐴 состоят из элементов подходящих наборов совокупности
Ω. Аналогично получаем, что столбцы матрицы 𝐴 состоят из элементов подходящих
наборов совокупности Π. Тогда из леммы 2 непосредственно следует, что построенная
выше матрица 𝐴 является полумагическим квадратом. □

Матрицы, конструируемые при помощи построенного выше алгоритма, вообще го-
воря, не становятся магическими квадратами, так как данный алгоритм никак не кон-
тролирует расположение элементов базовой матрицы на главной и побочной диагоналях.
Таким образом, в случае распространения данной техники составления матриц до состо-
яния конструирования магических квадратов будет необходимо модифицировать третий
пункт алгоритма, заменив взятия двух произвольных перестановок на некоторый контро-
лируемый выбор перестановок, обеспечивающий расположение таких элементов базовой
матрицы на диагоналях конструируемого квадрата, что их суммы будут равны магиче-
скому числу Σ(𝑛). Нетрудно заметить, что для этого достаточно, чтоб на диагоналях
находились подходящие наборы базовой матрицы 𝐵𝑛, для чего, по всей видимости, будет
требоваться наличие одинаковых трансверсалей у совместимых покрывающих совокупно-
стейΩ иΠ. Необходимость и достаточность данного условия является предметом текущих
исследований авторов.

Следующее утверждение позволяет обойти необходимость наличия подходящих на-
боров на диагоналях магического квадрата нечетного порядка.

Утверждение 1. Пусть 𝑛 = 2𝑘 + 1, где 𝑘 — некоторое натуральное число, то-
гда для базовой матрицы 𝐵𝑛 справедливо следующие соотношение:

∑︀2𝑘+1
𝑗=1 𝑏𝑘+1,𝑗 =

=
∑︀2𝑘+1

𝑖=1 𝑏𝑖,𝑘+1 = Σ(𝑛)

Доказательство. Рассмотрим центральную строку базовой матрицы 𝐵𝑛:∑︀2𝑘+1
𝑗=1 𝑏𝑘+1,𝑗 =

∑︀2𝑘+1
𝑗=1 [(2𝑘 + 1)(𝑘 + 1 − 1) + 𝑗] = (2𝑘 + 1)2𝑘 + (2𝑘+1)(2𝑘+2)

2
= (2𝑘 + 1) ×

×(2𝑘2 + 𝑘 + 𝑘 + 1) = (2𝑘 + 1)4𝑘
2+4𝑘+1+1

2
= {𝑛 = 2𝑘 + 1} = 𝑛𝑛2+1

2
= Σ(𝑛).

Рассмотрим центральный столбец базовой матрицы 𝐵𝑛:
∑︀2𝑘+1

𝑖=1 𝑏𝑖,𝑘+1 =

=
∑︀2𝑘+1

𝑖=1 [(2𝑘+1)(𝑖− 1)+ 𝑘+1] = (2𝑘+1)[ (2𝑘+1)2𝑘
2

+ 𝑘+1] = (2𝑘+1)[2𝑘2] + 𝑘+ 𝑘+1 =

= 2𝑘+1
2

[(2𝑘 + 1)2 + 1] = {𝑛 = 2𝑘 + 1} = 𝑛𝑛2+1
2

= Σ(𝑛). □
Таким образом, при построении магического квадрата нечетного порядка достаточ-

номодифицировать пункт (iii) построенного выше алгоритма так, что взятые перестановки
гарантируют наличие элементов центральных строки и столбца на диагоналях конструи-
роемой матрицы.

Один из возможных вариантов составления подобных перестановок применим толь-
ко для пары совместимых покрывающих совокупностей Ω и Π базовой матрицы поряд-
ка 𝑛 = 2𝑘 + 1 соответствующих ортогональным латинским квадратам 𝐿 = (𝑙𝑖,𝑗)

𝑛
𝑖,𝑗=1 и

𝑇 = (𝑡𝑖,𝑗)
𝑛
𝑖,𝑗=1 и обладающих следующим свойством: для всякого натурального 𝑗 ≤ 𝑛

и 𝑗 ̸= 𝑘 + 1 существуют натуральные 𝑖, 𝑖′, 𝑗′( ̸= 𝑘 + 1) ≤ 𝑛 такие, что 𝑙𝑘+1,𝑗 = 𝑙𝑖,𝑘+1,
𝑙𝑘+1,𝑗′ = 𝑙𝑖′,𝑘+1, 𝑡𝑘+1,𝑗 = 𝑡𝑖′,𝑘+1 и 𝑡𝑘+1,𝑗′ = 𝑡𝑖,𝑘+1. В этом случае будем говорить, что совме-
стимые покрывающие совокупности Ω и Π удовлетворяют условию A.

Фактически условие A означает, что образованное латинскими квадратами 𝐿 и 𝑇
множество упорядоченных пар {(𝑙𝑘+1,𝑗, 𝑡𝑖,𝑘+1)|𝑖, 𝑗(̸= 𝑘 + 1) = 1, 𝑛} можно разбить на 𝑘
непересекающихся подмножеств вида {(𝑥1, 𝑦1), (𝑥1, 𝑦2), (𝑥2, 𝑦1), (𝑥2, 𝑦2)}. Следует заме-
тить, что хотя условие A существенно сужает возможность произвольного выбора пары
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совместимых покрывающих совокупностей Ω = {𝛼𝑝}𝑛𝑝=1 и Π = {𝛽𝑞}𝑛𝑞=1, но каждый из
подходящих наборов 𝛼𝑖, 𝛽𝑗 , 𝑖, 𝑗 = 1, 𝑛 содержит в себе ровно по одному элементу из 𝑘+1
строки и 𝑘+1 столбца базовой матрицы𝐵𝑛, за исключением пары наборов𝛼𝑝, 𝛽𝑞 таких, что
𝑏𝑘+1,𝑘+1 ∈ 𝛼𝑝 ∩ 𝛽𝑞. Следующее утверждение гарантирует, что для любого нечетного 𝑛 ≥ 3
найдется пара совместимых покрывающих совокупностей, удовлетворяющих условию A.

Утверждение 2. Для каждого нечетного натурального 𝑛 ≥ 3 существует пара
совместимых покрывающих совокупностей Ω = {𝛼𝑝}𝑛𝑝=1 и Π = {𝛽𝑞}𝑛𝑞=1 удовлетворяю-
щих условию A.

Доказательство. Для доказательства данного утверждения достаточно постро-
ить пару ортогональных латинских квадратов таких, что для каждого натурального 𝑗 ≤ 𝑛
и 𝑗 ̸= 𝑘 + 1 существуют натуральные 𝑖, 𝑖′, 𝑗′(̸= 𝑘 + 1) ≤ 𝑛 такие, что 𝑙𝑘+1,𝑗 = 𝑙𝑖,𝑘+1,
𝑙𝑘+1,𝑗′ = 𝑙𝑖′,𝑘+1, 𝑡𝑘+1,𝑗 = 𝑡𝑖′,𝑘+1 и 𝑡𝑘+1,𝑗′ = 𝑡𝑖,𝑘+1.

Рассмотрим квадратные матрицы 𝐿 = (𝑙𝑖,𝑗)
𝑛
𝑖,𝑗=1 и 𝑇 = (𝑡𝑖,𝑗)

𝑛
𝑖,𝑗=1 порядка 𝑛 = 2𝑘 + 1,

удовлетворяющие следующим условиям:

𝑙𝑖,𝑗 = 𝑗 − 1− 𝑘(𝑖− 1)( mod 2𝑘 + 1); 𝑡𝑖,𝑗 = 𝑖− 1− 2(𝑗 − 1)( mod 2𝑘 + 1)

Прежде всего покажем, что данные матрицы являются латинскими квадратами. Так
как 𝑘 и 2𝑘 + 1 являются взаимно простыми числами, то при любом фиксированном 𝑗
выражение 𝑘(𝑖−1)( mod 2𝑘+1) пробегает полную систему вычетов по модулю𝑛 = 2𝑘+1,
а значит в каждом столбце матрицы 𝐿 находятся все натуральные числа от 0 до 2𝑘. При
любомфиксированном 𝑖 выражение 𝑗 также пробегает полную систему вычетов по модулю
𝑛 = 2𝑘 + 1, следовательно, каждая строка матрицы 𝐿 содержит все натуральные числа от
0 до 2𝑘. Таким образом, матрица 𝐿 является латинским квадратом. Аналогично учитывая,
что 2 и 2𝑘+1 взаимно простые числа, получаем, что матрица 𝑇 также является латинским
квадратом.

Покажем, что латинские квадраты 𝐿 = (𝑙𝑖,𝑗)
𝑛
𝑖,𝑗=1 и 𝑇 = (𝑡𝑖,𝑗)

𝑛
𝑖,𝑗=1 образуют ортого-

нальную пару. Предположим, что это не так, тогда существует пара различных ячеек с
координатами (𝑖, 𝑗) и (𝑥, 𝑦) таких, что упорядоченные пары образованные в этих ячей-
ках совпадают, т.е. (𝑙𝑖,𝑗, 𝑡𝑖,𝑗) = (𝑙𝑥,𝑦, 𝑡𝑥,𝑦). Данное равенство образует следующую систему
сравнений: {︃

𝑗 − 1− 𝑘(𝑖− 1) ≡ 𝑦 − 1− 𝑘(𝑥− 1)( mod 2𝑘 + 1)

𝑖− 1− 2(𝑗 − 1) ≡ 𝑥− 1− 2(𝑦 − 1)( mod 2𝑘 + 1)
⇒

{︃
𝑗 − 𝑦 ≡ 𝑘(𝑖− 𝑥)( mod 2𝑘 + 1)

𝑖− 𝑥 ≡ 2(𝑗 − 𝑦)( mod 2𝑘 + 1)

Значит 𝑗 − 𝑦 ≡ 2𝑘(𝑗 − 𝑦)( mod 2𝑘 + 1), откуда получаем (2𝑘 − 1)(𝑗 − 𝑦) ≡ 0(
mod 2𝑘+1), что учитывая, что числа 2𝑘−1 и 2𝑘+1 взаимно простые, означает равенство
𝑗 = 𝑦, а значит и 𝑖 = 𝑥. Таким образом, получили, что латинские квадраты 𝐿 и 𝑇 образуют
различные упорядоченныепары (𝑙𝑖,𝑗, 𝑡𝑖,𝑗)для всех 𝑖, 𝑗 = 1, 𝑛, следовательно𝐿и𝑇 являются
ортогональными латинскими квадратами.

Зафиксируем произвольное 𝑗(̸= 𝑘+1) и покажем, что существуют 𝑖, 𝑖′, 𝑗′ такие, что
соотношения, требуемые в условии A, будут соблюдаться.

Заметим, что

𝑙𝑘+1,𝑗 ≡ 𝑗 − 1− 𝑘2( mod 2𝑘 + 1); 𝑙𝑖,𝑘+1 ≡ 𝑘 − 𝑘(𝑖− 1)( mod 2𝑘 + 1);
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𝑡𝑘+1,𝑗 = 𝑘 − 2(𝑗 − 1)( mod 2𝑘 + 1); 𝑡𝑖,𝑘+1 = 𝑖− 1− 2𝑘( mod 2𝑘 + 1)

Тогда условие 𝑙𝑘+1,𝑗 = 𝑙𝑖,𝑘+1 эквивалентно 𝑗 − 1− 𝑘2 ≡ 𝑘 − 𝑘(𝑖− 1)( mod 2𝑘 + 1),
откуда получаем 𝑗 ≡ 2𝑘+1+𝑘2−𝑘𝑖( mod 2𝑘+1). Это означает, что в латинском квадрате
𝐿 равные значения находятся в клетках с координатами (𝑖, 𝑘 + 1) и (𝑘 + 1, (𝑘 + 1)2 − 𝑘𝑖).

Условие 𝑡𝑘+1,𝑗′ = 𝑡𝑖,𝑘+1 эквивалентно 𝑖 − 1 − 2𝑘 ≡ 𝑘 − 2(𝑗′ − 1)( mod 2𝑘 + 1),
следовательно, 2𝑗′ ≡ 3(𝑘 + 1)− 𝑖( mod 2𝑘 + 1).

Условие 𝑡𝑘+1,𝑗 = 𝑡𝑖′,𝑘+1 учитывая, что 𝑗 ≡ 2𝑘+1+𝑘2−𝑘𝑖( mod 2𝑘+1) эквивалентно
𝑖′ − 1− 2𝑘 ≡ 𝑘 − 2𝑘2 − 4𝑘 + 2𝑘𝑖( mod 2𝑘 + 1), откуда получаем 𝑖′ ≡ 1− 𝑘 − 2𝑘2 + 2𝑘𝑖(
mod 2𝑘 + 1).

Проверим теперь выполняется ли последнее условие 𝑙𝑘+1,𝑗′ = 𝑙𝑖′,𝑘+1 при найденных
значениях 𝑖, 𝑖′, 𝑗′:

2𝑙𝑘+1,𝑗′ = 2𝑙𝑖′,𝑘+1 ⇔ 2𝑘 − 2𝑘(2𝑘𝑖− 𝑘 − 2𝑘2) ≡ 3𝑘 + 1− 𝑖− 2𝑘2( mod 2𝑘 + 1) ⇔

4𝑘3+4𝑘2−𝑘−1+𝑖−4𝑘2𝑖 = (𝑘+1−𝑖)(4𝑘2−1) = (𝑘+1−𝑖)(2𝑘−1)(2𝑘+1) ≡ 0( mod 2𝑘+1)

.
Из справедливости последнего сравнения следует, что для каждого 𝑗(̸= 𝑘 + 1) най-

дутся 𝑖, 𝑖′, 𝑗′, при которых выполняются требуемые условия. Таким образом, соответству-
ющие построенным латинским квадратам𝐿 и 𝑇 совместимые покрывающие совокупности
Ω и Π удовлетворяют условию A.

□
Пусть 𝐿 = (𝑙𝑖,𝑗)

𝑛
𝑖,𝑗=1 и 𝑇 = (𝑡𝑖,𝑗)

𝑛
𝑖,𝑗=1 образуют пару ортогональных латинских квад-

ратов, а Ω = {𝛼𝑝}𝑛𝑝=1 и Π = {𝛽𝑞}𝑛𝑞=1 являются совместимыми покрывающими совокупно-
стями, которые соответствуют латинским квадратам 𝐿 и 𝑇 , соответственно, причем Ω иΠ
удовлетворяют условию A. Пару перестановок (𝑖1 𝑖2 ... 𝑖𝑛) и (𝑗1 𝑗2 ... 𝑗𝑛) набора (1 2 ... 𝑛)
будем называть A-ассоциированной парой перестановок к Ω и Π, если выполняются сле-
дующие условия:

(i) 𝑖𝑘+1 = 𝑙𝑘+1,𝑘+1 + 1, 𝑗𝑘+1 = 𝑡𝑘+1,𝑘+1 + 1;

(ii) для каждого натурального 𝑝(̸= 𝑘+1) ≤ 𝑛 существуют 𝑗, 𝑖, 𝑖′, 𝑗′(̸= 𝑘+1) ≤ 𝑛 такие,
что 𝑖𝑝 − 1 = 𝑙𝑘+1,𝑗 = 𝑙𝑖,𝑘+1, 𝑖𝑛+1−𝑝 − 1 = 𝑙𝑘+1,𝑗′ = 𝑙𝑖′,𝑘+1, 𝑗𝑝 − 1 = 𝑡𝑘+1,𝑗 = 𝑡𝑖′,𝑘+1 и
𝑗𝑛+1−𝑝 − 1 = 𝑡𝑘+1,𝑗′ = 𝑡𝑖,𝑘+1.

Нетрудно заметить, что для каждой пары совместимых покрывающих совокупностей
Ω и Π удовлетворяющих условию A существует 𝑘!22𝑘 = (𝑛−1

2
)! · 2𝑛−1 различных A -

ассоциированных упорядоченных пар перестановок.
Сформулируем теперь алгоритм, который позволяет строить магические квадраты

нечетного порядка за счет контроля расположения элементов на диагоналях получаемой
матрицы.

Алгоритм2.Для построенияматрицы𝐴 = (𝑎𝑖,𝑗)
𝑛
𝑖,𝑗=1 ∈ M(𝑛), являющейсямагиче-

ским квадратом нечетного порядка 𝑛 = 2𝑘+1 ≥ 3, достаточно выполнить следующую
последовательность действий:

(i) Построить две совместимые покрывающие совокупности Ω и Π, удовлетворяю-
щие условию A.

(ii) Пронумеровать подходящие наборы каждой из покрывающих совокупностей от 1
до 𝑛: 𝛼𝑖 ∈ Ω, 𝑖 = 1, 𝑛, 𝛽𝑗 ∈ Π, 𝑗 = 1, 𝑛.
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(iii) Взять пару A-ассоциированных перестановок (𝑖1 𝑖2 ... 𝑖𝑛) и (𝑗1 𝑗2 ... 𝑗𝑛) к Ω и Π
(для удобства их можно записать напротив строк и столбцов конструируемой
матрицы).

(iv) Заполнить ячейки конструируемой матрицы так, что каждый ее элемент 𝑎𝑡,𝑝
определяется следующим соотношением: 𝑎𝑡,𝑝 = 𝛼𝑖𝑡 ∩ 𝛽𝑗𝑝 .

Доказательство.

1) Возможность построения двух совместимых покрывающих совокупностей удо-
влетворяющих условию A непосредственно следует из утверждения 2.

2) Данный пункт алгоритма выполним всегда.
3) Так как Ω = {𝛼𝑝}𝑛𝑝=1 и Π = {𝛽𝑞}𝑛𝑞=1 удовлетворяют условию A, то латинские

квадраты 𝐿 = (𝑙𝑖,𝑗)
𝑛
𝑖,𝑗=1 и 𝑇 = (𝑡𝑖,𝑗)

𝑛
𝑖,𝑗=1, которым соответствуют Ω и Π, являются орто-

гональной парой латинских квадратов и для каждого натурального 𝑗 ≤ 𝑛 и 𝑗 ̸= 𝑘 + 1
существуют натуральные 𝑖, 𝑖′, 𝑗′(̸= 𝑘 + 1) ≤ 𝑛 такие, что 𝑙𝑘+1,𝑗 = 𝑙𝑖,𝑘+1, 𝑙𝑘+1,𝑗′ = 𝑙𝑖′,𝑘+1,
𝑡𝑘+1,𝑗 = 𝑡𝑖′,𝑘+1 и 𝑡𝑘+1,𝑗′ = 𝑡𝑖,𝑘+1.

Рассмотрим пару перестановок (𝑖1 𝑖2 ... 𝑖𝑛) и (𝑗1 𝑗2 ... 𝑗𝑛) набора (1 2 ... 𝑛), опреде-
ленных следующим образом:

(i) 𝑖𝑘+1 = 𝑙𝑘+1,𝑘+1 + 1, 𝑗𝑘+1 = 𝑡𝑘+1,𝑘+1 + 1.

(ii) для каждого натурального 𝑝 ≤ 𝑘 выполняются соотношения 𝑖𝑝 − 1 = 𝑙𝑘+1,𝑝 = 𝑙𝑖,𝑘+1,
𝑖𝑛+1−𝑝 − 1 = 𝑙𝑘+1,𝑗′ = 𝑙𝑖′,𝑘+1, 𝑗𝑝 − 1 = 𝑡𝑘+1,𝑝 = 𝑡𝑖′,𝑘+1 и 𝑗𝑛+1−𝑝 − 1 = 𝑡𝑘+1,𝑗′ = 𝑡𝑖,𝑘+1,
где 𝑖, 𝑖′, 𝑗′(̸= 𝑘 + 1) ≤ 𝑛 существуют, так как Ω и Π удовлетворяют условию A.

Таким образом, введенные выше перестановки являются A-ассоциированными пе-
рестановками к Ω и Π.

4) Возможность выполнения данного пункта непосредственно следует из определе-
ния 4 совместимых покрывающих совокупностей Ω и Π.

Аналогично доказательству Алгоритма 1 получаем, что матрица 𝐴, удовлетворя-
ющая условиям построения, является полумагическим квадратом. Покажем, что суммы
элементов на диагоналях матрицы 𝐴 равны Σ(𝑛).

Рассмотрим элемент 𝑎𝑝,𝑝 сконструированной матрицы 𝐴. Согласно пункту (iv) усло-
вий построения получаем, что 𝑎𝑝,𝑝 = 𝛼𝑖𝑝∩𝛽𝑗𝑝 , тогда 𝑎𝑝,𝑝 = 𝑏𝑖,𝑗 такому, что 𝑙𝑖,𝑗 = 𝑖𝑝−1, 𝑡𝑖,𝑗 =
𝑗𝑝−1. Но так как (𝑖1 𝑖2 ... 𝑖𝑛) и (𝑗1 𝑗2 ... 𝑗𝑛) являютсяA-ассоциированной парой перестано-
вок кΩ иΠ, то при 𝑝 = 𝑘+1 получаем, что 𝑖𝑝−1 = 𝑙𝑘+1,𝑘+1, 𝑗𝑝−1 = 𝑡𝑘+1,𝑘+1, т.е. искомый
элемент базовой матрицы 𝑏𝑖,𝑗 = 𝑏𝑘+1,𝑘+1. А если 𝑝 ̸= 𝑘+1, то 𝑖𝑝−1 = 𝑙𝑘+1,𝑗′, 𝑗𝑝−1 = 𝑡𝑘+1,𝑗′,
для некоторого 𝑗′, значит искомый элемент 𝑏𝑖,𝑗 = 𝑏𝑘+1,𝑗′. Таким образом, элементы, на-
ходящиеся на главной диагонали матрицы 𝐴, являются элементами 𝑘 + 1 строки базовой
матрицы, а учитывая, что все они различны и их ровно 𝑛, то согласно утверждению 1
их сумма равна Σ(𝑛). Из аналогичных соображений следует, что на побочной диагонали
матрицы 𝐴 находятся 𝑛 различных элементов 𝑘+1 столбца базовой матрицы, а значит их
сумма также равна Σ(𝑛).

Таким образом, показали, что матрица 𝐴, построенная согласно введенному выше
алгоритму, является магическим квадратом. □

Замечание 1. Найденная взаимосвязь между покрывающими совокупностями и ла-
тинскими квадратами позволила авторам использовать результатыматематической теории
латинских квадратов для усовершенствования и, как следствие, распространения алгорит-
ма конструирования полумагических квадратов введенного в [5].
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Замечание 2. Заметим, что построенный в данной работе алгоритм конструиро-
вания магических квадратов нечетного порядка в значительной мере опирается на ре-
зультат утверждения 1 и требует использования искусственной конструкции условий A,
позволяющей так упорядочить подходящие наборы, что на главной и побочной диагона-
лях гарантированно появляются элементы из центральных столбца и строки. Очевидно,
что подобный подход не может работать для построения магических квадратов четного
порядка ввиду отсутствия аналога утверждения 1. Тем не менее, текущие исследования
авторов позволяют рассчитывать, что конструкцию алгоритма удастся распространить и
на случай матриц четного порядка. Соблюдение же ограничений на сумму элементов,
находящихся на диагоналях конструируемой матрицы, по видиму, удастся выполнить за
счет существования двух общих трансверсалей у используемых в алгоритме совместимых
покрывающих совокупностей.

Замечание 3. Говоря о количестве конструируемых полумагических квадратов при
помощи построенного выше алгоритма следует отметить следующее:

(i) Полумагический квадрат, построенный при помощи Алгоритма 1, не может быть по-
строен при помощи двух различных пар совместимых покрывающих совокупностей.
Таким образом, каждая пара совместимых покрывающих совокупностей порождает
уникальный набор полумагических квадратов.

(ii) Каждой покрывающей совокупности соответствует 𝑛! различных латинских квад-
ратов, так как нумерация подходящих наборов не существенна при составлении
покрывающей совокупности.

(iii) Каждой паре совместимых покрывающих совокупностей построенный алгоритм да-
ет (𝑛!)2

4
различных полумагических квадратов (учитывая произвольность перестано-

вок из пункта (iii) Алгоритма 1, а также повороты и отражения).

Таким образом, обозначив количество пар ортогональных латинских квадратов поряд-
ка 𝑛 через OLSq(n), получаем, что общее количество конструируемых полумагических
квадратов порядка 𝑛 при помощи Алгоритма 1 равно (𝑛!)2

4(𝑛!)2
· OLSq(n) = OLSq(n)

4
.

Примеры применения алгоритмов к построению полумагических и магических
квадратов. В данном параграфе будут проиллюстрированы в действии разработанные
в статье алгоритмы построения магических и полумагических квадратов. Рассмотрим
Алгоритм 1. Для выбора пары совместимых покрывающих совокупностей возьмем два
ортогональных латинских квадрата 𝐿10 и 𝑇10 порядка 10, построенных Е. Т. Паркером в
работе [12], поставившей точку в вопросе о существовании пар ортогональных латинских
квадратов заданного порядка 𝑛.

На рисунке 1 приведена базовая матрица 𝐵10, а на рисунке 2 — пара ортогональных
латинских квадрата 𝐿10 и 𝑇10.

Согласно определению соответствия латинских квадратов 𝐿10 и 𝑇10 и покрываю-
щих совокупностей Ω10 и Π10, сопоставляя рисунки 1–2, получаем следующий список
подходящих наборов:

Ω10:𝛼1 = {1, 19, 30, 35, 48, 53, 62, 77, 86, 94},𝛼2 = {3, 12, 29, 40, 46, 58, 64, 71, 87, 95},
𝛼3 = {5, 14, 23, 39, 50, 57, 68, 72, 81, 96}, 𝛼4 = {8, 16, 25, 34, 49, 60, 61, 73, 82, 97},
𝛼5 = {2, 18, 27, 36, 45, 59, 70, 70, 74, 83, 91},𝛼6 = {10, 13, 28, 31, 47, 56, 69, 75, 84, 92},
𝛼7 = {9, 20, 24, 38, 42, 51, 67, 76, 85, 93}, 𝛼8 = {4, 15, 26, 37, 41, 52, 63, 78, 90, 99},
𝛼9 = {7, 11, 22, 33, 44, 55, 66, 79, 88, 100} и𝛼10 = {6, 17, 21, 32, 43, 54, 65, 80, 89, 98}.
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Рис. 1. базовая матрица 𝐵10

Рис. 2. Пара ортогональных латинских
квадратов 𝐿10 и 𝑇10

Π10:𝛽1 = {1, 15, 22, 38, 43, 60, 69, 74, 87, 96},𝛽2 = {9, 12, 26, 33, 48, 54, 70, 75, 81, 97},
𝛽3 = {10, 19, 23, 37, 44, 58, 65, 76, 82, 91}, 𝛽4 = {6, 20, 29, 34, 41, 55, 68, 77, 83, 92},
𝛽5 = {8, 17, 30, 39, 45, 52, 66, 71, 84, 93}, 𝛽6 = {7, 18, 21, 40, 49, 56, 63, 72, 85, 94},
𝛽7 = {4, 11, 28, 32, 50, 59, 67, 73, 86, 95}, 𝛽8 = {2, 13, 24, 35, 46, 57, 61, 78, 89, 100},
𝛽9 = {3, 14, 25, 36, 47, 51, 62, 79, 90, 98} и 𝛽10 = {5, 16, 27, 31, 42, 53, 64, 80, 88, 99}.

Рис. 3. Полумагический квадрат

Как было отмечено выше, совместимыепокры-
вающие совокупности Ω10 и Π10 порождают (10!)2

4

уникальных магических квадрата. На рисунке 3 при-
веден пример полумагического квадрата, образо-
ванного Ω10 и Π10 упорядоченных с помощью пере-
становок (1 3 5 7 9 10 8 6 4 2) и (2 4 6 8 10 9 7 5 3 1),
согласно пункта (iii) Алгоритма 1.

Для иллюстрации действия Алгоритма 2 нам
необходимо построить пару совместимых покрыва-
ющих совокупностей, удовлетворяющих условиюA.
Для этого применим технику, разработанную при
доказательстве утверждения 2.

Пусть𝑛 = 7, тогда элементы пары необходимых ортогональных латинских квадратов
𝐿7 = (𝑙𝑖,𝑗)

7
𝑖,𝑗=1 и 𝑇7 = (𝑡𝑖,𝑗)

7
𝑖,𝑗=1 можно определить следующими соотношениями:

𝑙𝑖,𝑗 = 𝑗 − 1− 3(𝑖− 1)( mod 7); 𝑡𝑖,𝑗 = 𝑖− 1− 2(𝑗 − 1)( mod 7)

На рисунке 4 изображены составленные соответствующим образом латинские квад-
раты, а на рисунке 5 приведена базовая матрица 𝐵7.

Аналогично предыдущему примеру, сопоставляя рисунки 4–5, получаем следующий
список подходящих наборов покрывающих совокупностей Ω7 и Π7:

Ω7: 𝛼1 = {1, 11, 21, 24, 34, 37, 47}, 𝛼2 = {2, 12, 15, 25, 35, 38, 48}, 𝛼3 =
{3, 13, 16, 26, 29, 39, 49}, 𝛼4 = {4, 14, 17, 27, 30, 40, 43}, 𝛼5 = {5, 8, 18, 28, 31, 41, 44}, 𝛼6 =
{6, 9, 19, 22, 32, 42, 45} и 𝛼7 = {7, 10, 20, 23, 33, 36, 46}.

Π7: 𝛽1 = {1, 12, 16, 27, 31, 42, 46}, 𝛽2 = {4, 8, 19, 23, 34, 38, 49}, 𝛽3 =
{7, 11, 15, 26, 30, 41, 45}, 𝛽4 = {3, 14, 18, 22, 33, 37, 48}, 𝛽5 = {6, 10, 21, 25, 29, 40, 44}, 𝛽6 =
{2, 13, 17, 28, 32, 36, 47} и 𝛽7 = {5, 9, 20, 24, 35, 39, 43}.
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Рис. 4. Пара ортогональных латинских
квадратов 𝐿7 и 𝑇7

Рис. 5. Базовая матрица 𝐵7

Рис. 6. Магический квадрат

Для построения A-ассоциированных переста-
новок (𝑖1 𝑖2 ... 𝑖𝑛) и (𝑗1 𝑗2 ... 𝑗𝑛) отметим следующие
четверки связанных латинскими квадратами 𝐿7 и 𝑇7
элементов центральных строки и столбца базовой
матрицы:
{4, 23, 27, 46} образована попарными пересечения-
ми подходящих наборов 𝛼4, 𝛼7, 𝛽1, 𝛽2;
{11, 24, 26, 39} образована попарными пересечени-
ями подходящих наборов 𝛼1, 𝛼3, 𝛽3, 𝛽7;
{18, 22, 28, 32} образована попарными пересечениями подходящих наборов 𝛼5, 𝛼6, 𝛽4, 𝛽6.

Учитывая полученные сведения составим пару A-ассоциированных перестановок
(𝑖1 𝑖2 ... 𝑖𝑛) = (4 3 6 2 5 1 7) и (𝑗1 𝑗2 ... 𝑗𝑛) = (2 3 4 5 6 7 1).

Полученный магический квадрат в результате действий Алгоритма 2 представлен на
рисунке 6.
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УДК 517.983.36

ОБ АПРИОРНЫХ ОЦЕНКАХ ДЛЯ ТЕНЗОРНОГО ПРОИЗВЕДЕНИЯ ДВУХ
ОБЫКНОВЕННЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ПОЛИНОМОВ С
ЕДИНСТВЕННЫМКРАТНЫМ ВЕЩЕСТВЕННЫМНУЛЕМ

© 2022. Д.В. Лиманский

Рассматривается линейное пространство минимальных дифференциальных полиномов от двух пере-
менных, подчиненных в 𝐿∞(R2)-норме тензорному произведению двух обыкновенных дифференциальных
операторов, символы которых обладают свойством: все их нули вещественны и лишь один из них кратный.
Доказано, что размерность указанного пространства равна двум, т. е. является минимально возможной.

Ключевые слова: априорная оценка, дифференциальный полином, тензорное произведение, много-
угольник Ньютона.

§ 1. Введение. Пусть Ω — область в R𝑛, 𝑝 ∈ [1,∞]. Рассматривается задача об
описании линейного пространства L𝑝,Ω(𝑃 ) минимальных дифференциальных операторов
𝑄(𝐷), подчиненных данному дифференциальному полиному 𝑃 (𝐷) в 𝐿𝑝(Ω)–норме, т. е.
пространство операторов 𝑄(𝐷), удовлетворяющих априорной оценке

‖𝑄(𝐷)𝑓‖𝐿𝑝(Ω) ⩽ 𝐶1‖𝑃 (𝐷)𝑓‖𝐿𝑝(Ω) + 𝐶2‖𝑓‖𝐿𝑝(Ω), 𝑓 ∈ 𝐶∞
0 (Ω), (1)

с некоторыми постоянными 𝐶1, 𝐶2 > 0, не зависящими от выбора 𝑓 .
Легко видеть, что пространство L𝑝,Ω(𝑃 ) конечномерно. Это вытекает из того, что

степень многочлена 𝑄(𝜉) не превышает степени многочлена 𝑃 (𝜉); в противном случае
оценка (1) легко приводится к противоречию (см. [1, 2]). Отметим, что пространство
L𝑝,Ω(𝑃 ) минимально в том и только в том случае, когда оно является линейной оболочкой
оператора 𝑃 (𝐷) и тождественного оператора 𝐼 .

Задача об описании пространства L𝑝,Ω(𝑃 ) была исчерпывающе решена Л. Хёрман-
дером [3] в случае 𝑝 = 2 и ограниченной области Ω. Применяя этот критерий, Хёрмандер
доказал, что для тензорного произведения 𝑃 (𝐷) = 𝑃1(𝐷)⊗𝑃2(𝐷) двух дифференциаль-
ных операторов 𝑃1(𝐷) и 𝑃2(𝐷), действующих по различным группам переменных, т. е.
для оператора вида

𝑃 (𝐷) = 𝑃1(𝐷)⊗ 𝑃2(𝐷) := 𝑃1(𝐷1, . . . , 𝐷𝑝1 , 0, . . . , 0) 𝑃2(0, . . . , 0, 𝐷𝑝1+1, . . . , 𝐷𝑛), (3)

пространство L2,Ω(𝑃 ) совпадает с линейной оболочкой произведений операторов из
L2,Ω(𝑃𝑘), 𝑘 = 1, 2, т. е. равно тензорному произведению этих линейных пространств,
L2,Ω(𝑃 ) = L2,Ω(𝑃1)⊗ L2,Ω(𝑃2).

Пусть теперь 𝑝 = ∞ и Ω = R𝑛. Пространство L∞,R𝑛(𝑃 ) будем далее обозначать
L (𝑃 ). Из результатовМ.М.Маламуда [4] и де Лю иМиркила [5] (см. также [6]) вытекает,
что для эллиптического оператора 𝑃 (𝐷) порядка 𝑙 базис пространства L (𝑃 ) образуют
𝑃 (𝐷) и дифференциальные мономы {𝐷𝛼}|𝛼|<𝑙.

Будем называть полином 𝑃 (𝜉) невырожденным, если он не имеет вещественных ну-
лей, т. е.𝑃 (𝜉) ̸= 0 при 𝜉 ∈ R𝑛. В связи с вышеприведеннымрезультатомХёрмандера возни-
кает задача об описании пространстваL (𝑃 ) для операторов вида 𝑃 (𝐷) = 𝑃1(𝐷)⊗𝑃2(𝐷).
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В [6] автором и М.М. Маламудом получено утверждение для эллиптических операторов
𝑃1(𝐷) и 𝑃2(𝐷), полные символы 𝑃1(𝜉) и 𝑃2(𝜉) которых невырождены. В этом случае про-
странство L (𝑃 ) будет таким же, как и у Хёрмандера, т. е. L (𝑃 ) = L (𝑃1)⊗L (𝑃2). Но в
случае, если сомножители эллиптичны и однородны, размерность пространстваL (𝑃 ) ми-
нимальна, т. е. dimL (𝑃 ) = 2, хотя размерность каждого из пространств L (𝑃1) и L (𝑃2)
максимально возможная [7].

Далее будем рассматривать случай 𝑛 = 2, т. е. тензорного произведения двух обык-
новенных дифференциальных полиномов:

𝑃 (𝐷1, 𝐷2) := 𝑝1(𝐷1)⊗ 𝑝2(𝐷2). (2)

В работе автора [8] было получено описание пространства L (𝑃 ) для случая, когда сим-
вол первого сомножителя 𝑝1(𝜉1) имеет специальный вид (все его нули вещественные и
простые). Оказалось, что в этом случае размерность пространства L (𝑃 ) тем меньше, чем
больше вещественных нулей (с учетом их кратности) имеет символ второго сомножителя
𝑝2(𝜉2). В частности, было доказано, что dimL (𝑃 ) максимальна, когда полином 𝑝2(𝜉2)
невырожден, и минимальна, если все нули полинома 𝑝2(𝜉2) вещественны. Продолжая ис-
следования из [8], в работе [9] пространство L (𝑃 ) было описано еще для ряда случаев:
например, когда символ 𝑝1(𝜉1) первого сомножителя— дифференциальный моном, а сим-
вол второго сомножителя 𝑝2(𝜉2) невырожден. Далее, в работе автора [10] пространство
L (𝑃 ) описано для дифференциальных полиномов 𝑃 (𝐷) вида (2), символы которых не
имеют кратных вещественных нулей.

Наиболее трудным, по-видимому, является тот случай, когда символы обоих со-
множителей 𝑝1(𝜉) и 𝑝2(𝜉2) в (2) содержат кратные вещественные нули. Примеры такого
тензорного произведения разобраны в работах автора [9] и [11]: там 𝑝1(𝜉) и 𝑝2(𝜉2) являют-
ся конкретными полиномами четвертого-пятого порядков, все нули которых вещественны,
и среди них есть кратные.

Основным результатом настоящей работы является следующий. Рассматривается
случай, когда нули каждого из символов-сомножителей вещественные, причем среди них
ровно один нуль произвольной кратности, а остальные — простые. Оказалось, что в этом
случае размерность пространства L (𝑃 ) минимальна, т. е. dimL (𝑃 ) = 2 (теорема 3). По-
видимому, тот же ответ справедлив и в общем случае (когда кратных вещественных нулей
произвольное количество), но доказать этого пока не удалось. Отметим, что доказатель-
ство теоремы 3 опирается на весь спектр известных методов— от алгебро-аналитических
(разложение полиномов по степеням одночлена, использование свойств преобразования
Фурье и мультипликаторов и т. д.) до геометрических (теорема Бомана [1] и ее обобщения
для многогранника Ньютона системы полиномов [12]). Автор полагает, что такое соеди-
нение всех известных подходов к изучению априорных оценок в 𝐿∞(R𝑛) является ключом
для поиска решения обсуждаемой задачи и в общем виде.

§ 2. Обозначения и вспомогательные утверждения. Пусть N, Z, R и C —
множества соответственно натуральных, целых, вещественных и комплексных чисел;
Z+ := N ∪ {0}, Z𝑛

+ := Z+ × · · · × Z+ (𝑛 сомножителей). Далее, 𝐷𝑘 := −𝑖𝜕/𝜕𝑥𝑘,
𝐷 = (𝐷1, . . . , 𝐷𝑛); для мультииндекса 𝛼 = (𝛼1, . . . , 𝛼𝑛) ∈ Z𝑛

+ положим |𝛼| :=
∑︀𝑛

𝑘=1 𝛼𝑘,
𝐷𝛼 := 𝐷𝛼1

1 . . . 𝐷𝛼𝑛
𝑛 и 𝜉𝛼 := 𝜉𝛼1

1 . . . 𝜉𝛼𝑛
𝑛 , где 𝜉 = (𝜉1, . . . , 𝜉𝑛) ∈ R𝑛. Кроме того, пусть

|𝑥| := (
∑︀𝑛

1 𝑥
2
𝑘)

1/2 и ⟨𝑥, 𝑦⟩ :=
∑︀𝑛

1 𝑥𝑘𝑦𝑘 для 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), 𝑦 = (𝑦1, . . . , 𝑦𝑛) ∈ R𝑛.
Через M𝑝 = M𝑝(R𝑛) будет обозначаться алгебра мультипликаторов в 𝐿𝑝(R𝑛),

𝑝 ∈ [1,∞]; через ̂︀𝑓 (̂︀𝜇) — преобразование Фурье (Фурье – Стилтьеса) функции 𝑓 (ме-
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ры 𝜇). Через 𝐶∞(Ω) обозначается множество функций, бесконечно дифференцируемых в
области Ω ⊂ R𝑛, а через 𝐶∞

0 (Ω)— его подмножество функций, финитных в Ω.
Через deg𝑃 будет обозначаться степень полинома𝑃 (𝜉), через deg𝜉𝑘 𝑃 —его степень

по переменной 𝜉𝑘. Через ‖𝑎𝑗𝑘‖𝑛𝑗,𝑘=1 обозначим 𝑛 × 𝑛-матрицу с элементами 𝑎𝑗𝑘, через
det ‖𝑎𝑗𝑘‖ — ее определитель. Для чисел 𝑚1, . . . ,𝑚𝑛 их определитель Вандермонда будет
обозначаться через 𝑉 (𝑚1, . . . ,𝑚𝑛).

Наконец, обозначим через chK выпуклую оболочку множества K ⊂ R𝑛, а через
N (𝑃 )— многогранник Ньютона (м. Н.) полинома 𝑃 (𝜉).

2.1. Мультипликаторы и априорные оценки.
Определение 1. [13] Пусть F — преобразование Фурье в 𝐿2(R𝑛), 𝑓 := F𝑓 .

Ограниченную измеримую (по Лебегу) функцию Φ : R𝑛 → C называют мультиплика-
тором в 𝐿𝑝(R𝑛), 𝑝 ∈ [1,∞], если оператор свертки 𝑓 → 𝑇Φ𝑓 =: F−1ΦF𝑓 отображает
𝐿𝑝(R𝑛) ∩ 𝐿2(R𝑛) в 𝐿𝑝(R𝑛) и ограничен в 𝐿𝑝(R𝑛).

Мультипликаторы в 𝐿𝑝(R𝑛) образуют алгебру M𝑝 = M𝑝(R𝑛). Очевидно, финит-
ные функции являются мультипликаторами, т. е. 𝐶∞

0 (R𝑛) ⊂ M𝑝, 𝑝 ∈ [1,∞]. Извест-
но полное описание алгебры M𝑝 при 𝑝 = 1, 2,∞. Нас интересует описание алгебры
M1(R𝑛) = M∞(R𝑛), обозначаемой далее M (R𝑛) или просто M (если не возникает
неопределенности, о пространстве какой размерности идет речь).

Предложение 1. [13] Алгебра M есть множество образов конечных борелевских
мер в R𝑛 относительно преобразования Фурье — Стилтьеса:

Φ ∈ M1 = M∞ ⇐⇒ Φ(𝜉) = ̂︀𝜇(𝜉) := ∫︁
R𝑛

𝑒𝑖⟨𝑥,𝜉⟩ 𝑑𝜇(𝑥), 𝜇(R𝑛) <∞. (3)

Следствие 1. [10,13] 1. Функции из M (R𝑛) ограничены и равномерно непрерывны
в R𝑛.

2. Алгебра мультипликаторов M (R𝑛) инвариантна относительно отражений
Φ(𝑥) ↦→ Φ(−𝑥), сдвигов Φ(𝑥) ↦→ Φ(𝑥− ℎ), ℎ ∈ R𝑛 и растяжений Φ(𝑥) ↦→ Φ(𝑟𝑥), 𝑟 > 0.

3. Справедливо включение M (R𝑚) ⊂ M (R𝑛) при𝑚 < 𝑛.
Априорные оценки и мультипликаторы в 𝐿∞(R𝑛) связаны следующим образом.
Теорема 1 (де Лю и Миркила). [5] Пусть 𝑄(𝐷) и 𝑃 (𝐷) — дифференциальные

полиномы, 𝐷 = (𝐷1, . . . , 𝐷𝑛). Тогда априорная оценка

‖𝑄(𝐷)𝑓‖𝐿∞(R𝑛) ⩽ 𝐶1|𝑃 (𝐷)𝑓‖𝐿∞(R𝑛) + 𝐶2‖𝑓‖𝐿∞(R𝑛), 𝑓 ∈ 𝐶∞
0 (R𝑛) (4)

справедлива тогда и только тогда, когда существуют мультипликаторы 𝑀(·), 𝑁(·)
∈ M (R𝑛) такие, что выполняется тождество

𝑄(𝜉) =𝑀(𝜉)𝑃 (𝜉) +𝑁(𝜉), 𝜉 ∈ R𝑛. (5)

Предложение 2. [9] Пусть 𝑄 ∈ L (𝑃 ). Если deg𝜉1 𝑃 = 𝑙, deg𝜉2 𝑃 = 𝑚 и старшие
коэффициенты и полинома 𝑃 (𝜉) по переменным 𝜉2 и 𝜉1 соответственно имеют лишь
вещественные нули, то

𝑄(𝜉) = 𝑐0𝑃 (𝜉) + ̃︀𝑄(𝜉), (6)

где 𝑐0 ∈ C — некоторое число, а deg𝜉1
̃︀𝑄 < 𝑙, deg𝜉2

̃︀𝑄 < 𝑚.
Следующее утверждение доказано в работе [10], хотя и не сформулировано там

явно. Приведем его здесь без доказательства.
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Лемма 1. [10] Пусть символ оператора 𝑃 (𝐷) = 𝑃 (𝐷1, 𝐷2) имеет вещественные
нули 𝜉1 = 𝛼𝑗 , 𝑗 = 1, 𝑝 и 𝜉2 = 𝛽𝑘, 𝑘 = 1, 𝑞, (𝛼𝑗 ̸= 𝛼𝑘 и 𝛽𝑗 ̸= 𝛽𝑘 при 𝑗 ̸= 𝑘), т. е.

𝑃 (𝜉1, 𝜉2) = (𝜉1 − 𝛼1) . . . (𝜉1 − 𝛼𝑝)(𝜉2 − 𝛽1) . . . (𝜉2 − 𝛽𝑞) ̃︀𝑃 (𝜉), (7)

где ̃︀𝑃 (𝜉) — многочлен.
Если оператор 𝑄(𝐷) таков, что 𝑄 ∈ L (𝑃 ), то его символ 𝑄(𝜉) имеет вид

𝑄(𝜉1, 𝜉2) = (𝜉1 − 𝛼1) . . . (𝜉1 − 𝛼𝑝)(𝜉2 − 𝛽1) . . . (𝜉2 − 𝛽𝑞) ̃︀𝑄(𝜉) + 𝑐, (8)

где ̃︀𝑄(𝜉)— многочлен, 𝑐— константа.
2.2. Многоугольник Ньютона, теорема Бомана и ее обобщения.
Определение 2. [14] Пусть K ⊂ R𝑛. Напомним, что выпуклой оболочкой chK

множества K называется наименьшее выпуклое множество в R𝑛, содержащее K (т. е.
пересечение всех выпуклых подмножеств в R𝑛, содержащих K ).

В случае, если множество K конечно, K = {𝑣𝑗}𝑚𝑗=1, его выпуклая оболочка chK
совпадает с множеством всевозможных выпуклых комбинаций точек {𝑣𝑗}𝑚𝑗=1:

𝑣 =
𝑚∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝑣𝑗,
𝑚∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗 = 1, 𝛼𝑗 ⩾ 0, 𝑗 = 1,𝑚.

Если точки {𝑣𝑗}𝑚𝑗=1 линейно независимы, множество chK представляет собой замкнутый
многогранник с вершинами в этих точках.

Рис. 1 Рис. 2

Определение 3. [12,15] ПустьA —конечное подмножество вZ𝑛
+.Многогранником

Ньютона (в случае 𝑛 = 2 — многоугольником Ньютона) полинома 𝑃 (𝜉) =
∑︀

𝛼∈A 𝑎𝛼𝜉
𝛼

будем называть выпуклую оболочку объединения множества A и начала координат 0 =
(0, . . . , 0) и обозначать ее через N (𝑃 ) := ch [A ∪ {0}].

Пример многоугольника Ньютона (м. Н.) на плоскости приведен на рис. 1.
Теорема 2. [9, 12] Если для дифференциальных полиномов 𝑄(𝐷) и 𝑃 (𝐷) справед-

лива априорная оценка (4), то для соответствующих многогранников Ньютона спра-
ведливо включение N (𝑄) ⊂ N (𝑃 ) (см. рис. 2).

2.3. Алгебраические свойства многоугольника Ньютона.
Определение 4. [16] Пусть 𝛼1, . . . , 𝛼𝑝 ∈ R. Напомним, что определителем Вандер-

монда называется определитель вида
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𝑉 (𝛼1, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑝) := det ‖𝛼𝑗−1
𝑖 ‖𝑝𝑖,𝑗=1 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒1 𝛼1 𝛼2

1 . . . 𝛼𝑝−1
1

1 𝛼2 𝛼2
2 . . . 𝛼𝑝−1

2

. . . . . . . . . .
1 𝛼𝑝 𝛼2

𝑝 . . . 𝛼𝑝−1
𝑝

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ .

Из курса алгебры известно, что 𝑉 (𝛼1, . . . , 𝛼𝑝) ̸= 0 тогда и только тогда, когда числа
𝛼1, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑝 попарно различны. Более того, известно, что определитель Вандермонда
равен 𝑉 (𝛼1, . . . , 𝛼𝑝) =

∏︁
𝑖>𝑗

(𝛼𝑖 − 𝛼𝑗), где произведение взято по всевозможным парам

различных индексов (𝑖, 𝑗) (см. [16]).

Лемма 2. Пусть 𝑟 ⩾ 𝑝, 𝛼1, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑝 —попарно различные ненулевые веществен-
ные числа и 𝑥0, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑟 — решение линейной системы уравнений⎧⎪⎨⎪⎩

𝑥0 + 𝑥1𝛼1 + · · ·+ 𝑥𝑟𝛼
𝑟
1 = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝑥0 + 𝑥1𝛼𝑝 + · · ·+ 𝑥𝑟𝛼
𝑟
𝑝 = 0.

(9)

Тогда если для некоторого 𝑖0 ∈ {0, . . . , 𝑟} выполнено 𝑥𝑖0 ̸= 0 и 𝑥𝑖 = 0 при всех 𝑖 < 𝑖0
(если такие значения индекса существуют), то 𝑖0 + 𝑝 ⩽ 𝑟, и среди чисел 𝑥𝑖0+𝑝, . . . , 𝑥𝑟
также есть ненулевые.

Доказательство. Для всех 𝑘 ∈ {1, . . . , 𝑝} сократим 𝑘-е уравнение системы (9)
на 𝛼𝑖0

𝑘 ̸= 0. Получим новую систему⎧⎪⎨⎪⎩
𝑥𝑖0 + 𝑥𝑖0+1𝛼1 + · · ·+ 𝑥𝑟𝛼

𝑟−𝑖0
1 = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝑥𝑖0 + 𝑥𝑖0+1𝛼𝑝 + · · ·+ 𝑥𝑟𝛼
𝑟−𝑖0
𝑝 = 0.

(10)

Покажем сначала, что 𝑖0 + 𝑝 ⩽ 𝑟. Пусть выполнено противное, т. е. 𝑖0 + 𝑝 > 𝑟.
Тогда в системе (10) уравнений не меньше, чем переменных, 𝑝 ⩾ 𝑟 − 𝑖0 + 1. Но уже часть
этой системы, состоящая из первых 𝑟 − 𝑖0 + 1 уравнений, имеет только нулевое решение,
поскольку ее определитель 𝑉 (𝛼1, . . . , 𝛼𝑟−𝑖0+1) ̸= 0. А это противоречит предположению,
что 𝑥𝑖0 ̸= 0.

Теперь покажем, что среди чисел 𝑥𝑖0+𝑝, . . . , 𝑥𝑟 есть ненулевые. Пусть это не так, т. е.
𝑥𝑖 = 0 при 𝑗 = 𝑖0 + 𝑝, . . . , 𝑟. Подставляя эти значения в систему (10), получим⎧⎪⎨⎪⎩

𝑥𝑖0 + 𝑥𝑖0+1𝛼1 + · · ·+ 𝑥𝑖0+𝑝−1𝛼
𝑝−1
1 = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝑥𝑖0 + 𝑥𝑖0+1𝛼𝑝 + · · ·+ 𝑥𝑖0+𝑝−1𝛼
𝑝−1
𝑝 = 0.

(11)

Определитель системы (11) совпадает с определителем Вандермонда 𝑉 (𝛼1, . . . , 𝛼𝑝)
и поэтому отличен от нуля. Значит, система (11) снова имеет только нулевое решение, что
противоречит условию 𝑥𝑖0 ̸= 0. □
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Рис. 3

Назовем прямоугольник на декартовой координат-
ной плоскости целочисленным, если координаты его вер-
шин — целые числа, а стороны параллельны осям ко-
ординат. При этом, по аналогии с матрицами, главной
диагональю такого прямоугольника назовем диагональ,
идущую из левого верхнего в правый нижний его угол
(см. рис. 3).

Предложение 3. Многоугольник Ньютона N (𝑄)
полинома 𝑄(𝜉) вида

𝑄(𝜉1, 𝜉2) = (𝜉1 − 𝛼1) . . . (𝜉1 − 𝛼𝑝) (𝜉2 − 𝛽1) . . . (𝜉2 − 𝛽𝑞) ̂︀𝑄(𝜉1, 𝜉2), (12)

где ̂︀𝑄(𝜉) — некоторый ненулевой полином, {𝛼𝑗}𝑝1 и {𝛽𝑗}𝑞1 — ненулевые вещественные
числа, различные внутри каждого из наборов (т. е. 𝛼𝑗 ̸= 𝛼𝑘 ̸= 0 и 𝛽𝑗 ̸= 𝛽𝑘 ̸= 0 при
𝑗 ̸= 𝑘), содержит главную диагональ целочисленного прямоугольника размера 𝑝× 𝑞.

Доказательство. Из условия вытекает, что полином 𝑄(𝜉) имеет вид

𝑄(𝜉1, 𝜉2) =
𝑟∑︁

𝑖=0

𝑠∑︁
𝑗=0

𝑎𝑖𝑗 𝜉
𝑖
1𝜉

𝑗
2, где 𝑟 ⩾ 𝑝, 𝑠 ⩾ 𝑞. (13)

В силу (12) и (13), для каждого 𝑘 ∈ {1, . . . , 𝑝} имеем

0 ≡ 𝑄(𝛼𝑘, 𝜉2) ≡
𝑠∑︁

𝑗=0

𝜉𝑗2

𝑟∑︁
𝑖=0

𝑎𝑖𝑗𝛼
𝑖
𝑘,

откуда в силу линейной независимости мономов {𝜉𝑗2}𝑠0 получим систему соотношений

𝑟∑︁
𝑖=0

𝑎𝑖𝑗𝛼
𝑖
𝑘 = 0, 𝑗 ∈ {0, . . . , 𝑠}, 𝑘 ∈ {1, . . . , 𝑝}. (14)

Зафиксируем индекс 𝑗 (столбец матрицы коэффициентов ‖𝑎𝑖𝑗‖) и рассмотрим соот-
ношения (14) как линейную систему уравнений для неизвестных {𝑎𝑖𝑗}𝑟𝑖=0:⎧⎪⎨⎪⎩

𝑎0𝑗 + 𝑎1𝑗𝛼1 + · · ·+ 𝑎𝑟𝑗𝛼
𝑟
1 = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝑎0𝑗 + 𝑎1𝑗𝛼𝑝 + · · ·+ 𝑎𝑟𝑗𝛼
𝑟
𝑝 = 0.

(15)

Согласно лемме 2, если 𝑎𝑖0,𝑗 ̸= 0 для некоторого 𝑖0 ∈ {0, . . . , 𝑟} и 𝑎𝑖𝑗 = 0 при всех 𝑖 < 𝑖0
(если такие значения индекса существуют), то 𝑖0 + 𝑝 ⩽ 𝑟, и среди чисел 𝑎𝑖0+𝑝,𝑗, . . . , 𝑎𝑟𝑗
также есть ненулевые.

Аналогичное свойство коэффициентов матрицы ‖𝑎𝑖𝑗‖ справедливо и для ее строк:
если 𝑎𝑖,𝑗0 ̸= 0 для некоторого 𝑗0 ∈ {0, . . . , 𝑠} и 𝑎𝑖𝑗 = 0 при всех 𝑗 < 𝑗0 (если такие значения
индекса существуют), то 𝑗0 + 𝑞 ⩽ 𝑠, и среди чисел 𝑎𝑖,𝑗0+𝑞, . . . , 𝑎𝑖𝑠 также есть ненулевые.
Для доказательства этого факта необходимо в равенство (13) подставить нули 𝜉1 = 𝛽𝑘,
𝑘 ∈ {1, . . . , 𝑞} полинома𝑄(𝜉1, 𝜉2) и затем провести аналогичные рассуждения для каждой
из строк матрицы ‖𝑎𝑖𝑗‖ (при фиксированном 𝑖).
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Рис. 4

Рассмотрим теперь пару индексов (𝑖0, 𝑗0) та-
кую, что 𝑎𝑖0,𝑗0 ̸= 0, но при этом 𝑎𝑖,𝑗0 = 𝑎𝑖0,𝑗 = 0 для
всех 𝑖 ⩽ 𝑖0 и 𝑗 ⩽ 𝑗0, кроме случая, когда 𝑖 = 𝑖0 и
𝑗 = 𝑗0 одновременно (см. рис. 4). Легко показать,
что такая пара индексов найдется. В самом деле,
если 𝑎00 ̸= 0, то требуемая пара найдена. Если
𝑎00 = 0, но 𝑎10 или 𝑎01 отличны от нуля, то вы-
бираем соответственно пару (1; 0) или (0; 1). Если
𝑎00 = 𝑎01 = 𝑎10 = 0, но 𝑎11 ̸= 0, то пара (1; 1) —
искомая. И т. д. Увеличивая индексы, требуемая
пара будет найдена, поскольку по условию не все
коэффициенты 𝑎𝑖𝑗 полинома 𝑄(𝜉) равны нулю.

Далее, по доказанному выше, найдутся индексы 𝑖* ⩾ 𝑖0 + 𝑝 и 𝑗* ⩾ 𝑗0 + 𝑞 такие,
что 𝑎𝑖*,𝑗0 ̸= 0 и 𝑎𝑖0,𝑗* ̸= 0. Это означает, что точки (𝑖*, 𝑗0) и (𝑖0, 𝑗

*) вместе с точкой
(𝑖0, 𝑗0) входят в многоугольник Ньютона N (𝑄) многочлена 𝑄(𝜉). А, следовательно, в
него входят и точки (𝑖0 + 𝑝, 𝑗0) и (𝑖0, 𝑗0 + 𝑞) — концы главной диагонали целочисленного
𝑝× 𝑞-прямоугольника, одной из вершин которого является (𝑖0, 𝑗0) (см. рис. 4). □

§ 3. Основная теорема.
Теорема 3. Пусть 𝑛 = 2, 𝑃 (𝐷1, 𝐷2) = 𝑝1(𝐷1) ⊗ 𝑝2(𝐷2), причем символы сомно-

жителей 𝑝𝑗(𝜉𝑗), 𝑗 = 1, 2 имеют вид:

𝑝1(𝜉1) = (𝜉1 −𝛼0)
𝑙(𝜉1 −𝛼1) . . . (𝜉1 −𝛼𝑝), 𝑝2(𝜉2) = (𝜉2 − 𝛽0)

𝑚(𝜉2 − 𝛽1) . . . (𝜉2 − 𝛽𝑞), (16)

где {𝛼𝑗}𝑝0 и {𝛽𝑗}
𝑞
0 — вещественные числа такие, что 𝛼𝑗 ̸= 𝛼𝑘 и 𝛽𝑗 ̸= 𝛽𝑘 при 𝑗 ̸= 𝑘.

Тогда включение 𝑄 ∈ L (𝑃 ) эквивалентно тождеству 𝑄(𝐷) = 𝑐0𝑃 (𝐷) + 𝑐1 с
некоторыми константами 𝑐0, 𝑐1, т. е. равенству dimL (𝑃 ) = 2.

Доказательство. Пусть𝑄 ∈ L (𝑃 ). Заметим сначала, что без ограничения общ-
ности можно считать, что 𝛼0 = 𝛽0 = 0. В самом деле, по теореме 1 де Лю и Миркила,
включение 𝑄 ∈ L (𝑃 ) эквивалентно тождеству (5) с некоторыми мультипликаторами
𝑀(𝜉), 𝑁(𝜉) ∈ M . Согласно следствию 1, после сдвига 𝜉′1 = 𝜉1 − 𝛼0, 𝜉′2 = 𝜉2 − 𝛽0 новые
функции𝑀(𝜉′) и 𝑁(𝜉′) останутся мультипликаторами, и поэтому включение 𝑄 ∈ L (𝑃 )
после указанной замены сохранится.

Таким образом, будем считать, что символ 𝑃 (𝜉) = 𝑝1(𝜉1)⊗ 𝑝2(𝜉2) имеет вид

𝑃 (𝜉) = 𝜉𝑙1(𝜉1 − 𝛼1) . . . (𝜉1 − 𝛼𝑝)⊗ 𝜉𝑚2 (𝜉2 − 𝛽1) . . . (𝜉2 − 𝛽𝑞), (17)

где {𝛼𝑗}𝑝1 и {𝛽𝑗}𝑞1 различны внутри каждого из наборов и отличны от нуля (так как при
указанном сдвиге числа 𝛼𝑗 и 𝛽𝑗 перейдут в 𝛼𝑗 − 𝛼0 и 𝛽𝑗 − 𝛽0 соответственно).

К полиному 𝑃 (𝜉) применимо предложение 2, так как символы сомножителей 𝑝1(𝜉1)
и 𝑝2(𝜉2) являются старшими коэффициентами полинома 𝑃 (𝜉) по переменным 𝜉2 и 𝜉1
соответственно и не имеют невещественных нулей. Тогда 𝑄(𝜉) имеет вид

𝑄(𝜉) = 𝑐0𝑃 (𝜉) + ̃︀𝑄(𝜉), (18)

где 𝑐0 — константа, и выполнены неравенства

deg𝜉1
̃︀𝑄 ⩽ 𝑙 + 𝑝− 1, deg𝜉2

̃︀𝑄 ⩽ 𝑚+ 𝑞 − 1. (19)
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Далее, из (18) вытекает, что ̃︀𝑄 ∈ L (𝑃 ) и поэтому по лемме 1 имеет вид

̃︀𝑄(𝜉) = (𝜉1 − 𝛼1) . . . (𝜉1 − 𝛼𝑝)(𝜉2 − 𝛽1) . . . (𝜉2 − 𝛽𝑞) ̂︀𝑄(𝜉) + 𝑐1, (20)

где ̂︀𝑄(𝜉)— многочлен, 𝑐1 — константа.
Для завершения доказательства теоремы осталось показать, что ̃︀𝑄(𝜉) ≡ 𝑐1, т. е.̂︀𝑄(𝜉) ≡ 0. Предположим, что это не так, т. е. полином ̂︀𝑄(𝜉) ненулевой.
Обратимся к многоугольникам Ньютона N (𝑃 ) и N ( ̃︀𝑄) полиномов 𝑃 (𝜉) и ̃︀𝑄(𝜉)

соответственно. Так как согласно (17)

𝑃 (𝜉) = 𝜉𝑙1 [𝜉
𝑝
1 + · · ·+ (−1)𝑝𝛼1 . . . 𝛼𝑝]⊗ 𝜉𝑚2 [𝜉𝑞2 + · · ·+ (−1)𝑞𝛽1 . . . 𝛽𝑞]

и 𝛼1 . . . 𝛼𝑝 ̸= 0, 𝛽1 . . . 𝛽𝑞 ̸= 0, то м. Н. полинома 𝑃 (𝜉) — это выпуклый четырехугольник
𝑂𝐴𝐵𝐶 с вершинами 𝑂(0; 0), 𝐴(𝑙; 𝑚 + 𝑞), 𝐵(𝑙 + 𝑝; 𝑚 + 𝑞) и 𝐶(𝑙 + 𝑝; 𝑚) (см. рис. 5).
По теореме 2, N ( ̃︀𝑄) ⊂ N (𝑃 ). С другой стороны, обозначим через Π целочисленный
прямоугольник с противолежащими вершинами (0; 0) и (𝑙 + 𝑝 − 1; 𝑚 + 𝑞 − 1). В силу
неравенств (19) имеем N ( ̃︀𝑄) ⊂ Π. Значит,

N ( ̃︀𝑄) ⊂ N (𝑃 ) ∩ Π := ̃︁N (𝑃 ), (21)

т. е. N ( ̃︀𝑄) принадлежит части ̃︁N (𝑃 ) многоугольника Ньютона N (𝑃 ), ограниченной
прямыми 𝜉1 = 𝑙 + 𝑝− 1 и 𝜉2 = 𝑚+ 𝑞 − 1 (см. рис. 6).

Рис. 5 Рис. 6

Согласно предложению 3, в м. Н. ненулевого полинома̃︀𝑄(𝜉)− 𝑐1 = (𝜉1 − 𝛼1) . . . (𝜉1 − 𝛼𝑝)(𝜉2 − 𝛽1) . . . (𝜉2 − 𝛽𝑞) ̂︀𝑄(𝜉)
содержится главная диагональ целочисленного 𝑝 × 𝑞-прямоугольника и, значит, соглас-
но (21), она содержится и в ̃︁N (𝑃 ). Но это невозможно из геометрических соображений. В
самом деле, пересекая четырехугольник 𝑂𝐴𝐵𝐶 прямыми, параллельными главной диаго-
нали целочисленного 𝑝×𝑞-прямоугольника, получим множество параллельных друг другу
отрезков. Из них наибольшую длину имеет только отрезок 𝐴𝐶, соединяющий вершины
𝐴(𝑙; 𝑚+ 𝑞) и 𝐶(𝑙+ 𝑝; 𝑚), причем длина этого отрезка равна как раз длине главной диаго-
нали целочисленного 𝑝× 𝑞-прямоугольника (см. рис. 6). Но прямоугольник с вершинами
в указанных точках не входит в ̃︁N (𝑃 ). И, значит, ̃︁N (𝑃 ) не может содержать главную
диагональ целочисленного 𝑝× 𝑞-прямоугольника.

Полученное противоречие завершает доказательство. □
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ON A PRIORI ESTIMATES FOR A TENSOR PRODUCT OF TWO ORDINARY DIFFERENTIAL
POLYNOMIALS WITH A UNIQUE MULTIPLE REAL ZERO

D.V. Limanskii

We consider a linear space of minimal differential polynomials in two variables subordinated in the𝐿∞(R2)
norm to the tensor product of two ordinary differential operators whose symbols have the following property: all
their zeros are real and only one of them is multiple. It is proved that the dimension of the indicated space is equal
to two, i. e., is the minimal possible.
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УДК 517.5

ОБ ОДНОЙ ЗАДАЧЕ ДЛЯ ПОЛОЖИТЕЛЬНО ОПРЕДЕЛЁННЫХ ФУНКЦИЙ С
КОМПАКТНЫМНОСИТЕЛЕМ

© 2022. А.Д. Манов

В данной работе рассматривается экстремальная задача, связанная с множеством непрерывных по-
ложительно определённых функций наR, носитель которых содержится в отрезке [−𝜎, 𝜎], 𝜎 > 0, а значение
в нуле фиксировано (класс F𝜎).

Пусть 𝜌(𝑥) := cos𝛼 ch(𝑝𝑥) + 𝑖 sin𝛼 sh(𝑝𝑥), где 𝑝 > 0 и 𝛼 ∈ R. Определим на множестве финитных
непрерывных функций 𝐶𝑐(R) линейный функционал ⟨𝜌, 𝜙⟩ :=

∫︀
R 𝜙(𝑥)𝜌(𝑥)𝑑𝑥, 𝜙 ∈ 𝐶𝑐(R). При фиксирован-

ном 𝜎 > 0 требуется найти следующие величины:

𝑀(𝜌, 𝜎) := sup {⟨𝜌, 𝜙⟩ : 𝜙 ∈ F𝜎} , 𝑚(𝜌, 𝜎) := inf {⟨𝜌, 𝜙⟩ : 𝜙 ∈ F𝜎} .

В данной работе доказано, что

𝑀(𝜌, 𝜎) =
𝜎

2

⎛⎝cos𝛼+

√︃(︂
sh(𝜎𝑝)

𝜎𝑝

)︂2

− sin2 𝛼

⎞⎠ , 𝑚(𝜌, 𝜎) =
𝜎

2

⎛⎝cos𝛼−

√︃(︂
sh(𝜎𝑝)

𝜎𝑝

)︂2

− sin2 𝛼

⎞⎠ .

Ключевые слова: положительно определенные функции, экстремальные задачи, теорема Бохнера,
преобразование Фурье.

1. Введение. Комплекснозначная функция 𝑓 : R → C называется положительно
определённой на R (𝑓 ∈ Φ(R)), если для любого 𝑚 ∈ N, и для любых точек {𝑥𝑖}𝑚𝑖=1 ⊂ R,
а также для любого набора комплексных чисел {𝑐𝑖}𝑚𝑖=1 ⊂ C выполнено неравенство

𝑚∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑐𝑖𝑐𝑗𝑓(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗) ⩾ 0. (1)

Если 𝑓 ∈ Φ(R), то из неравенства (1) при 𝑚 = 2 вытекает, что |𝑓(𝑥)| ⩽ 𝑓(0), 𝑥 ∈ R
и функция 𝑓 является эрмитовой, т. е. 𝑓 = ̃︀𝑓 , где ̃︀𝑓(𝑥) := 𝑓(−𝑥), 𝑥 ∈ R.

В данной работе нас будет интересовать следующее выпуклое подмножество по-
ложительно определённых функций. Пусть 𝜎 > 0. Символом F𝜎 обозначим множество
функций 𝜙 ∈ Φ(R) ∩ 𝐶(R) таких, что supp𝜙 ⊂ [−𝜎, 𝜎] и 𝜙(0) = 1. Класс функций F𝜎

не пуст. Например, можно показать, функция 𝜙(𝑥) = (1 − |𝑥/𝜎|)+, 𝑥 ∈ R принадлежит
классу F𝜎.

Пусть 𝜌 ∈ 𝐿𝑙𝑜𝑐(R). По функции 𝜌 определим следующий линейный функционал:

⟨𝜌, 𝜙⟩ :=
∫︁
R

𝜙(𝑥)𝜌(𝑥)𝑑𝑥, 𝜙 ∈ 𝐶𝑐(R). (2)

Не сложно проверить, что если 𝜌 = ̃︀𝜌, то функционал (2) на функциях из 𝜙 ∈
Φ(R)∩𝐶𝑐(R) принимает только вещественные значения. Рассмотрим следующую общую
задачу.
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Задача 1. Пусть 𝜎 > 0, 𝜌 ∈ 𝐿𝑙𝑜𝑐(R), 𝜌(𝑥) = 𝜌(−𝑥), 𝑥 ∈ R. Требуется найти
следующие величины:

𝑀(𝜌, 𝜎) := sup {⟨𝜌, 𝜙⟩ : 𝜙 ∈ F𝜎} , 𝑚(𝜌, 𝜎) := inf {⟨𝜌, 𝜙⟩ : 𝜙 ∈ F𝜎} . (3)

Если 𝜌(𝑥) ≡ 1, то величина 𝑀(𝜌, 𝜎) была найдена Зигелем [1] в 1935 году и неза-
висимо Боасом и Кацом (см. [2, Theorem 5]) в 1945 году. В этом случае 𝑀(𝜌, 𝜎) = 𝜎
и достигается она на функции 𝜙(𝑥) = (1 − |𝑥/𝜎|)+. Отметим также, что Зигелем было
получено решение более общей задачи для положительно определённых функций в R𝑛 с
носителем в шаре. Результат Зигеля был также получен независимо Д. В. Горбачевым [3].

В работе автора [4] была доказана следующая общая теорема.
Теорема A. Пусть 𝜎 > 0, 𝜌 ∈ 𝐿𝑙𝑜𝑐(R), 𝜌(𝑥) = 𝜌(−𝑥), 𝑥 ∈ R. Определим оператор

𝐴𝜌 на функциях 𝑢 ∈ 𝐿2[−𝜎/2, 𝜎/2] следующим образом:

(𝐴𝜌𝑢)(𝑡) :=

𝜎/2∫︁
−𝜎/2

𝜌(𝑡− 𝑥)𝑢(𝑥)𝑑𝑥, −𝜎/2 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝜎/2.

Тогда 𝐴𝜌 – ограниченный самосопряжённый оператор в 𝐿2[−𝜎/2, 𝜎/2] и имеют место
следующие равенства:

𝑀(𝜌, 𝜎) = sup(spec𝐴𝜌), 𝑚(𝜌, 𝜎) = inf(spec𝐴𝜌),

где spec𝐴𝜌 – спектр оператора 𝐴𝜌.
В частности, в работе [4] найдены явные решения задачи 1 в следующих случаях:

𝜌(𝑥) = 𝑖𝑥, 𝜌(𝑥) = 𝑥2 и 𝜌(𝑥) = 𝑖 sign𝑥, 𝑥 ∈ R.
Основным результатом данной работы является следующая теорема.

Теорема 1. Пусть 𝜎 > 0 и 𝜌(𝑥) := cos𝛼 ch(𝑝𝑥) + 𝑖 sin𝛼 sh(𝑝𝑥), где 𝑝 > 0 и 𝛼 ∈ R.
Тогда

𝑀(𝜌, 𝜎) =
𝜎

2

⎛⎝cos𝛼 +

√︃(︂
sh(𝜎𝑝)

𝜎𝑝

)︂2

− sin2 𝛼

⎞⎠ ,

𝑚(𝜌, 𝜎) =
𝜎

2

⎛⎝cos𝛼−

√︃(︂
sh(𝜎𝑝)

𝜎𝑝

)︂2

− sin2 𝛼

⎞⎠ .

2. Доказательство теоремы 1.
Пусть 𝜌(𝑥) := 𝜉 ch(𝑝𝑥) + 𝑖𝜂 sh(𝑝𝑥), где 𝑝 > 0 и 𝜉, 𝜂 ∈ R. В этом случае, оператор 𝐴𝜌

74 Манов А. Д.

http://www.donnu.ru
http://www.donnu.ru/vestnikA


ISSN 2415–7058. Вестник ДонНУ. Сер. А: Естественные науки. – 2022. –№ 2

– конечномерный и имеет вид:

(𝐴𝜌𝑢)(𝑡) =

𝜎/2∫︁
−𝜎/2

𝜌(𝑡− 𝑥)𝑢(𝑥)𝑑𝑥

= 𝜉

𝜎/2∫︁
−𝜎/2

ch(𝑝𝑡− 𝑝𝑥)𝑢(𝑥)𝑑𝑥+ 𝑖𝜂

𝜎/2∫︁
−𝜎/2

sh(𝑝𝑡− 𝑝𝑥)𝑢(𝑥)𝑑𝑥

=

⎛⎜⎝𝜉 𝜎/2∫︁
−𝜎/2

ch(𝑝𝑥)𝑢(𝑥)𝑑𝑥− 𝑖𝜂

𝜎/2∫︁
−𝜎/2

sh(𝑝𝑥)𝑢(𝑥)𝑑𝑥

⎞⎟⎠ ch(𝑝𝑡)+

+

⎛⎜⎝−𝜉
𝜎/2∫︁

−𝜎/2

sh(𝑝𝑥)𝑢(𝑥)𝑑𝑥+ 𝑖𝜂

𝜎/2∫︁
−𝜎/2

ch(𝑝𝑥)𝑢(𝑥)𝑑𝑥

⎞⎟⎠ sh(𝑝𝑡), −𝜎/2 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝜎/2.

Так как𝐴𝜌 – компактный оператор на бесконечномерном пространстве, то спектр𝐴𝜌

содержит точку 0, и отличные от нуля точки спектра являются собственными значениями
𝐴𝜌.

Найдём все 𝜆 ̸= 0 при которых существуют нетривиальные решения уравнения
𝐴𝜌𝑢 = 𝜆𝑢. Будем искать решение в виде 𝑢(𝑥) = 𝑎 ch(𝑝𝑥) + 𝑏 sh(𝑝𝑥), где 𝑎, 𝑏 ∈ C. В этом
случае,

(𝐴𝜌𝑢)(𝑡) =

(︂
𝜉𝑎

(︂
sh(𝜎𝑝)

2𝑝
+
𝜎

2

)︂
− 𝑖𝜂𝑏

(︂
sh(𝜎𝑝)

2𝑝
− 𝜎

2

)︂)︂
ch(𝑝𝑡)+

+

(︂
−𝜉𝑏

(︂
sh(𝜎𝑝)

2𝑝
− 𝜎

2

)︂
+ 𝑖𝜂𝑎

(︂
sh(𝜎𝑝)

2𝑝
+
𝜎

2

)︂)︂
sh(𝑝𝑡), −𝜎/2 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝜎/2.

Приравняем коэффициенты при ch(𝑝𝑡) и sh(𝑝𝑡) в уравнении 𝐴𝜌𝑢 = 𝜆𝑢. Получим
следующую систему:⎧⎨⎩𝜉

(︁
sh(𝜎𝑝)
2𝑝

+ 𝜎
2

)︁
· 𝑎− 𝜂𝑖

(︁
sh(𝜎𝑝)
2𝑝

− 𝜎
2

)︁
· 𝑏 = 𝜆𝑎,

𝜂𝑖
(︁

sh(𝜎𝑝)
2𝑝

+ 𝜎
2

)︁
· 𝑎− 𝜉

(︁
sh(𝜎𝑝)
2𝑝

− 𝜎
2

)︁
· 𝑏 = 𝜆𝑏.

Найдём собственные значения следующей матрицы:⎛⎝ 𝜉
(︁

sh(𝜎𝑝)
2𝑝

+ 𝜎
2

)︁
−𝑖𝜂

(︁
sh(𝜎𝑝)
2𝑝

− 𝜎
2

)︁
𝑖𝜂
(︁

sh(𝜎𝑝)
2𝑝

+ 𝜎
2

)︁
−𝜉
(︁

sh(𝜎𝑝)
2𝑝

− 𝜎
2

)︁⎞⎠ .

Характеристическое уравнения имеет вид:

𝜆2 − (𝜉𝜎)𝜆− (𝜉2 + 𝜂2)

(︂
sh2(𝜎𝑝)

4𝑝2
− 𝜎2

4

)︂
= 0. (4)
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Так как sh2(𝜎𝑝)− (𝜎𝑝)2 > 0 при 𝑝 > 0, то (4) имеет два различных действительных
корня. Пусть 𝜉 = cos𝛼 и 𝜂 = sin𝛼, 𝛼 ∈ R. Тогда корнями уравнения (4) являются:

𝜆1 =
𝜎

2

⎛⎝cos𝛼 +

√︃(︂
sh(𝜎𝑝)

𝜎𝑝

)︂2

− sin2 𝛼

⎞⎠ ,

𝜆2 =
𝜎

2

⎛⎝cos𝛼−

√︃(︂
sh(𝜎𝑝)

𝜎𝑝

)︂2

− sin2 𝛼

⎞⎠ .

Теорема доказана.
5. Заключение.В заключении отметим, что экстремальные задачи вида (3) связаны с

экстремальными задачами для целых функций экспоненциального типа, неотрицательных
на вещественной прямой (см., например, [4], [5]).
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ON A PROBLEM FOR POSITIVE DEFINITE FUNCTIONS WITH COMPACT SUPPORT

A.D. Manov

In this paper we consider an extremal problem related to a set of continuous positive definite functions on R
whose support is contained in the closed interval [−𝜎, 𝜎], 𝜎 > 0 and the value at the origin is fixed (the class F𝜎).

Let 𝜌(𝑥) := cos𝛼 ch(𝑝𝑥) + 𝑖 sin𝛼 sh(𝑝𝑥), where 𝑝 > 0 and 𝛼 ∈ R. Define a linear functional on the set
of continuous functions which have compact support 𝐶𝑐(R): ⟨𝜌, 𝜙⟩ :=

∫︀
R 𝜙(𝑥)𝜌(𝑥)𝑑𝑥, 𝜙 ∈ 𝐶𝑐(R). For a fixed

𝜎 > 0, it is required to find the following constants:

𝑀(𝜌, 𝜎) := sup {⟨𝜌, 𝜙⟩ : 𝜙 ∈ F𝜎} , 𝑚(𝜌, 𝜎) := inf {⟨𝜌, 𝜙⟩ : 𝜙 ∈ F𝜎} .

In this paper we prove, that

𝑀(𝜌, 𝜎) =
𝜎

2

⎛⎝cos𝛼+

√︃(︂
sh(𝜎𝑝)

𝜎𝑝

)︂2

− sin2 𝛼

⎞⎠ , 𝑚(𝜌, 𝜎) =
𝜎

2

⎛⎝cos𝛼−

√︃(︂
sh(𝜎𝑝)

𝜎𝑝

)︂2

− sin2 𝛼

⎞⎠ .
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УДК 517.988.28

РАДИУС ПОМПЕЙЮ ДЛЯ СЕМЕЙСТВА ИЗ СЕКТОРА И ПОЛУКРУГА

© 2022. П.А. Машаров

Найдено значение наименьшего радиуса круга, в котором данный набор множеств является семей-
ством Помпейю. В качестве наборов множеств рассмотрена совокупность кругового сектора и полукруга.
Для рассмотренного семейства радиус Помпейю оказался меньше минимального из радиусов Помпейю для
каждого из множеств.

Ключевые слова:множествоПомпейю, экстремальный вариант проблемыПомпейю, семействоПом-
пейю, радиус Помпейю для семейства, круговой сектор.

Введение
ПустьR𝑛 —вещественное евклидово пространство размерности 𝑛 ⩾ 2 с евклидовой

нормой | · |, M(𝑛) — группа движений R𝑛. Часть этой группы, оставляющая компактное
множество 𝐴 ⊂ R𝑛 внутри 𝐵, традиционно обозначаем Mot(𝐴,𝐵) = {𝜆 ∈ M(𝑛) : 𝜆𝐴 ⊂
𝐵}, B𝑛

𝑅 = {𝑥 ∈ R𝑛 : |𝑥| < 𝑅}—шар радиуса 𝑅.
Компактное множество 𝐴 ⊂ R𝑛 называется множеством Помпейю, если всякая

локально суммируемая функция 𝑓 : R𝑛 → C, для которой∫︁
𝜆𝐴

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = 0 (1)

при всех 𝜆 ∈ M(𝑛), равна нулю почти всюду. Классическая проблема Помпейю состо-
ит в описании класса 𝒫(R𝑛) таких множеств 𝐴. В этой постановке указанная проблема
была хорошо изучена в первой половине прошлого века. Ряд достаточных условий при-
надлежности 𝐴 ∈ 𝒫(R𝑛) получили румынский математик Помпейю в 1929 году [1, 2] и
другие [3–5].

Для многих конкретных случаев известен ряд результатов, с помощью которых мож-
но определить, имеет ли множество 𝐴 свойство Помпейю или нет [6–9]. Отметим следу-
ющую теорему С.А. Вильямса [10]:

Пусть 𝐴 — открытое ограниченное подмножество R𝑛 с липшицевой границей, го-
меоморфной сфере, и связным дополнением. Тогда если его замыкание 𝐴 /∈ 𝒫(R𝑛), то
граница 𝐴 является вещественно–аналитическим подмногообразием в R𝑛.

Этот результат показывает, что многие множества 𝐴 с особенностями на границе
(например, многогранники) принадлежат 𝒫(R𝑛). В случае множества 𝐴 с вещественно–
аналитической границей ситуация сложнее. Примерами множеств 𝐴 ∈ 𝒫(R𝑛) для любого
𝑛 ⩾ 2 являются эллипсоид, отличный отшара, замыкание внутренности тора и другие [11].

Относительно недавно были получены примеры множеств Помпейю, граница кото-
рых не обязательно липшицева [12]. Одним из таких множеств является «снежинка Кох».

В случае, когда некотороемножество не обладает свойствомПомпейю, наличие нену-
левойфункции с условием (1) дает возможность получить нетривальные оценки плотности
укладки произвольного компакта в R𝑛 множествами вида 𝜆𝐴, 𝜆 ∈ M(𝑛). Такие оценки
получил Б. Д. Котляр [13]. Если же 𝐴 имеет свойство Помпейю, то в силу теоремы Вине-
ра возможна аппроксимация в 𝐿1(R𝑛) линейными комбинациями индикаторов множеств
вида 𝜆𝐴, 𝜆 ∈ M(𝑛) [14].
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Ряд обобщений проблемы Помпейю связан с заменой тройки (R𝑛, M(𝑛), 𝑑𝑥) на
тройку (𝑋, 𝒵, 𝑑𝜇), где 𝑋 — многообразие, 𝒵 — группа Ли, действующая транзитивно
на 𝑋 , 𝑑𝜇 — инвариантная относительно 𝒵 мера на 𝑋 . Одним из наиболее интересных
примеров является случай, когда𝑋 —единичный круг в комплексной плоскостиC и𝒵 —
группа конформных автоморфизмов 𝑋 [15, 16].

Другие обобщения проблемы Помпейю возникают в связи с интегрированием по
семействам множеств, которые инвариантны только относительно вращений. Наиболее
полная теория в этом направлении соответствует тому, что известно под названием ло-
кальной проблемы Помпейю.

Упоминая о методике решения указанных задач, следует отметить, что наиболее
сильные результаты из цитированных выше работ получены с помощью аппарата преоб-
разования Фурье и других элементов гармонического анализа. Несмотря на достигнутые
успехи, в ряде случаев такой подход является либо неприменимым, либо недостаточно
тонким (например, при изучении локальных вариантов проблемы Помпейю). Приведем
одну из возможных постановок локального варианта указанной проблемы.

Постановка задачи
Пусть функция 𝑓 локально суммируема в шаре B𝑛

𝑅 и равенство (1) выполняется при
всех 𝜆 ∈ M(𝑛) таких, что 𝜆𝐴 ⊂ B𝑛

𝑅. Если из этого условия следует, что 𝑓 = 0 п.в.
в B𝑛

𝑅, будем говорить, что 𝐴 является множеством Помпейю на шаре B𝑛
𝑅 и обозначать

𝐴 ∈ 𝒫(B𝑛
𝑅). Если 𝐴 ∈ 𝒫(R𝑛), то для достаточно большого значения радиуса 𝑅 (по

сравнению с размерами множества 𝐴) выполняется 𝐴 ∈ 𝒫(B𝑛
𝑅) [17–19].

Рассмотрим величину

ℛ(𝐴) = inf
{︀
𝑅 > 0: 𝐴 ∈ 𝒫(B𝑛

𝑅)
}︀
,

которую естественно называть экстремальным радиусом Помпейю (или просто радиусом
Помпейю) для множества 𝐴.

В [19] поставлена следующая
Проблема 1. Для данного компактного 𝐴 ⊂ R𝑛 найти значениеℛ(𝐴).
Ряд результатов, содержащих оценки сверху для величиныℛ(𝐴), получены К.А. Бе-

ренстейном и Р. Гэем [17,18], а также В. В. Волчковым [19, Глава 4, §1–2]. Наиболее полный
библиографический обзор по проблеме Помпейю и близким к ней вопросам, включающи-
ми локальные варианты этой проблемы, состоит из [19–27].

Пусть имеем некоторое фиксированное семейство компактных множеств {𝐴𝑗}𝑚𝑗=1.
Если для комплекснозначной локально суммируемой в шареB𝑛

𝑅 функции 𝑓 из выполнения
условия (1) при всех 𝐴 = 𝐴𝑗 (𝑗 = 1,𝑚) и 𝜆𝑗 ∈ M(𝑛) таких, что 𝜆𝑗𝐴𝑗 ⊂ B𝑛

𝑅, следует, что
𝑓 = 0 п.в. в B𝑛

𝑅, будем говорить, что {𝐴𝑗}𝑚𝑗=1 является семейством Помпейю в шаре B𝑛
𝑅 и

обозначать {𝐴𝑗} ∈ 𝒫(B𝑛
𝑅).

Аналогично проблеме 1 возникает (см., например, [25, 28, 29])
Проблема 2. Для данного семейства {𝐴𝑗}𝑚𝑗=1 компактных множеств 𝐴𝑗 ⊂ R𝑛 найти

значение
ℛ({𝐴𝑗}) = inf

{︀
𝑅 > 0: {𝐴𝑗} ∈ 𝒫(B𝑛

𝑅)
}︀
.

Отметим, что если по крайней мере для одного 𝑘 ∈ {1, . . . ,𝑚} множество 𝐴𝑘 ∈
𝒫(B𝑛

𝑅), то все семейство {𝐴𝑗}𝑚𝑗=1 ∈ 𝒫(B𝑛
𝑅). Отсюда следует

Лемма 1. Для любой совокупности множеств {𝐴𝑗}𝑚𝑗=1 верно неравенство

ℛ
(︀
{𝐴𝑗}𝑚𝑗=1

)︀
⩽ min{ℛ(𝐴1), . . . ,ℛ(𝐴𝑚)}.
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При этом возникает вопрос, существует ли набор множеств {𝐴𝑗}𝑚𝑗=1, для которо-
го неравенство в лемме 1 является строгим? Примеры совокупностей таких множеств
построены в [25, 28].

В данной работе проблема 2 решена для семейства, состоящего из кругового сектора
и полукруга в R2. Таким образом, здесь будет получен еще один пример совокупности,
для которого неравенство в лемме 1 строгое.

Рассмотрим круговой сектор раствора 𝜋/2

𝐿1 = {(𝑥, 𝑦) ∈ R2 : 𝑥2 + 𝑦2 ⩽ 1,−𝑥 ⩽ 𝑦 ⩽ 𝑥}

и полукруг
𝐷 = {(𝑥, 𝑦) ∈ R2 : 𝑥2 + 𝑦2 ⩽ 1, 𝑥 ⩾ 0}.

Для произвольного компактного множества 𝐴 ⊂ R𝑛 и положительного числа 𝜇
рассмотрим множество 𝜇𝐴 = {𝑥 ∈ R𝑛 : 𝑥/𝜇 ∈ 𝐴}. Очевидно, что для любого такого 𝜇 и
компакта 𝐴 имеет место равенствоℛ(𝜇𝐴) = 𝜇ℛ(𝐴).

Поскольку ℛ(𝐿1) = 1, ℛ(𝐷) =
√
5/2 (см., например, [26, § 41]), рассмотрим

𝐿 =
√
5
2
𝐿1. В этом случае ℛ(𝐿) = ℛ(𝐷) =

√
5/2. Основным результатом работы яв-

ляется
Теорема 1. Имеет место равенство

ℛ
(︀
{𝐿,𝐷}

)︀
=

9
√
5

20
. (2)

Вспомогательные обозначения и утверждения
Всюду далее, если не будет явно указано, считаем размерность пространства 𝑛 = 2,

круг B𝑅 = B2
𝑅. Для 𝑅 > 0, 𝑟 ∈ R рассмотрим B(𝑟, 𝑅) = {𝑥 ∈ R2 : 𝑟 < |𝑥| < 𝑅} — кольцо,

если 𝑟 ⩾ 0, или круг B𝑅, если 𝑟 < 0.
Для 𝑘 ∈ N и открытого непустого множества 𝐵 ⊂ R2 под 𝐶𝑘(𝐵) будем понимать

класс функций, все частные производные порядка 𝑘 которых (включая смешанные) непре-
рывны в 𝐵, 𝐶(𝐵)— класс непрерывных на 𝐵 функций, 𝐶∞(𝐵) =

⋂︀∞
𝑘=1𝐶

𝑘(𝐵).
Под P(𝐴,𝐵) будем понимать класс локально суммируемых в 𝐵 функций, для ко-

торых равенство (1) верно для всех 𝜆 ∈ Mot(𝐴,𝐵). Добавляя гладкость, получим клас-
сы функций P𝑘(𝐴,𝐵) = P(𝐴,𝐵) ∩ 𝐶𝑘(𝐵), 𝑘 ∈ N, P∞(𝐴,𝐵) = P(𝐴,𝐵) ∩ 𝐶∞(𝐵);
P∞

0 (𝐴,𝐵) — класс радиальных функций из P∞(𝐴,𝐵), то есть таких, для которых из
условия ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐵: |𝑥| = |𝑦| следует 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑦).

Для обозначения частной производной функции 𝑢 : R2 → C по переменным 𝑥 и 𝑦
будемиспользовать запись 𝜕𝑢

𝜕𝑥
и 𝜕𝑢

𝜕𝑦
соответствнно. Символ∆ обозначает операторЛапласа:

∆ = 𝜕2

𝜕𝑥2 +
𝜕2

𝜕𝑦2
.

Для произвольного непустого𝐴 ⊂ R2, фиксированного числа 𝜀 > 0 и вектора 𝑡 ∈ R2

положим 𝐴𝜀 = {𝑥 ∈ R2 : |𝑥− 𝑦| < 𝜀, 𝑦 ∈ 𝐴}, 𝐴+ 𝑡 = {𝑥+ 𝑡 ∈ R2 : 𝑥 ∈ 𝐴}.
Для каждого из рассматриваемых множеств 𝐴 найдем значение величины

𝑟*(𝐴) = inf{𝑟 > 0: Mot(𝐴,B𝑟) ̸= ∅}. Заметим, что указанная величина играет важную
роль в локальном варианте проблемы Помпейю, поскольку для широкого класса множеств
справедлива оценка ℛ(𝐴) ⩽ 2𝑟*(𝐴) [19].

Найдем радиус замкнутого круга, внутри которого можно так разместить сектор 𝐿,
чтобы все его три вершины оказались на окружности (см. рис. 1). Так как∠𝐶𝐴𝐵 = 90∘, то
центр круга𝑂 ∈ 𝐵𝐶,𝐵𝑂 = 𝑂𝐶. Диаметр𝐵𝐶, являющийся гипотенузой прямоугольного

Машаров П.А. 79

http://www.donnu.ru
http://www.donnu.ru/vestnikA


ISSN 2415–7058. Вестник ДонНУ. Сер. А: Естественные науки. – 2022. –№ 2

треугольника𝐵𝐶𝐴, равен𝐴𝐶
√
2, откуда радиус круга𝑅 = 1

2
𝐵𝐶 = 1

2

√
5
2

√
2 =

√
10
4
. Отсюда

получаем 𝑟*(𝐿) =
√
10
4
.

𝐴 𝐵

𝐶

𝑂

Рис. 1.Минимальный
круг, содержащий 𝐿

Дляполукруга𝐷 значение 𝑟*(𝐷) = 1, и достигается при
таком расположении 𝜆𝐷 ⊂ B𝑅, при котором прямолинейный
отрезок 𝐷 совпадает с диаметром круга B𝑅.

Так как
√
10
4
< 1, то имеет смысл рассматривать только

𝑅 > 1, поскольку при 𝑅 < 1 множество Mot(𝐷,B𝑅) = ∅,
а ℛ(𝐿) =

√
5/2 > 1. Учитывая лемму 1, получаем оценку

1 ⩽ ℛ({𝐿,𝐷}) ⩽
√
5/2, поэтому в дальнейших геометриче-

ских конструкциях имеет смысл рассматривать только зна-
чения

1 < 𝑅 <

√
5

2
. (3)

Обозначимвершинысектора𝐿:𝐴𝐿(0, 0),𝐵𝐿(
√
10
4
,−

√
10
4
),

𝐶𝐿(
√
10
4
,
√
10
4
), полукруга 𝐷: 𝑄𝐷(0, 1), 𝑊𝐷(0;−1) и диффе-

ренциальные операторы 𝜈1 = 𝜕
𝜕𝑥
, 𝜈2 = 𝜕

𝜕𝑦
, 𝜈3 = 𝑦 𝜕

𝜕𝑥
− 𝑥 𝜕

𝜕𝑦
,

𝜈4 =
𝜕
𝜕𝑥

+ 𝜕
𝜕𝑦
, 𝜈5 = − 𝜕

𝜕𝑥
+ 𝜕

𝜕𝑦
.

Лемма 2. Пусть для некоторого 𝜀 > 0 𝑓 ∈ 𝐶5(𝐿𝜀). Тогда имеют место равенства∫︁∫︁
𝐿

𝜈4𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦 =

√
5

2

∫︁ 𝜋/4

−𝜋/4

(sin 𝑡+ cos 𝑡)𝑓
(︁√5

2
cos 𝑡;

√
5

2
sin 𝑡

)︁
𝑑𝑡−

− 2

∫︁ 0

−
√
10/4

𝑓(−𝑡, 𝑡) 𝑑𝑡.
(4)

∫︁∫︁
𝐿

𝜈3𝜈
2
4𝜈5𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦 =−

√
10

2
𝜈4𝜈5𝑓(𝐶𝐿) + 2𝜈5𝑓(𝐶𝐿)− 2𝜈5𝑓(𝐴𝐿)−

−
√
10

2
𝜈24(𝐵𝐿) + 2

∫︁ 0

−
√
10/4

𝜈24𝑓(−𝑡, 𝑡) 𝑑𝑡;
(5)

∫︁∫︁
𝐿

𝜈3𝜈
2
4𝜈

2
5𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦 =−

√
10

2
𝜈4𝜈

2
5𝑓(𝐶𝐿) + 2𝜈25𝑓(𝐶𝐿)− 2𝜈25𝑓(𝐴𝐿)−

−
√
10

2
𝜈5𝜈

2
4(𝐵𝐿) + 2𝜈24𝑓(𝐿𝐴)− 2𝜈24𝑓(𝐿𝐵).

(6)

Если 𝑓 ∈ 𝐶2(𝐷𝜀), то∫︁∫︁
𝐷

𝜈3𝜈2𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦 =

∫︁ 1

−1

𝑓(0, 𝑡) 𝑑𝑡− 𝑓(𝑄𝐷)− 𝑓(𝑊𝐷). (7)

Доказательство. Сведем двойной интеграл по 𝐿 к повторному и расставим
пределы интегрирования в обоих порядках:

∫︀∫︀
𝐿
𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦 =

∫︀ √
10/4

0
𝑑𝑥
∫︀ 𝑥

−𝑥
𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑦 +

+
∫︀ √

5/2√
10/4

𝑑𝑥
∫︀√5/4−𝑥2

−
√

5/4−𝑥2
𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑦 =

∫︀ √
10/4

−
√
10/4

𝑑𝑦
∫︀√5/4−𝑦2

|𝑦| 𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥.

Применим оператор 𝜈4 кфункции 𝑓 :
∫︀∫︀

𝐿
𝜈4𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦 =

∫︀ √
10/4

−
√
10/4

(︀
𝑓(
√︀

5/4− 𝑦2, 𝑦)−

𝑓(|𝑦|, 𝑦)
)︀
𝑑𝑦+

∫︀ √
10/4

0

(︀
𝑓(𝑥, 𝑥)−𝑓(𝑥,−𝑥)

)︀
𝑑𝑥+

∫︀ √
5/2√
10/4

(︀
𝑓(𝑥,

√︀
5/4− 𝑥2)−𝑓(𝑥,−

√︀
5/4− 𝑥2)

)︀
𝑑𝑥.
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Преобразуем интегралы при помощи замен:∫︀ √
10/4

−
√
10/4

𝑓(
√︀

5/4− 𝑦2, 𝑦) 𝑑𝑦 = {𝑦 =
√
5
2
sin 𝑡} =

√
5
2

∫︀ 𝜋/4

−𝜋/4
cos 𝑡𝑓(

√
5
2
cos 𝑡;

√
5
2
sin 𝑡) 𝑑𝑡;

−
∫︀ √

10/4

−
√
10/4

𝑓(|𝑦|, 𝑦) 𝑑𝑦 = {𝑦 = 𝑡} = −
∫︀ 0

−
√
10/4

𝑓(−𝑡, 𝑡) 𝑑𝑡−
∫︀ √

10/4

0
𝑓(𝑡, 𝑡) 𝑑𝑡;∫︀ √

10/4

0
𝑓(𝑥, 𝑥) 𝑑𝑥 = {𝑥 = 𝑡} =

∫︀ √
10/4

0
𝑓(𝑡, 𝑡) 𝑑𝑡;

−
∫︀ √

10/4

0
𝑓(𝑥,−𝑥) 𝑑𝑥 = {𝑥 = −𝑡} = −

∫︀ 0

−
√
10/4

𝑓(−𝑡, 𝑡) 𝑑𝑡;∫︀ √
5/2√
10/4

𝑓(𝑥,
√︀

5/4− 𝑥2) 𝑑𝑥 = {𝑥 =
√
5
2
cos 𝑡} =

√
5
2

∫︀ 𝜋/4

0
sin 𝑡𝑓(

√
5
2
cos 𝑡;

√
5
2
sin 𝑡) 𝑑𝑡;

−
∫︀ √

5/2√
10/4

𝑓(𝑥,−
√︀

5/4− 𝑥2) 𝑑𝑥 = {𝑥 =
√
5
2
cos 𝑡} =

√
5
2

∫︀ 0

−𝜋/4
sin 𝑡𝑓(

√
5
2
cos 𝑡;

√
5
2
sin 𝑡) 𝑑𝑡.

Соединяя все вместе, получаем (4).
Применив оператор 𝜈3 к функции 𝑓 , получаем

∫︀∫︀
𝐿
𝜈3𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦 =

=
∫︀ √

10/4

−
√
10/4

𝑦
(︀
𝑓(
√︀

5/4− 𝑦2, 𝑦)− 𝑓(|𝑦|, 𝑦)
)︀
𝑑𝑦 −

∫︀ √
10/4

0
𝑥
(︀
𝑓(𝑥, 𝑥)− 𝑓(𝑥,−𝑥)

)︀
𝑑𝑥−

−
∫︀ √

5/2√
10/4

𝑥
(︀
𝑓(𝑥,

√︀
5/4− 𝑥2)− 𝑓(𝑥,−

√︀
5/4− 𝑥2)

)︀
𝑑𝑥.

Преобразуем интегралы при помощи замен:∫︀ √
10/4

−
√
10/4

𝑦𝑓(
√︀
5/4− 𝑦2, 𝑦) 𝑑𝑦 = {𝑦 =

√
5
2
sin 𝑡} = 5

4

∫︀ 𝜋/4

−𝜋/4
sin 𝑡 cos 𝑡𝑓(

√
5
2
cos 𝑡;

√
5
2
sin 𝑡) 𝑑𝑡;

−
∫︀ √

10/4

−
√
10/4

𝑦𝑓(|𝑦|, 𝑦) 𝑑𝑦 = {𝑦 = 𝑡} = −
∫︀ 0

−
√
10/4

𝑡𝑓(−𝑡, 𝑡) 𝑑𝑡−
∫︀ √

10/4

0
𝑡𝑓(𝑡, 𝑡) 𝑑𝑡;

−
∫︀ √

10/4

0
𝑥𝑓(𝑥, 𝑥) 𝑑𝑥 = {𝑥 = 𝑡} = −

∫︀ √
10/4

0
𝑡𝑓(𝑡, 𝑡) 𝑑𝑡;∫︀ √

10/4

0
𝑥𝑓(𝑥,−𝑥) 𝑑𝑥 = {𝑥 = −𝑡} = −

∫︀ 0

−
√
10/4

𝑡𝑓(−𝑡, 𝑡) 𝑑𝑡;

−
∫︀ √

5/2√
10/4

𝑥
(︀
𝑓(𝑥,

√︀
5/4− 𝑥2)− 𝑓(𝑥,−

√︀
5/4− 𝑥2)

)︀
𝑑𝑥 = {𝑥 =

√
5
2
cos 𝑡} =

= −5
4

∫︀ 𝜋/4

0
sin 𝑡 cos 𝑡𝑓(

√
5
2
cos 𝑡;

√
5
2
sin 𝑡) 𝑑𝑡− 5

4

∫︀ 0

−𝜋/4
sin 𝑡 cos 𝑡𝑓(

√
5
2
cos 𝑡;

√
5
2
sin 𝑡) 𝑑𝑡.

Соединяя все вместе, получаем∫︁∫︁
𝐿

𝜈3𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦 = −2

∫︁ 0

−
√
10/4

𝑡𝑓(−𝑡, 𝑡) 𝑑𝑡− 2

∫︁ √
10/4

0

𝑡𝑓(𝑡, 𝑡) 𝑑𝑡.

Заметим, что𝑑𝑓(𝑡, 𝑡) = 𝜕𝑓
𝜕𝑥
𝑑𝑡+𝜕𝑓

𝜕𝑦
𝑑𝑡 = 𝜈4𝑓(𝑡, 𝑡) 𝑑𝑡, аналогично𝑑𝑓(−𝑥, 𝑥) = 𝜈5𝑓(−𝑡, 𝑡) 𝑑𝑡.

Применяяметодинтегрированияпочастям, получаем
∫︀ √

10/4

0
𝑡𝜈24𝑓(𝑡, 𝑡) 𝑑𝑡 = 𝑡𝜈4𝑓(𝑡, 𝑡)

⃒⃒√10/4

0
−

−
∫︀ √

10/4

0
𝑑𝑓(𝑡, 𝑡) =

√
10
4
𝜈4𝑓(𝐶𝐿)−𝑓(𝐶𝐿)+𝑓(𝐴𝐿),

∫︀ 0

−
√
10/4

𝑡𝜈5𝑓(−𝑡, 𝑡) 𝑑𝑡 = 𝑡𝑓(−𝑡, 𝑡)
⃒⃒0
−
√
10/4

−
−
∫︀ 0

−
√
10/4

𝑓(−𝑡, 𝑡) 𝑑𝑡 =
√
10
4
𝑓(𝐵𝐿)−

∫︀ 0

−
√
10/4

𝑓(−𝑡, 𝑡) 𝑑𝑡,
∫︀ 0

−
√
10/4

𝑡𝜈25𝑓(−𝑡, 𝑡) 𝑑𝑡 =
= 𝑡𝜈5𝑓(−𝑡, 𝑡)

⃒⃒0
−
√
10/4

−
∫︀ 0

−
√
10/4

𝑑𝑓(−𝑡, 𝑡) =
√
10
4
𝜈5𝑓(𝐵𝐿)− 𝑓(𝐿𝐴) + 𝑓(𝐿𝐵).

Учитывая перестановочность дифференциальных операторов с постоянными коэф-
фициентами 𝜈4 и 𝜈5, получаем (5) и (6).

Сведем двойной интеграл по 𝐷 к повторному и расставим пределы интегрирования
в обоих порядках:

∫︀∫︀
𝐷
𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦 =

∫︀ 1

−1
𝑑𝑦
∫︀√1−𝑦2

0
𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 =

∫︀ 1

0
𝑑𝑥
∫︀ √

1−𝑥2

−
√
1−𝑥2 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦.

Применив оператор 𝜈3 к функции 𝑓 , получаем
∫︀∫︀

𝐷
𝜈3𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦 =

=
∫︀ 1

−1
𝑦
(︀
𝑓(
√︀

1− 𝑦2, 𝑦)− 𝑓(0, 𝑦)
)︀
𝑑𝑦 −

∫︀ 1

0
𝑥
(︀
𝑓(𝑥,

√
1− 𝑥2)− 𝑓(𝑥,−

√
1− 𝑥2)

)︀
𝑑𝑥.

Преобразуем интегралы при помощи замен:∫︀ 1

−1
𝑦𝑓(
√︀
1− 𝑦2, 𝑦) 𝑑𝑦 = {𝑦 = sin 𝑡} =

∫︀ 𝜋/2

−𝜋/2
sin 𝑡 cos 𝑡𝑓(cos 𝑡, sin 𝑡) 𝑑𝑡;

−
∫︀ 1

−1
𝑦𝑓(0, 𝑦) 𝑑𝑦 = {𝑦 = 𝑡} = −

∫︀ 1

−1
𝑡𝑓(0, 𝑡) 𝑑𝑡;

−
∫︀ 1

0
𝑥
(︀
𝑓(𝑥,

√
1− 𝑥2)− 𝑓(𝑥,−

√
1− 𝑥2)

)︀
𝑑𝑥 = {𝑥 = cos 𝑡} =

= −
∫︀ 𝜋/2

0
sin 𝑡 cos 𝑡𝑓(cos 𝑡, sin 𝑡) 𝑑𝑡−

∫︀ 0

−𝜋/2
sin 𝑡 cos 𝑡𝑓(cos 𝑡, sin 𝑡) 𝑑𝑡.
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Соединяя все вместе, получаем
∫︀∫︀

𝐷
𝜈3𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦 = −

∫︀ 1

−1
𝑡𝑓(0, 𝑡) 𝑑𝑡.

Учитывая 𝑑𝑓(0, 𝑡) = 𝜕𝑓
𝜕𝑦
𝑑𝑡 = 𝜈2𝑓(0, 𝑡) 𝑑𝑡 и применяя метод интегрирования по ча-

стям, получаем
∫︀ 1

−1
𝑡𝜈2𝑓(0, 𝑡) 𝑑𝑡 = 𝑡𝑓(0, 𝑡)

⃒⃒1
−1

−
∫︀ 1

−1
𝑓(0, 𝑡) 𝑑𝑡 = 𝑓(𝑄𝐷) + 𝑓(𝑊𝐷)−

−
∫︀ 1

−1
𝑓(0, 𝑡) 𝑑𝑡. Отсюда приходим к (7). □

Лемма 3. Пусть 𝐴 — компакт в R2, d — один из дифференциальных операторов
𝜈1, 𝜈2, 𝜈3, и для некоторого открытого множества 𝐵, для которого Mot(𝐴,𝐵) ̸= ∅,
выполнено 𝑓 ∈ P∞(𝐴,𝐵). Тогда d𝑓 ∈ P∞(𝐴,𝐵).

Доказательство.Учитывая определение классаP∞(𝐴,𝐵), достаточно доказать,
что если 𝑓 имеет нулевые интегралы, то и d𝑓 обладает этим же свойством. Для произволь-
ного 𝜆 ∈ Mot(𝐴,𝐵) и любого 𝜁 = (𝜉, 𝜂) ∈ R2, норма которого меньше некоторого 𝜀 > 0,
𝜆𝐴+ 𝜁 ⊂ 𝐵, значит

0 =

∫︁
𝜆𝐴+𝜁

𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦 =

∫︁
𝜆𝐴

𝑓(𝑥+ 𝜉, 𝑦 + 𝜂) 𝑑𝑥𝑑𝑦.

Дифференцируя это равенство по 𝜉 и 𝜂 и полагая в полученных равенствах 𝜉 = 𝜂 = 0,
приходим к

∫︀
𝜆𝐴
𝜈1𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦 =

∫︀
𝜆𝐴
𝜈2𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦 = 0, что означает d𝑓 ∈ P∞(𝐴,𝐵) для

первых двух дифференциальных операторов.
Для произвольного 𝜆 ∈ Mot(𝐴,𝐵) и любого достаточно малого по модулю угла 𝜙

множество, полученное из 𝜆𝐴 вращением вокруг начала координат на угол 𝜙, также будет
лежать в𝐵, значит

∫︀
𝜆𝐴
𝑓(𝑥 cos𝜙− 𝑦 sin𝜙; 𝑦 cos𝜙+𝑥 sin𝜙) 𝑑𝑥𝑑𝑦 = 0. Дифференцируя это

равенство по 𝜙, получаем∫︁
𝜆𝐴

(︀
(−𝑥 sin𝜙− 𝑦 cos𝜙)𝜈1𝑓 + (−𝑦 sin𝜙+ 𝑥 cos𝜙)𝜈2𝑓

)︀
𝑑𝑥𝑑𝑦 = 0.

Полагая здесь 𝜙 = 0, приходим к −𝜈3𝑓 ∈ P∞(𝐴,𝐵), откуда следует требуемое. □

𝐴 𝐵

𝐶

𝑂

𝐻

𝑉

Рис. 2. Вычисление
max(𝐴𝐵) и min(𝐵𝐶)

Пусть𝑂(0, 0), 𝜌(𝑒) = 𝜌(𝑂, 𝜆𝑒) = inf{‖𝑂𝑋‖ : 𝑋 ∈ 𝑒}—
расстояние от центра круга, точки 𝑂, до элемента 𝜆𝑒 мно-
жества 𝜆𝐸 (сектора 𝜆𝐿 или полукруга 𝜆𝐷) при условии
𝜆 ∈ Mot(𝐸,B𝑅). В зависимости от значения 𝑅, удовлетво-
ряющего (3), рассмотрим интересующие нас максимальные
и минимальные возможные расстояния до соответствующих
элементов:
max(𝐴) = sup{𝜌(𝐴𝐿)}, max(𝐴𝐵) = sup{𝜌(𝐴𝐿𝐵𝐿)},
max(𝐵𝐶) = sup{𝜌(

⌣

𝐵𝐿𝐶𝐿)}, max(𝑄𝑊 ) = sup{𝜌(𝑄𝐷𝑊𝐷)},
min(𝐴) = inf{𝜌(𝐴𝐿)}, min(𝐴𝐵) = inf{𝜌(𝐴𝐿𝐵𝐿)},
min(𝐵𝐶) = inf{𝜌(

⌣

𝐵𝐿𝐶𝐿)}, min(𝑄𝑊 ) = inf{𝜌(𝑄𝐷𝑊𝐷)}.
Здесь под

⌣

𝐵𝐿𝐶𝐿 понимается дуга окружности сектора 𝐿.
Так как 𝑟*(𝐿) =

√
10
4

< 1 и (3), то всегда можно будет
так расположить сектор 𝐿 внутри круга B𝑅, что вершина его прямого угла окажется на
границе. Значит max(𝐴) = 𝑅.

Найдем максимальное расстояние до стороны сектора 𝜆𝐿 ⊂ B𝑅. Для этого распо-
ложим сектор так, чтобы концы стороны лежали на окружности (см. рис. 2). Проведем
перпендикуляр на эту сторону: 𝑂𝐻 ⊥ 𝐴𝐵. Тогда 𝐴𝐻 = 𝐻𝐵 =

√
5
4
, 𝑂𝐴 = 𝑅. Из прямо-

угольного треугольника 𝐴𝑂𝐻 получаем max(𝐴𝐵) = 𝑂𝐻 =
√︁
𝑅2 − 5

16
.
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𝐴 𝐵

𝐶

𝑂

𝐻

𝑅

𝑍
𝑉

Рис. 3. Нахождение
min(𝐴), min(𝐴𝐵) и

max(𝐵𝐶)

Так как 𝑅 <
√
5/2, то расстояние до дуги сектора

𝜆𝐿 будет положительным и минимальным, когда расстояние
до вершины 𝐴 окажется максимальным (см. рис. 2). Значит
min(𝐵𝐶) = 𝑂𝑉 = 𝐴𝑉 − 𝐴𝑂 =

√
5
2
−𝑅.

Найдем минимальное расстояние до вершины прямо-
го угла и стороны сектора 𝜆𝐿 ⊂ B𝑅. Для этого расположим
сектор так, чтобы концы гипотенузы лежали на окружно-
сти (см. рис. 3). Пусть 𝑍 — середина 𝐵𝐶. Тогда прямая
𝐴𝑍 — ось симметрии, значит проходит через центр круга
𝑂. Так как 𝐴𝑍 ⊥ 𝐵𝐶, то из прямоугольного треугольника
𝑂𝐵𝑍 получаем 𝑂𝑍 =

√︁
𝑅2 − 5

8
. Отсюда min(𝐴) = 𝐴𝑂 =

= 𝐴𝑍 − 𝑂𝑍 =
√
10
4

−
√︁
𝑅2 − 5

8
. Проведем 𝑂𝐻 ⊥ 𝐴𝐵. Из

прямоугольного равнобедренного треугольника 𝐴𝑂𝐻 нахо-
дим min(𝐴𝐵) = 𝑂𝐻 = 𝐴𝑂

√
2
2

=
√
5
4
−
√︁

𝑅2

2
− 5

16
.

Пусть 𝑉 = 𝐴𝑍 ∩
⌣

𝐵𝐶. Вычислим 𝑍𝑉 = 𝐴𝑉 − 𝐴𝑍 =
√
5
2

−
√
10
4
. Отсюда находим

max(𝐵𝐶) = 𝑂𝑉 = 𝑂𝑍 + 𝑍𝑉 =
√︁
𝑅2 − 5

8
+

√
5
2
−

√
10
4
.

𝑊

𝑄

𝑂𝐻

Рис. 4. Нахождение
max(𝑄𝑊 )

Найдем максимальное расстояние до стороны полу-
круга 𝜆𝐷 ⊂ B𝑅. Для этого расположим полукруг так,
чтобы концы стороны лежали на окружности (см. рис. 4).
Проведем перпендикуляр на эту сторону: 𝑂𝐻 ⊥ 𝑃𝑄. То-
гда 𝑄𝐻 = 𝐻𝑊 = 1, 𝑂𝑊 = 𝑅. Из △𝑊𝑂𝐻 получаем
max(𝑄𝑊 ) = 𝑂𝐻 =

√
𝑅2 − 1.

Так как𝑅 > 1, то полукруг 𝜆𝐷 можно расположить так,
что его прямолинейный участок границы содержит точку 𝑂,
поэтому min(𝑄𝑊 ) = 0.

Собрав вместе результаты геометрических рассужде-
ний, получаем

Лемма 4. При выполнении (3) имеют место равен-
ства

max(𝐴𝐵) =

√︂
𝑅2 − 5

16
, max(𝑄𝑊 ) =

√
𝑅2 − 1,

max(𝐴) = 𝑅, max(𝐵𝐶) =

√︂
𝑅2 − 5

8
+

√
5

2
−

√
10

4
,

min(𝐴) =

√
10

4
−
√︂
𝑅2 − 5

8
, min(𝐵𝐶) =

√
5

2
−𝑅,

min(𝐴𝐵) =

√
5

4
−
√︂
𝑅2

2
− 5

16
, min(𝑄𝑊 ) = 0.

Лемма 5 (min(𝐴) < max(𝐴𝐵)). Неравенство
√
10

4
−
√︂
𝑅2 − 5

8
<

√︂
𝑅2 − 5

16

выполняется при всех 𝑅 > 1.
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Доказательство. Так как функция 𝑔(𝑅) =
√︁
𝑅2 − 5

8
+
√︁
𝑅2 − 5

16
возрастает при

𝑅 >
√
10
4
, то достаточно показать выполнение неравенства при 𝑅 = 1:

√︁
5
8
−
√︁

3
8
<
√︁

11
16
.

Выполним эквивалентные преобразования: 5
8
−

√
15
4

+ 3
8
< 11

16
; 5

16
<

√
15
4
; 5 < 4

√
15;

25 < 240— верное неравенство. □

Лемма 6 (min(𝐴𝐵) < max(𝐵𝐶)). Неравенство
√
5

4
−
√︂
𝑅2

2
− 5

16
<

√︂
𝑅2 − 5

8
+

√
5

2
−

√
10

4
(8)

выполняется при всех 𝑅 > 1.

Доказательство. Преобразуем (8) к виду
(︀
1 + 1√

2

)︀√︁
𝑅2 − 5

8
>

√
10−

√
5

4
. Так как

функция, находящаяся в левой части полученного неравенства возрастает при 𝑅 ⩾ 1,
то достаточно доказать его справедливость при 𝑅 = 1:

√
2+1
2

·
√
3

2
√
2
>

√
5(
√
2−1)
4

. Эк-
вивалентными преобразованиями сведем его к верному: (

√
2 + 1)

√
3 >

√
10(

√
2 − 1);

3(3 + 2
√
2) > 10(3− 2

√
2); 26

√
2 > 21. □

Лемма 7 (min(𝐵𝐶) < max(𝑄𝑊 )). Решением неравенства
√
5

2
−𝑅 <

√
𝑅2 − 1

при условии (3) является 9
√
5

20
< 𝑅 <

√
5
2
.

Доказательство. Так как при рассматриваемых значениях 𝑅 обе части неравен-
ства одного знака, возведем их в квадрат: 5

4
− 𝑅

√
5 + 𝑅2 < 𝑅2 − 1. Отсюда 𝑅

√
5 > 9

4
и

лемма доказана. □
Перед формулировкой необходимого в дальнейшем утверждения, доказательство

которого можно найти в [19], введем используемые в нём обозначения. Для набора
точек {𝑣𝜈}𝑘𝜈=1 ⊂ R𝑛, где 𝑣𝑖 ̸= 𝑣𝑗 для 1 ⩽ 𝑖, 𝑗 ⩽ 𝑘, 𝑖 ̸= 𝑗, числа 𝜀 > 0 положим
Ω𝜈,𝜀 =

{︀
𝑥 ∈ R𝑛 : |𝑣𝜈 | − 𝜀 < |𝑥| < |𝑣𝜈 |+ 𝜀

}︀
, 𝜈 = 1, . . . , 𝑘. Для открытого непустого мно-

жества 𝒰 ⊂ R𝑛 под H0(𝒰) понимается класс радиальных локально суммируемых в 𝒰
распределений. 𝜕⃗ =

(︀
𝜕/𝜕𝑥1, . . . , 𝜕/𝜕𝑥𝑛

)︀
.

Утверждение 1. (Теорема 3.2 из [19]) Пусть 𝐹𝜈 ∈ H0

(︀
Ω𝜈,𝜀

)︀
для 𝜈 = 1, . . . , 𝑘 и

существуют многочлены 𝑃𝜈 : R𝑛 → C такие, что для любого 𝑥 ∈ B𝑛
𝜀 выполняется∑︀𝑘

𝜈=1

(︀
𝑃𝜈 (⃗𝜕)𝐹𝜈

)︀
(𝑥+ 𝑣𝜈) = 0, которое понимается в смысле распределений. Тогда суще-

ствует нетривиальный многочлен 𝑃 : R1 → C такой, что 𝑃 (∆)𝐹𝜈 = 0 в Ω𝜈,𝜀.
Лемма 8. Пусть (3), и 𝑓 ∈ P∞

0 (𝐿,B𝑅). Тогда существует ненулевой многочлен
𝑞 : R → C такой, что 𝑞(∆)𝑓 = 0 в B(min(𝐴), 𝑅).

Доказательство.Применяяутверждение 1 кфункции 𝑓 ∈ P∞
0 (𝐿,B𝑅) ⊂ H0

(︀
Ω𝜈,𝜀

)︀
для набора точек {𝐴𝐿, 𝐵𝐿, 𝐶𝐿}, учитывая (6) из леммы 2 (его левая часть в данном случае
обращается в нуль), приходим к существованию нетривиального многочлена 𝑞 : R → C,
для которого 𝑞(∆)𝑓 = 0 вΩ𝜈,𝜀. Последнее множество представляет из себя набор точек из
B𝑅, в которых может оказаться вершина 𝜆𝐴𝐿 при 𝜆 ∈ Mot(𝐿,B𝑅). Учитывая обозначения
min(𝐴), max(𝐴) и лемму 4, приходим к завершению доказательства. □

Лемма 9. Пусть 9
√
5

4
< 𝑅 <

√
5/2, и 𝑓 ∈ P∞

0 (𝐿,B𝑅) ∩ P∞
0 (𝐷,B𝑅). Тогда суще-

ствует ненулевой многочлен 𝑞 : R → C такой, что 𝑞(∆)𝑓 = 0 в B𝑅.
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Доказательство. Учитывая леммы 5, 6 и 7, для указанных в условии леммы зна-
чений 𝑅 выполняются все три неравенства:min(𝐴) < max(𝐴𝐵),min(𝐴𝐵) < max(𝐵𝐶), и
min(𝐵𝐶) < max(𝑄𝑊 ).

Рассмотрим многочлен 𝑞 из леммы 8 и функцию 𝐹 = 𝑞(∆)𝑓 . По лемме 3, учиты-
вая, что оператор Лапласа оставляет функцию радиальной, получаем 𝐹 ∈ P∞

0 (𝐿,B𝑅) ∩
P∞

0 (𝐷,B𝑅). При этом 𝐹 = 0 в B(min(𝐴), 𝑅). Доопределим 𝐹 нулём вне B𝑅. Рассмотрев
различные 𝜆 ∈ Mot(𝐿,B𝑅), из равенства 5 леммы 2 получаем, что интегралы от 𝜈24𝐹 по
одной из сторон 𝜆𝐿, а значит и по всем прямым, их содержащим, равны нулю. То есть пре-
образование Радона по всем прямым, расстояние до которых от начала координат больше
min(𝐴𝐵), равно нулю. Отсюда (см., например, лемму 1.8.3 из [19]) следует 𝜈24𝐹 = 0 в
B(min(𝐴𝐵), 𝑅). Так как функция 𝐹 радиальна, то 𝜈1𝐹 (𝜌) = 𝑥

𝜌
𝐹 ′(𝜌), 𝜈2𝐹 (𝜌) = 𝑦

𝜌
𝐹 ′(𝜌),

где 𝜌 =
√︀
𝑥2 + 𝑦2. Отсюда 𝜈21𝐹 (𝜌) = 𝑦2

𝜌3
𝐹 ′(𝜌) + 𝑥2

𝜌2
𝐹 ′′(𝜌), 𝜈22𝐹 (𝜌) = 𝑥2

𝜌3
𝐹 ′(𝜌) + 𝑦2

𝜌2
𝐹 ′′(𝜌),

𝜈1𝜈2𝐹 (𝜌) = −𝑥𝑦
𝜌3
𝐹 ′(𝜌) + 𝑥𝑦

𝜌2
𝐹 ′′(𝜌). Учитывая 𝜈24 = 𝜈21 + 2𝜈1𝜈2 + 𝜈22 , получаем равенство

𝜈24𝐹 =
(︀
1
𝜌
− 2𝑥𝑦

𝜌3

)︀
𝐹 ′(𝜌)+

(︀
1+ 2𝑥𝑦

𝜌2

)︀
𝐹 ′′(𝜌). Приняв 𝑦 = 0, получаем дифференциальное урав-

нение 1
𝑥
𝐹 ′(𝑥)+𝐹 ′′(𝑥) = 0 при 𝑥 > min(𝐴𝐵). Решением его является𝐹 (𝑥) = 𝐶1 ln |𝑥|+𝐶2.

Учитывая 𝐹 (𝑥) = 0 при 𝑥 > min(𝐴), получаем 𝐹 (𝜌) = 0 при 𝜌 > min(𝐴𝐵).
Так как для всех 𝜆 ∈ Mot(𝐿,B𝑅) прямолинейный отрезок границы 𝐿 попадает

в область нулей функции 𝐹 , равенство (4) из леммы 2 означает, что интегралы по всем
дугам 𝜆(

⌣

𝐵𝐿𝐶𝐿) от функции (sin 𝑡+cos 𝑡)𝐹 равны нулю. Применяя предложение 2.2 из [31],
получаем 𝐹 (𝜌) = 0 при 𝜌 > min(𝐵𝐶).

Учитывая (7) из леммы 2 и min(𝑄𝑊 ) = 0, преобразование Радона по всем прямым
равно нулю. Отсюда 𝐹 = 0 в B𝑅. □

Приведем также два утверждения, доказательства которых полностью аналогичны
леммам 7 и 8 из [30].

Лемма 10. Пусть P∞
0 (𝐿,B𝑅) ∩P∞

0 (𝐷,B𝑅) = {0} для некоторого 𝑅 > 9
√
5

20
. Тогда

ℛ({𝐿,𝐷}) ⩽ 𝑅.
Лемма 11. Пусть 𝑅 > 9

√
5

20
, для некоторой функции 𝑓 ∈ P∞

0 (𝐿,B𝑅) ∩P∞
0 (𝐷,B𝑅)

и для некоторого многочлена 𝑞 : R → C выполняется 𝑞(∆)𝑓 = 0 в B𝑅. Тогда 𝑓 = 0 в B𝑅.
Доказательство основного результата
Доказательство теоремы 1. Рассмотрим сначала 1 < 𝑅 < 9

√
5

20
. Для таких

значений 𝑅 выполняется неравенство 𝑟1 = max(𝑄𝑊 ) < 𝑟2 = min(𝐵𝐶). Для 𝑗 ∈ {1, 2}
рассмотрим функции

𝑔𝑗(𝑑) =

{︃
0, если 0 ⩽ 𝑑 ⩽ 𝑟1 или 𝑑 ⩾ 𝑟2;

exp
(︀

𝑗
(𝑑−𝑟1)(𝑑−𝑟2)

)︀
, если 𝑟1 < 𝑑 < 𝑟2.

Тогда существуют такие радиальные функции 𝑓𝑗 ∈ 𝐶∞(R2), что их преобразования
Радона по прямымR𝑓𝑗(𝜔, 𝑑) = 𝑔𝑗(𝑑) для всех |𝜔| = 1 и 𝑑 ⩾ 0 (см., например, [19, Глава 1]).
Эти функции линейно независимы, поэтому существует такой ненулевой набор чисел
{𝛼1, 𝛼2}, что линейная комбинация 𝑓 = 𝛼1𝑓1+𝛼2𝑓2 не равна тождественно нулюи обладает
следующими свойствам. Она имеет нулевые интегралы по всем прямым, расстояние до
начала координат от которых лежит в пределах от 0 до 𝑟1, интеграл равный нулю по
сегменту S круга радиуса 𝑟2 с расстоянием до хорды равном 𝑟1 (заштрихованный сегмент
на рис. 5), равна нулю во внешности B𝑟2 . Значит функция 𝑓 имеет нулевой интеграл по
B𝑟2 , а вне этого круга равна нулю.
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𝜆𝐿

𝜆𝐷
𝑟1

𝑟2

𝜆𝐿

𝜆𝐷

𝑄

𝑊

S

Рис. 5. Расположение 𝜆𝐿 и 𝜆𝐷 в B𝑅

Так как для рассматриваемых значений 𝑅 выполняются неравенстваmin(𝐵𝐶) ⩾ 𝑟2,
min(𝐴𝐵) ⩾ 𝑟2, то B𝑟2 ⊂ 𝜆𝐿 для любого 𝜆 ∈ Mot(𝐿,B𝑅). Значит выполняется (1) для
𝐴 = 𝐿 и всех соответствующих 𝜆.

Так как max(𝑄𝑊 ) ⩽ 𝑟1, то для любого 𝜆 ∈ Mot(𝐷,B𝑅) множество 𝜆𝐷 ∩ B𝑟2 можно
разбить на две части: сегмент S и набор отрезков, параллельных стороне сегмента S, рас-
стояние от которых до начала координат не превосходит 𝑟1. Значит для рассматриваемой
функции выполняются равенства (1) и для 𝐴 = 𝐷 и всех соответствующих 𝜆.

Построенная функция доказывает оценкуℛ({𝐿,𝐷}) ⩾ 9
√
5

20
.

Если 𝑅 > 9
√
5

20
, то, используя леммы 9, 11, 10, получаем оценку ℛ({𝐿,𝐷}) ⩽ 9

√
5

20
,

откуда следует доказательство теоремы. □
Выводы
Как отмечалось выше, для любой совокупности множеств {𝐴𝑗}𝑚𝑗=1 имеет место нера-

венство
ℛ
(︀
{𝐴𝑗}𝑚𝑗=1

)︀
⩽ min{ℛ(𝐴1), . . . ,ℛ(𝐴𝑚)}.

В данной работе рассмотрена совокупность множеств {𝐿,𝐷}, для которых ℛ(𝐿) =
ℛ(𝐷), но при этом получено ℛ({𝐿,𝐷}) < ℛ(𝐿). Очевидной оценкой искомой величины
была 1 ⩽ ℛ({𝐿,𝐷}) ⩽

√
5
2
. Учитывая приближенные значения 9

√
5

20
≈ 1,0062 и

√
5
2

≈
1,1180, видим, что в работе получено существенное уточнение этой величины.

Решение локального варианта проблемы Помпейю применяется в комплексном ана-
лизе, теории аппроксимации, теории отображений, сохраняющих меру (см., например,
[19, 30].
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THE POMPEII RADIUS FOR A FAMILY OF A SECTOR AND A SEMICIRCLE

P.A. Masharov

The value of the smallest radius of the circle in which this set of sets is the Pompey family is found. A set
of circular sector and semicircle is considered as sets of sets. For the considered family, the Pompey radius turned
out to be less than the minimum of the Pompey radii for each of the sets.

Keywords: the Pompeii set, the extreme version of the Pompeii problem, the Pompeii family, the Pompeii
radius for the family, the circular sector.
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