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УДК 517.588

АНАЛОГИ ТЕОРЕМЫ ДЗЯДЫКА О ГЕОМЕТРИЧЕСКОМ ОПИСАНИИ
ГОЛОМОРФНЫХ ФУНКЦИЙ

© 2023. В.В. Волчков, Вит.В. Волчков

Классическая теорема Дзядыка о геометрическом описании голоморфных функций уточняется в
следующем направлении. Исследуется случай, когда вместо равенства рассматриваемых в теореме пло-
щадей требуются лишь оценки сверху для их разности в терминах специальных интегральных средних.
При этом рассматриваются площади поверхностей над кругами, радиусы которых принадлежат заданному
двухэлементному множеству из положительных чисел.

Ключевые слова: голоморфность, множества Помпейю, теоремы о двух радиусах, функции Бесселя,
сферическое преобразование, свертка.

1. Введение.
Всюду в дальнейшем 𝑢, 𝑣 — вещественные функции, заданные в области Ω на ком-

плексной плоскости C. Известная теорема Дзядыка о геометрическом описании голо-
морфных функций утверждает, что если 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐶1(Ω), то для того чтобы хотя бы одна из
функций 𝑢 + 𝑖𝑣, 𝑢 − 𝑖𝑣 была голоморфна в Ω, необходимо и достаточно, чтобы площади
поверхностей графиков функций 𝑢, 𝑣,

√
𝑢2 + 𝑣2, расположенные над любым компактным

подмножеством из Ω, были равны [1]. Теорема Дзядыка получила дальнейшее развитие
и уточнение в работах других авторов [2]– [4]. Например, было показано [2], что в ее
формулировке вместо функции

√
𝑢2 + 𝑣2 можно взять произвольную гладкую функцию

𝜙(𝑢, 𝑣), с не равными нулю тождественно производными, для которой выполнены условия(︂
𝜕𝜙

𝜕𝑢

)︂2

+

(︂
𝜕𝜙

𝜕𝑣

)︂2

= 1
𝜕𝜙

𝜕𝑢
· 𝜕𝜙
𝜕𝑣

̸= 0. (1)

В частности, можно положить, 𝜙 = 𝛼𝑢+𝛽𝑣, где 𝛼, 𝛽—ненулевые вещественные постоян-
ные, удовлетворяющие условию𝛼2+𝛽2 = 1. Что касается снятия такого обременительного
условия, как непрерывная дифференцируемость 𝑢, 𝑣, то известный пример функции Бора
𝑤 = 𝑥 + 𝑖|𝑦| на плоскости показывает, что даже условие Липшица не может обеспечить
справедливость теоремы. Тем не менее, для некоторых 𝜙 теорема Дзядыка допускает
усиление, если вместо непрерывности частных производных от 𝑢, 𝑣 требовать лишь их
существование всюду в области [3].

Для всякой функции 𝑓 ∈ 𝐶1(Ω) и компактного множества 𝐴 ⊂ Ω символом 𝑆(𝑓, 𝐴)
обозначим площадь поверхности графика 𝑓 , расположенной над 𝐴. Положим также

𝑓1 = 𝑢, 𝑓2 = 𝑣, 𝑓3 = 𝜙(𝑢, 𝑣),

где𝜙 ∈ 𝐶1(R2)—заданнаяфункция с условием (1). В работе [4, часть 5, гл. 4] рассмотрена
следующая проблема.

Исследование проводилось по теме государственного задания (регистрационный номер 1023031100003-
2-1.1.1)

Волчков В. В., Волчков Вит. В. 3
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Проблема 1. Пусть 𝒜— некоторая совокупность компактных подмножеств Ω и
пусть 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐶1(Ω). Предположим, что

𝑆(𝑓1, 𝐴) = 𝑆(𝑓2, 𝐴) = 𝑆(𝑓3, 𝐴) для любого 𝐴 ∈ 𝒜. (2)

При каких условиях на 𝒜 можно утверждать, что хотя бы одна из функций 𝑢 + 𝑖𝑣,
𝑢− 𝑖𝑣 голоморфна в Ω?

Например, если 𝒜 состоит из всех компактных подмножеств Ω нулевой меры, то
этого утверждать нельзя (условие (2) в этом случае выполняется для любых 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐶1(Ω)).

Обозначим символом 𝒟Ω множество всех пар 𝑢, 𝑣 функций в Ω, таких что хотя бы
одна из функций 𝑢+ 𝑖𝑣, 𝑢− 𝑖𝑣 голоморфна в Ω. В [4, часть 5, гл. 4] получены положитель-
ные результаты, связанные с проблемой 1. В частности, показано, что если 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐶1(Ω),
то из (2) следует, что (𝑢, 𝑣) ∈ 𝒟Ω в случае, когда 𝒜 = {𝑔𝐴}, где 𝐴 — фиксированное
множество со свойством Помпейю в Ω, а 𝑔 — любой элемент группы евклидовых движе-
ний плоскости C, для которого 𝑔𝐴 ⊂ Ω (определение и основные свойства множеств со
свойством Помпейю см. в [4, часть 4], [5, гл. 19], [6, часть 2]).

В данной работе рассматривается случай, когда𝒜 состоит из всех замкнутых кругов
в неограниченной области Ω, радиусы которых принадлежат заданному двухэлементно-
му множеству из положительных чисел. При этом для шаров каждого из этих радиусов
предполагается выполнение только одного из равенств в (2). Вместо другого равенства
требуется лишь оценка сверху для разности соответствующих площадей в терминах неко-
торых интегральных средних.

2. Формулировка основного результата.Как обычно, для 𝑧 ∈ C полагаем 𝑥 = Re𝑧,
𝑦 = Im𝑧, 𝜌 = |𝑧|, а если 𝑧 ̸= 0, то 𝜙 = arg𝑧 ∈ (−𝜋, 𝜋]. Если 𝑟 > 0, обозначим

𝐾𝑟(𝑧) = {𝜁 ∈ C : |𝜁 − 𝑧| ≤ 𝑟}, 𝐾𝑟 = 𝐾𝑟(0).

Для 𝑅 ≥ 𝑟 положим

𝑈(𝑅, 𝑟) = {𝜁 ∈ C : 𝑅− 𝑟 < |𝜁| < 𝑅 + 𝑟},

𝐺𝑅 = {𝜁 ∈ C : |𝜁| > 𝑅}.

Определение 1. Область Ω ⊂ C называется 𝑟-областью, если выполнены следующие
условия: 1) каждая точка из Ω лежит в некотором замкнутом круге радиуса 𝑟, содер-
жащимся в Ω; 2) множество центров всех замкнутых кругов радиуса 𝑟, содержащихся
в Ω, является связным.

Пусть 𝐽𝜈 — функция Бесселя первого рода порядка 𝜈. Как известно, при 𝜈 > −1
функция 𝐽𝜈 имеет бесконечное множество нулей, причем все эти нули являются веще-
ственными и их множество симметрично относительно нуля (см. [7, гл. 7, п. 7.9]). Обозна-
чим {𝜈1, 𝜈2, . . .} — множество всех положительных нулей функции 𝐽1, занумерованных в
порядке возрастания. Пусть

Λ =

{︂
𝛼

𝛽
: 𝐽1(𝛼) = 𝐽1(𝛽) = 0, 𝛼, 𝛽 > 0

}︂
.

Для любого 𝑡 ∈ R обозначим через ‖𝑡‖ расстояние от 𝑡 до ближайшего целого числа.
Пусть также [𝑡] и {𝑡} — целая и дробная части числа 𝑡 соответственно.

4 Волчков В. В., Волчков Вит. В.
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Определение 2. Последовательность {𝑅𝑞}∞𝑞=1 положительных чисел называется
𝑟-допустимой, если

lim
𝑞→∞

⃦⃦⃦𝜈𝑚
𝜋𝑟
𝑅𝑞 − 𝜆

⃦⃦⃦
> 0

для любых𝑚 ∈ N, 𝜆 ∈ R.
Из следствия 1 в § 3 видно, что существуют сколь угодно редкие и быстро растущие

𝑟-допустимые последовательности.
Далее, если 𝑓 ∈ 𝐶1(Ω) и 𝐾𝑟(𝑧) ⊂ Ω, то положим

𝑆(𝑓, 𝑟, 𝑧) = 𝑆(𝑓,𝐾𝑟(𝑧)).

Пусть также (𝑖, 𝑗, 𝑘) — произвольная перестановка чисел 1, 2, 3. Всюду в дальнейшем
предполагается, что 𝑟1, 𝑟2 > 0 фиксированы.

Перейдем к формулировке основного результата данной работы.
Теорема 1. Пусть 𝑟1, 𝑟2 > 0, 𝑟1/𝑟2 /∈ Λ. Пусть также𝐾 — компакт в C и множе-

ство Ω = C∖𝐾 является 𝑟-областью при 𝑟 = 𝑟1, 𝑟2. Предположим, что 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐶1(Ω) и
выполнены равенства

𝑆(𝑓𝑖, 𝑟1, 𝑧) = 𝑆(𝑓𝑗, 𝑟1, 𝑧), (3)

𝑆(𝑓𝑗, 𝑟2, 𝑧) = 𝑆(𝑓𝑘, 𝑟2, 𝑧), (4)

когда круги𝐾𝑟1(𝑧) и𝐾𝑟2(𝑧) соответственно лежат вΩ. Далее, пусть при любом 𝜈 = 1, 2
последовательность {𝑅𝑞,𝜈}∞𝑞=1 является 𝑟𝜈-допустимой и

lim
𝑞→∞

1√︀
𝑅𝑞,2

∫︁
𝑈(𝑅𝑞,1,𝑟2)

|𝑆(𝑓𝑗, 𝑟1, 𝑧)− 𝑆(𝑓𝑘, 𝑟1, 𝑧)|𝑑𝑥𝑑𝑦+

+
1√︀
𝑅𝑞,1

∫︁
𝑈(𝑅𝑞,2,𝑟1)

|𝑆(𝑓𝑖, 𝑟2, 𝑧)− 𝑆(𝑓𝑗, 𝑟2, 𝑧)|𝑑𝑥𝑑𝑦 = 0. (5)

Тогда (𝑢, 𝑣) ∈ 𝒟Ω.
В § 3 данной работы содержатся необходимые в дальнейшем сведения и доказыва-

ются некоторые вспомогательные утверждения. Доказательство теоремы 1 приводится в
§ 4.

3. Вспомогательные утверждения.
Пусть 𝜈 > −1. Рассмотрим четную целую функцию

𝐼𝜈(𝑧) =
∞∑︁

𝑚=0

(−1)𝑚𝑧2𝑚

𝑚!Γ(𝜈 +𝑚+ 1)22𝑚+𝜈
, 𝑧 ∈ C, (6)

где Γ — гамма-функция. Функция 𝐼𝜈 связана с функцией Бесселя 𝐽𝜈 соотношением

𝐼𝜈(𝑧) = 𝑧−𝜈𝐽𝜈(𝑧), 𝑧 ̸= 0,

где, как обычно, 𝑧−𝜆 = |𝑧|−𝜆𝑒−𝑖𝜆arg𝑧, −𝜋 < arg𝑧 ≤ 𝜋. Из (6) следует, что

𝐼1(0) =
1

Γ(𝜈 + 1)2𝜈
.
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Пусть∆ =
𝜕2

𝜕𝑥2
+
𝜕2

𝜕𝑦2
—оператор Лапласа вC,Ω—область вC. Теорема о среднем

для решений уравнения Гельмгольца

∆𝑓 + 𝑐𝑓 = 0, 𝑓 ∈ 𝐶2(Ω), (7)

при 𝑐 ∈ C утверждает (см. [4, часть 1, гл. 7]), что равенство (7) эквивалентно условию∫︁
𝐾𝑟(𝑧)

𝑓(𝜁)𝑑𝜉𝑑𝜂 = 2𝜋𝑟2𝐼1(
√
𝑐𝑟)𝑓(𝑧), (8)

выполненному для любого 𝐾𝑟(𝑧) ⊂ Ω.
Для каждого 𝑟 > 0 обозначим через 𝑉𝑟(Ω) множество всех функций 𝑓 ∈ 𝐿loc(Ω),

имеющих нулевые интегралы по всем кругам𝐾𝑟(𝑧) ⊂ Ω. Из вышесказанного следует, что
если 𝑓 ∈ 𝐶2(Ω) и

∆𝑓 +
(︁𝜈𝑚
𝑟

)︁2
𝑓 = 0 (9)

для некоторых𝑚 ∈ N, 𝑟 > 0, то 𝑓 ∈ 𝑉𝑟(Ω).
Известно (см., например, [8, гл. 1, формула (14.6)]), что

𝐼𝜈(𝑧) =
1

2𝜈
√
𝜋Γ
(︀
𝜈 + 1

2

)︀ ∫︁ 1

−1

𝑒𝑖𝑧𝑡(1− 𝑡2)𝜈−
1
2𝑑𝑡, 𝑧 ∈ C, 𝜈 > −1

2
.

Отсюда и из (6) получаем оценку

|𝐼𝜈(𝑧)| ≤
𝑒|Im 𝑧|

2𝜈Γ
(︀
𝜈 + 1

)︀ , 𝑧 ∈ C, 𝜈 ≥ −1

2
. (10)

Обозначим через ℰ ′
♮(C) пространство радиальных распределений в C с компактны-

ми носителями. Сферическое преобразование ̃︀𝑇 распределения 𝑇 ∈ ℰ ′
♮(C) определяется

равенством ̃︀𝑇 (𝑧) = ⟨𝑇 (𝜁), 𝐼0(𝑧|𝜁|)⟩

и является четной целой функцией переменной 𝑧 ∈ C. Для произвольного распределения
𝑇 на C с компактным носителем преобразование Фурье-Лапласа имеет вид

̂︀𝑇 (𝑧1, 𝑧2) = ⟨︀𝑇 (𝜁), 𝑒−(𝑧1𝜉+𝑧2𝜂)
⟩︀
, 𝑧1, 𝑧2 ∈ C, 𝜁 = 𝜉 + 𝑖𝜂 ∈ C.

Известно (см. [9, лемма 1]), что в случае 𝑇 ∈ ℰ ′
♮(C) выполнено равенство

̃︀𝑇 (𝑧) = ̂︀𝑇 (𝑧 cos𝛼, 𝑧 sin𝛼), 𝑧, 𝛼 ∈ C. (11)

Из условия (8) следует, что если 𝑓 удовлетворяет (7), то для любого 𝑇 ∈ ℰ ′
♮(C) с носителем

в 𝐾𝑟

(𝑓 * 𝑇 )(𝑧) = ̃︀𝑇 (√𝑐)𝑓(𝑧), (12)

где 𝐾𝑟(𝑧) ⊂ Ω и символ * здесь и далее обозначает свёртку распределений.
Дифференциальное уравнение Бесселя имеет вид

𝑧2𝑔′′(𝑧) + 𝑧𝑔′(𝑧) + (𝑧2 − 𝜈2)𝑔(𝑧) = 0, 𝑧 ∈ C ∖ (−∞, 0]. (13)
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Общее решение уравнения (13) представимо в виде

𝑔(𝑧) = 𝑐1𝐽𝜈(𝑧) + 𝑐2𝑁𝜈(𝑧), 𝑐1, 𝑐2 ∈ C,

где 𝑁𝜈 —функция Неймана порядка 𝜈 (см. [8, гл. 1]).
Для 𝑘 ∈ Z,𝑚 ∈ N, 𝑟 > 0 рассмотрим функции

Φ𝑘,𝑚,𝑟(𝑧) = 𝐽𝑘

(︁𝜈𝑚
𝑟
𝜌
)︁
𝑒𝑖𝑘𝜙, Ψ𝑘,𝑚,𝑟(𝑧) = 𝑁𝑘

(︁𝜈𝑚
𝑟
𝜌
)︁
𝑒𝑖𝑘𝜙.

Из (13) следует, что функция Φ𝑘,𝑚,𝑟 удовлетворяет (9) в C, а функцияΨ𝑘,𝑚,𝑟 удовлетворя-
ет (9) в C ∖ {0}. Тогда из (12) находим

(Φ𝑘,𝑚,𝑟 * 𝑇 )(𝑧) = ̃︀𝑇(︁𝜈𝑚
𝑟

)︁
Φ𝑘,𝑚,𝑟(𝑧), 𝑧 ∈ C, (14)

(Ψ𝑘,𝑚,𝑟 * 𝑇 )(𝑧) = ̃︀𝑇(︁𝜈𝑚
𝑟

)︁
Ψ𝑘,𝑚,𝑟(𝑧), 𝑧 ∈ 𝐺𝑅 (15)

для любого 𝑇 ∈ ℰ ′
♮(C) с носителем в 𝐾𝑅.

Далее нам потребуются следующие асимптотические формулы, выполненные при
любом фиксированном 𝜀 ∈ (0, 𝜋):

𝐽𝜈(𝑧) =

√︂
2

𝜋𝑧
cos
(︁
𝑧 − 𝜋𝜈

2
− 𝜋

4

)︁
+𝑂

(︂
𝑒|Im𝑧|

|𝑧|3/2

)︂
, (16)

𝑁𝜈(𝑧) =

√︂
2

𝜋𝑧
sin
(︁
𝑧 − 𝜋𝜈

2
− 𝜋

4

)︁
+𝑂

(︂
𝑒|Im𝑧|

|𝑧|3/2

)︂
, (17)

где 𝑧 → ∞, |arg𝑧| ≤ 𝜋 − 𝜀 (см. [8, гл. 1]).
Пусть теперь 𝑅 > 0 и 𝑓 ∈ 𝐿loc(𝐺𝑅). Функции 𝑓 соответствует ряд Фурье

𝑓(𝑧) ∼
∞∑︁

𝑘=−∞

𝐹𝑘(𝑧), 𝑧 ∈ 𝐺𝑅, (18)

где

𝐹𝑘(𝑧) =
𝑒𝑖𝑘𝜙

2𝜋

𝜋∫︁
−𝜋

𝑓(𝜌𝑒𝑖𝑡)𝑒−𝑖𝑘𝑡𝑑𝑡. (19)

Из теоремы Фубини следует, что функции 𝐹𝑘 определены почти всюду в 𝐺. Отметим
также, что функции |𝐹𝑘(𝑧)| являются радиальными в 𝐺𝑅.

Лемма 1. Пусть 𝑟 > 0,𝑚 ∈ N. Тогда существует радиальная функция 𝑇𝑚 ∈ 𝐶(C)
с носителем в 𝐾𝑟, такая что

(Φ𝑘,𝑙,𝑟 * 𝑇𝑚)(𝑧) = 0, 𝑧 ∈ C, (20)

(Ψ𝑘,𝑙,𝑟 * 𝑇𝑚)(𝑧) = 0, 𝑧 ∈ 𝐺𝑟 (21)

при всех 𝑙 ∈ N, 𝑙 ̸= 𝑚.
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Доказательство. Рассмотрим радиальное распределение 𝑇𝑚, удовлетворяющее
условию ̃︀𝑇𝑚(𝑧) = 𝐽1(𝑟𝑧)

𝑧(𝑧2 − (𝜈𝑚/𝑟)2)
, 𝑧 ∈ C. (22)

Поскольку функция в правой части равенства (22) является целой и четной, из оцен-
ки (10) по теореме Пэли-Винера для сферического преобразования (см. [4, часть 1, гл. 6])
получаем, что носитель 𝑇𝑚 содержится в 𝐾𝑟. Далее, из (22), (16) и (11) следует, что

̂︀𝑇𝑚(𝑥, 𝑦) = 𝑂
(︀
|𝑧|−7/2

)︀
при 𝑧 → ∞.

Это означает, что ̂︀𝑇𝑚 ∈ 𝐿(C). Отсюда и из формулы обращения для преобразованияФурье
вытекает, что 𝑇𝑚 ∈ 𝐶(C). Используя теперь равенства (14), (15) и (22), получаем (20)
и (21). □

Лемма 2. Пусть 0 < 𝑟 < 𝑅, 𝑘 ∈ Z, 𝑓 ∈ 𝐿(𝑈(𝑅, 𝑟)), 𝑔 ∈ 𝐶(C), supp 𝑔 ⊂ 𝐾𝑟. Тогда⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ ∫︁
|𝑧−𝑅|≤𝑟

𝐹𝑘(𝑧)𝑔(𝑧 −𝑅)𝑑𝑥𝑑𝑦

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ ≤ 𝑐

𝑅

∫︁
𝑈(𝑅,𝑟)

|𝑓(𝑧)|𝑑𝑥𝑑𝑦,

где постоянная 𝑐 > 0 зависит только от 𝑟 и 𝑔.

Доказательство. Пусть𝑀 = max
𝑧∈C

|𝑔(𝑧)|. Тогда

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ ∫︁
|𝑧−𝑅|≤𝑟

𝐹𝑘(𝑧)𝑔(𝑧 −𝑅)𝑑𝑥𝑑𝑦

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ ≤𝑀

∫︁
|𝑧−𝑅|≤𝑟

|𝐹𝑘(𝑧)|𝑑𝑥𝑑𝑦. (23)

Поскольку функция |𝐹𝑘(𝑧)| радиальна, интеграл в правой части (23) не изменится, если 𝑅
заменить на 𝑅𝑒𝑖𝛼 при любом 𝛼 ∈ (−𝜋, 𝜋]. Поэтому∫︁

|𝑧−𝑅|≤𝑟

|𝐹𝑘(𝑧)|𝑑𝑥𝑑𝑦 ≤ 1

𝑁(𝑅, 𝑟)

∫︁
𝑈(𝑅,𝑟)

|𝐹𝑘(𝑧)|𝑑𝑥𝑑𝑦, (24)

где 𝑁(𝑅, 𝑟) — количество непересекающихся открытых кругов радиуса 𝑟, содержащих-
ся в 𝑈(𝑅, 𝑟). Каждый такой круг лежит в угле величины 2arcsin

𝑟

𝑅
с вершиной в нуле,

следовательно,
𝑁(𝑅, 𝑟) ≥

[︁
𝜋
(︁
arcsin

𝑟

𝑅

)︁]︁−1

. (25)

Далее, используя (19), имеем

∫︁
𝑈(𝑅,𝑟)

|𝐹𝑘(𝑧)|𝑑𝑥𝑑𝑦 ≤ 1

2𝜋

𝜋∫︁
−𝜋

𝜋∫︁
−𝜋

𝑅+𝑟∫︁
𝑅−𝑟

𝜌|𝑓(𝜌𝑒𝑖𝑡)|𝑑𝑡𝑑𝜙 =

∫︁
𝑈(𝑅,𝑟)

|𝑓(𝑧)|𝑑𝑥𝑑𝑦.

Из последнего неравенства и оценок (23), (24) и (25) получаем утверждение леммы 2. □
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Лемма 3. Пусть 𝑟, 𝑅 > 0, 𝑓 ∈ 𝐿loc(𝐺𝑅). Тогда для того чтобы 𝑓 ∈ 𝑉𝑟(𝐺𝑅),
необходимо и достаточно, чтобы при любом 𝑘 ∈ Z в области 𝐺𝑅 было выполнено
равенство

𝐹𝑘(𝑧) =
∞∑︁

𝑚=1

𝑎𝑘,𝑚Φ𝑘,𝑚,𝑟(𝑧) + 𝑏𝑘,𝑚Ψ𝑘,𝑚,𝑟(𝑧), (26)

где 𝑎𝑘,𝑚, 𝑏𝑘,𝑚 ∈ C и ряд сходится в пространстве распределений 𝒟′(𝐺𝑅).
Доказательство. Данное утверждение является частным случаем теоремы об

описании множества решений уравнения свертки, полученной в [4, часть 3, гл. 2]. □

Лемма 4. Пусть 𝑟 > 0, 𝜀 > 0 и множество 𝐺 ⊂ C является объединением всех
открытых кругов радиуса 𝑟 + 𝜀 с центрами на некоторой ломаной 𝐿. Пусть также
𝜁 ∈ 𝐿, 𝑓 ∈ 𝑉𝑟(𝐺) и 𝑓 = 0 в круге |𝑧 − 𝜁| < 𝑟 + 𝜀. Тогда 𝑓 = 0 в 𝐺.

Доказательство. Не ограничивая общности, можно считать, что 𝐿 является от-
резком, одним из концов которого является точка 𝜁 = 0. Можно также считать, что длина
𝑙 отрезка 𝐿 меньше 𝜀, поскольку в противном случае отрезок 𝐿 можно разбить на отрезки
длиныменьше 𝜀 и последовательно доказывать утверждение для каждого из этих отрезков.
В рассматриваемом случае утверждение следует из теоремы единственности для класса
𝑉𝑟(𝐺) (см. [4, часть 2, гл. 1]). □

Лемма 5. Пусть 𝑟 > 0, 𝐾 — компакт в C и множество Ω = C ∖ 𝐾 является
𝑟-областью. Предположим, что 𝑓 ∈ 𝑉𝑟(Ω) и для некоторой 𝑟-допустимой последова-
тельности {𝑅𝑞}∞𝑞=1 выполнено равенство

lim
𝑞→∞

1√︀
𝑅𝑞

∫︁
𝑈(𝑅𝑞 ,𝑟)

|𝑓(𝑧)|𝑑𝑥𝑑𝑦 = 0. (27)

Тогда 𝑓 = 0.
Доказательство. Пусть 𝑅 > 0 и 𝐾 ⊂ 𝐾𝑅. Сначала докажем, что 𝑓 = 0 в 𝐺𝑅.

Пусть 𝑘 ∈ Z. Из леммы 3 следует, что в области 𝐺𝑅 имеет место равенство (26), где
ряд сходится в пространстве 𝒟′(𝐺𝑅). Пусть 𝑚 ∈ N и радиальная функция 𝑇𝑚 ∈ 𝐶(C) с
носителем в 𝐾𝑅 определена в лемме 1. Используя (12), из (26) находим∫︁

|𝑧−𝑅𝑞 |≤𝑟

𝐹𝑘(𝑧)𝑇𝑚(𝑧 −𝑅𝑞)𝑑𝑥𝑑𝑦 = 𝑐
(︁
𝑎𝑘,𝑚𝐽𝑘

(︁𝜈𝑚
𝑟
𝑅𝑞

)︁
+ 𝑏𝑘,𝑚𝑁𝑘

(︁𝜈𝑚
𝑟
𝑅𝑞

)︁)︁
,

где 𝑅𝑞 > 𝑟 + 𝑅 и 𝑐 ∈ C — ненулевая постоянная, не зависящая от 𝑞. Из условия (27) и
леммы 2 получаем, что

𝑎𝑘,𝑚𝐽𝑘

(︁𝜈𝑚
𝑟
𝑅𝑞

)︁
+ 𝑏𝑘,𝑚𝑁𝑘

(︁𝜈𝑚
𝑟
𝑅𝑞

)︁
= 𝑜

(︃
1√︀
𝑅𝑞

)︃
(28)

при 𝑞 → ∞. Докажем, что 𝑎𝑘,𝑚 = 𝑏𝑘,𝑚 = 0. Не ограничивая общности, можно считать,
что 𝑎𝑘,𝑚 ∈ R, 𝑏𝑘,𝑚 ∈ R. Предположим противное, тогда

√︁
𝑎2𝑘,𝑚 + 𝑏2𝑘,𝑚 ̸= 0 и существует

𝛼𝑘,𝑚 ∈ R, такое что

𝑎𝑘,𝑚√︁
𝑎2𝑘,𝑚 + 𝑏2𝑘,𝑚

= sin𝛼𝑘,𝑚,
𝑏𝑘,𝑚√︁

𝑎2𝑘,𝑚 + 𝑏2𝑘,𝑚

= cos𝛼𝑘,𝑚.
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Используя эти равенства и асимптотики (16) и (17) функций Бесселя и Неймана на беско-
нечности, из (28) имеем

sin

(︂
𝜈𝑚
𝑟
𝑅𝑞 −

𝜋(2𝑘 − 1)

4
+ 𝛼𝑘,𝑚

)︂
→ 0 при 𝑞 → ∞.

Это означает, что существует последовательность {𝑛𝑞}∞𝑞=1 целых чисел, такая что

lim
𝑞→∞

(︂
𝜈𝑚
𝑟
𝑅𝑞 −

𝜋(2𝑘 − 1)

4
+ 𝛼𝑘,𝑚 − 𝜋𝑛𝑞

)︂
= 0.

Отсюда получаем⃦⃦⃦𝜈𝑚
𝜋𝑟
𝑅𝑞 − 𝜆

⃦⃦⃦
→ 0 при 𝑞 → ∞, где 𝜆 =

2𝑘 − 1

4
− 𝛼𝑘,𝑚

𝜋
.

Это противоречит 𝑟-допустимости последовательности {𝑅𝑞}∞𝑞=1, следовательно, 𝑎𝑘,𝑚 =
𝑏𝑘,𝑚 = 0. Поскольку 𝑘 и 𝑚 произвольны, из (26) и (18) заключаем, что 𝑓 = 0 в 𝐺𝑅.
Учитывая, что Ω является 𝑟-областью, из определения 1 и леммы 4 получаем, что 𝑓 = 0 в
Ω. □

Лемма 6. Пусть 𝜉, 𝜂 ∈ [0, 1], 𝜉 ̸= 𝜂. Тогда для любой возрастающей последо-
вательности {𝛼𝑞}∞𝑞=1 положительных чисел существует последовательность {𝛽𝑞}∞𝑞=1

натуральных чисел, удовлетворяющая следующим условиям:
1) 𝛽𝑞 > 𝛼𝑞 при всех 𝑞 ∈ N;
2) при любом 𝑚 ∈ N множество предельных точек последовательности дробных

частей {𝛽𝑞𝜈𝑚}, 𝑞 = 1, 2, . . . содержит точки 𝜉 и 𝜂.
Доказательство.Известно, что при любом𝑚 ∈ N число 𝜈𝑚 трансцендентно (см.,

например, [7, гл. 7, п. 7.9]). Поэтому множеством предельных точек последовательности
{𝜈𝑚𝑛}, 𝑛 = 1, 2, . . . является отрезок [0, 1]. Пусть 𝜉, 𝜂 ∈ [0, 1] и 𝜉 ̸= 𝜂. Согласно сказан-
ному выше, при любом 𝑚 ∈ N существуют последовательности {𝜉𝑞,𝑚}∞𝑞=1 и {𝜂𝑞,𝑚}∞𝑞=1 из
натуральных чисел, такие что

lim
𝑞→∞

𝜉𝑞,𝑚 = 𝜉, lim
𝑞→∞

𝜂𝑞,𝑚 = 𝜂.

Построим теперь последовательность {𝛽𝑞} следующим образом. Выберем 𝛽1 ∈ {𝜉𝑞,1},
𝛽2 ∈ {𝜂𝑞,1} так, что 𝛽1 > 𝛼1 и 𝛽2 > 𝛼2. Затем выбираем 𝛽3 ∈ {𝜉𝑞,1}, 𝛽4 ∈ {𝜉𝑞,2},
𝛽5 ∈ {𝜂𝑞,1}, 𝛽6 ∈ {𝜂𝑞,2} с условием 𝛽𝑗 > 𝛼𝑗 при всех 𝑗 = 3, 4, 5, 6. На следующем шаге
выбираем 𝛽7 ∈ {𝜉𝑞,1}, 𝛽8 ∈ {𝜉𝑞,2}, 𝛽9 ∈ {𝜉𝑞,3}, 𝛽10 ∈ {𝜂𝑞,1}, 𝛽11 ∈ {𝜂𝑞,2}, 𝛽12 ∈ {𝜂𝑞,3}
с сохранением условия 𝛽𝑗 > 𝛼𝑗 при любом 𝑗 ≤ 12. Повторяя этот процесс, получим
последовательность {𝛽𝑞}∞𝑞=1, удовлетворяющую требуемым условиям 1) и 2). □

Следствие 1. Пусть 𝑟 > 0. Тогда для любой возрастающей последовательности
{𝛼𝑞}∞𝑞=1 существует 𝑟-допустимая последовательность {𝑅𝑞}∞𝑞=1, такая что 𝑅𝑞 > 𝛼𝑞

при всех 𝑞.
Доказательство. Пусть 𝜉, 𝜂 ∈ (0, 1), 𝜉 ̸= 𝜂. Положим 𝑅𝑞 = 𝜋𝑟𝛽𝑞, где {𝛽𝑞}∞𝑞=1 —

последовательность из леммы 6, построенной для последовательности {𝜋𝑟𝛼𝑞}∞𝑞=1 вместо
{𝛼𝑞}∞𝑞=1. Тогда для любых 𝜆 ∈ R,𝑚 ∈ N имеем

lim
𝑞→∞

⃦⃦⃦𝜈𝑚
𝜋𝑟
𝑅𝑞 − 𝜆

⃦⃦⃦
= lim

𝑞→∞
‖𝜈𝑚𝛽𝑞 − 𝜆‖ =
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= lim
𝑞→∞

‖{𝜈𝑚𝛽𝑞} − {𝜆}‖ ≥ max {‖𝜉 − {𝜆}‖, ‖𝜂 − {𝜆}‖} > 0.

Это означает, что последовательность𝑅𝑞 является 𝑟-допустимой и утверждение доказано.
□

4. Доказательство основного результата. Перейдем к доказательству теоремы 1.
Как известно, для любой функции 𝑓 ∈ 𝐶1(𝐾𝑟)(𝑧) площадь поверхности графика 𝑓 , рас-
положенного над кругом 𝐾𝑟(𝑧), равна

𝑆(𝑓,𝐾𝑟(𝑧)) =

∫︁
𝐾𝑟(𝑧)

(︃
1 +

(︂
𝜕𝑓

𝜕𝜉

)︂2

+

(︂
𝜕𝑓

𝜕𝜂

)︂2
)︃1/2

𝑑𝜉𝑑𝜂.

Пусть𝑚 ∈ {1, 2, 3}. Для данных 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐶1(Ω) положим

𝑔𝑚(𝜉, 𝜂) =

(︃
1 +

(︂
𝜕𝑓𝑚
𝜕𝜉

)︂2

+

(︂
𝜕𝑓𝑚
𝜕𝜂

)︂2
)︃1/2

, 𝜉 + 𝑖𝜂 ∈ Ω.

Тогда имеем
𝑆(𝑓𝑚, 𝑟, 𝑧) =

∫︁
𝐾𝑟(𝑧)

𝑔𝑚(𝜉, 𝜂)𝑑𝜉𝑑𝜂 = (𝑔𝑚 * 𝜒𝑟)(𝑧)

где 𝜒𝑟 — индикатор круга 𝐾𝑟, 𝑧 ∈ Ω, 𝐾𝑟(𝑧) ⊂ Ω, 𝑟 = 𝑟1, 𝑟2. Пусть

ℎ1 = 𝑔𝑖 − 𝑔𝑗, ℎ2 = 𝑔𝑗 − 𝑔𝑘. (29)

Тогда условия (3) и (4) можно записать в виде

ℎ1 * 𝜒𝑟1 = 0, ℎ2 * 𝜒𝑟2 = 0. (30)

Кроме того, из (5) следует, что∫︁
𝑈(𝑅𝑞,2,𝑟1)

|ℎ1 * 𝜒𝑟2(𝑧)|𝑑𝑥𝑑𝑦 = 𝑜
(︁√︀

𝑅𝑞,1

)︁
(31)

и ∫︁
𝑈(𝑅𝑞,1,𝑟2)

|ℎ2 * 𝜒𝑟1(𝑧)|𝑑𝑥𝑑𝑦 = 𝑜
(︁√︀

𝑅𝑞,2

)︁
(32)

при 𝑞 → ∞. Полагая 𝐻1 = ℎ1 * 𝜒𝑟2 , 𝐻2 = ℎ2 * 𝜒𝑟1 , из (30) находим

𝐻1 * 𝜒𝑟1 = 0, 𝐻2 * 𝜒𝑟2 = 0

в области 𝐺𝑅 при достаточно большом 𝑅 > 0. Используя (31) и (32), из этих равенств и
леммы 5 получаем 𝐻1 = 𝐻2 = 0 в 𝐺𝑅. Таким образом,

ℎ1 * 𝜒𝑟2 = 0 и ℎ2 * 𝜒𝑟1 = 0 в 𝐺𝑅.

Сопоставляя эти равенства с (30), по теореме о двух радиусах (см. [10]) имеем ℎ1 = ℎ2 = 0
в 𝐺𝑅. Снова используя равенства (30), отсюда и из леммы 4 заключаем, что ℎ1 = ℎ2 = 0
вΩ. В силу (29), это означает, что 𝑔𝑖 = 𝑔𝑗 = 𝑔𝑘 вΩ. Тогда площади поверхностей графиков
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функций 𝑓1, 𝑓2, 𝑓3, расположенных над любым компактным подмножеством𝐸 ⊂ Ω, равны.
Отсюда и из теоремы Дзядыка заключаем, что (𝑢, 𝑣) ∈ 𝒟Ω. Таким образом, теорема 1
полностью доказана.
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ЭКСТРЕМАЛЬНЫЕ ЗАДАЧИ, СВЯЗАННЫЕ СМНОЖЕСТВАМИ ПОМПЕЙЮ

© 2023. В.В. Волчков, И. С. Пилипенко

Рассматривается локальный вариант проблемы Помпейю для семейства множеств, состоящего из
единичного квадрата и единичного полукруга. Найдена нижняя оценка для значения радиуса круга, при
выполнении которой данное семейство будет семейством Помпейю на этом круге.

Ключевые слова: проблема Помпейю, локальное свойство Помпейю, множество Помпейю, семей-
ство Помпейю.

Введение. Пусть R𝑛 — вещественное евклидово пространство размерности 𝑛 ⩾ 2 с
евклидовой нормой | · |, M(𝑛) — группа движений R𝑛. Часть этой группы, оставляющая
компактное множество 𝐴 ⊂ R𝑛 внутри 𝐵, традиционно обозначим Mot(𝐴,𝐵) = {𝜆 ∈
M(𝑛) : 𝜆𝐴 ⊂ 𝐵}, B𝑛

𝑅 = {𝑥 ∈ R𝑛 : |𝑥| < 𝑅} —шар радиуса 𝑅.
Компактное множество 𝐴 ⊂ R𝑛 называется множеством Помпейю в R𝑛, если всякая

локально суммируемая функция 𝑓 : R𝑛 → C, для которой∫︁
𝜆𝐴

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = 0 (1)

при всех 𝜆 ∈ M(𝑛), равна нулю почти всюду.
Классическая проблема Помпейю состоит в описании класса 𝒫(R𝑛) таких множеств

А. Данная статья связана с локальным вариантом проблемы Помпейю на шаре. Приведём
одну из её возможных постановок.

Пусть функция 𝑓 локально суммируема в шаре B𝑛
𝑅 и равенство

∫︀
𝜆𝐴
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 0

выполняется при всех 𝜆 ∈ M(𝑛) таких, что 𝜆𝐴 ⊂ B𝑛
𝑅. Если из условия следует, что 𝑓 = 0

п.в. в B𝑛
𝑅, будем говорить, что 𝐴 является множеством Помпейю на шаре B𝑛

𝑅 и обозначать
𝐴 ∈ 𝒫(B𝑛

𝑅).
Если 𝐴 ∈ 𝒫(R𝑛), то для достаточно большого значения радиуса 𝑅(по сравнению

с размерами множества ) выполняется 𝐴 ∈ 𝒫(B𝑛
𝑅) [1–3]. Поэтому представляет интерес

следующая проблема.
Проблема 1. Для данного компактного 𝐴 ⊂ R𝑛 найти значение

ℛ(𝐴) = inf{𝑅 > 0 : 𝐴 ∈ 𝒫(B𝑛
𝑅)}.

Несколько общих результатов, содержащих оценки сверху для величины ℛ(𝐴), по-
лучены К.А. Беренстейном и Р. Гэем [1, 2], а также В.В. Волчковым [3, глава 4, §1-2].
Наиболее полный библиографический обзор по проблеме Помпейю и близким к ней во-
просам, включающими локальные варианты этой проблемы, можно найти в [3–9].

Укажем некоторые примеры множеств, для которых известно точное значениеℛ(𝐴).
1. Пусть 𝐴 – правильный треугольник со стороной 𝑎. Тогдаℛ(𝐴) = 𝑎

√
3/2 ( [10],

В.В. Волчков, 1996).

Исследование проводилось по теме государственного задания (регистрационный номер 1023031100003-
2-1.1.1)
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2. Пусть 𝐴 – правильный𝑚-угольник со стороной длины 𝑙. Тогда

ℛ(𝐴) =

{︃
𝑙ctg(𝜋/2𝑚)/2, если𝑚 - нечетно;
𝑙
√︀

1 + 4ctg2(𝜋/𝑚)/2, если𝑚 - четно

( [3], В.В. Волчков, 2000-2003).
3. Пусть 𝐴 – треугольник Рело ширины 1 в R2. Тогда ℛ(𝐴) = 1 ( [11], П.А. Ма-

шаров, 2001).
4. Пусть𝐴 – куб в с ребром длины 1. Тогдаℛ(𝐴) =

√
𝑛+ 3/2 ( [12], В.В. Волчков,

1996).
5. Пусть 𝐴 – полушар в R𝑛 радиуса 1. Тогда ℛ(𝐴) =

√
5/2 ( [3], В.В. Волчков,

1996).
6. Пусть 𝐴(ℎ) – сегмент шара единичного радиуса высоты ℎ в R𝑛. Тогда

ℛ(𝐴(ℎ)) =

{︃√
8ℎ− 3ℎ2/2, 1 < ℎ ⩽ 8/7;

ℎ, 8/7 < ℎ < 2

( [13], П.А. Машаров, 2011).
7.Пусть𝐴 –невыпуклыйчетырёхугольник с вершинамив точках (0, 0), (

√
3/2,−1/2),

(
√
3/2− ℎ, 0), (

√
3/2, 1/2), ℎ ∈ (0,

√
3/2). Тогда

ℛ(𝐴(ℎ)) =

{︃√
3/2− ℎ, если ℎ ∈ (0,

√
3/6);√︀

ℎ2 + 1/4, если ℎ ∈ [
√
3/6,

√
3/2)

[14], Н.С. Иванисенко, П.А. Машаров, 2014).
Также известны значения величины ℛ(𝐴) для случаев, когда 𝐴 – параллелепипед в

R𝑛 ( [12] статья 1, В.В. Волчков, 1998-2000), эллипсоид в R𝑛 ( [3], В.В. Волчков, 2001),
плоский круговой сектор ( [15], П.А. Машаров, 2000), половина кругового конуса в R3

( [16], Л.В. Елец, П.А. Машаров, 2009), замыкание разности двух плоских квадратов
( [17], П.А. Машаров, 2016), другие множества.

Рассмотрим теперь локальный вариант проблемы Помпейю для набора множеств.
Пусть имеем некоторое фиксированное семейство компактных множеств {𝐴𝑗}𝑚𝑗=1. Если
для комплекснозначной локально суммируемой в шаре B𝑛

𝑅 функции 𝑓 из выполнения
условия (1) при всех 𝐴 = 𝐴𝑗(𝑗 = 1,𝑚) и 𝜆𝑗 ∈ M(𝑛) таких, что 𝜆𝑗𝐴𝑗 ⊂ B𝑛

𝑅 следует, что
𝑓 = 0 п.в. в B𝑛

𝑅, будем говорить, что {𝐴𝑗}𝑚𝑗=1 является семейством Помпейю на шаре B𝑛
𝑅

и обозначать {𝐴𝑗} ∈ 𝒫(B𝑛
𝑅).

Аналогично проблеме 1 возникает (см., например, [18–20])
Проблема 2. Для данного семейства {𝐴𝑗}𝑚𝑗=1 компактных множеств 𝐴𝑗 ⊂ R𝑛 найти

значение
ℛ({𝐴𝑗}𝑚𝑗=1) = inf{𝑅 > 0 : 𝐴𝑗 ∈ 𝒫(B𝑛

𝑅), 𝑗 = 1, ...,𝑚},

Отметим, что если по крайней мере для одного 𝑘 ∈ {1, ...,𝑚} множество 𝐴𝑘 ∈
𝒫(B𝑛

𝑅), то все семейство {𝐴𝑗}𝑚𝑗=1 ∈ 𝒫(B𝑛
𝑅). Отсюда следует

Лемма 1. Для любой совокупности множеств {𝐴𝑗}𝑚𝑗=1 верно неравенство

ℛ({𝐴𝑗}𝑚𝑗=1) ⩽ min{ℛ(𝐴1), ...,ℛ(𝐴𝑚)}.
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Возникает вопрос: существует ли набормножеств {𝐴𝑗}𝑚𝑗=1, для которого неравентсво
в лемме 1 было бы строгим? Примеры совокупностей таких множеств построены в [18,19,
21].

Предметом данного исследования является значение величины ℛ({𝐾,𝐷}) из фор-
мулировки проблемы 2 для ранее не рассмотренного семейства, состоящего из единичного
полукруга 𝐷 и единичного квадрата 𝐾 в R2:

𝐾 = {(𝑥, 𝑦) ∈ R2 : |𝑥| ⩽ 1

2
, |𝑦| ⩽ 1

2
}

𝐷 = {(𝑥, 𝑦) ∈ R2 : 𝑥2 + 𝑦2 ⩽ 1, 𝑥 ⩾ 0}.

Основным результатом работы является
Теорема 1. Пусть 𝑅 >

√
65
8

и 𝑓 ∈ 𝐿loc(B𝑅). Пусть также 𝑓 имеет нулевые инте-
гралы по всем квадратам и полукругам в B𝑅, конгруентным 𝐾 и 𝐷 соответственно.
Тогда 𝑓 = 0.

Вспомогательные обозначения и утверждения
Всюду далее считаем размерность пространства 𝑛 = 2, круг (как и выше) обозначаем

B𝑅 = B2
𝑅. Для 𝑅 > 0, 𝑟 ∈ R рассмотрим B(𝑟, 𝑅) = {𝑥 ∈ R2 : 𝑟 < |𝑥| < 𝑅}— кольцо, если

𝑟 ⩾ 0, или круг B𝑅, если 𝑟 < 0.
Для 𝑘 ∈ N и открытого множества 𝐵 ⊂ R2 под 𝐶𝑘(𝐵) будем понимать класс функ-

ций, все частные производные порядка 𝑘 которых (включая смешанные) непрерывны в
𝐵,𝐶(𝐵)— класс непрерывных на 𝐵 функций, 𝐶∞(𝐵) = ∩∞

𝑘=1𝐶
𝑘(𝐵).

Под P(𝐴,𝐵) будем понимать класс локально суммируемых в 𝐵 функций, для ко-
торых равенство (1) верно для всех 𝜆 ∈ Mot(𝐴,𝐵). Добавляя гладкость, получим классы
функций P𝑘(𝐴,𝐵) = P(𝐴,𝐵) ∩ 𝐶𝑘(𝐵), 𝑘 ∈ N, P∞(𝐴,𝐵) = P(𝐴,𝐵) ∩ 𝐶∞(𝐵).

Для обозначения частной производной функции 𝑢 : R2 → C по переменным 𝑥 и 𝑦
будем использовать запись 𝜕𝑢

𝜕𝑥
и 𝜕𝑢

𝜕𝑦
соотвественно.

Если множество 𝐴 ⊂ R2 измеримо по Лебегу, его меру Лебега будем обозначать как
mes(𝐴).

При исследовании локальных вариантов проблемы Помпейю важную роль играет
величина 𝑟*(𝐴) = inf{𝑟 > 0 : Mot(𝐴,B𝑟) ̸= ∅}, поскольку для широкого класса множеств
справедлива оценкаℛ(𝐴) ⩽ 2𝑟*(𝐴) [3].

Нетрудно видеть, что для полукруга 𝐷 значение 𝑟*(𝐷) = 1, а для квадрата 𝐾
значение 𝑟*(𝐾) =

√
2
2
.

Рис. 1.
Нахождение

sup(A)

Так как
√
2
2
< 1, то имеет смысл рассматривать только 𝑅 > 1,

поскольку при 𝑅 ⩽ 1 множество Mot(𝐷,B𝑟) = ∅. Учитывая лемму 1
и равенство ℛ(𝐾) =

√
5
2
> 1, получаем оценку 1 ⩽ ℛ({𝐿,𝐷}) ⩽

√
5
2
,

поэтому в дальнейшем будем рассматривать только значения

1 < 𝑅 <

√
5

2
. (2)

Обозначим вершины квадрата 𝐾: 𝐴𝐾 , 𝐵𝐾 , 𝐶𝐾 , 𝐷𝐾 , полукруга
𝐷: 𝑄𝐷,𝑊𝐷.

Пусть 𝑂(0, 0), 𝜌(𝑒) = 𝜌(𝑂, 𝜆𝑒) = inf{‖
−−→
𝑂𝑋 ‖: 𝑋 ∈ 𝑒} — рас-

стояние от центра круга до элемента 𝜆𝑒 множества 𝜆𝐸 (полукруга 𝜆𝐷
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или квадрата 𝜆𝐾) при условии 𝜆 ∈ Mot(𝐸,B𝑅). В зависимости от значения 𝑅, удовле-
творяющего (2), рассмотрим интересующие нас максимальные и минимальные возможные
расстояния до соотвествующих элементов:

sup(𝐴) = sup{𝜌(𝐴𝐾)}, inf(𝐴) = inf{𝜌(𝐴𝐾)},
sup(𝐴𝐵) = sup{𝜌(𝐴𝐾𝐵𝐾)}, inf(𝐴𝐵) = inf{𝜌(𝐴𝐾𝐵𝐾)},
sup(𝑄𝑊 ) = sup{𝜌(𝑄𝐷𝑊𝐷)}, inf(𝑄𝑊 ) = inf{𝜌(𝑄𝐷𝑊𝐷)}.

Рис. 2.
Нахождение

inf(A)

Так как 𝑟*(𝐾) =
√
2
2
< 1 и выполнено (2), то всегда можно будет

так расположить квадрат𝐾 внутри кругаB𝑅, что его вершина окажется
на границе. Значит sup(𝐴) = 𝑅 (см. рис. 1).

Так как рассматриваем круг радиуса 1 < 𝑅 <
√
5
2
, минималь-

ное расстояние до одной вершины квадрата достигается в случае, ес-
ли до противоположной вершины рассмотяние максимальное. Значит
inf(𝐴) =

√
2−𝑅 (см. рис. 2).

Найдём максимальное расстояние до стороны квадрата 𝜆𝐾 ⊂
B𝑅. Для этого расположим квадрат так, чтобы концы одной стороны
лежали на окружности (см. рис. 3). Проведём среднюю линию квад-
рата𝑀𝑁 (она будет проходить через центр круга – т.𝑂). Рассмотрим
треугольник △𝑂𝐴𝑁 : ∠𝑂𝑁𝐴 = 90∘, 𝑂𝐴 = 𝑅, 𝑁𝐴 = 1

2
. Значит 𝑂𝑁 =

√︁
𝑅2 − 1

4
и

sup(𝐴𝐵) =
√︁
𝑅2 − 1

4
.

Рис. 3.
Нахождение
sup(AB) и
inf(AB)

Минимальное расстояние до одной стороны квадрата достигает-
ся в случае, если до противоположной стороны расстояние максималь-
ное. Значит inf(𝐴𝐵) = 1−

√︁
𝑅2 − 1

4
.

Осталось найти максимальное расстояние до стороны полукруга
𝜆𝐷 ⊂ B𝑅. Для этого расположим полукруг так, чтобы концы сторо-
ны лежали на окружности. Проведём перпендикуляр на эту сторону:
𝑂𝐻 ⊥ 𝑄𝑊 . Тогда 𝑄𝐻 = 𝐻𝑊 = 1, 𝑂𝑊 = 𝑅. Из △𝑊𝑂𝐻 получаем
sup(𝑄𝑊 ) = 𝑂𝐻 =

√
𝑅2 − 1 (см. рис. 4).

Так как 𝑅 > 1, то полукруг можно расположить так, что его пря-
молинейный участок границы сожержит точку 𝑂, поэтому inf(𝑄𝑊 ) =
0.

Рис. 4.
Нахождение
sup(QW)

Запишем вместе результаты геометрических рассуждений в виде
леммы.

Лемма 2. При выполнении (2) имеют места равенства:

sup(𝐴) = 𝑅, inf(𝐴) =
√
2−𝑅

sup(𝐴𝐵) =

√︂
𝑅2 − 1

4
, inf(𝐴𝐵) = 1−

√︂
𝑅2 − 1

4

sup(𝑄𝑊 ) =
√
𝑅2 − 1, inf(𝑄𝑊 ) = 0

Лемма 3. Неравенство sup(𝑄𝑊 ) > inf(𝐴𝐵) или

√
𝑅2 − 1 > 1−

√︂
𝑅2 − 1

4
(3)

выполняется при всех 𝑅 >
√
65
8
.
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Доказательство. Решим данное неравенство, с учётом, что 𝑅 > 0 (так как это
радиус). Область допустимых значений 𝑅 ⩾ 1. Преобразуем (3) к виду

√︁
𝑅2 − 1

4
> 5

8
,

откуда 𝑅2 > 65
64
. С учётом ОДЗ получим, что 𝑅 >

√
65
8
. □

Лемма 4. Если 𝑓 ∈ 𝐶(B𝑅) и для любого единичного квадрата 𝐾 ⊂ B𝑅∫︁
𝐾

𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 = 0,

то смешанная разность от 𝑓 по вершинам любого единичного квадрата из B𝑅 равна 0.
Доказательство. Достаточно продифференцировать по 𝑥 и по 𝑦 равенство∫︁ 𝑥+1

𝑥

∫︁ 𝑦+1

𝑦

𝑓(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣 = 0.

(︂∫︁ 𝑥+1

𝑥

∫︁ 𝑦+1

𝑦

𝑓(𝑢, 𝑣) 𝑑𝑢 𝑑𝑣

)︂′′

𝑦𝑥

=

(︂∫︁ 𝑥+1

𝑥

(︀
𝑓(𝑢, 𝑦 + 1)− 𝑓(𝑢, 𝑦)

)︀
𝑑𝑢

)︂′

𝑥

=

(𝑓(𝑥+ 1, 𝑦 + 1)− 𝑓(𝑥+ 1, 𝑦))− (𝑓(𝑥, 𝑦 + 1)− 𝑓(𝑥, 𝑦)) = 0

𝑓(𝑥+ 1, 𝑦 + 1) + 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑥, 𝑦 + 1) + 𝑓(𝑥+ 1, 𝑦)

□

Лемма 5. Пусть d — частная (в том числе и смешанная) производная 𝑓 ∈
P∞(𝐴,𝐵) любого порядка. Тогда d𝑓 ∈ P∞(𝐴,𝐵).

Доказательство.Учитывая определение классаP∞(𝐴,𝐵), достаточно доказать,
что если 𝑓 имеет нулевые интегралы, то и d𝑓 обладает этим же свойством.

Для произвольного 𝜆 ∈ Mot(𝐴,𝐵) и любого 𝜁 = (𝜉, 𝜂) ∈ R2, норма которого меньше
некоторого 𝜀 > 0, 𝜆𝐴+ 𝜁 ⊂ 𝐵, значит

0 =

∫︁
𝜆𝐴+𝜁

𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 =

∫︁
𝜆𝐴

𝑓(𝑥+ 𝜉, 𝑦 + 𝜂)𝑑𝑥𝑑𝑦.

Дифференцируя это равенство по 𝜉 и 𝜂 и полагая в полученных равенствах 𝜉 = 𝜂 = 0,
приходим к

∫︀
𝜆𝐴

𝜕
𝜕𝑥
𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 =

∫︀
𝜆𝐴

𝜕
𝜕𝑦
𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 = 0, что означает d𝑓 ∈ P∞(𝐴,𝐵) для

первых двух частных производных.
Аналогично можем получить результат и для других частных производных (в том

числе и смешанных). В частности получим, что 𝐹 (𝑥, 𝑦) = 𝜕3𝑓(𝑥,𝑦)
𝜕𝑥3 ∈ P∞(𝐴,𝐵). □

Лемма 6. Пусть функция 𝑓 ∈ 𝐶𝑘(B𝑅). Все производные от 𝑓 𝑘-го порядка равны
нулю тогда и только тогда, когда 𝑓 — многочлен степени не выше 𝑘 − 1.

Доказательство необходимости. Необходимость очевидна в силу правил
дифференцирования функции многих переменных, дифференцирования суммы и произ-
ведения с константой. □

Доказательство достаточности. Разобьём доказательство достаточности
на два этапа. Сначала докажем аналогичное утверждение для функции одной переменной,
т.е. докажем, что если функция 𝑓(𝑥) ∈ 𝐶𝑘[−𝑅,𝑅] и её производная 𝑘-го порядка равна 0,
тогда 𝑓(𝑥)— многочлен степени 𝑘 − 1.

i. Рассмотрим условие теоремы как дифференциальное уравнение:

𝑓 (𝑘) = 0.
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Это однородное линейное дифференциальное уравнение 𝑘-го порядка. Характери-
стическое уравнение данного дифференциального уравнения имеет вид: 𝜆𝑘 = 0. 𝜆 = 0—
его единственный корень кратности 𝑘. В таком случае решением данного дифференци-
ального уравнения является функция

𝑓(𝑥) = 𝑎0 + 𝑎1𝑥+ 𝑎2𝑥
2 + ...+ 𝑎𝑘−1𝑥

𝑘−1,

где 𝑎0, 𝑎1, ...𝑎𝑘−1 — произвольные постоянные. Таким образом, утверждение для функции
одной переменной доказано.

ii. Частные производные по 𝑥 (или 𝑦) от функции 𝑓(𝑥, 𝑦) получаем при дифферен-
цировании функции по 𝑥 (или 𝑦) в предположении, что 𝑦 (или 𝑥) считается постоянным.

Тогда для частной производной порядка 𝑘 по 𝑥 решением дифференциального урав-
нения

𝜕𝑘

𝜕𝑥𝑘
𝑓(𝑥, 𝑦) = 0

является функция

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑎0(𝑦) + 𝑎1(𝑦)𝑥+ 𝑎2(𝑦)𝑥
2 + ...+ 𝑎𝑘−1(𝑦)𝑥

𝑘−1,

где 𝑎0(𝑦), 𝑎1(𝑦), ...𝑎𝑘−1(𝑦)— некоторые функции переменной 𝑦.
Применяя уже доказанное утверждение для случая одной переменной, из этого

равенства получаем, что 𝑎0(𝑦), 𝑎1(𝑦), ...𝑎𝑘−1(𝑦)—многочлены степеней не выше 𝑘−1, ..., 0
соответственно. Отсюда следует утверждение леммы 6. □

Лемма 7. Пусть 𝑓(𝑥, 𝑦) — многочлен, т.е. 𝑓(𝑥, 𝑦) =
∑︀𝑛

𝑖=1

∑︀𝑚
𝑗=1 𝑎𝑖𝑗𝑥

𝑖𝑦𝑗 . Пусть∫︀
𝜆𝐴
𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 = 0 ∀𝜆 Mot(𝐴,𝐵) = {𝜆 ∈ M(2) : 𝜆𝐴 ⊂ 𝐵}, где 𝐴 — компакт в R2

ненулевой меры, 𝐵 — некоторое открытое множество. Тогда 𝑓 ≡ 0.
Доказательство.Пусть d—один из следующих дифференциальных операторов:

𝜕
𝜕𝑥

или 𝜕
𝜕𝑦
. Из леммы 5 следует, что если 𝑓 имеет указанные нулевые интегралы, то и d𝑓

также удовлетворяет этому условию.
Отсюдаприлюбых𝑘 и 𝑙 получаем соотношение

∫︀
𝜆𝐴
𝑎𝑘𝑙𝑑𝑥𝑑𝑦 = 0. Посколькуmes(𝜆𝐴) >

0, приходим к заключению, что 𝑓 = 0. □

Лемма 8. Предположим, что 𝛿 > 0 и функция 𝑓 непрерывна в области B(
√
2
2

−
𝛿,

√
2
2

+ 𝛿). Пусть также смешанная разность от 𝑓 по вершинам любого единичного
квадрата, все вершины которого лежат в B(

√
2
2
− 𝛿,

√
2
2
+ 𝛿), равна 0.

Тогда
𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑐0𝑥

2 + 𝑐0𝑦
2 + 𝑐1𝑥+ 𝑐2𝑦 + 𝑐3, (4)

где 𝑐0, 𝑐1, 𝑐2, 𝑐3 — фиксированные константы.
Доказательство леммы 8 содержится в [3].
Доказательство основного результата
Доказательство теоремы 1. Не ограничивая общности, можно считать, что

𝑓 ∈ 𝐶∞(B𝑅) (в противном случае можно применить стандартный приём сглаживания).
Пусть R удовлетворяет условию (2) и 𝑅 >

√
65
8
. Тогда выполнено неравенство

1 > 2(
√
2−𝑅). (5)

Рассмотрим кольцо

B(
√
2−𝑅,𝑅) = {(𝑥, 𝑦) ∈ R2 : (

√
2−𝑅)2 < 𝑥2 + 𝑦2 < 𝑅2}
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Применяя лемму 4, получаем, что 𝑓 удовлетворяет условиям леммы 8. Тогда выпол-
нена формула (5), т.е. 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑐0𝑥

2 + 𝑐0𝑦
2 + 𝑐1𝑥+ 𝑐2𝑦 + 𝑐3.

Рассмотрим отдельно одну из частных производных третьего порядка данной функ-
ции: 𝐹 (𝑥, 𝑦) = 𝜕3𝑓(𝑥,𝑦)

𝜕𝑥3 = 0. Заметим, что 𝐹 ≡ 0 в B(
√
2−𝑅,𝑅) и удовлетворяет условию

теоремы 1 в силу леммы 5.
Поскольку выполнено неравенство (4), функция 𝐹 = 0 и в большем кольце

B
(︁
1−

√︂
𝑅2 − 1

4
, 𝑅
)︁
= {(𝑥, 𝑦) ∈ R2 :

(︁
1−

√︂
𝑅2 − 1

4

)︁2
< 𝑥2 + 𝑦2 < 𝑅2}

(см. [22]).
Так как выполнено и неравенство (3) получаем, с учётом равенств из леммы 2, что

𝐹 = 0 во всём B𝑅 (см. [23]).
Таким образом, 𝐹 (𝑥, 𝑦) = 𝜕3𝑓(𝑥,𝑦)

𝜕𝑥3 = 0 во всём B𝑅. В силу произвольности выбора
взятой производной от функции 𝑓(𝑥, 𝑦) , можем утверждать, что все производные третьего
порядка от функции 𝑓 равны нулю в B𝑅. Тогда, согласно лемме 6, 𝑓 – многочлен степени
не выше 2. Отсюда из леммы 7 следует, что 𝑓 = 0. □

Выводы
В силу леммы 1 для рассматриваемого семейства множеств из единичного квадрата

𝐾 и единичного полукруга 𝐷 имеет место верхняя оценка

ℛ({𝐾,𝐷}) ⩽ min{ℛ(𝐾),ℛ(𝐷)} =
√
5/2,

где
ℛ({𝐾,𝐷}) = inf{𝑅 > 0 : {𝐾,𝐷} ∈ 𝒫(B𝑅)}.

В данной работе установлена нижняя оценка для значения радиуса круга, при вы-
полнении которой семейство из единичного квадрата и единичного полукруга будет се-
мейством Помпейю на этом круге. Этот результат может быть полезен в дальнейшем для
полного решения проблемы 2 для рассматриваемого семейства множеств.
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УДК 517.988.28

КВАЗИАНАЛИТИЧНОСТЬ И ЛОКАЛЬНОЕ СВОЙСТВО ПОМПЕЙЮ

© 2023. В.В. Волчков, K. B. Тимофеева

Рассмотрена локальная проблема Помпейю для множества единичных квадратов, содержащихся в
открытом круге. Получена точная характеристика максимальной гладкости ненулевых функций, заданных
в открытом круге, и имеющих нулевые интегралы по всем замкнутым единичным квадратам в этом круге.

Ключевые слова: проблема Помпейю, свойство Помпейю, множества со свойством Помпейю, ква-
зианалитические функции, локальная теорема о двух радиусах для квазианалитических функций.

Введение. В данной работе исследуются аналоги проблемы Помпейю и связанные
с ней вопросы для функций с нулевыми интегралами по замкнутым единичным квадра-
там, лежащим в открытом круге. Проблема Помпейю в евклидовом случае может быть
сформулирована следующим образом.

ПустьR𝑛 —вещественное евклидово пространство размерности 𝑛 ≥ 2 с евклидовой
нормой | · |, 𝑀(𝑛) — группа движений R𝑛. Компактное множество 𝐴 ⊂ R𝑛 называется
множеством Помпейю, если всякая локально суммируемая функция 𝑓 : R𝑛 → C, для
которой ∫︁

𝜆𝐴

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 0

при всех 𝜆 ∈𝑀(𝑛), равна нулю почти всюду. Классическая проблема Помпейю состоит в
описании класса P(R𝑛) таких множеств А.

Ряд результатов в этой задаче был получен в первой половине XX века румынским
математиком Помпейю (см. [1, 2]). Также, описанием класса P(R𝑛) занимались и другие
математики, такие как К.А. Беренстейн, Р. Гэй (см. [3]), Л. Зальцман и другие (см. [4–6]).

Постановка задачи.
На данный момент, для многих конкретных случаев есть ряд достаточных условий, с

помощью которых можно определить имеет ли множество свойство Помпейю [2]. В работе
будет рассмотрен локальный вариант проблемы Помпейю в евклидовой плоскости R2, а
именно, когда функция 𝑓 задана на открытом круге 𝐵𝑅 = {𝑥 ∈ R2 : |𝑥| < 𝑅}, и имеет
нулевые интегралы по всем замкнутым единичным квадратам, лежащим в 𝐵𝑅. При этом
рассматриваются функции, которые удовлетворяют условию квазианалитичности в круге.
Таким образом, исследуется следующая проблема.

Проблема 1. Исследовать функции 𝑓 в круге 𝐵𝑅, имеющие нулевые интегралы
по всем замкнутым единичным квадратам, лежащим в 𝐵𝑅, и удовлетворяющие условию
квазианалитичности.

Ранее в литературе (см. [4, 7, 8]) аналогичная задача решалась для локально сумми-
руемых функций. Некоторые результаты, связанные с проблемой 1, были получены в [9]

Исследование проводилось по теме государственного задания (регистрационный номер 1023031100003-
2-1.1.1)
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и [10]. Цель данной работы показать, что условие квазианалитичности, используемое в [9]
и [10], является точным.

Пусть R2 – евклидова плоскость, 𝐵𝑅 = 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2) :
√︀
𝑥21 + 𝑥22 < 𝑅. Для после-

довательности 𝜇 = {𝑀𝑞}∞𝑞=0 положительных чисел обозначим через 𝐶𝜇(𝐵𝑅) множество
функций 𝑓 ∈ 𝐶∞(𝐵𝑅) таких, что

sup
𝑥∈𝐵𝑟

|(𝜕𝛼𝑓)(𝑥)| ≤𝑀|𝛼|

где 𝜕𝛼 – оператор частного дифференцирования порядка 𝛼 = (𝛼1, 𝛼2), |𝛼| = 𝛼1+𝛼2.
Ранее вторым автором был получен результат (см. [9, 10]), который можно сформу-

лировать в виде теоремы.
Теорема 1. Пусть 𝑓 ∈ 𝐶M (𝐵𝑅), 𝑅 >

√
2
2

и имеет нулевые интегралы по всем
замкнутым единичным квадратам, лежащим в круге 𝐵𝑅. Тогда, если

∞∑︁
𝑗=1

1

inf𝑞≥𝑗 𝑀
1/𝑞
𝑞

= +∞, (1)

то 𝑓 ≡ 0 в 𝐵𝑅.
В случае, когда для последовательности 𝜇 = {𝑀𝑞}∞𝑞=0 выполняется (1), функция 𝑓

называется квазианалитической в круге 𝐵𝑅.
Возникает вопрос: насколько условие (1) окончательное? В данном работе мы пока-

жем, что если (1) не выполнено, то при
√
2
2
< 𝑅 <

√
5
2

из равенства нулю интегралов по
единичным квадратам не следует, что функция 𝑓 ∈ 𝐶∞(𝐵𝑅) равна нулю в 𝐵𝑅.

Вспомогательные обозначения и утверждения.
В работе [11] была доказана локальная теорема о двух радиусах для квазианалити-

ческих классов функций, имеющих нулевые интегралы по всем замкнутым шарам радиуса
𝑟, лежащим в 𝐵𝑅 . Сформулируем соответствующий результат в виде теоремы.

Введём следующие обозначения: Λ𝑛 = {𝜈1, 𝜈2, ...} — последовательность всех по-
ложительных корней функции Бесселя 𝐽𝑛/2, занумерованных в порядке возрастания; 𝐸𝑛

— множество чисел вида 𝛼/𝛽, где 𝛼, 𝛽 ∈ Λ𝑛.
Теорема 2. Пусть 𝐸 = {𝑟1, 𝑟2}, 𝑅 > 𝑟2 > 𝑟1, 𝑟1 + 𝑟2 > 𝑅, 𝑓 ∈ 𝐶∞(𝐵𝑅) и выполнено

условие
∫︀
|𝑦|≤𝑟

𝑓(𝑥 + 𝑦)𝑑𝑦 = 0 при всех 𝑟 ∈ 𝐸, 𝑥 ∈ 𝐵𝑅−𝑟. Тогда имеют место следующие
утверждения:

а)если 𝑟1/𝑟2 /∈ 𝐸𝑛 и существуетпоследовательностьположительныхчисел{𝑀𝑞}∞𝑞=0

такая, что

∞∑︁
𝑗=1

1

inf𝑞≥𝑗 𝑀
1
𝑞
𝑞

= ∞, (2)

и для любого 𝛼 ∈ Z𝑛
+

sup
𝑥∈𝐵𝑟1

|(𝜕𝛼𝑓)(𝑥)| ≤𝑀|𝛼|, (3)

то 𝑓 = 0.
2) для любой последовательности положительных чисел {𝑀𝑞}∞𝑞=0 такой, что
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∞∑︁
𝑗=1

1

inf𝑞≥𝑗 𝑀
1
𝑞
𝑞

<∞ (4)

существует ненулевая функция 𝑓 ∈ 𝐶∞(𝐵𝑅) с указанными нулевыми интеграла-
ми, у которой

sup
𝑥∈𝐵𝑅

|(𝜕𝛼𝑓)(𝑥)| ≤𝑀|𝛼| (5)

при всех 𝛼 ∈ Z𝑛
+.

Доказательство теоремы можно посмотреть в работе [11].
Утверждения 1), 2) теоремы 2 позволяют сделать вывод о характере максималь-

ной гладкости ненулевых функций с нулевыми интегралами по шарам, радиусы которых
принадлежат данному двухэлементному множеству.

Докажем, что условие (2) является точным и для ненулевых функций с нулевыми
интегралами по единичным квадратам.

Сформулируем и докажем второе утверждение из этого результата в виде леммы.
Для фиксированного 𝑟 > 0 и 𝑅 > 𝑟 обозначим 𝑉𝑟(𝐵𝑅) множество функций 𝑓 ∈

𝐶∞(𝐵𝑅), имеющих нулевые интегралы по всем замкнутым шарам радиуса 𝑟, содержащим-
ся в 𝐵𝑅.

Лемма 1. Пусть 𝐸 = {𝑟1, 𝑟2}, 𝑅 > 𝑟2 > 𝑟1, 𝑟1 + 𝑟2 > 𝑅. Тогда для любой последо-
вательности положительных чисел {𝑀𝑞}∞𝑞=0 такой, что

∞∑︁
𝑗=1

1

inf𝑞≥𝑗 𝑀
1
𝑞
𝑞

<∞, (6)

существует ненулевая функция 𝑓 ∈ 𝐶∞(𝐵𝑅) такая, что
∫︀
|𝑦|≤𝑟

𝑓(𝑥 + 𝑦)𝑑𝑦 = 0 при всех
𝑟 ∈ 𝐸, 𝑥 ∈ 𝐵𝑅−𝑟 и

sup
𝑥∈𝐵𝑅

|(𝜕𝛼𝑓)(𝑥)| ≤𝑀|𝛼| (7)

при всех 𝛼 ∈ Z2
+.

Доказательство. Пусть 𝑟1 + 𝑟2 − 𝑅 = 𝜀1 > 0 и выполнены условия (6), (7). Не
ограничивая общности, можно считать, что последовательность {𝑀1/𝑞

𝑞 }∞𝑞=1 не убывает ( в
противном случае𝑀𝑞 можно заменить на𝑚𝑞 = (𝑖𝑛𝑓𝑗≥𝑞𝑀

1/𝑗
𝑗 )𝑞 ≤𝑀𝑞).

Из (7) следует, что существует последовательность положительных чисел {𝜁𝑞}∞𝑞=0

такая, что
lim
𝑞→∞

𝜁1/𝑞𝑞 = +∞

и
∞∑︁
𝑗=1

1

𝑖𝑛𝑓𝑞≥𝑗(𝑀𝑞/𝜁𝑞)1/𝑞
<∞. (8)

Поскольку 𝑅 + 𝜀1/2 < 𝑟1 + 𝑟2, из [5, §9] получаем, что существует вещественнозначная
функция 𝑓1 ∈ 𝑉𝑟(𝐵𝑅+𝜀1/2), 𝑟 = 𝑟1, 𝑟2 такая, что∫︁

𝐵𝑅+𝜀1/2

|𝑓1(𝑥)|𝑑𝑥 = 1. (9)
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Из (9) и [13, следствие 1 из теоремы 2, лемма 6] вытекает, что supp𝑓1 ∩ 𝐵𝑟1 ̸= ∅.
Тогда в некотором открытом шаре 𝐵 с центром 𝑥0 ∈ 𝐵𝑟1 и радиусом 𝛿 < 𝑅− 𝑟1 функция
𝑓1 не обращается в нуль, т.е. сохраняет знак.

Пусть 𝜀2 = 𝑚𝑖𝑛(𝛿, 𝜀1/2) и 𝜀 = (𝜀1 − 𝜀2)/2. Рассмотрим ненулевую неотрицательную
функцию 𝑢1 ∈ 𝐶∞(R1) с носителем в [0, 𝜀2/(2

√
𝑛)], удовлетворяющую условию

|𝑢𝑗1(𝑡)| ≤
𝐾𝑗+1

1 𝑀𝑗

𝜁𝑗
, 𝑡 ∈ R1, 𝑗 ∈ Z+,

где постоянная 𝐾1 > 0 не зависит от 𝑗 и 𝑡. Существование такой функции следует из (8)
и [14, теоремы 1.3.5, 1.3.8]. Полагая

𝐾 = max
𝑗≥1

𝐾1+𝑗
1

𝜁𝑗
, 𝑢(𝑡) =

𝑢1(𝑡)

𝐾
,

имеем |𝑢(𝑗)(𝑡)| ≤𝑀𝑗 на R1. Для 𝑥 ∈ R𝑛 положим

𝜓(𝑥) =
𝑛∏︁

𝑗=1

𝑢(𝑥𝑗);

тогда 𝜓 ≥ 0 и
supp𝜓 ⊂ 𝐵𝜀2/2. (10)

Кроме того, для всех 𝑥 ∈ R𝑛, 𝛼 ∈ Z𝑛
+ получаем

|(𝜕𝛼𝜓)(𝑥)| =
𝑛∏︁

𝑗=1

|𝑢(𝛼𝑗)(𝑥𝑗)| ≤
𝑛∏︁

𝑗=1

𝑀𝛼𝑗
≤𝑀|𝛼|. (11)

Далее, свертка 𝑓 = 𝑓1 * 𝜓 определена в 𝐵𝑅+𝜀 и принадлежит 𝑉𝑟(𝐵𝑅+𝜀), 𝑟 = 𝑟1, 𝑟2. Из (9)
и (11) следует, что |(𝜕𝛼𝑓)(𝑥)| ≤ 𝑀|𝛼| для всех 𝑥 ∈ 𝐵𝑅+𝜀, 𝛼 ∈ Z𝑛

+. Поскольку 𝜀2/2 < 𝛿,
из (10) и определения 𝑓 имеем 𝑓(𝑥0) ̸= 0. Таким образом, 𝑓 удовлетворяет всем требуемым
условиям и лемма доказана.

□
Докажем теперь, что условие квазианалитичности является точным и для ненулевых

функций с нулевыми интегралами по единичным квадратам.
Основной результат и его доказательство.
Основным результатом данной работы является
Теорема 3. Пусть

√
2
2
< 𝑅 <

√
5
2

, тогда для любой последовательности положи-
тельных чисел {𝑀𝑞}∞𝑞=0 , для которой выполняется условие

∞∑︁
𝑗=1

1

inf𝑞≥𝑗 𝑀
1/𝑞
𝑞

< +∞, (12)

существует ненулевая функция 𝑓 ∈ 𝐶∞(𝐵𝑅) с нулевыми интегралами по всем замкну-
тым единичным квадратам, лежащим в 𝐵𝑅 , у которой

sup
𝑥∈𝐵𝑅

|(𝜕𝛼𝑓)(𝑥)| ≤𝑀|𝛼| (13)

при всех 𝛼 ∈ Z2
+.
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Доказательство.

Рассмотрим открытый круг 𝐵𝑅 с радиусом
√
2
2
< 𝑅 <

√
5
2

и замкнутые единичные
квадраты в нём. При движении таких квадратов внутри круга получаем некоторую область
в центре, которую границы квадратов не затрагивают.

Нетрудно видеть, что область является открытым кругом некоторого радиуса 𝜀 >
0 . Как и ранее, обозначим этот круг 𝐵𝜀 . Таким образом, 𝐵𝜀 содержится в каждом
рассматриваемом замкнутом единичном квадрате.

При доказательстве леммы 1 была построена финитная функция 𝑓 ∈ 𝐶∞(𝐵𝑅) ,
удовлетворяющая условиям (12) и (13). Из построения следует, что такая функция может
быть выбрана с нулевым интегралом по носителю. При этом носитель данной функции
можно выбрать сколь угодно малого диаметра (см. [11]).

Выбирая в качестве 𝑓 функцию, построенную в доказательстве леммы 1 с носителем
в открытом круге 𝐵𝜀, получим, что указанная функция удовлетворяет всем условиям
леммы 1. Таким образом, теорема полностью доказана. □

Выводы.Получена точная характеристикамаксимальной гладкостиненулевыхфунк-
ций с нулевыми интегралами по замкнутым единичным квадратам, лежащим в открытом
круге. Полученные результаты носят теоретический характер.

Таким образом, рассмотрена локальная проблема Помпейю для множества замкну-
тых единичных квадратов, содержащихся в круге. Проведённое исследование даёт основу
для изучения свойства Помпейю на других множествах.
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QUASI-ANALYTICITY AND THE LOCAL POMPEIU PROPERTY
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A local Pompeiu problem is considered for the set of unit squares contained in an open disk. An exact

characteristic of the maximum smoothness of nonzero functions given in an open disk and having zero integrals
over all closed unit squares in this disk is obtained.
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УДК 517.444

ПОСТРОЕНИЕ ВЕКТОРНОГО ПОЛЯ ПО ЕГО ПОТОКУ ЧЕРЕЗ СФЕРЫ
ФИКСИРОВАННЫХ РАДИУСОВ

© 2023. Н.П. Волчкова, Вит.В. Волчков

Одним из элементарных свойств непостоянной непрерывной функции на вещественной оси является
отсутствие у нее двух несоизмеримых периодов. Пример экспоненты 𝑒𝑖𝜆𝑥 при подходящем параметре 𝜆
показывает, что условие несоизмеримости периодов является существенным. Этот факт допускает далеко
идущие обобщения на скалярные и векторные поля в многомерных пространствах. В частности, если гладкое
векторное поле

−→
𝐴 : R𝑛 → R𝑛 имеет нулевой поток через все сферы фиксированных радиусов 𝑟1 и 𝑟2 в R𝑛

и 𝑟1/𝑟2 не является отношением положительных нулей функции Бесселя первого рода с индексом 𝑛/2,
то поле

−→
𝐴 является соленоидальным (несжимаемым). В данной статье изучается задача о восстановлении

векторного поля по его заданным потокам. Нашим основным результатом является теорема 2, которая дает
формулу для нахождения

−→
𝐴 (с точностью до соленоидального слагаемого) по его известному потоку через

все сферы с указанным выше условием. В работе используются методы гармонического анализа, а также
теории целых и специальных функций. Ключевым шагом в доказательстве теоремы 2 является разложение
дельта-функции Дирака по системе радиальных распределений с носителями в 𝐵𝑟, биортогональной к
некоторой системе сферических функций. Подобный подход можно использовать для обращения ряда
операторов свертки с радиальными распределениями из ℰ ′(R𝑛).

Ключевые слова: векторные поля, сферические средние, функции Бесселя, радиальные распределе-
ния.

1. Введение. Пусть 𝑟1, 𝑟2 — фиксированные положительные числа и отношение
𝑟1/𝑟2 иррационально. Хорошо известно, что всякая функция 𝑓 ∈ 𝐶(R), удовлетворяющая
условиям периодичности

𝑓(𝑥+ 𝑟1)− 𝑓(𝑥− 𝑟1) = 0, 𝑓(𝑥+ 𝑟2)− 𝑓(𝑥− 𝑟2) = 0, 𝑥 ∈ R, (1)

является константой. Если рассматривать 𝑓 как векторное поле в R, то равенства (1)
означают, что 𝑓 имеет нулевой поток через любую нульмерную сферу радиуса 𝑟1 и 𝑟2. При
этом поле 𝑓 является постоянным. Этот факт допускает нетривиальные обобщения на
скалярные и векторные поля в многомерных пространствах (см. статьи [1], [2], обзоры [3]–
[6], а также монографии [7]– [9], содержащие обширную библиографию). В частности, с
помощью следствия 2.1 из [1] нетрудно убедиться, что имеет место

Теорема 1. Пусть 𝑟1, 𝑟2 ∈ (0,+∞), Λ𝑛 = {𝜆1, 𝜆2, . . .} — последовательность всех
положительных нулей функции Бесселя 𝐽𝑛/2, занумерованных в порядке возрастания,
𝐸𝑛 — множество чисел вида 𝛼/𝛽, где 𝛼, 𝛽 ∈ Λ𝑛. Тогда:

1) если 𝑟1/𝑟2 /∈ 𝐸𝑛 и гладкое векторное поле
−→
𝐴 : R𝑛 → R𝑛 имеет нулевой поток

через все сферы радиусов 𝑟1 и 𝑟2, то поле
−→
𝐴 является соленоидальным, т.е.

div
−→
𝐴 :=

𝜕𝐴1

𝜕𝑥1
+ · · ·+ 𝜕𝐴𝑛

𝜕𝑥𝑛
= 0,

Исследование проводилось по теме государственного задания (регистрационный номер 1023031100003-
2-1.1.1)
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где 𝐴1, . . . , 𝐴𝑛 — компоненты поля
−→
𝐴 ;

2) если 𝑟1/𝑟2 ∈ 𝐸𝑛, то существует не соленоидальное бесконечно дифференциру-
емое векторное поле

−→
𝐴 : R𝑛 → R𝑛 с нулевым потоком через все сферы радиусов 𝑟1 и 𝑟2

в R𝑛.
В связи с теоремой 1, для случая 𝑟1/𝑟2 /∈ 𝐸𝑛 возникает задача о восстановлении

поля
−→
𝐴 (с точностью до соленоидального поля) по заданным функциям

𝒫𝑗

(︀−→
𝐴
)︀
(𝑥) =

∫︁
𝑆𝑟𝑗 (𝑥)

−→
𝐴 · −→𝑛 𝑑𝜎, 𝑗 = 1, 2,

где 𝑆𝑟𝑗(𝑥) = {𝑦 ∈ R𝑛 : |𝑦 − 𝑥| = 𝑟𝑗}, −→𝑛 — единичный вектор внешней нормали к 𝑆𝑟𝑗(𝑥),
𝑑𝜎 — элемент площади на 𝑆𝑟𝑗(𝑥). Целью данной работы является решение этой задачи.
Отметим, что постановка подобной проблемы об обращении оператора

𝑓 →

(︃∫︁
𝑆𝑟1 (𝑥)

𝑓𝑑𝜎,

∫︁
𝑆𝑟2 (𝑥)

𝑓𝑑𝜎

)︃
, 𝑓 ∈ 𝐶(R𝑛)

при естественных условиях на 𝑟1/𝑟2 принадлежит Л. Зальцману [3, § 8] (см. также [10,
раздел C]).

Формулировка основного результата работы и его обсуждение приводится в § 2
(см. теорему 2 ниже). В § 3 содержатся необходимые вспомогательные утверждения.
Доказательство теоремы 2 получено в § 4. Наши конструкции основаны на развитии
идей, предложенных в [8], [11]. Относительно других методов и результатов, связанных с
восстановлением по сферическим средним, см. [9], [12] и имеющиеся там ссылки.

2. Формулировка основного результата. Далее, как обычно, C𝑛 — 𝑛-мерное ком-
плексное пространство с эрмитовым скалярным произведением

(𝜁, 𝜍) =
𝑛∑︁

𝑗=1

𝜁𝑗 𝜍𝑗, 𝜁 = (𝜁1, . . . , 𝜁𝑛), 𝜍 = (𝜍1, . . . , 𝜍𝑛),

𝒟′(R𝑛) и ℰ ′(R𝑛)— пространства распределений и распределений с компактными носите-
лями на R𝑛 соответственно.

Преобразованием Фурье-Лапласа распределения 𝑓 ∈ ℰ ′(R𝑛) является целая функ-
ция ̂︀𝑓(𝜁) = ⟨𝑓(𝑥), 𝑒−𝑖(𝜁,𝑥)⟩, 𝜁 ∈ C𝑛.

При этом ̂︀𝑓 растет на R𝑛 не быстрее полинома и

⟨ ̂︀𝑓, 𝜓⟩ = ⟨𝑓, ̂︀𝜓 ⟩, 𝜓 ∈ 𝒮(R𝑛), (2)

где𝒮(R𝑛)—пространствоШварца быстро убывающихфункцийиз𝐶∞(R𝑛) (см. [13, гл. 7]).
Если 𝑓1, 𝑓2 ∈ 𝒟′(R𝑛) и хотя бы одно из этих распределений имеет компактный

носитель, то их свертка 𝑓1*𝑓2 является распределением в𝒟′(R𝑛), действующимпоправилу

⟨𝑓1 * 𝑓2, 𝜙⟩ = ⟨𝑓2(𝑦), ⟨𝑓1(𝑥), 𝜙(𝑥+ 𝑦)⟩⟩ , 𝜙 ∈ 𝒟(R𝑛), (3)

где 𝒟(R𝑛) — пространство финитных бесконечно дифференцируемых функций на R𝑛.
Для 𝑓1, 𝑓2 ∈ ℰ ′(R𝑛) справедлива формула Бореля

𝑓1 * 𝑓2 = ̂︀𝑓1 ̂︀𝑓2. (4)
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Пусть ℰ ′
♮(R𝑛) — пространство радиальных (инвариантных относительно вращений

пространства R𝑛) распределений из ℰ ′(R𝑛), 𝑛 ≥ 2. Простейшим примером распределения
из класса ℰ ′

♮(R𝑛) является дельта-функция Дирака 𝛿 с носителем в нуле. Положим

I𝜈(𝑧) =
𝐽𝜈(𝑧)

𝑧𝜈
, 𝜈 ∈ C.

Сферическое преобразование распределения 𝑓 ∈ ℰ ′
♮(R𝑛) определяется равенством

̃︀𝑓(𝑧) = ⟨𝑓, 𝜙𝑧⟩, 𝑧 ∈ C,

где 𝜙𝑧 — сферическая функция в R𝑛, т.е.

𝜙𝑧(𝑥) = 2
𝑛
2
−1Γ

(︁𝑛
2

)︁
I𝑛

2
−1(𝑧|𝑥|), 𝑥 ∈ R𝑛

(см. [14, гл. 4]). Функция 𝜙𝑧 однозначно определяется следующими условиями:
1) 𝜙𝑧 радиальная и 𝜙𝑧(0) = 1;
2) 𝜙𝑧 удовлетворяет дифференциальному уравнению

∆(𝜙𝑧) + 𝑧2𝜙𝑧 = 0 (∆− оператор Лапласа). (5)

Отметим, что ̃︀𝑓 — четная целая функция экспоненциального типа и преобразование
Фурье ̂︀𝑓 выражается через ̃︀𝑓 по формуле

̂︀𝑓(𝜁) = ̃︀𝑓(︀√︁𝜁21 + . . .+ 𝜁2𝑛
)︀
, 𝜁 ∈ C𝑛. (6)

Множество всех нулейфункции ̃︀𝑓 , лежащих вполуплоскостиRe 𝑧 ≥ 0ине принадлежащих
отрицательной части мнимой оси, обозначим 𝒩+( ̃︀𝑓).

Пусть 𝜒𝑟 — индикатор шара 𝐵𝑟 = {𝑥 ∈ R𝑛 : |𝑥| < 𝑟}. Для 𝑓 = 𝜒𝑟 имеем (см.,
например, [9, часть 2, гл. 3, формула (3.90)])

̃︀𝜒𝑟(𝑧) = (2𝜋)
𝑛
2 𝑟𝑛I𝑛

2
(𝑟𝑧). (7)

Отсюда и из формулы
I′𝜈(𝑧) = −𝑧I𝜈+1(𝑧) (8)

(см. [15, гл. 7, п. 7.2.8, формула (51)]) находим

̃︀𝜒𝑟
′(𝑧) = −(2𝜋)

𝑛
2 𝑟𝑛+2𝑧I𝑛

2
+1(𝑟𝑧). (9)

Используя хорошо известные свойства нулей функций Бесселя (см. [15, гл. 7, п. 7.9]),
можно получить соответствующую информацию о множестве 𝒩+(̃︀𝜒𝑟). В частности, все
нули ̃︀𝜒𝑟 являются простыми, принадлежат R∖{0} и

𝒩+(̃︀𝜒𝑟) =

{︂
𝜆1
𝑟
,
𝜆2
𝑟
, . . .

}︂
. (10)

Кроме того, поскольку функции 𝐽𝑛
2
−1 и 𝐽𝑛

2
не имеют общих нулей на R∖{0}, то корректно

определена функция

ℎ𝜆𝑟 (𝑥) =
I𝑛

2
−1(𝜆|𝑥|)− I𝑛

2
−1(𝜆𝑟)

𝜆2I𝑛
2
−1(𝜆𝑟)

𝜒𝑟(𝑥), 𝜆 ∈ 𝒩+(̃︀𝜒𝑟).
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Пусть

𝑄𝑟(𝑧) =

[(𝑛+7)/4]∏︁
𝑗=1

(︃
𝑧 −

(︂
𝜆𝑗
𝑟

)︂2
)︃
, 𝐻𝑟 = 𝑄𝑟(∆)𝜒𝑟. (11)

Тогда в силу формулы

𝑞(∆)𝑓(𝑧) = 𝑞(−𝑧2) ̃︀𝑓(𝑧) (𝑞 − алгебраический многочлен), (12)

имеем ̃︀𝐻𝑟(𝑧) = 𝑄𝑟(−𝑧2)̃︀𝜒𝑟(𝑧), (13)

𝒩+

(︀ ̃︀𝐻𝑟

)︀
=

{︂
𝜆1
𝑟
,
𝜆2
𝑟
, . . .

}︂
∪
{︂
𝑖𝜆1
𝑟
,
𝑖𝜆2
𝑟
, . . . ,

𝑖𝜆𝑚
𝑟

}︂
, (14)

причем все нули ̃︀𝐻𝑟 являются простыми. Кроме того,

𝒩+

(︀ ̃︀𝐻𝑟1

)︀
∩𝒩+

(︀ ̃︀𝐻𝑟2

)︀
= ∅ ⇔ 𝑟1

𝑟2
/∈ 𝐸𝑛. (15)

Для 𝜆 ∈ 𝒩+

(︀ ̃︀𝐻𝑟

)︀
положим

𝐻𝜆
𝑟 = 𝑄𝑟(∆)ℎ𝜆𝑟 , (16)

если 𝜆 ∈ 𝒩+(̃︀𝜒𝑟), и
𝐻𝜆

𝑟 = 𝑞𝑟,𝜆(∆)𝜒𝑟, (17)

если 𝑄𝑟(−𝜆2) = 0, где

𝑞𝑟,𝜆(𝑧) = −𝑄𝑟(𝑧)

𝑧 + 𝜆2
. (18)

Основным результатом данной работы является
Теорема 2. Пусть 𝑟1

𝑟2
/∈ 𝐸𝑛,

−→
𝐴 : R𝑛 → R𝑛 — гладкое векторное поле класса 𝐶2,

𝑛 ≥ 2. Тогда
−→
𝐴 (𝑥) =

−→
A(𝑥) + 𝑥

∫︁ 1

0

(div
−→
𝐴 )(𝑡𝑥)𝑡𝑛−1𝑑𝑡, (19)

div
−→
𝐴 =

∑︁
𝜆∈𝒩+( ̃︀𝐻𝑟1 )

∑︁
𝜇∈𝒩+( ̃︀𝐻𝑟2 )

4𝜆𝜇

(𝜆2 − 𝜇2) ̃︀𝐻 ′
𝑟1
(𝜆) ̃︀𝐻 ′

𝑟2
(𝜇)

(︁
𝑄𝑟2(∆)

(︀
𝒫2

(︀−→
𝐴
)︀
*𝐻𝜆

𝑟1

)︀
−

−𝑄𝑟1(∆)
(︀
𝒫1

(︀−→
𝐴
)︀
*𝐻𝜇

𝑟2

)︀)︁
, (20)

где
−→
A — соленоидальное векторное поле и ряд (20) сходится безусловно в простран-

стве 𝒟′(R𝑛).
Равенства (19), (20) восстанавливают поле

−→
𝐴 с точностью до соленоидального поля

по известным потокам 𝒫1

(︀−→
𝐴
)︀
и 𝒫2

(︀−→
𝐴
)︀
(см. (11), (13), (14), (16)–(18)). Таким образом,

теорема 2 дает решение сформулированной выше задачи. Ключевым шагом в доказа-
тельстве основного результата является разложение дельта-функции Дирака по системе
радиальных распределений с носителями в 𝐵𝑟, биортогональной к некоторой системе
сферических функций (см. доказательство леммы 6 в § 3 ниже). Подобный подход можно
использовать для обращения ряда операторов свертки с радиальными распределениями
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из ℰ ′(R𝑛). Применение методов работы [12] приводит к принципиально иной процеду-
ре для восстановления

−→
𝐴 . Однако, возникающие при этом конструкции являются более

громоздкими и менее явными (см. [12, § 3]).
3. Вспомогательные утверждения.
Лемма 1. Пусть 𝒜 ∈ 𝐶1(𝐵𝑅) и

ℬ(𝑥) =
∫︁ 1

0

𝒜(𝑡𝑥)𝑡𝑛−1𝑑𝑡, |𝑥| < 𝑅.

Тогда
div (ℬ(𝑥)𝑥) = 𝒜(𝑥). (21)

Доказательство. Имеем

div(ℬ(𝑥)𝑥) = 𝑛ℬ(𝑥) +
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑥𝑗
𝜕ℬ
𝜕𝑥𝑗

=

= 𝑛

∫︁ 1

0

𝒜(𝑡𝑥)𝑡𝑛−1𝑑𝑡+

∫︁ 1

0

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑥𝑗
𝜕

𝜕𝑥𝑗
(𝒜(𝑡𝑥)) 𝑡𝑛−1𝑑𝑡.

Интегрируя по частям, находим∫︁ 1

0

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑥𝑗
𝜕

𝜕𝑥𝑗
(𝒜(𝑡𝑥)) 𝑡𝑛−1𝑑𝑡 =

∫︁ 1

0

𝑑

𝑑𝑡
(𝒜(𝑡𝑥)) 𝑡𝑛𝑑𝑡 =

= 𝑡𝑛𝒜(𝑡𝑥)
⃒⃒⃒1
0
− 𝑛

∫︁ 1

0

𝒜(𝑡𝑥)𝑡𝑛−1𝑑𝑡.

Используя это соотношение и равенство выше, получаем (21). □

Лемма 2. Пусть 𝑔 : C → C — четная целая функция и 𝑔(𝜆) = 0 для некоторого
𝜆 ∈ C. Тогда ⃒⃒⃒⃒

𝜆𝑔(𝑧)

𝑧2 − 𝜆2

⃒⃒⃒⃒
≤ max

|𝜁−𝑧|≤2
|𝑔(𝜁)|, 𝑧 ∈ C, (22)

где при 𝑧 = ±𝜆 левая часть в (22) доопределена по непрерывности.
Доказательство. Имеем⃒⃒⃒⃒

2𝜆𝑔(𝑧)

𝑧2 − 𝜆2

⃒⃒⃒⃒
=

⃒⃒⃒⃒
𝑔(𝑧)

𝑧 − 𝜆
− 𝑔(𝑧)

𝑧 + 𝜆

⃒⃒⃒⃒
≤
⃒⃒⃒⃒
𝑔(𝑧)

𝑧 − 𝜆

⃒⃒⃒⃒
+

⃒⃒⃒⃒
𝑔(𝑧)

𝑧 + 𝜆

⃒⃒⃒⃒
. (23)

Оценим первое слагаемое в правой части (23).
Если |𝑧 − 𝜆| > 1, то ⃒⃒⃒⃒

𝑔(𝑧)

𝑧 − 𝜆

⃒⃒⃒⃒
≤ |𝑔(𝑧)| ≤ max

|𝜁−𝑧|≤2
|𝑔(𝜁)|. (24)

Пусть |𝑧 − 𝜆| ≤ 1. Тогда применяя принцип максимума модуля к целой функции
𝑔(𝜁)

𝜁 − 𝜆
,

получаем ⃒⃒⃒⃒
𝑔(𝑧)

𝑧 − 𝜆

⃒⃒⃒⃒
≤ max

|𝜁−𝜆|≤1

⃒⃒⃒⃒
𝑔(𝜁)

𝜁 − 𝜆

⃒⃒⃒⃒
= max

|𝜁−𝜆|=1
|𝑔(𝜁)|.
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Учитывая, что окружность |𝜁 − 𝜆| = 1 содержится в круге |𝜁 − 𝑧| ≤ 2, приходим к оценке⃒⃒⃒⃒
𝑔(𝑧)

𝑧 − 𝜆

⃒⃒⃒⃒
≤ max

|𝜁−𝑧|≤2
|𝑔(𝜁)|, (25)

которая справедлива для всех 𝑧 ∈ C (см. (24)).
Аналогично, ⃒⃒⃒⃒

𝑔(𝑧)

𝑧 + 𝜆

⃒⃒⃒⃒
≤ max

|𝜁−𝑧|≤2
|𝑔(𝜁)|, 𝑧 ∈ C, (26)

поскольку 𝑔(−𝜆) = 0. Из (25), (26) и (23) следует требуемое утверждение. □

Лемма 3. 1) При 𝜈 > −1/2, 𝑧 ∈ C имеет место неравенство

|I𝜈(𝑧)| ≤
𝑒|Im 𝑧|

2𝜈Γ(𝜈 + 1)
. (27)

2) Если 𝜈 ∈ R, то

|I𝜈(𝑧)| ∼
1√
2𝜋

𝑒|Im 𝑧|

|𝑧|𝜈+ 1
2

, Im 𝑧 → ∞. (28)

3) Пусть 𝜈 > −1, {𝜆𝜈,𝑗}∞𝑗=1 — последовательность всех положительных нулей функ-
ции I𝜈 , занумерованных в порядке возрастания. Тогда

𝜆𝜈,𝑗 = 𝜋

(︂
𝑗 +

𝜈

2
− 1

4

)︂
+𝑂

(︂
1

𝑗

)︂
, 𝑗 → ∞. (29)

Кроме того,

lim
𝑗→∞

(︀
𝜆𝜈,𝑗
)︀𝜈+ 3

2 |I𝜈+1(𝜆𝜈,𝑗)| =
√︂

2

𝜋
. (30)

Доказательство. 1) Из интегрального представления Пуассона [15, гл. 7, п. 7.12,
формула (8)] имеем

I𝜈(𝑧) =
21−𝜈

√
𝜋Γ(𝜈 + 1

2
)

1∫︁
0

cos(𝑢𝑧)(1− 𝑢2)𝜈−
1
2𝑑𝑢.

Отсюда получаем

|I𝜈(𝑧)| ≤
21−𝜈

√
𝜋Γ(𝜈 + 1

2
)

1∫︁
0

𝑒𝑢|Im 𝑧|(1− 𝑢2)𝜈−
1
2𝑑𝑢 ≤

≤ 21−𝜈

√
𝜋Γ(𝜈 + 1

2
)

1

2
B

(︂
1

2
, 𝜈 +

1

2

)︂
𝑒|Im 𝑧| =

𝑒|Im 𝑧|

2𝜈Γ(𝜈 + 1)
,

что и требовалось.
2) Из асимптотического разложения бесселевых функций [15, гл. 7, п. 7.13.1, фор-

мула (3)] следует равенство

I𝜈(𝑧) =
√︂

2

𝜋
𝑧−𝜈− 1

2

(︃
cos
(︁
𝑧 − 𝜋𝜈

2
− 𝜋

4

)︁
+
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+𝑂

(︃
𝑒|Im 𝑧|

|𝑧|

)︃)︃
, 𝑧 → ∞, −𝜋 < arg 𝑧 < 𝜋. (31)

Учитывая, что

| cos𝑤| ∼ 𝑒|Im𝑤|

2
, Im𝑤 → ∞,

из (31) получаем (28).
3) Асимптотика (29) для нулей I𝜈 хорошо известна (см., например, [8, гл. 7, форму-

ла (7.9)]). Тогда

cos
(︁
𝜆𝜈,𝑗 −

𝜋𝜈

2
− 𝜋

4

)︁
= cos

(︂
𝜋𝑗 − 𝜋

2
+𝑂

(︂
1

𝑗

)︂)︂
= 𝑂

(︂
1

𝑗

)︂
, 𝑗 → ∞.

Отсюда следует, что
lim
𝑗→∞

⃒⃒⃒
sin
(︁
𝜆𝜈,𝑗 −

𝜋𝜈

2
− 𝜋

4

)︁⃒⃒⃒
= 1.

Используя это соотношение и равенство

I𝜈+1(𝑧) =

√︂
2

𝜋
𝑧−𝜈− 3

2

(︃
sin
(︁
𝑧 − 𝜋𝜈

2
− 𝜋

4

)︁
+

+𝑂

(︃
𝑒|Im 𝑧|

|𝑧|

)︃)︃
, 𝑧 → ∞, −𝜋 < arg 𝑧 < 𝜋

(см. (31)), приходим к (30). □

Следствие 1. Для любого 𝑟 > 0∑︁
𝜆∈𝒩+( ̃︀𝐻𝑟)

1

| ̃︀𝐻 ′
𝑟 (𝜆)|

< +∞. (32)

Доказательство. Используя (13) и (9), находим

̃︀𝐻 ′
𝑟 (𝜆) = 𝑄𝑟(−𝜆2) ̃︀𝜒𝑟

′(𝜆)− 2𝜆𝑄′
𝑟(−𝜆2)̃︀𝜒𝑟(𝜆) =

= −(2𝜋)
𝑛
2 𝑟𝑛+2𝜆𝑄𝑟(−𝜆2)I𝑛

2
+1(𝑟𝜆)− 2𝜆𝑄′

𝑟(−𝜆2)̃︀𝜒𝑟(𝜆).

Теперь из (10) и (14) имеем

∑︁
𝜆∈𝒩+( ̃︀𝐻𝑟)

1

| ̃︀𝐻 ′
𝑟 (𝜆)|

=

[(𝑛+7)/4]∑︁
𝑗=1

1

| ̃︀𝐻 ′
𝑟 (𝑖𝜆𝑗/𝑟)|

+
1

(2𝜋)
𝑛
2 𝑟𝑛+1

×

×
∞∑︁
𝑗=1

1

𝜆𝑗|𝑄𝑟(−𝜆2𝑗/𝑟2)||I𝑛
2
+1(𝜆𝑗)|

.

Этот ряд сравним со сходящимся рядом
∞∑︁
𝑗=1

1

𝑗2[(𝑛+7)/4]−𝑛+1
2

(см. (11), (29) и (30)). Отсюда получаем требуемое утверждение. □
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Лемма 4. Функция ℎ𝜆𝑟 удовлетворяет уравнению

∆(ℎ𝜆𝑟 ) + 𝜆2ℎ𝜆𝑟 = −𝜒𝑟, 𝜆 ∈ 𝒩+(̃︀𝜒𝑟). (33)

Доказательство. Для любой функции 𝜙 ∈ 𝒟(R𝑛) имеем

⟨∆(ℎ𝜆𝑟 ) + 𝜆2ℎ𝜆𝑟 , 𝜙⟩ = ⟨ℎ𝜆𝑟 , (∆ + 𝜆2)𝜙⟩ =

=

∫︁
|𝑥|≤𝑟

I𝑛
2
−1(𝜆|𝑥|)− I𝑛

2
−1(𝜆𝑟)

𝜆2I𝑛
2
−1(𝜆𝑟)

∆𝜙(𝑥)𝑑𝑥+

+

∫︁
|𝑥|≤𝑟

I𝑛
2
−1(𝜆|𝑥|)− I𝑛

2
−1(𝜆𝑟)

I𝑛
2
−1(𝜆𝑟)

𝜙(𝑥)𝑑𝑥.

Применим к первому интегралу формулу Грина∫︁
𝐺

(𝑣∆𝑢− 𝑢∆𝑣)𝑑𝑥 =

∫︁
𝜕𝐺

(︂
𝑣
𝜕𝑢

𝜕−→𝑛
− 𝑢

𝜕𝑣

𝜕−→𝑛

)︂
𝑑𝜎.

Тогда

⟨∆(ℎ𝜆𝑟 ) + 𝜆2ℎ𝜆𝑟 , 𝜙⟩ =
∫︁
|𝑥|≤𝑟

∆

(︃
I𝑛

2
−1(𝜆|𝑥|)− I𝑛

2
−1(𝜆𝑟)

𝜆2I𝑛
2
−1(𝜆𝑟)

)︃
𝜙(𝑥)𝑑𝑥−

−
∫︁
|𝑥|=𝑟

𝜙(𝑥)
𝜕

𝜕−→𝑛

(︃
I𝑛

2
−1(𝜆|𝑥|)− I𝑛

2
−1(𝜆𝑟)

𝜆2I𝑛
2
−1(𝜆𝑟)

)︃
𝑑𝜎(𝑥)+

+

∫︁
|𝑥|≤𝑟

I𝑛
2
−1(𝜆|𝑥|)− I𝑛

2
−1(𝜆𝑟)

I𝑛
2
−1(𝜆𝑟)

𝜙(𝑥)𝑑𝑥.

Отсюда и из (5) получаем

⟨∆(ℎ𝜆𝑟 ) + 𝜆2ℎ𝜆𝑟 , 𝜙⟩ = − 1

𝜆2

∫︁
|𝑥|=𝑟

𝜙(𝑥)
𝜕

𝜕−→𝑛

(︃
I𝑛

2
−1(𝜆|𝑥|)

I𝑛
2
−1(𝜆𝑟)

)︃
𝑑𝜎(𝑥)− ⟨𝜒𝑟, 𝜙⟩.

Теперь используя формулу

𝜕

𝜕−→𝑛
(︀
𝑓(|𝑥|)

)︀
= 𝑓 ′(|𝑥|), −→𝑛 =

𝑥

|𝑥|

и равенство (8), находим

⟨∆(ℎ𝜆𝑟 ) + 𝜆2ℎ𝜆𝑟 , 𝜙⟩ =
∫︁
|𝑥|=𝑟

𝜙(𝑥) |𝑥|
I𝑛

2
(𝜆|𝑥|)

I𝑛
2
−1(𝜆𝑟)

𝑑𝜎(𝑥)− ⟨𝜒𝑟, 𝜙⟩ =

= 𝑟
I𝑛

2
(𝜆𝑟)

I𝑛
2
−1(𝜆𝑟)

∫︁
|𝑥|=𝑟

𝜙(𝑥)𝑑𝜎(𝑥)− ⟨𝜒𝑟, 𝜙⟩.

Осталось заметить, что I𝑛
2
(𝜆𝑟) = 0 в силу соотношения (7), поскольку 𝜆 ∈ 𝒩+(̃︀𝜒𝑟). □
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Замечание 1. Из (12) и инъективности сферического преобразования следует, что
для распределений 𝑈, 𝑇 ∈ ℰ ′

♮(R𝑛) и 𝜆 ∈ 𝒩+(̃︀𝑇 )
∆𝑈 + 𝜆2𝑈 = −𝑇 ⇔ ̃︀𝑈(𝑧) = ̃︀𝑇 (𝑧)

𝑧2 − 𝜆2
. (34)

Поэтому соотношение (33) влечет равенство

̃︁ℎ𝜆𝑟 (𝑧) = ̃︀𝜒𝑟(𝑧)

𝑧2 − 𝜆2
, 𝜆 ∈ 𝒩+(̃︀𝜒𝑟). (35)

Лемма 5. Пусть 𝜆 ∈ 𝒩+( ̃︀𝐻𝑟). Тогда

̃︁𝐻𝜆
𝑟 (𝑧) =

̃︀𝐻𝑟(𝑧)

𝑧2 − 𝜆2
. (36)

Доказательство. Формула (36) легко следует из (12) и замечания 1. Действи-
тельно, если 𝜆 ∈ 𝒩+( ̃︀𝜒𝑟), то в силу (16), (12), (35) и (13) имеем

̃︁𝐻𝜆
𝑟 (𝑧) = 𝑄𝑟(−𝑧2)̃︁ℎ𝜆𝑟 (𝑧) = 𝑄𝑟(−𝑧2)̃︀𝜒𝑟(𝑧)

𝑧2 − 𝜆2
=

̃︀𝐻𝑟(𝑧)

𝑧2 − 𝜆2
.

Аналогично, если 𝑄𝑟(−𝜆2) = 0, то

̃︁𝐻𝜆
𝑟 (𝑧) = 𝑞𝑟,𝜆(−𝑧2) ̃︀𝜒𝑟(𝑧) =

𝑄𝑟(−𝑧2)̃︀𝜒𝑟(𝑧)

𝑧2 − 𝜆2
=

̃︀𝐻𝑟(𝑧)

𝑧2 − 𝜆2

(см. (17), (18), (12) и (13)). □

Лемма 6. Пусть
H𝜆

𝑟 =
2𝜆̃︀𝐻 ′
𝑟 (𝜆)

𝐻𝜆
𝑟 , 𝜆 ∈ 𝒩+

(︀ ̃︀𝐻𝑟

)︀
. (37)

Тогда ∑︁
𝜆∈𝒩+( ̃︀𝐻𝑟)

H𝜆
𝑟 = 𝛿, (38)

где ряд (38) сходится безусловно в пространстве 𝒟′(R𝑛).
Доказательство. Для произвольной функции 𝜙 ∈ 𝒟(R𝑛) определим функцию

𝜓 ∈ 𝒮(R𝑛) равенством

𝜓(𝑦) =
1

(2𝜋)𝑛

∫︁
R𝑛

𝜙(𝑥)𝑒𝑖(𝑥,𝑦)𝑑𝑥, 𝑦 ∈ R𝑛.

Тогда (см. (2), (6) и (36)) ⟨︀
H𝜆

𝑟 , 𝜙
⟩︀
=
⟨︀
H𝜆

𝑟 ,
̂︀𝜓⟩︀ = ⟨︀̂︁H𝜆

𝑟 , 𝜓
⟩︀
=

=

∫︁
R𝑛

𝜓(𝑥)̃︁H𝜆
𝑟 (|𝑥|)𝑑𝑥 =

2̃︀𝐻 ′
𝑟 (𝜆)

∫︁
R𝑛

𝜓(𝑥)
𝜆 ̃︀𝐻𝑟(|𝑥|)
|𝑥|2 − 𝜆2

𝑑𝑥.
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Используя это представление и лемму 2, получаем⃒⃒
⟨H𝜆

𝑟 , 𝜙⟩
⃒⃒
≤ 2⃒⃒ ̃︀𝐻 ′

𝑟 (𝜆)
⃒⃒ ∫︁

R𝑛

|𝜓(𝑥)| max
|𝜁−|𝑥||≤2

⃒⃒ ̃︀𝐻𝑟(𝜁)
⃒⃒
𝑑𝑥.

Из (13), (7) и (27) имеем

max
|𝜁−|𝑥||≤2

⃒⃒ ̃︀𝐻𝑟(𝜁)
⃒⃒
= (2𝜋)

𝑛
2 𝑟𝑛 max

|𝜁−|𝑥||≤2

⃒⃒
𝑄𝑟(−𝜁2)

⃒⃒⃒⃒
I𝑛

2
(𝑟𝜁)

⃒⃒
≤

≤ 𝜋
𝑛
2 𝑟𝑛

Γ
(︀
𝑛
2
+ 1
)︀ max

|𝜁−|𝑥||≤2

⃒⃒
𝑄𝑟(−𝜁2)

⃒⃒
· 𝑒𝑟|Im𝜁| ≤

≤ 𝜋
𝑛
2 𝑟𝑛𝑒2𝑟

Γ
(︀
𝑛
2
+ 1
)︀ max
|𝜁−|𝑥||≤2

⃒⃒
𝑄𝑟(−𝜁2)

⃒⃒
.

Поэтому ⃒⃒
⟨H𝜆

𝑟 , 𝜙⟩
⃒⃒
≤ 2𝜋

𝑛
2 𝑟𝑛𝑒2𝑟

Γ
(︀
𝑛
2
+ 1
)︀ ⃒⃒ ̃︀𝐻 ′

𝑟 (𝜆)
⃒⃒ ∫︁

R𝑛

|𝜓(𝑥)| max
|𝜁−|𝑥||≤2

⃒⃒
𝑄𝑟(−𝜁2)

⃒⃒
𝑑𝑥. (39)

Это неравенство и следствие 1 показывают, что ряд (38) сходится безусловно в простран-
стве𝒟′(R𝑛) кнекоторомураспределению 𝑓 с носителем в𝐵𝑟. По лемме5для сферического
преобразования этого распределения справедливо равенство

̃︀𝑓(𝑧) = ∑︁
𝜆∈𝒩+( ̃︀𝐻𝑟)

̃︁H𝜆
𝑟 (𝑧) =

∑︁
𝜆∈𝒩+( ̃︀𝐻𝑟)

2𝜆̃︀𝐻 ′
𝑟 (𝜆)

̃︀𝐻𝑟(𝑧)

𝑧2 − 𝜆2
. (40)

При этом, если 𝜇 ∈ 𝒩+( ̃︀𝐻𝑟), то

̃︀𝑓(𝜇) = 2𝜇̃︀𝐻 ′
𝑟 (𝜇)

lim
𝑧→𝜇

̃︀𝐻𝑟(𝑧)

𝑧2 − 𝜇2
= 1. (41)

Далее, поскольку ̃︀𝑓(𝑧)− 1 и ̃︀𝐻𝑟(𝑧) являются четными целыми функциями экспоненциаль-
ного типа, то в силу (41) и простоты нулей ̃︀𝐻𝑟 их отношение

ℎ(𝑧) =
̃︀𝑓(𝑧)− 1̃︀𝐻𝑟(𝑧)

является целой функцией не выше первого порядка (см. [16, гл. 1, § 9, следствие из
теоремы 12]). При Im 𝑧 = ±Re 𝑧, 𝑧 ̸= 0 она оценивается следующим образом:

|ℎ(𝑧)| ≤ | ̃︀𝑓(𝑧)|
| ̃︀𝐻𝑟(𝑧)|

+
1

| ̃︀𝐻𝑟(𝑧)|
=

=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ∑︁
𝜆∈𝒩+( ̃︀𝐻𝑟)

1̃︀𝐻 ′
𝑟 (𝜆)

(︂
1

𝑧 − 𝜆
− 1

𝑧 + 𝜆

)︂⃒⃒⃒⃒⃒⃒+ 1

(2𝜋)
𝑛
2 𝑟𝑛|𝑄𝑟(−𝑧2)I𝑛

2
(𝑟𝑧)|

≤

≤
∑︁

𝜆∈𝒩+( ̃︀𝐻𝑟)

1⃒⃒ ̃︀𝐻 ′
𝑟 (𝜆)

⃒⃒ (︂ 1

|𝑧 − 𝜆|
+

1

|𝑧 + 𝜆|

)︂
+

1

(2𝜋)
𝑛
2 𝑟𝑛|𝑄𝑟(−𝑧2)I𝑛

2
(𝑟𝑧)|

≤
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≤ 2
√
2

|𝑧|
∑︁

𝜆∈𝒩+( ̃︀𝐻𝑟)

1⃒⃒ ̃︀𝐻 ′
𝑟 (𝜆)

⃒⃒ + 1

(2𝜋)
𝑛
2 𝑟𝑛|𝑄𝑟(−𝑧2)I𝑛

2
(𝑟𝑧)|

.

Из этой оценки и соотношений (32), (28) видно, что

lim
𝑧→∞

Im 𝑧=±Re 𝑧

ℎ(𝑧) = 0. (42)

Тогда по принципу Фрагмена-Линделёфа функция ℎ ограничена на C. Теперь из (42) и
теоремы Лиувилля следует, что ℎ = 0. Отсюда ̃︀𝑓 = 1, т.е. 𝑓 = 𝛿. Таким образом, лемма 6
доказана. □

Лемма 7. Пусть 𝜆 ∈ 𝒩+( ̃︀𝐻𝑟1), 𝜇 ∈ 𝒩+( ̃︀𝐻𝑟2). Тогда

(𝜆2 − 𝜇2)H𝜆
𝑟1
* H𝜇

𝑟2
=

4𝜆𝜇̃︀𝐻 ′
𝑟1
(𝜆) ̃︀𝐻 ′

𝑟2
(𝜇)

(︀
𝐻𝑟2 *𝐻𝜆

𝑟1
−𝐻𝑟1 *𝐻𝜇

𝑟2

)︀
. (43)

Доказательство. Из (36), (34) и (37) имеем

(∆ + 𝜆2)
(︀
H𝜆

𝑟1

)︀
= − 2𝜆̃︀𝐻 ′

𝑟1
(𝜆)

𝐻𝑟1 , (44)

(∆ + 𝜇2)
(︀
H𝜇

𝑟2

)︀
= − 2𝜇̃︀𝐻 ′

𝑟2
(𝜇)

𝐻𝑟2 . (45)

Из (44), (37) и перестановочности оператора дифференцирования со сверткой получаем

(∆ + 𝜆2)
(︀
H𝜆

𝑟1
* H𝜇

𝑟2

)︀
=

−4𝜆𝜇̃︀𝐻 ′
𝑟1
(𝜆) ̃︀𝐻 ′

𝑟2
(𝜇)

𝐻𝑟1 *𝐻𝜇
𝑟2
.

Аналогично, из (45) следует, что

−(∆ + 𝜇2)
(︀
H𝜆

𝑟1
* H𝜇

𝑟2

)︀
=

4𝜆𝜇̃︀𝐻 ′
𝑟1
(𝜆) ̃︀𝐻 ′

𝑟2
(𝜇)

𝐻𝑟2 *𝐻𝜆
𝑟1
.

Складывая два последних равенства, приходим к соотношению (43). □
4. Доказательство теоремы 2. В силу леммы 1 поле

−→
𝐴 можно представить в виде

−→
𝐴 (𝑥) =

−→
A(𝑥) + 𝑥

∫︁ 1

0

(div
−→
𝐴 )(𝑡𝑥)𝑡𝑛−1𝑑𝑡,

где
−→
A — соленоидальное векторное поле. Установим разложение (20) для div

−→
𝐴 .

Из леммы 6 получаем ∑︁
𝜆∈𝒩+( ̃︀𝐻𝑟1 )

H𝜆
𝑟1
= 𝛿,

∑︁
𝜇∈𝒩+( ̃︀𝐻𝑟2 )

H𝜇
𝑟2
= 𝛿. (46)

Докажем, что ∑︁
𝜆∈𝒩+( ̃︀𝐻𝑟1 )

∑︁
𝜇∈𝒩+( ̃︀𝐻𝑟2 )

H𝜆
𝑟1
* H𝜇

𝑟2
= 𝛿, (47)
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где ряд (47) сходится безусловно в пространстве 𝒟′(R𝑛). Пусть 𝜙 ∈ 𝒟(R𝑛), 𝜓 ∈ 𝒮(R𝑛) и
𝜙 = ̂︀𝜓. Для 𝜆 ∈ 𝒩+( ̃︀𝐻𝑟1), 𝜇 ∈ 𝒩+( ̃︀𝐻𝑟2) имеем (см. (4) и доказательство оценки (39))⃒⃒⟨︀

H𝜆
𝑟1
* H𝜇

𝑟2
, 𝜙
⟩︀⃒⃒

=
⃒⃒⟨︀
H𝜆

𝑟1
* H𝜇

𝑟2
, ̂︀𝜓⟩︀⃒⃒ = ⃒⃒⟨︀ ̂︁H𝜆

𝑟1
̂︁H𝜇
𝑟2 , 𝜓

⟩︀⃒⃒
=

=

⃒⃒⃒⃒∫︁
R𝑛

𝜓(𝑥)̃︁H𝜆
𝑟1
(|𝑥|)̃︁H𝜇

𝑟2(|𝑥|)𝑑𝑥
⃒⃒⃒⃒
=

=
4⃒⃒ ̃︀𝐻 ′

𝑟1
(𝜆) ̃︀𝐻 ′

𝑟2
(𝜇)
⃒⃒ ⃒⃒⃒⃒⃒
∫︁
R𝑛

𝜓(𝑥)
𝜆 ̃︀𝐻𝑟1(|𝑥|)
|𝑥|2 − 𝜆2

𝜇 ̃︀𝐻𝑟2(|𝑥|)
|𝑥|2 − 𝜇2

𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤

≤ 4𝜋𝑛(𝑟1𝑟2)
𝑛𝑒2(𝑟1+𝑟2)⃒⃒ ̃︀𝐻 ′

𝑟1
(𝜆) ̃︀𝐻 ′

𝑟2
(𝜇)
⃒⃒ (︀
Γ
(︀
𝑛
2
+ 1
)︀)︀2×

×
∫︁
R𝑛

|𝜓(𝑥)| max
|𝜁−|𝑥||≤2

⃒⃒
𝑄𝑟1(−𝜁2)

⃒⃒
max

|𝜁−|𝑥||≤2

⃒⃒
𝑄𝑟2(−𝜁2)

⃒⃒
𝑑𝑥.

Отсюда и из (32) следует, что

∑︁
𝜆∈𝒩+( ̃︀𝐻𝑟1 )

⎛⎝ ∑︁
𝜇∈𝒩+( ̃︀𝐻𝑟2 )

⃒⃒⟨︀
H𝜆

𝑟1
* H𝜇

𝑟2
, 𝜙
⟩︀⃒⃒⎞⎠ <∞.

Значит (см., например, [17, гл. 1, теорема 1.24]), ряд в (47) сходится безусловно в
пространстве 𝒟′(R𝑛). При этом (см. (3), (46))∑︁

𝜆∈𝒩+( ̃︀𝐻𝑟1 )

∑︁
𝜇∈𝒩+( ̃︀𝐻𝑟2 )

⟨H𝜆
𝑟1
* H𝜇

𝑟2
, 𝜙
⟩︀
=

=
∑︁

𝜆∈𝒩+( ̃︀𝐻𝑟1 )

⎛⎝ ∑︁
𝜇∈𝒩+( ̃︀𝐻𝑟2 )

⟨︀
H𝜇

𝑟2
(𝑦), ⟨H𝜆

𝑟1
(𝑥), 𝜙(𝑥+ 𝑦)⟩

⟩︀⎞⎠ =

=
∑︁

𝜆∈𝒩+( ̃︀𝐻𝑟1 )

⟨H𝜆
𝑟1
(𝑥), 𝜙(𝑥)⟩ = 𝜙(0),

что доказывает (47).
Сворачивая обе части (47) с div

−→
𝐴 и учитывая раздельную непрерывность свертыва-

ния 𝑓 ∈ 𝒟′(R𝑛) с 𝑔 ∈ ℰ ′(R𝑛), (43) и (15), находим

div
−→
𝐴 =

∑︁
𝜆∈𝒩+( ̃︀𝐻𝑟1 )

∑︁
𝜇∈𝒩+( ̃︀𝐻𝑟2 )

4𝜆𝜇

(𝜆2 − 𝜇2) ̃︀𝐻 ′
𝑟1
(𝜆) ̃︀𝐻 ′

𝑟2
(𝜇)

×

×
(︀
div

−→
𝐴 * (𝐻𝑟2 *𝐻𝜆

𝑟1
)− div

−→
𝐴 * (𝐻𝑟1 *𝐻𝜇

𝑟2
)
)︀
. (48)

Но в силу формулы Гаусса-Остроградского

(div
−→
𝐴 * 𝜒𝑟𝑗)(𝑥) =

∫︁
|𝑦−𝑥|≤𝑟𝑗

div
−→
𝐴 (𝑦) 𝑑𝑦 =

∫︁
𝑆𝑟𝑗 (𝑥)

−→
𝐴 · −→𝑛 𝑑𝜎 = 𝒫𝑗

(︀−→
𝐴
)︀
(𝑥), 𝑗 = 1, 2.

Поэтому используя (48), (11) и коммутативность оператора свертки с оператором
дифференцирования, приходим к формуле (20). Таким образом, теорема 2 доказана.
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CONSTRUCTION OF A VECTOR FIELD FROM ITS FLOW THROUGH SPHERES OF FIXED RADII

N. P. Volchkova, Vit. V. Volchkov

One of the elementary properties of a non-constant continuous function on the real axis is that it does not
have two incommensurable periods. An example of the exponent 𝑒𝑖𝜆𝑥 with a suitable parameter 𝜆 shows that the
period incommensurability condition is essential. This fact allows far-reaching generalizations to scalar and vector
fields in multidimensional spaces. In particular, if a smooth vector field

−→
𝐴 : R𝑛 → R𝑛 has a zero flow through

all spheres of fixed radii 𝑟1 and 𝑟2 in R𝑛 and 𝑟1/𝑟2 is not the ratio of positive zeros of a Bessel function of the
first kind with index 𝑛/2, then the field

−→
𝐴 is solenoidal (incompressible). In this article, we study the problem of

reconstruction a vector field from its given flows. Our main result is Theorem 2 which provides a formula for finding
−→
𝐴 (up to a solenoidal term) from its known flow through all spheres with the above condition. The paper uses the
methods of harmonic analysis, as well as the theory of entire and special functions. The paper uses the methods of
harmonic analysis, as well as the theory of entire and special functions. The key step in the proof of Theorem 2 is
the expansion of the Dirac delta function in terms of a system of radial distributions supported in 𝐵𝑟 biorthogonal
to some system of spherical functions. A similar approach can be used to invert a number of convolution operators
with radial distributions in ℰ ′(R𝑛).

Keywords: vector fields, spherical means, Bessel functions, radial distributions.
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УДК 519.21, 51–7, 311, 303.732

ВЕРОЯТНОСТЬ РАЗОРЕНИЯ СТРАХОВОЙ КОМПАНИИ НА
БИНОМИАЛЬНОМ ФИНАНСОВОМ РЫНКЕ, ОПРЕДЕЛЯЕМАЯ НА ОСНОВЕ
ПОЛИНОМОВ ЛАГЕРРА, В СЛУЧАЕ НЕИЗВЕСТНОГО РАСПРЕДЕЛЕНИЯ

ВЕЛИЧИНЫ СТРАХОВЫХ ИСКОВ

© 2023. Т. В. Жмыхова, Е.Ю. Чудина

В статье изучается проблема оценки вероятности разорения страховых компаний, оперирующих на
неполном биномиальном финансовом рынке. Для исследований применялся способ разложения плотностей
распределения по ортогональным полиномам. Рассмотрен случай неизвестного распределения величины
страховых исков.

Ключевые слова: пнеизвестное распределение величины исков, неполный биномиальный финансо-
вый рынок, страховая компания, вероятность разорения, полиномы Лагерра.

Введение. Разработка моделей работы страховой компании является одним из ос-
новных направлений актуарной математики на современном этапе. Часть таких моделей
не предусматривает собственных инвестиций страховой компании, однако такие модели
неактуальны для современного финансового рынка [1, 2]. Как правило, крупные стра-
ховые компании осуществляют собственные инвестиции средств страхователей с целью
обеспечения дополнительной доходности, ликвидности собственных фондов и безопасно-
сти финансовой деятельности. Большинство работ исследования вероятности разорения
страховой компании посвящено на данном этапе исследованию модели работы страхо-
вой компании, осуществляющей инвестирование средств страхователей в финансовый
рынок [3–7].

Согласно требованиям законодательства, страховые компании имеют возможность
инвестирования в полный финансовый рынок, то есть в два вида активов – безрисковый
(банковские депозиты) и рисковый (ценные бумаги) [8].

Постановка задачи. Рассмотрим модель работы страховой компании, осуществля-
ющей инвестирование в неполныйфинансовый биномиальный рынок в случае дискретного
времени. Задача данной работы состоит в определении вероятности разорения страховой
компании при неизвестном распределении величины страховых исков.

Основная часть. Рассмотрим модель работы страховой компании (СК), осуществ-
ляющей инвестирование в неполный финансовый биномиальный рынок, а именно случай
инвестиций в безрисковыефинансовые активы с постоянной доходностью. Тогда динамика
капитала СК будет описываться рекуррентным уравнением

𝑋𝑛+1 = 𝑋𝑛(1 + 𝑟) + 𝑐− 𝜂𝑛+1, (1)

где 𝑋𝑛 — капитал СК на момент времени 𝑛, 𝑟 — процентная ставка банка (𝑟 > 0), 𝑐 —
скорость поступления страховых премий в СК (𝑐 > 0), 𝜂𝑛+1 — выплаты по страховым
искам на момент времени 𝑛+ 1.

Пусть 𝜓(𝑥; 𝑘)—вероятность разорения на конечном интервале [0, 𝑘], где 𝑥 = 𝑋𝑛(0):

𝜓(𝑥; 𝑘) = 𝑃
{︀
𝑋𝑛 ≤ 0 ∀ 𝑛, 1 ≤ 𝑛 ≤ 𝑘

}︀
.
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Функция 𝜓(𝑥; 𝑘) является монотонно возрастающей по 𝑥 и 𝑘. Пусть 𝜓(𝑥)— вероят-
ность разоренияСКна бесконечном промежутке времени [0; +∞). Вероятность разорения
СК на бесконечном промежутке времени [0; +∞) с эволюцией капитала, заданного урав-
нением (1), определяется уравнением:

𝜓∞(𝑥) = 𝜓1(𝑥) +

∫︁ 𝑥(1+𝑟)+𝑐

0

𝜓
(︀
𝑥(1 + 𝑟) + 𝑐− 𝑦

)︀
𝑑𝐺(𝑦), (2)

где 𝐺(𝑧) = 𝑃 (𝜂𝑖 < 𝑧) — функция распределения величин страховых исков, 𝐺(𝑑𝑧) =
𝐺(𝑧 + 𝑑𝑧)−𝐺(𝑧), 𝜓1(𝑥) = 1−𝐺

(︀
𝑥(1 + 𝑟) + 𝑐

)︀
.

Замечание 1. Уравнение (2) выводится из рекуррентного соотношения из [9, с. 67],
а именно

𝜓(𝑥; 𝑘 + 1) = 𝜓(𝑥; 1) +

∫︁ 𝑥(1+𝑟)+𝑐

0

𝜓
(︀
𝑥(1 + 𝑟) + 𝑐− 𝑦; 𝑘

)︀
𝑑𝐺(𝑦), (3)

где 𝜓(𝑥; 1) = 1−𝐺
(︀
𝑥(1 + 𝑟) + 𝑐

)︀
.

Ранее нами была рассмотрена модель работы страховой компании в случае извест-
ного распределения величины страховых исков, сформулирована и доказана следующая
теорема [13].

Теорема 1. Пусть𝜓(𝑥)—вероятность разоренияСК на бесконечном промежутке
времени [0; +∞):

𝜓(𝑥) = 𝑃
{︀
𝑋𝑥(𝑡) ≤ 0, 𝑡 ∈ 𝑅+

}︀
.

Если динамика капитала СК описывается уравнением (1), то 𝜓(𝑥) является ре-
шением уравнения (2) и в случае известной функции распределения величин страховых
исков имеет вид:

𝜓∞(𝑥) =
∞∑︁
𝑝=0

(︁
𝑓𝑝 +

(𝑓, 𝑑)

1−𝐷

)︁
𝑒−

𝑥
2𝐿𝑝(𝑥), (4)

где 𝐿𝑝(𝑥) =
𝑘∑︁

𝑙=0

(−1)𝑙Γ(𝑝+ 1)𝑥𝑙

𝑙!(𝑝− 𝑙)!Γ(𝑙 + 1)
,

𝐷 = 𝑒−
𝑐
2

∞∑︁
𝑘=0

∞∑︁
𝑛=0

𝑓𝑛

𝑘∑︁
𝑙=0

(−1)𝑘𝐶 𝑙
𝑘

𝑛∑︁
𝑚=0

(−1)𝑛𝐶𝑚
𝑛

𝑝∑︁
𝑠=0

(−1)𝑝𝐶𝑠
𝑝

𝑠!

(︁ 2

2 + 𝑟

)︁𝑠+1

𝑙+𝑚∑︁
𝑖=0

𝑐𝑙+𝑚−𝑖 (𝑖+ 𝑠)!

𝑖!(𝑙 +𝑚− 𝑖)!

(︁2(1 + 𝑟)

2 + 𝑟

)︁𝑖
.

Рассмотрим случай неизвестнойфункции распределения величины страховых исков.
Теорема 2. Пусть𝜓(𝑥)—вероятность разоренияСКна бесконечном промежутке

времени [0; +∞):
𝜓(𝑥) = 𝑃

{︀
𝑋𝑥(𝑡) ≤ 0, 𝑡 ∈ 𝑅+

}︀
.

Если динамика капитала СК описывается уравнением (1), то 𝜓(𝑥) является ре-
шением уравнения (2) и в случае известной функции распределения величин страховых
исков имеет вид:

𝜓∞(𝑥) =
∞∑︁
𝑝=0

(︁
𝑓𝑝 +

(𝑓, 𝑑)

1−𝐷

)︁
𝑒−

𝑥
2𝐿𝑝(𝑥), (5)
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где 𝐿𝑝(𝑥) =
𝑘∑︁

𝑙=0

(−1)𝑙Γ(𝑝+ 1)𝑥𝑙

𝑙!(𝑝− 𝑙)!Γ(𝑙 + 1)
,

𝐷 = 𝑒−
𝑐
2

∞∑︁
𝑘=0

∞∑︁
𝑛=0

𝑓𝑛

𝑘∑︁
𝑙=0

(−1)𝑘𝐶 𝑙
𝑘

𝑛∑︁
𝑚=0

(−1)𝑛𝐶𝑚
𝑛

𝑝∑︁
𝑠=0

(−1)𝑝𝐶𝑠
𝑝

𝑠!

(︁ 2

2 + 𝑟

)︁𝑠+1

𝑙+𝑚∑︁
𝑖=0

𝑐𝑙+𝑚−𝑖𝑒−
𝑐
2

(𝑖+ 𝑠)!

𝑖!(𝑙 +𝑚− 𝑖)!

(︁2(1 + 𝑟)

2 + 𝑟

)︁𝑖
−

−𝑒
− 𝑐

2

2

∞∑︁
𝑘=0

∞∑︁
𝑛=0

𝑓𝑛

𝑘∑︁
𝑙=0

(−1)𝑘𝐶 𝑙
𝑘

𝑛∑︁
𝑚=0

(−1)𝑛𝐶𝑚
𝑛

(𝑚+ 𝑙 + 1)!

𝑝∑︁
𝑠=0

(−1)𝑝𝐶𝑠
𝑝

𝑠!

(︁ 2

2 + 𝑟

)︁𝑠+1

𝑙+𝑚∑︁
𝑖=0

𝑐𝑙+𝑚+1−𝑖𝑒−
𝑐
2

(𝑖+ 𝑠)!

𝑖!(𝑙 +𝑚+ 1− 𝑖)!

(︁2(1 + 𝑟)

2 + 𝑟

)︁𝑖
Доказательство. Используя способ разложения плотностей по ортогональным

полиномам и их аппроксимацию линейными комбинациями заданных функций, разложе-
ние плотности 𝜓∞(𝑥) (2) будем искать в виде ряда:

𝜓∞(𝑥) =
∞∑︁
𝑘=1

𝑐𝑘𝜓𝑘(𝑥). (6)

Тогда уравнение (2) примет вид:

∞∑︁
𝑘=1

𝑐𝑘𝜓𝑘(𝑥) =
∞∑︁
𝑘=1

𝑓𝑘𝜓𝑘(𝑥) +

𝑥(1+𝑟)+𝑐∫︁
0

∞∑︁
𝑘=1

𝑐𝑘𝜓𝑘(𝑥)
(︀
𝑥(1 + 𝑟) + 𝑐− 𝑦

)︀ ∞∑︁
𝑛=1

𝑓𝑛𝜓
′
𝑛(𝑦)𝑑𝑦. (7)

Для определения коэффициентов 𝑐𝑝 умножим (7) на 𝜓𝑝(𝑥) и проинтегрируем полу-
ченное выражение от 0 до∞. Получим:

∞∫︁
0

𝜓𝑝(𝑥)
∞∑︁
𝑘=1

𝑐𝑘𝜓𝑘(𝑥)𝑑𝑥 =

∞∫︁
0

𝜓𝑝(𝑥)
∞∑︁
𝑘=1

𝑓𝑘𝜓𝑘(𝑥)𝑑𝑥+

+
∞∑︁
𝑘=1

∞∑︁
𝑛=1

𝑐𝑘𝑓𝑛

∞∫︁
0

𝜓𝑝(𝑥)

𝑥(1+𝑟)+𝑐∫︁
0

𝜓𝑘

(︀
𝑥(1 + 𝑟) + 𝑐− 𝑦

)︀
𝜓′
𝑛(𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦.

Коэффициенты 𝑐𝑝 будем искать в следующем виде:

𝑐𝑝 = 𝑓𝑝 +
∞∑︁
𝑘=1

∞∑︁
𝑛=1

𝑐𝑘𝑓𝑛

∞∫︁
0

𝜓𝑝(𝑥)

𝑥(1+𝑟)+𝑐∫︁
0

𝜓𝑝

(︀
𝑥(1 + 𝑟) + 𝑐− 𝑦

)︀
𝜓′
𝑛(𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦. (8)

Предположим далее, что 𝜓𝑘(𝑥) — это система полиномов Лагерра, а также исполь-
зуем тот факт, что в этом случае функция 𝑥(𝑡) на [0; +∞) может быть представлена в виде
ряда [10]:

𝑥(𝑡) =
∞∑︁
𝑘=0

𝛼𝑘𝑡
𝜈
2 𝑒−

𝑡
2𝐿𝜈

𝑘(𝑡), (9)
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где 𝐿𝜈
𝑘(𝑡) =

𝑘∑︁
𝑙=0

(−1)𝑙Γ(𝑘 + 𝜈 + 1)𝑡𝑙

𝑙!(𝑘 − 𝑙)!Γ(𝑙 + 𝜈 + 1)
.

Получим:

𝑐𝑝 = 𝑓𝑝 +
∞∑︁
𝑘=1

∞∑︁
𝑛=1

𝑐𝑘𝑓𝑛

∞∫︁
0

𝜓𝑝(𝑥)

𝑥(1+𝑟)+𝑐∫︁
0

𝑒−
𝑥(1+𝑟)+𝑐−𝑦

2

𝑘∑︁
𝑙=0

(−1)𝑙Γ(𝑘 + 1)
(︀
𝑥(1 + 𝑟) + 𝑐− 𝑦

)︀𝑙
𝑙!(𝑘 − 𝑙)!Γ(𝑙 + 1)

·

·
(︁
𝑒−

𝑦
2

𝑛∑︁
𝑚=0

(−1)𝑛Γ(𝑛+ 1)

𝑚!(𝑛−𝑚)!Γ(𝑚+ 1)
𝑦𝑚
)︁′
𝑑𝑥𝑑𝑦.

(10)

Дифференцируем по 𝑦:(︁
𝑒−

𝑦
2

𝑛∑︁
𝑚=0

(−1)𝑛Γ(𝑛+ 1)

𝑚!(𝑛−𝑚)!Γ(𝑚+ 1)
𝑦𝑚
)︁′

= −1

2
𝑒−

𝑦
2

𝑛∑︁
𝑚=0

(−1)𝑛Γ(𝑛+ 1)

𝑚!(𝑛−𝑚)!Γ(𝑚+ 1)
𝑦𝑚+

+𝑒−
𝑦
2

𝑛∑︁
𝑚=0

𝑚(−1)𝑛Γ(𝑛+ 1)

𝑚!(𝑛−𝑚)!Γ(𝑚+ 1)
𝑦𝑚−1.

Таким образом, получим:

𝑐𝑝 = 𝑓𝑝 +
∞∑︁
𝑘=1

∞∑︁
𝑛=1

𝑐𝑘𝑓𝑛

∞∫︁
0

𝜓𝑝(𝑥)

𝑥(1+𝑟)+𝑐∫︁
0

𝑒−
𝑥(1+𝑟)+𝑐−𝑦

2

𝑘∑︁
𝑙=0

(−1)𝑙Γ(𝑘 + 1)
(︀
𝑥(1 + 𝑟) + 𝑐− 𝑦

)︀𝑙
𝑙!(𝑘 − 𝑙)!Γ(𝑙 + 1)

·

·
(︁
𝑒−

𝑦
2

𝑛∑︁
𝑚=0

(−1)𝑛Γ(𝑛+ 1)

𝑚!(𝑛−𝑚)!Γ(𝑚+ 1)
𝑦𝑚
)︁′
𝑑𝑥𝑑𝑦.

(11)

Найдем второе слагаемое из (11). Разделив и умножив его на величину(︀
𝑥(1 + 𝑟) + 𝑐

)︀𝑙+𝑚, получим:

∞∑︁
𝑘=1

∞∑︁
𝑛=1

𝑐𝑘𝑓𝑛

∞∫︁
0

𝜓𝑝(𝑥)𝑒
−𝑥(1+𝑟)+𝑐

2 𝑑𝑥

𝑘∑︁
𝑙=0

(−1)𝑙Γ(𝑘 + 1)

𝑙!(𝑘 − 𝑙)!Γ(𝑙 + 1)

𝑛∑︁
𝑚=0

(−1)𝑛Γ(𝑛+ 1)
(︀
𝑥(1 + 𝑟) + 𝑐

)︀𝑙+𝑚

𝑚!(𝑛−𝑚)!Γ(𝑚+ 1)
·

𝑥(1+𝑟)+𝑐∫︁
0

𝑒−
𝑦
2

(︀
𝑥(1 + 𝑟) + 𝑐− 𝑦

)︀𝑙
𝑦𝑚(︀

𝑥(1 + 𝑟) + 𝑐
)︀𝑙+𝑚

𝑑𝑦.

(12)

Сделав замену
𝑦

𝑥(1 + 𝑟) + 𝑐
= 𝑧, а также воспользовавшись тем, что из [10] имеет

место
∫︁ 1

0

(1− 𝑡)𝛼1𝑡𝛼2−1𝑑𝑡 = 𝐵(𝛼1, 𝛼2), (12) может быть представлено в виде:

∞∑︁
𝑘=1

∞∑︁
𝑛=1

𝑐𝑘𝑓𝑛

∞∫︁
0

𝜓𝑝(𝑥)𝑒
−𝑥(1+𝑟)+𝑐

2

(︀
𝑥(1 + 𝑟) + 𝑐

)︀𝑙+𝑚+1
𝑑𝑥

𝑘∑︁
𝑙=0

(−1)𝑙Γ(𝑘 + 1)

𝑙!(𝑘 − 𝑙)!Γ(𝑙 + 1)

𝑛∑︁
𝑚=0

(−1)𝑛Γ(𝑛+ 1)𝐵(𝑙 + 1,𝑚+ 1)

𝑚!(𝑛−𝑚)!Γ(𝑚+ 1)
.

(13)
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Используя представление бета-функции в (13), а именно 𝐵(𝛼1, 𝛼2) =
Γ(𝛼1)Γ(𝛼2)

Γ(𝛼1 + 𝛼2)
,

получим:
∞∑︁
𝑘=1

∞∑︁
𝑛=1

𝑐𝑘𝑓𝑛

𝑘∑︁
𝑙=0

(−1)𝑙Γ(𝑘 + 1)

𝑙!(𝑘 − 𝑙)!

𝑛∑︁
𝑚=0

(−1)𝑛Γ(𝑛+ 1)

𝑚!(𝑛−𝑚)!Γ(𝑙 +𝑚+ 2)

∞∫︁
0

𝜓𝑝(𝑥)𝑒
−𝑥(1+𝑟)+𝑐

2

(︀
𝑥(1 + 𝑟) + 𝑐

)︀𝑙+𝑚+1
𝑑𝑥.

Используя разложение (9) для функции 𝜓𝑝(𝑥), получаем:

∞∑︁
𝑘=1

∞∑︁
𝑛=1

𝑐𝑘𝑓𝑛

𝑘∑︁
𝑙=0

(−1)𝑙Γ(𝑘 + 1)

𝑙!(𝑘 − 𝑙)!

𝑛∑︁
𝑚=0

(−1)𝑛Γ(𝑛+ 1)

𝑚!(𝑛−𝑚)!Γ(𝑙 +𝑚+ 2)

𝑝∑︁
𝑠=0

(−1)𝑝Γ(𝑝+ 1)

𝑠!(𝑝− 𝑠)!Γ(𝑠+ 1)

∞∫︁
0

𝑒−
𝑥
2 𝑒−

𝑥(1+𝑟)+𝑐
2 𝑥𝑠

(︀
𝑥(1 + 𝑟) + 𝑐

)︀𝑙+𝑚+1
𝑑𝑥.

Выполнив элементарные преобразования степени экспоненты, используя формулу
биномаНьютона и представление гамма-функции в видеΓ(𝛼) =

∫︀∞
0
𝑒−𝑥𝑥𝛼−1𝑑𝑥, последнее

выражение может быть переписано в виде:

𝑒−
𝑐
2

∞∑︁
𝑘=1

∞∑︁
𝑛=1

𝑐𝑘𝑓𝑛

𝑘∑︁
𝑙=0

(−1)𝑘𝐶 𝑙
𝑘

𝑛∑︁
𝑚=0

(−1)𝑛𝐶𝑚
𝑛

(𝑚+ 𝑙)!

𝑝∑︁
𝑠=0

(−1)𝑝𝐶𝑠
𝑝

𝑠!

(︁ 2

2 + 𝑟

)︁𝑠+1

𝑙+𝑚∑︁
𝑖=0

𝐶𝑖
𝑙+𝑚𝑐

𝑙+𝑚−𝑖(𝑖+ 𝑠)!
(︁2(1 + 𝑟)

2 + 𝑟

)︁𝑖
.

Подставив последнее в (11), получим равенство для нахождения неизвестных коэф-
фициентов разложения:

𝑐𝑝 = 𝑓𝑝 + 𝑒−
𝑐
2

∞∑︁
𝑘=1

∞∑︁
𝑛=1

𝑐𝑘𝑓𝑛

𝑘∑︁
𝑙=0

(−1)𝑘𝐶 𝑙
𝑘

𝑛∑︁
𝑚=0

(−1)𝑛𝐶𝑚
𝑛

(𝑚+ 𝑙)!

𝑝∑︁
𝑠=0

(−1)𝑝𝐶𝑠
𝑝

𝑠!

(︁ 2

2 + 𝑟

)︁𝑠+1

𝑙+𝑚∑︁
𝑖=0

𝐶𝑖
𝑙+𝑚𝑐

𝑙+𝑚−𝑖(𝑖+ 𝑠)!
(︁2(1 + 𝑟)

2 + 𝑟

)︁𝑖
.

Полагая теперь

𝑑𝑘 = 𝑒−
𝑐
2

∞∑︁
𝑛=0

𝑓𝑛

𝑘∑︁
𝑙=0

(−1)𝑘𝐶 𝑙
𝑘

𝑛∑︁
𝑚=0

(−1)𝑛𝐶𝑚
𝑛

𝑝∑︁
𝑠=0

(−1)𝑝𝐶𝑠
𝑝

𝑠!

(︁ 2

2 + 𝑟

)︁𝑠+1

𝑙+𝑚∑︁
𝑖=0

𝑐𝑙+𝑚−𝑖 (𝑖+ 𝑠)!

𝑖!(𝑙 +𝑚− 𝑖)!

(︁2(1 + 𝑟)

2 + 𝑟

)︁𝑖
,

последнее равенство можно переписать в виде:

𝑐𝑝 = 𝑓𝑝 +
∞∑︁
𝑘=0

𝑐𝑘𝑑𝑘, (14)
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если
∞∑︁
𝑘=0

𝑑𝑘 = 𝐷 < 1.

Или в скалярном виде
𝑐𝑝 = 𝑓𝑝 + (𝑐, 𝑑). (15)

Умножив данное равенство на 𝑑𝑝, просуммировав на [0; +∞) и используя вид ска-
лярного произведения, нетрудно убедиться в том, что

(𝑐, 𝑑) =
(𝑓, 𝑑)

1−𝐷
. (16)

Подставив (16) в (15), окончательно получим:

𝑐𝑝 = 𝑓𝑝 +
(𝑓, 𝑑)

1−𝐷
. (17)

Таким образом, решение уравнения (9) будет иметь вид:

𝜓∞(𝑥) =
∞∑︁
𝑝=0

(︁
𝑓𝑝 +

(𝑓, 𝑑)

1−𝐷

)︁
𝑒−

𝑥
2𝐿𝑝(𝑥), (18)

где 𝐿𝑝(𝑥) =
𝑘∑︁

𝑙=0

(−1)𝑙Γ(𝑝+ 1)𝑥𝑙

𝑙!(𝑝− 𝑙)!Γ(𝑙 + 1)
.

□

Заключение.Вданной работе была сформулирована и доказана теорема о вероятно-
сти разорения страховой компании, инвестирующей на неполный биномиальный финансо-
вый (𝐵, 𝑆)–рынок, в случае стохастически недетерминированной функции распределения
величин страховых исков.
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CASE OF AN UNKNOWN DISTRIBUTION OF THE VALUE OF INSURANCE CLAIMS

T. V. Zhmykhova, E. Yu. Chudina
The article studies the problem of assessing the probability of bankruptcy of insurance companies operating

in an incomplete binomial financial market. The method of decomposition of distribution densities by orthogonal
polynomials was used for research. The case of an unknown distribution of the value of insurance claims is
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УДК 517.5

НОВОЕ ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ БЕЗИКОВИЧА О ПОКРЫТИИ

© 2023. Д.А. Зарайский

В данной работе предлагается новое доказательство теоремы Безиковича о покрытии, которая суще-
ственно используется при доказательстве многих фактов вещественного анализа.

Ключевые слова: теорема Безиковича о покрытии, теорема Витали о покрытии, теорема Уитни о
покрытии.

Введение.
Теорема о покрытии шарами, полученная Безиковичем в 1945 году (см. [1]), являет-

ся одним из классических результатов комбинаторной геометрии, который имеет важные
приложения в теории меры и теории функций. Она существенно используется при до-
казательстве многих фактов вещественного анализа. Это касается, например, известных
теоремВитали иУитни о покры-тиях, варианта Гусмана теоремыСарда о критических точ-
ках, теоремы Лебега о дифференцировании интеграла, теорем о свойствах максимального
оператора Харди – Литтлвуда (см.[2], [3]). Отметим, что спустя 20 лет теорема Безико-
вича была переоткрыта Н. С. Ландкофом [4], [5, лемма 3.2, глава 3, §4]. В работе [5] Н.
С. Ландкоф использовал доказанный им результат для оценок потенциалов. По поводу
других результатов, связанных с теоремой Безиковича см. также [6]. В данной работе
предлагается новое доказательство теоремы Безиковича.

Формулировка и доказательство основного результата
Теорема 1. (Безиковича о покрытии) Пусть F — множество замкнутых шаров

в R𝑛 с равномерно ограниченными положительными радиусами, и 𝐴 — множество
центров шаров изF . Тогда можно найтиF1, ...,F𝑁 ⊂ F , такие чтошары в каждом из
них попарно не пересекаются и F1∪ ...∪F𝑁 покрывает𝐴, где𝑁 = 𝑁(𝑛)— константа,
зависящая только от размерности пространства (фактически, можно взять 𝑁 =
4 · 12𝑛).

Доказательство. Если утверждение теоремы доказано для случая ограниченных
множеств 𝐴, то, рассматривая пересечения 𝐴 со слоями {2𝑘𝑅 ≤ ||𝑥|| < 2(𝑘+1)𝑅}, где 𝑅
—верхняя грань радиусов элементовF и объединяя полученные подпокрытия для чётных
и нечётных𝑚, получаем утверждение теоремы в общем случае (с в два раза большим 𝑁 ).
Поэтому 𝐴 можно считать ограниченным.

Определим по индукции конечную или бесконечную последовательность шаров
𝐵𝑘 = 𝐵𝑟𝑘(𝑎𝑘) из F таким образом, чтобы центр 𝑎𝑘 шара 𝐵𝑘 принадлежал 𝐴𝑘 = 𝐴∖(𝐵1 ∪
... ∪ 𝐵𝑘−1 (последовательность обрывается, если 𝐴𝑘 = ∅), а радиус 𝑟𝑘, был больше 3

4
𝑅𝑘,

где 𝑅𝑘 — точная верхняя грань радиусов шаров из F , имеющих центры в точках из 𝐴𝑘.
Покажем, что последовательность {𝐵𝑘}𝐾𝑘=1 покрывает 𝐴. Если она конечна, то это

следует из построения (т. к. 𝐴𝐾+1 = ∅), поэтому будем считать её бесконечной. Последо-
вательность 𝑅𝑘 (нестрого) убывает и поэтому должна стремиться к нулю 𝑘 → ∞, так как
если 𝑅𝑘 ≥ 𝜖 > 0, то шары 𝐵3𝜖/8(𝑎𝑘) попарно не пересекаются, что противоречит ограни-
ченности множества 𝐴. Предположим, что 𝑎0 ∈ 𝐴 не лежит в объединении ∪∞

𝑘=1𝐵𝑘; тогда,
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рассматривая некоторый шар 𝐵𝑟0(𝑎0) из F , заключаем, что для любого 𝑘 (поскольку, по
предположению, 𝑎0 ∈ 𝐴𝑘) имеет место неравенство𝑅𝑘 ≥ 𝑟0 —приходим к противоречию.

Осталось разбитьшары𝐵𝑘 на𝑁 групп, в каждой из которыхшарыпопарно дизъюнкт-
ны. Это можно сделать по индукции, добавляя шар 𝐵𝑙 к тому из F𝑖, с уже имеющимися
элементами которого он не пересекается, достаточно установить только, что число шаров
𝐵𝑘, 1 ≤ 𝑘 < 𝑙, пересекающихся с 𝐵𝑙, меньше некоторой константы 𝑁 = 𝑁(𝑛). Именно в
этой части доказательство теоремы Безиковича существенно отличается от теоремы Ви-
тали и использует геометрические рассуждения. Между центрами и радиусами шаров 𝐵𝑘,
по построению, имеются следующие два соотношения:

||𝑎𝑘 − 𝑎𝑗|| > 𝑟𝑘 и 𝑟𝑘 > 3
4
𝑟𝑗 , если 𝑘 < 𝑗.

(Первое неравенство— просто запись соотношения 𝑎𝑗 /∈ 𝐵𝑘, второе следует из того,
что 𝑎𝑗 ∈ 𝐴𝑗 ⊂ 𝐴𝑘, и, следовательно, 𝑅𝑘 ≥ 𝑟𝑗 ). Зафиксируем теперь некоторое 𝑙 и будем
обозначать далее 𝐵𝑙 = 𝐵𝑟(𝑎), т. е. 𝑎 = 𝑎𝑙 и 𝑟 = 𝑟𝑙.

Оценим сначала число тех 𝑘 < 𝑙, для которых 𝐵𝑘 ∩ 𝐵𝑙 ̸= ∅ и 𝑟𝑘 ≥ 3𝑟, обозначим
множество таких 𝑘 через 𝐼𝑙. Для 𝑘 ∈ 𝐼𝑙 положим 𝑠𝑘 = (𝑎𝑘 − 𝑎)/||𝑎𝑘 − 𝑎||, 𝜌𝑘 = ||𝑎𝑘 − 𝑎||,
тогда ||𝑠𝑘|| = 1 и 𝑎𝑘 = 𝑎+ 𝜌𝑘𝑠𝑘.

Пусть 1 ≤ 𝑘 < 𝑗 < 𝑙 и 𝑘, 𝑗 ∈ 𝐼𝑙. Тогда имеем оценку

3𝑟 ≤ 𝑟𝑗 < ||𝑎𝑗 − 𝑎|| ≤ 𝑟 + 𝑟𝑗 < 𝑟 + 4𝑟𝑘/3 ≤ 5𝑟𝑘/3.

То есть 3𝑟 < 𝜌𝑗 < 5𝑟𝑘/3. Покажем, что при 𝜌 ∈ [3𝑟, 5𝑟𝑘/3] шар 𝐵𝜌/5(𝑎 + 𝜌𝑠𝑘) содержится
в 𝐵𝑘 = 𝐵𝑟𝑘(𝑎𝑘). Действительно, если 𝜌 ≥ 𝜌𝑘, то

|𝜌− 𝜌𝑘| = 𝜌− ||𝑎𝑘 − 𝑎|| < 5𝑟𝑘/3− 𝑟𝑘 = 2𝑟𝑘/3 ≤ 𝑟𝑘 − 𝜌/5

если же 𝜌 < 𝜌𝑘, то

|𝜌− 𝜌𝑘| = ||𝑎𝑘 − 𝑎|| − 𝜌 ≤ 𝑟 + 𝑟𝑘 − 𝜌 ≤ 𝜌/3 + 𝑟𝑘 − 𝜌 ≤ 𝑟𝑘 − 𝜌/5

поэтому в любом случае ||𝑎+ 𝜌𝑠𝑘 − 𝑎𝑘|| = |𝜌− 𝜌𝑘| ≤ 𝑟𝑘 − 𝜌/5 и, значит, 𝐵𝜌/5(𝑎+ 𝜌𝑠𝑘) ⊂
𝐵𝑟𝑘(𝑎𝑘) /∈ 𝑎𝑗 = 𝑎+ 𝜌𝑗𝑠𝑗 . Полагая здесь 𝜌 = 𝜌𝑗 , получаем: ||𝜌𝑗𝑠𝑗 − 𝜌𝑗𝑠𝑘|| > 𝜌𝑗/5. Поэтому
шары 𝐵1/10(𝑠𝑘), 𝑘 ∈ 𝐼𝑙, попарно не пересекаются и (т. к. они содержатся в 𝐵11/10(0))
существует не более 11𝑛 таких 𝑘.

Оценим теперь число элементов множества ̃︀𝐼𝑙 таких 𝑘 < 𝑙, для которых 𝐵𝑘 ∩𝐵𝑙 ̸= ∅
и 𝑟𝑘 < 3𝑟. При 𝑘, 𝑗 ∈ ̃︀𝐼𝑙, 𝑘 < 𝑗, имеем: и ||𝑎𝑘 − 𝑎𝑗|| > 𝑟𝑘 > 3𝑟/4 и ||𝑎𝑘 − 𝑎|| ≤ 𝑟 + 𝑟𝑘 < 4𝑟.
Поэтому шары 𝐵3𝑟/8(𝑎𝑘), 𝑘 ∈ ̃︀𝐼𝑙, дизъюнктны и содержатся в 𝐵35𝑟/8(𝑎), значит их общее
число не превосходит (35/3)𝑛 < 12𝑛.

Итак, для случая ограниченных 𝐴 можно положить 𝑁 = 11𝑛 + 12𝑛. □
Выводы.
Получено новое доказательство теоремы Безиковича о покрытии шарами. Из этого

доказательства видно, что константа в теореме Безиковича не превосходит 4 · 12𝑛, а в
случае ограниченного множества центров - 11𝑛 + 12𝑛.
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УДК 517.5+519.213

ИНТЕГРАЛЬНЫЕ НЕРАВЕНСТВА ДЛЯ ПЕРИОДИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ И
КРИТЕРИЙ ЭКСТРЕМАЛЬНОЙ ФУНКЦИИ В ЭТИХ НЕРАВЕНСТВАХ

© 2023. В.П. Заставный

Пусть 𝜙 - положительно определенная и непрерывная на R функция, а 𝜇 - соответствующая мера
Бохнера. Для фиксированных 𝜀 ∈ R, 𝜀 ̸= 0, и 𝜇-измеримой вещественнозначной функции ℎ : R → R,
рассматривается линейный оператор 𝐻𝜀 порожденный функцией 𝜙:

𝐻𝜀(𝑓)(𝑡) :=

∫︁
R
𝑒−𝑖ℎ(𝑢)𝑓(𝑡+ 𝜀𝑢)𝑑𝜇(𝑢), 𝑡 ∈ R, 𝑓 ∈ 𝐶(T).

Пусть функция 𝐽 выпукла вниз и не убывает на [0,+∞). Аналогично случаю ℎ(𝑢) = 𝜏𝑢, который автором
был рассмотрен ранее, доказаны неравенства∫︁

T
𝐽 (|𝐻𝜀(𝑓)(𝑡)|) 𝑑𝑡 ≤

∫︁
T
𝐽 (𝜙(0)|𝑓(𝑡)|) 𝑑𝑡, ‖𝐻𝜀(𝑓)‖𝑝 ⩽ 𝜙(0)‖𝑓‖𝑝, 1 ⩽ 𝑝 ⩽ ∞, 𝑓 ∈ 𝐶(T),

и получены критерии экстремальной функции. В качестве примера применения критерия разобран случай
оператора 𝐻(𝑓)(𝑡) =

∑︀2𝑛−1
𝑘=0 Λ𝑘𝑓

(︀
𝑡− 𝜏 + 𝑘𝜋

𝑛

)︀
, где {Λ𝑘}2𝑛−1

𝑘=0 – фиксированный набор комплексных чисел.
Ключевые слова: положительно определенная функция, интегральные неравенства, критерий экс-

тремальной функции.

1. Интегральные неравенства и критерий экстремальной функции. Символом
𝐶(T), T := [−𝜋, 𝜋], обозначим класс 2𝜋-периодических функций 𝑓 : R → C, которые
непрерывны на R. Для 𝑓 ∈ 𝐶(T) полагаем

‖𝑓‖∞ := sup{|𝑓(𝑡)| : 𝑡 ∈ T} и ‖𝑓‖𝑝 :=
(︂∫︁

T
|𝑓(𝑡)|𝑝𝑑𝑡

)︂1/𝑝

, 1 ≤ 𝑝 <∞.

Комплекснозначная функция 𝜙 : R → C называется положительно определённой
на R (𝜙 ∈ Φ(R)), если при любом𝑚 ∈ N, для любого набора точек {𝑥𝑘}𝑚𝑘=1 ⊂ R и любых
комплексных чисел {𝑐𝑘}𝑚𝑘=1 ⊂ C выполняется неравенство

𝑚∑︁
𝑘,𝑗=1

𝑐𝑘𝑐𝑗𝜙(𝑥𝑘 − 𝑥𝑗) ⩾ 0.

Известная теорема Бохнера-Хинчина утверждает, что функция 𝜙 ∈ Φ(R)∩𝐶(R) тогда и
только тогда, когда существует конечная неотрицательная борелевская мера 𝜇 на R
такая, что

𝜙(𝑥) =

∫︁
R

𝑒𝑖𝑥𝑡𝑑𝜇(𝑡), 𝑥 ∈ R. (1)

Исследование проводилось по теме государственного задания (регистрационный номер 1023031100003-
2-1.1.1)
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Отсюда получается следующий критерий положительной определённости в терминах
неотрицательности преобразования Фурье: Если 𝜙 ∈ 𝐶(R) ∩ 𝐿1(R), то 𝜙 ∈ Φ(R) ⇐⇒̂︀𝜙(𝑡) ≥ 0, 𝑡 ∈ R, где ̂︀𝜙(𝑡) := ∫︁

R
𝑒−𝑖𝑡𝑥𝜙(𝑥)𝑑𝑥, 𝑡 ∈ R.

Пусть 𝜙 ∈ Φ(R) ∩ 𝐶(R) и 𝜇 - соответствующая конечная неотрицательная боре-
левская мера на R, для которой выполняется (1). Для фиксированных 𝜀 ∈ R, 𝜀 ̸= 0, и
𝜇-измеримой вещественнозначной функции ℎ : R → R рассмотрим оператор 𝐻𝜀 порож-
дённый функцией 𝜙:

𝐻𝜀(𝑓)(𝑡) :=

∫︁
R
𝑒−𝑖ℎ(𝑢)𝑓(𝑡+ 𝜀𝑢)𝑑𝜇(𝑢), 𝑡 ∈ R, 𝑓 ∈ 𝐶(T). (2)

Функция 𝐻𝜀(𝑓)(𝑡) непрерывна на R, является 2𝜋-периодической и её ряд Фурье имеет
вид:

𝐻𝜀(𝑓)(𝑡) ∼
∑︁
𝑘∈Z

𝜆(𝑘𝜀, ℎ)𝑐𝑘(𝑓)𝑒
𝑖𝑘𝑡, 𝜆(𝑘𝜀, ℎ) =

∫︁
R
𝑒𝑖(𝑢𝑘𝜀−ℎ(𝑢)) 𝑑𝜇(𝑢),

где 𝑐𝑘(𝑓) - коэффициенты Фурье функции 𝑓 :

𝑐𝑘(𝑓) =
1

2𝜋

∫︁ 𝜋

−𝜋

𝑓(𝑡)𝑒−𝑖𝑘𝑡 𝑑𝑡 , 𝑘 ∈ Z .

Следующее неравенство очевидно:

|𝐻𝜀(𝑓)(𝑡)| ≤
∫︁
R
|𝑓(𝑡+ 𝜀𝑢)|𝑑𝜇(𝑢), 𝑓 ∈ 𝐶(T), 𝑡 ∈ R. (3)

Из (3) сразу получается неравенство

‖𝐻𝜀(𝑓)‖𝑝 ⩽ 𝜙(0)‖𝑓‖𝑝, 1 ⩽ 𝑝 ⩽ ∞, 𝑓 ∈ 𝐶(T), (4)

которое при 𝑝 = ∞ очевидно, а при 1 ⩽ 𝑝 < ∞ надо использовать ещё неравенство
Минковского [1, теорема 2.4].

Пусть дополнительно 𝜙(0) > 0 (это эквивалентно условию 𝜙(𝑥) ̸≡ 0). Предположим,
что функция 𝐽 выпукла вниз и не убывает на [0,+∞). Из неравенства (3) для 𝑓 ∈ 𝐶(T),
используя монотонность 𝐽 , неравенство Йенсена (см., например, [1, § 2.2], применяя
теорему Фубини и учитывая периодичность 𝑓 , получаем:∫︁

T
𝐽 (|𝐻𝜀(𝑓)(𝑡)|) 𝑑𝑡 ≤

∫︁
T
𝐽

(︂∫︁
R
|𝑓(𝑡+ 𝜀𝑢)|𝑑𝜇(𝑢)

)︂
𝑑𝑡 ≤∫︁

T

∫︁
R
𝐽 (𝜙(0)|𝑓(𝑡+ 𝜀𝑢)|) 𝑑𝜇(𝑢)

𝜙(0)
𝑑𝑡 =

∫︁
T
𝐽 (𝜙(0)|𝑓(𝑡)|) 𝑑𝑡.

(5)

Таким образом ∫︁
T
𝐽 (|𝐻𝜀(𝑓)(𝑡)|) 𝑑𝑡 ≤

∫︁
T
𝐽 (𝜙(0)|𝑓(𝑡)|) 𝑑𝑡, 𝑓 ∈ 𝐶(T). (6)

Неравенство (4) при 1 ≤ 𝑝 <∞ получается также и из неравенства (6), когда 𝐽(𝑡) = 𝑡𝑝.
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Замечание 1. Если функция 𝐽 выпукла вниз и строго возрастает на [0,+∞), а
неравенство (6) обращается в равенство для некоторой функции 𝑓 ∈ 𝐶(T), то из (5)
следует, что неравенство (3) для 𝑓 обращается в равенство при любом 𝑡 ∈ R и, значит,
неравенство (4) при 𝑝 = 1для 𝑓 обращается в равенство. В частности, любая экстремальная
функция 𝑓 ∈ 𝐶(T) в неравенстве (4) при 1 < 𝑝 < ∞ является экстремальной в этом
неравенстве и при 𝑝 = 1.

Для функции ℎ(𝑢) = 𝜏𝑢, 𝜏 ∈ R, операторы 𝐻𝜀 рассмотрены в работе автора [2], где
они обозначаются символом 𝐴𝜀,𝜏 := 𝐻𝜀. В этом случае 𝜆(𝑘𝜀, ℎ) = 𝜙(𝑘𝜀 − 𝜏), 𝑘 ∈ Z. Для
операторов𝐴𝜀,𝜏 в [2, Замечание 2] приведены критерии экстремальной функции 𝑓 ∈ 𝐶(T)
в неравенстве (4) для случаев 𝑝 = ∞, 𝑝 = 1 и 1 < 𝑝 < ∞. В [2, Теорема 4] получен также
критерий экстремальнойфункции 𝑓 ∈ 𝐶(T) в неравенстве (6) в случае, когдафункция 𝐽 не
убывает на [0,+∞) и строго выпукла вниз в каждой точке интервала (0,+∞). Аналогично
доказываются следующие критерии и для произвольной вещественнозначной функции ℎ,
где учтено и замечание 1.

Теорема 1. Пусть 𝜙 ∈ Φ(R) ∩ 𝐶(R), 𝜙(0) > 0, 𝜀 ∈ R, 𝜀 ̸= 0, и ℎ является 𝜇-
измеримой вещественнозначной функцией на R. Тогда:
1)При 𝑝 = ∞ неравенство (4) обращается в равенство для некоторойфункции 𝑓 ∈ 𝐶(T)
⇐⇒ для некоторых 𝜂, 𝛿 ∈ R и для 𝜇-почти всех 𝑢 ∈ R выполняется равенство
𝑒−𝑖ℎ(𝑢)𝑓(𝜂 + 𝜀𝑢) = 𝑒𝑖𝛿‖𝑓‖∞.
2) i. При 𝑝 = 1 неравенство (4) обращается в равенство для некоторой функции
𝑓 ∈ 𝐶(T) ⇐⇒ для любого 𝑡 ∈ R найдётся число 𝛿(𝑡) ∈ R такое, что для 𝜇-почти всех
𝑢 ∈ R выполняется равенство 𝑒−𝑖ℎ(𝑢)𝑓(𝑡+ 𝜀𝑢) = 𝑒𝑖𝛿(𝑡)|𝑓(𝑡+ 𝜀𝑢)|.
ii. Если неравенство (4) при 𝑝 = 1 обращается в равенство для некоторой функции
𝑓 ∈ 𝐶(T), то неравенство (4) при 𝑝 = 1 обращается в равенство для любой функции
вида 𝑐𝑓(𝑡)𝑔(𝑡), где 𝑐 ∈ C, 𝑔 ∈ 𝐶(T) и 𝑔(𝑡) ≥ 0, 𝑡 ∈ R.
3) Если функция 𝐽 не убывает на [0,+∞) и строго выпукла вниз в каждой точке интер-
вала (0,+∞), то неравенство (6) (или неравенство (4) при 1 < 𝑝 < ∞) обращается в
равенство для некоторой функции 𝑓 ∈ 𝐶(T) ⇐⇒ для любого 𝑡 ∈ R и для 𝜇-почти всех
𝑢 ∈ R выполняется равенство 𝑒−𝑖ℎ(𝑢)𝑓(𝑡+ 𝜀𝑢) = 𝑐(𝑡), где 𝑐(𝑡) = 𝐻𝜀(𝑓)(𝑡)/𝜙(0) ∈ 𝐶(T).
4) Если функция 𝐽 выпукла вниз и строго возрастает на [0,+∞), а неравенство (6)
(или неравенство (4) при 1 < 𝑝 < ∞) обращается в равенство для некоторой функции
𝑓 ∈ 𝐶(T), то и неравенство (4) при 𝑝 = 1 также обращается в равенство для этой
функции 𝑓 .

Оператором вида (2) является следующий оператор

𝐻(𝑓)(𝑡) :=
𝑚∑︁
𝑘=0

𝑒−𝑖ℎ𝑘𝜇𝑘𝑓(𝑡+ 𝑡𝑘), 𝑚 ∈ Z+, 𝑓 ∈ 𝐶(T),

𝜇𝑘 ≥ 0, ℎ𝑘, 𝑡𝑘 ∈ R, 𝑡𝑘 ̸= 𝑡𝑗 при 𝑘 ̸= 𝑗, 𝜇0 + . . .+ 𝜇𝑚 > 0.

(7)

Действительно, если в (2) мера 𝜇 дискретная и сосредоточена в точках {𝑡𝑘}𝑚𝑘=0, 𝜇({𝑡𝑘}) =
𝜇𝑘 ≥ 0, а ℎ(𝑡) – произвольная вещественнозначная функция с условием ℎ(𝑡𝑘) = ℎ𝑘, 𝑘 =
0, . . . ,𝑚, то𝐻 = 𝐻1. В этом случае𝜙(𝑥) ≡ 𝜇0𝑒

𝑖𝑡0𝑥+. . .+𝜇𝑚𝑒
𝑖𝑡𝑚𝑥 и𝜙(0) = 𝜇0+. . .+𝜇𝑚 > 0.

Из теоремы 1 для оператора 𝐻 получается следующее следствие.

Следствие 1. Пусть функция 𝐽 выпукла вниз и не убывает на [0,+∞). Тогда для
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оператора 𝐻 вида (7) справедливы неравенства, в которых κ = 𝜇0 + . . .+ 𝜇𝑚 > 0:∫︁
T
𝐽 (|𝐻(𝑓)(𝑡)|) 𝑑𝑡 ≤

∫︁
T
𝐽 (κ|𝑓(𝑡)|) 𝑑𝑡, 𝑓 ∈ 𝐶(T) , (8)

‖𝐻(𝑓)‖𝑝 ⩽ κ‖𝑓‖𝑝, 1 ⩽ 𝑝 ⩽ ∞, 𝑓 ∈ 𝐶(T). (9)

Пусть 𝑈(𝐻) – множество всех 𝑘 ∈ {0, 1, . . . ,𝑚}, для которых 𝜇𝑘 ̸= 0. Тогда справедли-
вы утверждения:
1)При 𝑝 = ∞ неравенство (9) обращается в равенство для некоторойфункции 𝑓 ∈ 𝐶(T)
⇐⇒ для некоторых 𝜂, 𝛿 ∈ R равенство 𝑒−𝑖ℎ𝑘𝑓(𝜂 + 𝑡𝑘) = 𝑒𝑖𝛿‖𝑓‖∞ выполняется для всех
целых 𝑘 ∈ 𝑈(𝐻).
2) i. При 𝑝 = 1 неравенство (9) обращается в равенство для некоторой функции
𝑓 ∈ 𝐶(T) ⇐⇒ для любого 𝑡 ∈ R найдётся число 𝛿(𝑡) ∈ R такое, что тождество
𝑒−𝑖ℎ𝑘𝑓(𝑡+ 𝑡𝑘) ≡ 𝑒𝑖𝛿(𝑡)|𝑓(𝑡+ 𝑡𝑘)| выполняется для всех целых 𝑘 ∈ 𝑈(𝐻).
ii. Если неравенство (9) при 𝑝 = 1 обращается в равенство для некоторой функции
𝑓 ∈ 𝐶(T), то неравенство (9) при 𝑝 = 1 обращается в равенство для любой функции
вида 𝑐𝑓(𝑡)𝑔(𝑡), где 𝑐 ∈ C, 𝑔 ∈ 𝐶(T) и 𝑔(𝑡) ≥ 0, 𝑡 ∈ R.
3) Если функция 𝐽 не убывает на [0,+∞) и строго выпукла вниз в каждой точке интер-
вала (0,+∞), то неравенство (8) (или неравенство (9) при 1 < 𝑝 < ∞) обращается в
равенство для некоторой функции 𝑓 ∈ 𝐶(T) ⇐⇒ функции 𝑒−𝑖ℎ𝑘𝑓(𝑡+ 𝑡𝑘) тождествен-
но равны между собой на R для всех целых 𝑘 ∈ 𝑈(𝐻).
4) Если функция 𝐽 выпукла вниз и строго возрастает на [0,+∞), а неравенство (8)
(или неравенство (9) при 1 < 𝑝 < ∞) обращается в равенство для некоторой функции
𝑓 ∈ 𝐶(T), то и неравенство (9) при 𝑝 = 1 также обращается в равенство для этой
функции 𝑓 .

2. Интерполяционные операторы. Рассмотрим оператор𝐻 : 𝐶(T) → 𝐶(T), задан-
ный по формуле

𝐻(𝑓)(𝑡) =
2𝑛−1∑︁
𝑘=0

Λ𝑘𝑓

(︂
𝑡− 𝜏 +

𝑘𝜋

𝑛

)︂
, 𝑓 ∈ 𝐶(T), (10)

где 𝑛 ∈ N, 𝜏 – фиксированное действительное число, а {Λ𝑘}2𝑛−1
𝑘=0 – фиксированный набор

комплексных чисел с условием κ = |Λ0| + . . . + |Λ2𝑛−1| > 0. Для удобства считаем,
что наборы чисел {Λ𝑘}2𝑛−1

𝑘=0 и {𝜀𝑘}2𝑛−1
𝑘=0 , где 𝜀𝑘 ∈ C определяется из условия |𝜀𝑘| = 1,

Λ𝑘 = 𝜀𝑘|Λ𝑘|, продолжены на множество всех целочисленных индексов 𝑘 ∈ Z с периодом
2𝑛, т.е.Λ𝑘+2𝑛 = Λ𝑘 и 𝜀𝑘+2𝑛 = 𝜀𝑘 для всех 𝑘 ∈ Z. Оператор𝐻 имеет вид (7) для𝑚 = 2𝑛−1,
𝜇𝑘 = |Λ𝑘|, 𝑒−𝑖ℎ𝑘 = 𝜀𝑘 и 𝑡𝑘 = −𝜏 + 𝑘𝜋/𝑛. Поэтому для него выполняются неравенства (8) и
(9) и применимо следствие 1.

Функция 𝑓 ∈ 𝐶(T) является экстремальной для неравенства (9) при 𝑝 = ∞ ⇐⇒
для некоторых 𝜂, 𝛿 ∈ R равенство 𝜀𝑘𝑓(𝜂 + 𝑘𝜋/𝑛) = 𝑒𝑖𝛿‖𝑓‖∞ выполняется для всех целых
𝑘 ∈ 𝑈(𝐻). Среди таких функций всегда есть ненулевая, например кусочно-линейная:

𝑓(𝑡) = 𝜀𝑘+1(𝑛𝑡/𝜋 − 𝑘) + 𝜀𝑘(𝑘 + 1− 𝑛𝑡/𝜋), 𝑘𝜋/𝑛 ≤ 𝑡 ≤ (𝑘 + 1)𝜋/𝑛, 𝑘 ∈ Z.

Очевидно 𝑓 ∈ 𝐶(T), 𝜀𝑘𝑓(𝑘𝜋/𝑛) = 1 для всех 𝑘 ∈ Z, |𝑓(𝑡)| ≤ 1 для всех 𝑡 ∈ R и, значит
||𝑓 ||∞ = 1. Поэтому неравенство (9) при 𝑝 = ∞ всегда является точным.

Если выполнено условие (11):

∃𝜀 ∈ C, |𝜀| = 1 : 𝜀Λ𝑘(−1)𝑘 ≥ 0, 𝑘 = 0, . . . , 2𝑛− 1, (11)
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то неравенства (8) и (9) являются точными и экстремальной является, например, любая
функция 𝑓 ∈ 𝐶(T), ряд Фурье которой имеет вид

𝑓(𝑡) ∼
∑︁
𝑚∈Z

𝑑𝑚𝑒
𝑖𝑛(2𝑚+1)𝑡 . (12)

Это следует из того, что для любой функции 𝑓 ∈ 𝐶(T), ряд Фурье которых имеет вид (12),
выполняется тождество 𝐻(𝑓)(𝑡) ≡ κ1𝑓(𝑡− 𝜏), где

κ1 =
2𝑛−1∑︁
𝑘=0

Λ𝑘(−1)𝑘. (13)

Но при выполнении условия (11) выполняется равенство κ1 = 𝜀κ.
Для неравенства (9) при 𝑝 = 1 экстремальными являются также функции вида

𝑓(𝑡)𝑔(𝑡), где 𝑔 ∈ 𝐶(T) и 𝑔(𝑡) ≥ 0, 𝑡 ∈ R, а ряд Фурье функции 𝑓 ∈ 𝐶(T) имеет вид (12)
(см. в следствии 1 утверждение ii).

В следующей теореме 2 приведено достаточное условие, когда неравенства (8) и
(9) при 1 < 𝑝 < ∞ являются точными и множество экстремальных функций в этих
неравенствах совпадает со всемифункциями 𝑓 ∈ 𝐶(T), рядФурье которых имеет вид (12).
В частном случае эта теорема доказана в [2, Theorem 5] и без эквивалентности двух
условий.

Теорема 2. Пусть оператор 𝐻 : 𝐶(T) → 𝐶(T) задан по формуле (10), где 𝜏 –
фиксированное действительное число, а {Λ𝑘}2𝑛−1

𝑘=0 – фиксированный набор комплексных
чисел с условием κ = |Λ0| + . . . + |Λ2𝑛−1| > 0, а функция 𝐽 не убывает на [0,+∞) и
строго выпукла вниз в каждой точке интервала (0,+∞). Пусть выполняется условие

∃𝑠 ∈ Z : Λ𝑠Λ𝑠+1 < 0. (14)

Тогда следующие два условия эквивалентны:
(1) для одного из неравенств (8) или (9) при 1 < 𝑝 < ∞ существует ненулевая экстре-
мальная функция;
(2) выполняется условие (11).
Если выполняется одно из этих двух условий, то неравенства (8) и (9) при 1 < 𝑝 < ∞
являются точными и множество экстремальных функций в этих неравенствах совпа-
дает со всеми функциями 𝑓 ∈ 𝐶(T), ряд Фурье которых имеет вид (12).

Доказательство. Пусть для некоторого целого 𝑠 ∈ Z выполняется неравенство
Λ𝑠Λ𝑠+1 < 0, а целые числа 𝑘1, 𝑘2 ∈ [0, 2𝑛 − 1) такие, что числа 𝑚1 = (𝑠 − 𝑘1)/(2𝑛) и
𝑚2 = (𝑠 + 1 − 𝑘2)/(2𝑛) являются целыми. Тогда 𝑘2 − 𝑘1 = 2(𝑚1 − 𝑚2)𝑛 + 1 и Λ𝑠 =
Λ𝑘1 = 𝜀𝑘1 |Λ𝑘1| ̸= 0 и Λ𝑠+1 = Λ𝑘2 = 𝜀𝑘2|Λ𝑘2| ̸= 0. Поэтому 𝜀𝑘1 𝜀𝑘2 < 0 и, следовательно,
𝜀𝑘1 𝜀𝑘2 = −1.

Если функция 𝑓 ∈ 𝐶(T) является экстремальной для одного из неравенств (8) или
(9) при 1 < 𝑝 <∞, то по следствию 1 выполняется тождество 𝜀𝑘1𝑓(𝑡+ 𝑡𝑘1) ≡ 𝜀𝑘2𝑓(𝑡+ 𝑡𝑘2),
где 𝑡𝑘 = −𝜏 + 𝑘𝜋/𝑛. Учитывая, что 𝜀𝑘1 𝜀𝑘2 = −1 и 𝑡𝑘2 − 𝑡𝑘1 = 2𝑚𝜋 + 𝜋/𝑛 для некоторого
целого 𝑚, получаем тождество 𝑓(𝑡 + 𝜋/𝑛) ≡ −𝑓(𝑡). Тогда для коэффициентов Фурье
функции 𝑓 справедливы равенства 𝑐𝑘(𝑓) = −𝑒𝑖𝑘𝜋/𝑛𝑐𝑘(𝑓), 𝑘 ∈ Z. Если 𝑐𝑘(𝑓) ̸= 0 для
некоторого 𝑘 ∈ Z, то 𝑘 = 𝑛(2𝑚 + 1) для некоторого 𝑚 ∈ Z. Это значит, что ряд Фурье
функции 𝑓 имеет вид (12).
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Докажем импликацию (1) ⇒ (2) . Если для одного из неравенств (8) или (9) при 1 <
𝑝 <∞ существует ненулевая экстремальная функция 𝑓 ∈ 𝐶(T), то по доказанному выше
ряд Фурье функции 𝑓 имеет вид (12). Тогда для такой функции выполняется тождество
𝐻(𝑓)(𝑡) ≡ κ1𝑓(𝑡 − 𝜏), где число κ1 определено по формуле (13). Так как функция 𝐽
строго возрастает на [0,+∞) и |κ1| ≤ κ, то справедливы неравенства (неравенство (9) это
неравенство (8) для 𝐽(𝑡) = 𝑡𝑝):∫︁

T
𝐽 (κ|𝑓(𝑡)|) 𝑑𝑡 =

∫︁
T
𝐽 (|𝐻(𝑓)(𝑡)|) 𝑑𝑡 =

∫︁
T
𝐽 (|κ1𝑓(𝑡− 𝜏)|) 𝑑𝑡 =∫︁

T
𝐽 (|κ1| |𝑓(𝑡)|) 𝑑𝑡 ≤

∫︁
T
𝐽 (κ|𝑓(𝑡)|) 𝑑𝑡.

Из этого неравенства, учитывая что функция 𝑓 ненулевая, вытекает равенство |κ1| = κ,
которое эквивалентно условию (11). Импликация (1) ⇒ (2) доказана.

Импликация (2) ⇒ (1) доказана в замечании перед теоремой 2 и без предположения
выполнения условия (14). Таким образом, эквивалентность условий (1) и (2) в теореме
доказана.

Если выполняется одно из условий (1) или (2), то из условия (11) вытекает, что
неравенства (8) и (9) при 1 < 𝑝 <∞ являются точными и экстремальной функцией в этих
неравенствах является любая функция 𝑓 ∈ 𝐶(T), ряд Фурье которой имеет вид (12), а
других экстремальных функций нет (доказано перед доказательством импликации (1) ⇒
(2)). □.

В заключении отметим, что интерполяционные операторы вида (10), рассматрива-
емые на подпространстве F𝑛 тригонометрических полиномов степени не выше 𝑛, изу-
чаются давно. Такими операторами, например, являются операторы обычной и дробной
производной 𝐻(𝑓)(𝑡) = 𝑓 (𝑟,𝛽)(𝑡), 𝑓 ∈ F𝑛, 𝑟 ≥ 1, 𝛽 ∈ R, а представления (10) при
𝜏 = −𝛽/𝑛 для этих производных получили в частных случаях в 1914 М. Рисс [3, 4] и в
1928 Сегё [5], а в общем случае в 1998 А.И. Козко [6]. Для этих операторов при указанных
параметрах выполняются условие (11) и поэтому неравенства (8) и (9) с κ = 𝑛𝑟 точны и
неравенства обращаются в равенства для полиномов вида 𝑓(𝑡) = 𝜇𝑒𝑖𝑛𝑡 + 𝜈𝑒−𝑖𝑛𝑡, 𝜇, 𝜈 ∈ C.
Неравенства (8) и (9) для этих операторов принято называть неравенствами Бернштейна-
Сегё (более подробно см., например, [2, 7]). Автором [2, § 6] доказано, что выполняется
условие (14) и поэтому (см. теорему 2) других экстремальных полиномов нет по крайней
мере, если функция 𝐽 не убывает на [0,+∞) и строго выпукла вниз в каждой точке интер-
вала (0,+∞) и 1 < 𝑝 <∞. Недавно автором доказано, что такой же ответ, если функция
𝐽 выпукла вниз и строго возрастает на [0,+∞) и 𝑝 = ∞.
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INTEGRAL INEQUALITIES FOR PERIODIC FUNCTIONS AND A CRITERION FOR AN
EXTREMAL FUNCTION IN THESE INEQUALITIES

V. P. Zastavnyi
Let 𝜙 be a positive definite and continuous function on R, and let 𝜇 be the corresponding Bochner measure.

For fixed 𝜀 ∈ R, 𝜀 ̸= 0, and 𝜇-measurable real-valued function ℎ : R → R, we consider a linear operator 𝐻𝜀

generated by the function 𝜙:

𝐻𝜀(𝑓)(𝑡) :=

∫︁
R
𝑒−𝑖ℎ(𝑢)𝑓(𝑡+ 𝜀𝑢)𝑑𝜇(𝑢), 𝑡 ∈ R, 𝑓 ∈ 𝐶(T).

Let 𝐽 be a convex and nondecreasing function on [0,+∞). Similarly to the case ℎ(𝑢) = 𝜏𝑢, to which the author
was considered earlier, we prove the inequalities∫︁

T
𝐽 (|𝐻𝜀(𝑓)(𝑡)|) 𝑑𝑡 ≤

∫︁
T
𝐽 (𝜙(0)|𝑓(𝑡)|) 𝑑𝑡, ‖𝐻𝜀(𝑓)‖𝑝 ⩽ 𝜙(0)‖𝑓‖𝑝, 1 ⩽ 𝑝 ⩽ ∞, 𝑓 ∈ 𝐶(T),

and obtain criteria of extremal function. As an example of the application of the criterion, the case of an operator
𝐻(𝑓)(𝑡) =

∑︀2𝑛−1
𝑘=0 Λ𝑘𝑓

(︀
𝑡− 𝜏 + 𝑘𝜋

𝑛

)︀
is considered, where {Λ𝑘}2𝑛−1

𝑘=0 is a fixed set of complex numbers.
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УДК 517.1,51.8,519.66

НОВЫЙМЕТОД КОНСТРУИРОВАНИЯМАГИЧЕСКИХ КВАДРАТОВ ПРИ
ПОМОЩИ ОРТОГОНАЛЬНЫХ ТРАНСВЕРСАЛЕЙ

© 2023. А.Ю. Иванов, А.-В. В. Мельник

В статье распространяется авторский метод построения магических квадратов нечетного порядка на
случай матриц, порядок которых удовлетворяет некоторым дополнительным условиям.

Ключевые слова: Магический квадрат, полумагический квадрат, латинский квадрат, перестановка,
трансверсаль.

Введение.Матрицу 𝑛×𝑛, заполненную целыми числами от 1 до 𝑛2 так, что их суммы
в каждой строке и столбце равны Σ(𝑛) = 𝑛(𝑛2+1)

2
, называют полумагическим квадратом, а

если к тому же суммы элементов, находящихся на главной и побочной диагоналях, также
равны Σ(𝑛), то такую матрицу называют магическим квадратом [1].

Исследование матриц, обладающих данными свойствами, интересовало человече-
ство еще с древних времен [2]. Постепенно сформировалась математическая теория маги-
ческих квадратов в рамках которой изучаются два основных направления исследований:
вычисление количества различных магических квадратов заданного порядка и построение
алгоритмов конструирования магических квадратов заданного порядка.

С историей становления и развития математической теории магических квадратов
можно познакомиться в труде К. Оллереншоу и Г. Бонди [3], а также в [2]. Широкий набор
методов конструирования магических квадратов представлен в книгах М. М. Постнико-
ва "Магические квадраты- [1] и Ю. В. Чебракова "Магические квадраты. Теория чисел,
алгебра, комбинаторный анализ- [4].

В данной статье авторыраспространяют алгоритмпостроениямагических квадратов,
введенный и обоснованный для квадратов нечетных порядков в [5], на случай матриц,
порядок которых удовлетворяет некоторым дополнительным условиям.

Вспомогательные обозначения и утверждения.Для построения и обоснования ал-
горитма конструирования магических квадратов потребуется ряд вспомогательных опре-
делений и утверждений. Продолжая серию работ авторов будем использовать терминоло-
гию введенную в статьях [2], [5].

Совокупность матриц 𝑛 × 𝑛, элементами которых являются числа от 1 до 𝑛2 без
повторений будем обозначатьM(𝑛).

Определение 1. Матрицу 𝐵𝑛 = (𝑏𝑖,𝑗)
𝑛
𝑖,𝑗=1 ∈ M(𝑛) такую, что 𝑏𝑖,𝑗 = 𝑛(𝑖 − 1) + 𝑗,

𝑖, 𝑗 = 1, 𝑛, будем называть базовой.
Определение 2. Множество 𝛼 = {𝑏1,𝑗1 , 𝑏2,𝑗2 , ..., 𝑏𝑛,𝑗𝑛} из 𝑛 элементов базовой

матрицы𝐵𝑛, где (𝑗1 𝑗2 ... 𝑗𝑛) является перестановкой (1 2 ... 𝑛), будемназывать подходящим
набором.

Исследование проводилось по теме государственного задания (регистрационный номер 1023031100003-
2-1.1.1)
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Определение 3. СовокупностьΩиз𝑛подходящихнаборов𝛼1 = {𝑏1,𝑗11 , 𝑏2,𝑗12 , ..., 𝑏𝑛,𝑗1𝑛},
𝛼2 = {𝑏1,𝑗21 , 𝑏2,𝑗22 , ..., 𝑏𝑛,𝑗2𝑛},..., 𝛼𝑛 = {𝑏1,𝑗𝑛1 , 𝑏2,𝑗𝑛2 , ..., 𝑏𝑛,𝑗𝑛𝑛} называется покрывающей, если
не существует элемента 𝑏𝑖,𝑗 базовой матрицы 𝐵𝑛, принадлежащего сразу двум различным
подходящим наборам данной совокупности.

Определение 4. Две покрывающие совокупностиΩ иΠ называются совместимыми,
если для каждой пары подходящих наборов 𝛼 ∈ Ω, 𝛽 ∈ Π существует единственный
элемент 𝑏𝑖,𝑗 базовой матрицы 𝐵𝑛 такой, что 𝛼 ∩ 𝛽 = 𝑏𝑖,𝑗 .

Следующее утверждение обосновано авторами в [2].
Лемма 1. Матрица𝐴 ∈ M(𝑛), каждая строка и каждый столбец которой состо-

ит из элементов подходящих наборов базовой матрицы 𝐵𝑛, является полумагическим
квадратом.

Для проведения дальнейших рассуждений потребуется набор сведений из матема-
тической теории латинских квадратов [6].

Определение 5. Латинским квадратом порядка 𝑛 называется квадратная матрица
𝑇 = (𝑡𝑖,𝑗)

𝑛
𝑖,𝑗=1, элементами 𝑡𝑖,𝑗 которой являются элементы некоторого множества 𝑈 мощ-

ности 𝑛, при этом в каждой строке и каждом столбце латинского квадрата 𝑇 каждый
элемент множества 𝑈 встречается ровно один раз.

Для определенности далее будем полагать, что множество 𝑈 = {0, 1, ..., 𝑛− 1}.
Определение 6. Два латинских квадрата 𝐿 = (𝑙𝑖,𝑗)

𝑛
𝑖,𝑗=1 и 𝑇 = (𝑡𝑖,𝑗)

𝑛
𝑖,𝑗=1 порядка 𝑛

называются ортогональными латинскими квадратами, если все возможные упорядоченные
пары (𝑙𝑖,𝑗, 𝑡𝑖,𝑗) 𝑖, 𝑗 = 1, 𝑛, образованные данными латинскими квадратами, различны.

Лемма 2. Для каждого натурального 𝑛(̸= 6) ≥ 3 существует пара ортогональ-
ных латинских квадратов порядка 𝑛.

Следующий набор утверждений доказан авторами в работе [5].
Рассмотрим произвольный латинский квадрат 𝐿 = (𝑙𝑖,𝑗)

𝑛
𝑖,𝑗=1 порядка 𝑛. Будем гово-

рить, что совокупность наборов элементов базовойматрицыΩ = {𝛼𝑘}𝑛𝑘=1 соответствует
латинскому квадрату 𝐿, если каждый набор 𝛼𝑘 состоит из таких элементов 𝑏𝑖,𝑗 ∈ 𝐵𝑛, что
𝑙𝑖,𝑗 = 𝑘 − 1.

Лемма 3. Каждый из наборов 𝛼𝑘, 𝑘 = 1, 𝑛 соответствующей латинскому квад-
рату 𝐿 = (𝑙𝑖,𝑗)

𝑛
𝑖,𝑗=1 совокупности Ω = {𝛼𝑘}𝑛𝑘=1 является подходящим набором, а сама

совокупность Ω является покрывающей совокупностью.
Лемма 4. Пусть 𝐿 = (𝑙𝑖,𝑗)

𝑛
𝑖,𝑗=1 и 𝑇 = (𝑡𝑖,𝑗)

𝑛
𝑖,𝑗=1 образуют пару ортогональных

латинских квадратов, а Ω = {𝛼𝑝}𝑛𝑝=1 и Π = {𝛽𝑞}𝑛𝑞=1 являются покрывающими сово-
купностями, которые соответствуют латинским квадратам 𝐿 и 𝑇 соответственно.
Тогда Ω и Π являются совместимыми покрывающими совокупностями.

Определение 7. Трансверсалью 𝜏𝑇 латинского квадрата 𝑇 называется множество
элементов 𝜏𝑇 = {𝑡1,𝑗1 , 𝑡2,𝑗2 , ..., 𝑡𝑛,𝑗𝑛}, где 𝑡𝑖,𝑗𝑖 ∈ 𝑇 , (𝑗1 𝑗2 ... 𝑗𝑛) является перестановкой
(1 2 ... 𝑛) и 𝑡𝑖,𝑗𝑖 ̸= 𝑡𝑘,𝑗𝑘 , 𝑖, 𝑘 = 1, 𝑛(𝑖 ̸= 𝑘).

Лемма 5. Пусть 𝜏𝑇 = {𝑡1,𝑗1 , 𝑡2,𝑗2 , ..., 𝑡𝑛,𝑗𝑛} трансверсаль латинского квадрата
𝑇 = (𝑡𝑖,𝑗)

𝑛
𝑖,𝑗=1, тогда множество 𝛼 = {𝑏1,𝑗1 , 𝑏2,𝑗2 , ..., 𝑏𝑛,𝑗𝑛}, где 𝑏𝑖,𝑗𝑖 ∈ 𝐵𝑛 является

подходящим набором базовой матрицы 𝐵𝑛.
Доказательство. Так как 𝜏𝑇 = {𝑡1,𝑗1 , 𝑡2,𝑗2 , ..., 𝑡𝑛,𝑗𝑛} является трансверсалью

латинского квадрата 𝑇 , то (𝑗1 𝑗2 ... 𝑗𝑛) является перестановкой (1 2 ... 𝑛), но соглас-
но определению 2 это и означает, что множество 𝛼 = {𝑏1,𝑗1 , 𝑏2,𝑗2 , ..., 𝑏𝑛,𝑗𝑛} является
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подходящим набором базовой матрицы 𝐵𝑛. □

Замечание 1. Введенное понятие трансверсали в совокупности с утверждением
леммы 5 наталкивает на мысль о том, что при построении алгоритмов конструирования
полумагических квадратов, аналогичных введенным авторами в работах [2], [5] в пункте
(iii) должны быть выбраны такие перестановки (𝑗1 𝑗2 ... 𝑗𝑛) и (𝑖1 𝑖2 ... 𝑖𝑛) набора (1 2 ... 𝑛),
что на диагоналях конструируемой матрицы 𝐴 = (𝑎𝑖,𝑗)

𝑛
𝑖,𝑗=1 ∈ M(𝑛) будут находится

элементы базовой матрицы 𝐵𝑛, соответствующие трансверсалям латинских квадратов,
порождающих покрывающие совокупности Ω и Π.

Определение 8. Трансверсаль 𝜏𝑇 = {𝑡1,𝑗1 , 𝑡2,𝑗2 , ..., 𝑡𝑛,𝑗𝑛} латинского квадрата 𝑇 =
(𝑡𝑖,𝑗)

𝑛
𝑖,𝑗=1 будем называть совпадающей с трансверсалью 𝜅𝐿 = {𝑙1,𝑖1 , 𝑙2,𝑖2 , ..., 𝑙𝑛,𝑖𝑛} латин-

ского квадрата 𝐿 = (𝑙𝑖,𝑗)
𝑛
𝑖,𝑗=1, если перестановки (𝑗1 𝑗2 ... 𝑗𝑛) и (𝑖1 𝑖2 ... 𝑖𝑛) набора (1 2 ... 𝑛)

совпадают между собой.
Определение 9. Трансверсали 𝜏𝑇1 = {𝑡1,𝑗1 , 𝑡2,𝑗2 , ..., 𝑡𝑛,𝑗𝑛}, 𝜏𝑇2 = {𝑡1,𝑖1 , 𝑡2,𝑖2 , ..., 𝑡𝑛,𝑖𝑛}

латинского квадрата 𝑇 = (𝑡𝑖,𝑗)
𝑛
𝑖,𝑗=1 называются ортогональными, если соответствующие

им перестановки (𝑗1 𝑗2 ... 𝑗𝑛) и (𝑖1 𝑖2 ... 𝑖𝑛) набора (1 2 ... 𝑛) удовлетворяют условию
𝑗𝑘 ̸= 𝑖𝑘, 𝑘 = 1, 𝑛.

Определение 10. Пусть 𝑛− нечетное, тогда трансверсали 𝜏𝑇1 = {𝑡1,𝑗1 , 𝑡2,𝑗2 , ..., 𝑡𝑛,𝑗𝑛},
𝜏𝑇2 = {𝑡1,𝑖1 , 𝑡2,𝑖2 , ..., 𝑡𝑛,𝑖𝑛} латинского квадрата 𝑇 = (𝑡𝑖,𝑗)

𝑛
𝑖,𝑗=1 будем называть почти ор-

тогональными, если соответствующие им перестановки (𝑗1 𝑗2 ... 𝑗𝑛) и (𝑖1 𝑖2 ... 𝑖𝑛) набора
(1 2 ... 𝑛) удовлетворяют следующим условиям:

(i) существует 𝑝 такое, что 𝑖𝑝 = 𝑗𝑝;
(ii) 𝑗𝑘 ̸= 𝑖𝑘, 𝑘 = 1, 𝑛(𝑘 ̸= 𝑝).

Основной результат. В данном пункте строится алгоритм конструирования маги-
ческих квадратов, являющийся обобщением алгоритма, предложенного авторами в рабо-
те [5], на случай матриц различных порядков, допускающих расположение подходящих
наборов на главной и побочной диагоналях согласно замечанию из предыдущего пункта.

Будем рассматривать пару совместимых покрывающих совокупностей Ω и Π базо-
вой матрицы 𝐵𝑛, соответствующих ортогональным латинским квадратам 𝐿 = (𝑙𝑖,𝑗)

𝑛
𝑖,𝑗=1

и 𝑇 = (𝑡𝑖,𝑗)
𝑛
𝑖,𝑗=1. Пусть существуют две пары совпадающих и ортогональных для четно-

го 𝑛 (почти ортогональных для нечетного 𝑛) трансверсалей 𝜏𝑇1 = {𝑡1,𝑗1 , 𝑡2,𝑗2 , ..., 𝑡𝑛,𝑗𝑛},
𝜏𝑇2 = {𝑡1,𝑖1 , 𝑡2,𝑖2 , ..., 𝑡𝑛,𝑖𝑛} латинского квадрата 𝑇 и 𝜅𝐿1 = {𝑙1,𝑗1 , 𝑙2,𝑗2 , ..., 𝑙𝑛,𝑗𝑛}, 𝜅𝐿2 =
{𝑙1,𝑖1 , 𝑙2,𝑖2 , ..., 𝑙𝑛,𝑖𝑛} латинского квадрата 𝐿 соответственно, причем трансверсали 𝜏𝑇1 , 𝜏𝑇2 ,
𝜅𝐿1 , 𝜅𝐿2 удовлетворяют следующим условиям:

(i) при четном 𝑛 для всякого натурального 𝑠 ≤ 𝑛 существуют натуральные 𝑝, 𝑝′, 𝑠′ та-
кие, что 𝑙𝑝′,𝑖𝑝′ = 𝑙𝑠,𝑗𝑠 , 𝑡𝑝′,𝑖𝑝′ = 𝑡𝑝,𝑗𝑝 , 𝑡𝑠′,𝑖𝑠′ = 𝑡𝑠,𝑗𝑠 и 𝑙𝑠′,𝑖𝑠′ = 𝑙𝑝,𝑗𝑝;

(ii) при нечетном 𝑛 существуют натуральные 𝑟, 𝑟′ ≤ 𝑛 такие, что 𝑡𝑟′,𝑖𝑟′ = 𝑡𝑟,𝑗𝑟 и 𝑙𝑟′,𝑖𝑟′ =
𝑙𝑟,𝑗𝑟 , а кроме того, для всякого натурального 𝑠(̸= 𝑟) ≤ 𝑛 существуют натураль-
ные 𝑝(̸= 𝑟), 𝑝′(̸= 𝑟′), 𝑠′(̸= 𝑟′) такие, что 𝑙𝑝′,𝑖𝑝′ = 𝑙𝑠,𝑗𝑠 , 𝑡𝑝′,𝑖𝑝′ = 𝑡𝑝,𝑗𝑝 , 𝑡𝑠′,𝑖𝑠′ = 𝑡𝑠,𝑗𝑠 и
𝑙𝑠′,𝑖𝑠′ = 𝑙𝑝,𝑗𝑝 .

В этом случае будем говорить, что совместимые покрывающие совокупности Ω и Π
удовлетворяют условию B.

Фактически условие B означает, что соответствующие совместимым покрывающим
совокупностям Ω и Π латинские квадраты 𝐿 и 𝑇 содержат совпадающую пару ортого-
нальных (почти ортогональных для нечетного порядка матриц) трансверсалей, которые
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можно разбить на непересекающиеся подмножества по четыре элемента, так что элемен-
ты базовой матрицы, соответствующие данным трансверсалям, можно будет расположить
по главной и побочной диагоналям без противоречий. К сожалению, на текущий момент
развитие математической теории латинских квадратов не может ответить на вопрос о том
для матриц какого порядка существуют пары совместимых покрывающих совокупностей
Ω и Π, удовлетворяющих условию B.

Определение 11. Множество, состоящее из натуральных чисел 𝑛, для которых су-
ществует пара удовлетворяющих условию B, совместимых покрывающих совокупностей
Ω и Π базовой матрицы 𝐵𝑛, будем обозначатьMAVV.

Пусть 𝐿 = (𝑙𝑖,𝑗)
𝑛
𝑖,𝑗=1 и 𝑇 = (𝑡𝑖,𝑗)

𝑛
𝑖,𝑗=1 образуют пару ортогональных латинских квад-

ратов, а Ω = {𝛼𝑝}𝑛𝑝=1 и Π = {𝛽𝑞}𝑛𝑞=1 являются совместимыми покрывающими сово-
купностями, которые соответствуют латинским квадратам 𝐿 и 𝑇 соответственно, при-
чем Ω и Π удовлетворяют условию B. Пусть также существуют две пары совпадаю-
щих и ортогональных для четного 𝑛 (почти оргональных для нечетного 𝑛) трансвер-
салей 𝜏𝑇1 = {𝑡1,𝑗1 , 𝑡2,𝑗2 , ..., 𝑡𝑛,𝑗𝑛}, 𝜏𝑇2 = {𝑡1,𝑖1 , 𝑡2,𝑖2 , ..., 𝑡𝑛,𝑖𝑛} латинского квадрата 𝑇 и
𝜅𝐿1 = {𝑙1,𝑗1 , 𝑙2,𝑗2 , ..., 𝑙𝑛,𝑗𝑛}, 𝜅𝐿2 = {𝑙1,𝑖1 , 𝑙2,𝑖2 , ..., 𝑙𝑛,𝑖𝑛} латинского квадрата 𝐿. Пару пере-
становок (𝑢1 𝑢2 ... 𝑢𝑛) и (𝑣1 𝑣2 ... 𝑣𝑛) набора (1 2 ... 𝑛) будем называть B-ассоциированной
парой перестановок к Ω и Π, если выполняются следующие условия:

(i) при четном 𝑛 = 2𝑘 для каждого натурального 𝑚 ≤ 𝑛 существуют натуральные
𝑝, 𝑝′, 𝑠, 𝑠′ такие, что 𝑢𝑚 − 1 = 𝑙𝑝′,𝑖𝑝′ = 𝑙𝑠,𝑗𝑠 , 𝑣𝑚 − 1 = 𝑡𝑝′,𝑖𝑝′ = 𝑡𝑝,𝑗𝑝 , 𝑣𝑛+1−𝑚 − 1 =
𝑡𝑠′,𝑖𝑠′ = 𝑡𝑠,𝑗𝑠 и 𝑢𝑛+1−𝑚 − 1 = 𝑙𝑠′,𝑖𝑠′ = 𝑙𝑝,𝑗𝑝;

(ii) при нечетном 𝑛 = 2𝑘 + 1 существуют натуральные 𝑟, 𝑟′ ≤ 𝑛 такие, что 𝑣𝑘+1 − 1 =
𝑡𝑟′,𝑖𝑟′ = 𝑡𝑟,𝑗𝑟 и 𝑢𝑘+1 − 1 = 𝑙𝑟′,𝑖𝑟′ = 𝑙𝑟,𝑗𝑟 , а кроме того, для всякого натураль-
ного 𝑠(̸= 𝑟) ≤ 𝑛 существуют натуральные 𝑝(̸= 𝑟), 𝑝′(̸= 𝑟′), 𝑠′(̸= 𝑟′) такие, что
𝑢𝑚 − 1 = 𝑙𝑝′,𝑖𝑝′ = 𝑙𝑠,𝑗𝑠 , 𝑣𝑚 − 1 = 𝑡𝑝′,𝑖𝑝′ = 𝑡𝑝,𝑗𝑝 , 𝑣𝑛+1−𝑚 − 1 = 𝑡𝑠′,𝑖𝑠′ = 𝑡𝑠,𝑗𝑠 и
𝑢𝑛+1−𝑚 − 1 = 𝑙𝑠′,𝑖𝑠′ = 𝑙𝑝,𝑗𝑝 .

Заметим, что для каждой пары совместимых покрывающих совокупностей Ω и Π,
удовлетворяющихусловиюB, существует𝑘!22𝑘 (где𝑘 = [𝑛

2
]) различныхB -ассоциированных

упорядоченных пар перестановок.
Сформулируем алгоритм, позволяющий конструировать магические квадраты по-

рядка 𝑛 ∈ MAVV.
Алгоритм. Пусть 𝑛 ∈ MAVV, тогда для построения матрицы 𝐴 = (𝑎𝑖,𝑗)

𝑛
𝑖,𝑗=1 ∈

M(𝑛), являющейся магическим квадратом порядка 𝑛, достаточно выполнить следую-
щую последовательность действий:

(i) Построить две совместимые покрывающие совокупности Ω и Π, удовлетворяю-
щие условию B.

(ii) Пронумеровать подходящие наборы каждой из покрывающих совокупностей от 1
до 𝑛: 𝛼𝑖 ∈ Ω, 𝑖 = 1, 𝑛, 𝛽𝑗 ∈ Π, 𝑗 = 1, 𝑛.

(iii) Взять пару B-ассоциированных перестановок (𝑢1 𝑢2 ... 𝑢𝑛) и (𝑣1 𝑣2 ... 𝑣𝑛) к Ω и Π
(для удобства их можно записать напротив строк и столбцов конструируемой
матрицы).

(iv) Заполнить ячейки конструируемой матрицы так, что каждый ее элемент 𝑎𝑡,𝑝
определяется следующим соотношением: 𝑎𝑡,𝑝 = 𝛼𝑢𝑡 ∩ 𝛽𝑣𝑝 .
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Доказательство. Покажем возможность выполнения каждого из пунктов алго-
ритма, а также то, что построенная в результате его выполнения матрица 𝐴 = (𝑎𝑖,𝑗)

𝑛
𝑖,𝑗=1

удовлетворяет определению магического квадрата.
1) Так как 𝑛 ∈ MAVV, то по определению 11 существует пара совместимых покры-

вающих совокупностей Ω и Π, удовлетворяющих условию B.
2) Данный пункт алгоритма выполним всегда.
3) Так как Ω = {𝛼𝑝}𝑛𝑝=1 и Π = {𝛽𝑞}𝑛𝑞=1 удовлетворяют условию B, то латинские

квадраты 𝐿 = (𝑙𝑖,𝑗)
𝑛
𝑖,𝑗=1 и 𝑇 = (𝑡𝑖,𝑗)

𝑛
𝑖,𝑗=1, которым соответствуют Ω и Π, являются ор-

тогональной парой латинских квадратов, кроме того, существуют две пары совпадаю-
щих и ортогональных для четного 𝑛 (почти оргональных для нечетного 𝑛) трансвер-
салей 𝜏𝑇1 = {𝑡1,𝑗1 , 𝑡2,𝑗2 , ..., 𝑡𝑛,𝑗𝑛}, 𝜏𝑇2 = {𝑡1,𝑖1 , 𝑡2,𝑖2 , ..., 𝑡𝑛,𝑖𝑛} латинского квадрата 𝑇 и
𝜅𝐿1 = {𝑙1,𝑗1 , 𝑙2,𝑗2 , ..., 𝑙𝑛,𝑗𝑛}, 𝜅𝐿2 = {𝑙1,𝑖1 , 𝑙2,𝑖2 , ..., 𝑙𝑛,𝑖𝑛} латинского квадрата 𝐿, соответствен-
но, причем трансверсали 𝜏𝑇1 , 𝜏𝑇2 , 𝜅𝐿1 , 𝜅𝐿2 удовлетворяют следующим условиям:

(i) при четном 𝑛 для всякого натурального 𝑠 ≤ 𝑛 существуют натуральные 𝑝, 𝑝′, 𝑠′ та-
кие, что 𝑙𝑝′,𝑖𝑝′ = 𝑙𝑠,𝑗𝑠 , 𝑡𝑝′,𝑖𝑝′ = 𝑡𝑝,𝑗𝑝 , 𝑡𝑠′,𝑖𝑠′ = 𝑡𝑠,𝑗𝑠 и 𝑙𝑠′,𝑖𝑠′ = 𝑙𝑝,𝑗𝑝;

(ii) при нечетном 𝑛 существуют натуральные 𝑟, 𝑟′ ≤ 𝑛 такие, что 𝑡𝑟′,𝑖𝑟′ = 𝑡𝑟,𝑗𝑟 и 𝑙𝑟′,𝑖𝑟′ =
𝑙𝑟,𝑗𝑟 , а кроме того, для всякого натурального 𝑠(̸= 𝑟) ≤ 𝑛 существуют натураль-
ные 𝑝(̸= 𝑟), 𝑝′(̸= 𝑟′), 𝑠′(̸= 𝑟′) такие, что 𝑙𝑝′,𝑖𝑝′ = 𝑙𝑠,𝑗𝑠 , 𝑡𝑝′,𝑖𝑝′ = 𝑡𝑝,𝑗𝑝 , 𝑡𝑠′,𝑖𝑠′ = 𝑡𝑠,𝑗𝑠 и
𝑙𝑠′,𝑖𝑠′ = 𝑙𝑝,𝑗𝑝 .

Рассмотрим пару перестановок (𝑢1 𝑢2 ... 𝑢𝑛) и (𝑣1 𝑣2 ... 𝑣𝑛) набора (1 2 ... 𝑛), опреде-
ленных следующим образом:

(i) при четном 𝑛 = 2𝑘: 𝑢𝑚 − 1 = 𝑙𝑝′,𝑖𝑝′ = 𝑙𝑠,𝑗𝑠 , 𝑣𝑚 − 1 = 𝑡𝑝′,𝑖𝑝′ = 𝑡𝑝,𝑗𝑝 , 𝑣𝑛+1−𝑚 − 1 =
𝑡𝑠′,𝑖𝑠′ = 𝑡𝑠,𝑗𝑠 и 𝑢𝑛+1−𝑚 − 1 = 𝑙𝑠′,𝑖𝑠′ = 𝑙𝑝,𝑗𝑝;

(ii) при нечетном 𝑛 = 2𝑘 + 1: 𝑣𝑘+1 − 1 = 𝑡𝑟′,𝑖𝑟′ = 𝑡𝑟,𝑗𝑟 и 𝑢𝑘+1 − 1 = 𝑙𝑟′,𝑖𝑟′ = 𝑙𝑟,𝑗𝑟 , а кроме
того 𝑢𝑚 − 1 = 𝑙𝑝′,𝑖𝑝′ = 𝑙𝑠,𝑗𝑠 , 𝑣𝑚 − 1 = 𝑡𝑝′,𝑖𝑝′ = 𝑡𝑝,𝑗𝑝 , 𝑣𝑛+1−𝑚 − 1 = 𝑡𝑠′,𝑖𝑠′ = 𝑡𝑠,𝑗𝑠 и
𝑢𝑛+1−𝑚 − 1 = 𝑙𝑠′,𝑖𝑠′ = 𝑙𝑝,𝑗𝑝 .

Таким образом, введенные выше перестановки являются B-ассоциированными пе-
рестановками к Ω и Π.

4) Так как совокупностиΩ иΠ являются совместимыми покрывающими, то, согласно
определению 4, для любых подходящих наборов 𝛼𝑢𝑡 ∈ Ω, 𝛽𝑣𝑝 ∈ Π существует единствен-
ный элемент 𝑏𝑢,𝑣 = 𝛼𝑢𝑡 ∩ 𝛽𝑣𝑝 . Присвоим его значение элементу 𝑎𝑡,𝑝 искомой матрицы 𝐴.
Выполнив данную процедуру для каждой пары подходящих наборов совокупностейΩ иΠ,
получим 𝑛2 различных элементов базовой матрицы 𝐵𝑛, полностью заполняющих матрицу
𝐴. Таким образом, 𝐴 ∈ M(𝑛).

Рассмотрим произвольную строку 𝑡 полученной выше матрицы 𝐴. Все элементы
данной строки находятся из соотношений 𝛼𝑢𝑡 ∩ 𝛽𝑣𝑝 . Отсюда следует, что каждый элемент
строки 𝑡 матрицы 𝐴 принадлежит подходящему набору 𝛼𝑢𝑡 , при этом все они различны и
всего их 𝑛. Значит, элементы строки 𝑡матрицы𝐴 образуют подходящий набор𝛼𝑢𝑡 . Отсюда
следует, что строки матрицы 𝐴 состоят из элементов подходящих наборов совокупности
Ω. Аналогично получаем, что столбцы матрицы 𝐴 состоят из элементов подходящих
наборов совокупности Π. Тогда из леммы 1 непосредственно следует, что построенная
выше матрица 𝐴 является полумагическим квадратом.

Рассмотрим диагонали построенной матрицы 𝐴, а именно элементы 𝑎𝑚,𝑚. Согласно
пункту (iv) условий построения получаем, что 𝑎𝑚,𝑚 = 𝛼𝑢𝑚 ∩ 𝛽𝑣𝑚 , тогда 𝑎𝑚,𝑚 = 𝑏𝑢,𝑣
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такому, что 𝑙𝑢,𝑣 = 𝑢𝑚− 1, 𝑡𝑢,𝑣 = 𝑣𝑚− 1. Но так как (𝑢1 𝑢2 ... 𝑢𝑛) и (𝑣1 𝑣2 ... 𝑣𝑛) являются B-
ассоциированной парой перестановок к Ω и Π, то если 𝑛− четно получаем, что 𝑢𝑚 −
1 = 𝑙𝑝′,𝑖𝑝′ — элемент трансверсали 𝜏𝑇2 , 𝑣𝑚 − 1 = 𝑡𝑝′,𝑖𝑝′ — элемент трансверсали 𝜅𝑇2 ,
т. е. искомый элемент базовой матрицы 𝑏𝑖,𝑗 = 𝑏𝑝′,𝑖𝑝′ . Таким образом, согласно лемме 5
элементы, находящиеся на главной диагонали матрицы 𝐴, образуют подходящий набор, а
значит их сумма равна Σ(𝑛). Аналогичный результат получаем при нечетном 𝑛.

Произведя подобные рассуждения получаем, что элементы, находящиеся на побоч-
ной диагонали матрицы 𝐴, соответствуют по расположению в базовой матрице трансвер-
салям 𝜏𝑇1 и 𝜅𝑇1 , а значит также образуют подходящий набор с общей суммой Σ(𝑛).

Таким образом показали, что матрица 𝐴, построенная согласно введенному выше
алгоритму, является магическим квадратом. □

Замечание 2. Одним из наиболее важных вопросов в плане применимости постро-
енного выше алгоритма является изучение множества порядков MAVV. На данный мо-
мент можно однозначно сказать, что согласно лемме 2 𝑛 ̸= 6 и не меньше 3, так как
для данных порядков отсутствуют пары ортогональных латинских квадратов. Что же ка-
сается определения порядков, при которых существуют такие пары ортогональных (или
почти ортогональных для нечетных𝑛) трансверсалей таких, что выполняется условиеB, то
окончательного ответа на данный вопрос математическая теория латинских квадратов на
данный момент не имеет, хотя очевидно, что, например, порядки, для которых существу-
ют диагональные латинские квадраты(см., например, [6]) имеют пары ортогональных (или
почти ортогональных, в зависимости от четности порядка 𝑛) совпадающих трансверсалей.

Замечание 3. Говоря о количестве конструируемых магических квадратов при по-
мощи построенного выше алгоритма следует отметить следующее:

(i) Каждый магический квадрат, построенный при помощи данного алгоритма, не мо-
жет быть построен при помощи двух различных пар совместимых покрывающих
совокупностей. Таким образом, каждая пара совместимых покрывающих совокуп-
ностей порождает уникальный набор магических квадратов.

(ii) Не все пары совместимых покрывающих совокупностей удовлетворяют условию B,
так как не всегда существуют подходящие пары трансверсалей. С другой стороны,
для некоторых пар совместимых покрывающих совокупностей существует несколь-
ко комбинаций подходящих трансверсалей, каждая из которых порождает уникаль-
ный набор магических квадратов.

(iii) Каждой паре совместимых покрывающих совокупностей Ω и Π, удовлетворяющих
условию B, для каждой конкретной пары подходящих трансверсалей построенный
алгоритм дает 𝑘!22𝑘−2 (где 𝑘 = [𝑛

2
])различных магических квадратов (учитывая про-

извольность перестановок из третьего пункта алгоритма, а также повороты и отра-
жения).

Пример применения алгоритма к построению магического квадрата. В данном
параграфе продемонстрируем в действии разработанный в статье алгоритм конструирова-
ния магических квадратов порядка 𝑛 ∈ MAVV.

Будем рассматривать матрицы порядка 8. Для начала необходимо выбрать пару
совместимых покрывающих совокупностей, удовлетворяющих условию B. Для этой цели
рассмотрим пару диагональных ортогональных латинских квадрата 𝐿8 и 𝑇8 порядка 8.

На рисунке 1 приведена базовая матрица 𝐵8, а на рисунке 2 — пара диагональных
ортогональных латинских квадрата 𝐿8 и 𝑇8.
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Рис. 1. базовая матрица 𝐵8

Рис. 2. Пара диагональных
ортогональных латинских квадратов 𝐿8

и 𝑇8

По приведенным латинским квадратам построим подходящие наборы покрывающих
совокупностей Ω8 и Π8:

Ω8: 𝛼1 = {1, 11, 21, 31, 38, 48, 50, 60}, 𝛼2 = {2, 12, 22, 32, 37, 47, 49, 59}, 𝛼3 =
{3, 9, 23, 29, 40, 46, 52, 58},𝛼4 = {4, 10, 24, 30, 39, 45, 51, 57},𝛼5 = {5, 15, 17, 27, 34, 44, 54, 64},
𝛼6 = {6, 16, 18, 28, 33, 43, 53, 63}, 𝛼7 = {7, 13, 19, 25, 36, 42, 56, 62} и 𝛼8 =
{8, 14, 20, 26, 35, 41, 55, 61}.

Π8: 𝛽1 = {1, 12, 23, 30, 34, 43, 56, 61}, 𝛽2 = {2, 11, 24, 29, 33, 44, 55, 62}, 𝛽3 =
{3, 10, 21, 32, 36, 41, 54, 63},𝛽4 = {4, 9, 22, 31, 35, 42, 53, 64},𝛽5 = {5, 16, 19, 26, 38, 47, 52, 57},
𝛽6 = {6, 15, 20, 25, 37, 48, 51, 58} и 𝛽7 = {7, 14, 17, 28, 40, 45, 50, 59}, 𝛽8 =
{8, 13, 18, 27, 39, 46, 49, 60}.

Рис. 3. Магический квадрат

Рассмотрим пару трансверсалей латинского
квадрата𝑇 , находящихсяна диагоналях данноймат-
рицы: 𝜏𝑇1 = {0, 3, 6, 5, 1, 2, 7, 4} (главная диаго-
наль), 𝜏𝑇2 = {7, 4, 1, 2, 6, 5, 0, 3} (побочная диа-
гональ). Так как 𝜏𝑇1 , 𝜏𝑇2 не пересекаются, то данные
трансверсали являются ортогональными. Нетрудно
заметить, что элементы, расположенные на главной
и побочной диагонали латинского квадрата 𝐿, так-
же образуют трансверсали 𝜅𝐿1 , 𝜅𝐿2 , значит найдены
две пары совпадающих трансверсалей. Заметим те-
перь, что элементы данных трансверсалей можно
разбить на непересекающиеся четверки. Таким об-
разом, совместимые покрывающие совокупности Ω8 и Π8 удовлетворяют условию B, а
значит 8 ∈ MAVV.

Для построенияB-ассоциированных перестановок (𝑢1 𝑢2 ... 𝑢8) и (𝑣1 𝑣2 ... 𝑣8) отметим
следующие четверки связанных латинскими квадратами 𝐿8 и 𝑇8 элементов главной и
побочной диагоналей базовой матрицы:
{1, 28, 43, 50} образована попарными пересечениями подходящих наборов 𝛼1, 𝛼6, 𝛽1, 𝛽7;
{15, 22, 37, 64} образована попарными пересечениями подходящих наборов 𝛼2, 𝛼5, 𝛽4, 𝛽6;
{8, 29, 41, 46} образована попарными пересечениями подходящих наборов 𝛼3, 𝛼8, 𝛽2, 𝛽8;
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{10, 25, 36, 57} образована попарными пересечениями подходящих наборов 𝛼4, 𝛼7, 𝛽3, 𝛽5.
Учитывая полученные сведения составим пару B-ассоциированных перестановок

(𝑢1 𝑢2 ... 𝑢8) = (2 1 3 4 7 8 6 5) и (𝑣1 𝑣2 ... 𝑣8) = (6 1 8 3 5 2 7 4).
Магический квадрат, полученный в результате действий построенного нами алго-

ритма, представлен на рисунке 3.
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УДК 517.983.36

ОБ АПРИОРНЫХ ОЦЕНКАХ ДЛЯ СИСТЕМЫМИНИМАЛЬНЫХ
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ОПЕРАТОРОВ ВШКАЛЕ АНИЗОТРОПНЫХ

ПРОСТРАНСТВ СОБОЛЕВА

© 2023. Д.В. Лиманский

Получен критерий 𝜀-слабой коэрцитивности в шкале анизотропных пространств Соболева 𝑊 𝑙
𝑝,0(Ω),

𝑝 ∈ [1,∞], для системы минимальных дифференциальных операторов {𝑃𝑗(𝑥,𝐷)}𝑁1 с 𝑙-квазиоднородными
главными частями, коэффициенты которых постоянны, 𝑃 𝑙

𝑗(𝑥,𝐷) = 𝑃 𝑙
𝑗(𝐷).

Ключевые слова: априорная оценка, дифференциальный оператор, 𝜀-слабая коэрцитивность, про-
странство Соболева, формула Лейбница.

§ 1. Введение.
Пусть Ω — область в R𝑛, 𝑙 := (𝑙1, . . . , 𝑙𝑛) ∈ N𝑛, 𝑝 ∈ [1,∞]. Рассмотрим в 𝐿𝑝(Ω)

систему дифференциальных операторов вида

𝑃𝑗(𝑥,𝐷) =
∑︁

|𝛼:𝑙|⩽1

𝑎𝑗𝛼(𝑥)𝐷
𝛼, 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑁}, (1)

с коэффициентами 𝑎𝑗𝛼(·) ∈ 𝐿∞
loc(Ω). Здесь и в дальнейшем используются обозначения:

𝑥 := (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ Ω, 𝜉 := (𝜉1, . . . , 𝜉𝑛) ∈ R𝑛; 𝐷 := (𝐷1, . . . , 𝐷𝑛), 𝐷𝑗 := −𝑖(𝜕/𝜕𝑥𝑗),
𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑁}; |𝛼 : 𝑙| := 𝛼1/𝑙1+ · · ·+𝛼𝑛/𝑙𝑛, 𝛼 := (𝛼1, . . . , 𝛼𝑛) ∈ Z𝑛

+, 𝐷𝛼 := 𝐷𝛼1
1 . . . 𝐷𝛼𝑛

𝑛 .
Пусть также

𝑃 𝑙
𝑗(𝑥,𝐷) :=

∑︁
|𝛼:𝑙|=1

𝑎𝑗𝛼(𝑥)𝐷
𝛼 и 𝑃 𝑙

𝑗(𝑥, 𝜉) :=
∑︁

|𝛼:𝑙|=1

𝑎𝑗𝛼(𝑥) 𝜉
𝛼

— соответственно главная часть и главный символ оператора 𝑃𝑗(𝑥,𝐷), 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑁}.
Напомним следующие определения.
Определение 1. [1–3] Система дифференциальных операторов {𝑃𝑗(𝑥,𝐷)}𝑁1 ви-

да (1) называется 𝑙-квазиэллиптической, если
(𝑃 𝑙

1(𝑥, 𝜉), . . . , 𝑃
𝑙
𝑁(𝑥, 𝜉)) ̸= 0, (𝑥, 𝜉) ∈ Ω× (R𝑛 ∖ {0}).

В частности, в изотропном случае, т. е. при 𝑙1 = · · · = 𝑙𝑛 = 𝑙, система {𝑃𝑗(𝑥,𝐷)}𝑁1
называется эллиптической порядка 𝑙.

Определение 2. [1, 3] Систему дифференциальных операторов {𝑃𝑗(𝑥,𝐷)}𝑁1 ви-
да (1) называют коэрцитивной в анизотропном пространстве Соболева 𝑊 𝑙

𝑝,0(Ω), если
справедлива априорная оценка

‖𝑓‖𝑊 𝑙
𝑝(Ω) :=

∑︁
|𝛼:𝑙|⩽1

‖𝐷𝛼𝑓‖𝐿𝑝(Ω) ⩽ 𝐶1

𝑁∑︁
𝑗=1

‖𝑃𝑗(𝑥,𝐷)𝑓‖𝐿𝑝(Ω) + 𝐶2‖𝑓‖𝐿𝑝(Ω), (2)

в которой положительные константы 𝐶1 и 𝐶2 не зависят от 𝑓 ∈ 𝐶∞
0 (Ω).

Исследование проводилось по теме государственного задания (регистрационный номер 1023031100003-
2-1.1.1)
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Хорошо известно [1, 2, 4, 5], что критерием коэрцитивности системы операторов
{𝑃𝑗(𝑥,𝐷)}𝑁1 вида (1) в анизотропных пространствах Соболева 𝑊 𝑙

𝑝,0(Ω) при 𝑝 ∈ (1,∞) и
некоторыхограниченияхна коэффициенты𝑎𝑗𝛼(·)иобластьΩ является ее 𝑙-квазиэллиптич-
ность. При 𝑝 = 1 и 𝑝 = ∞ оценка (2) для 𝑙-квазиэллиптической системы {𝑃𝑗(𝑥,𝐷)}𝑁1
утрачивает силу, т. е. 𝑙-квазиэллиптическая система (1) является коэрцитивной в𝑊 𝑙

1,0(Ω)
и 𝑊 𝑙

∞,0(Ω) в исключительных случаях (см. [3, 6, 7]). Тем не менее для нее справедлива
более слабая оценка

∑︁
|𝛼:𝑙|<1

‖𝐷𝛼𝑓‖𝐿𝑝(Ω) ⩽ 𝐶1

𝑁∑︁
𝑗=1

‖𝑃𝑗(𝑥,𝐷)𝑓‖𝐿𝑝(Ω) + 𝐶2‖𝑓‖𝐿𝑝(Ω), 𝑓 ∈ 𝐶∞
0 (Ω), (3)

при 𝑝 ∈ (1,∞) вытекающая из доказанной в [1, 4] (см. также [2]) оценки (2), а при 𝑝 = ∞
доказанная в [7].

Эти результаты делают естественным следующее введенное в [3] определение.
Определение 3. [3] Систему дифференциальных операторов {𝑃𝑗(𝑥,𝐷)}𝑁1 вида (1)

называют слабо коэрцитивной в анизотропном пространстве Соболева
𝑊 𝑙

𝑝,0(Ω), если для нее справедлива априорная оценка (3), в которой положительные кон-
станты 𝐶1 и 𝐶2 не зависят от 𝑓 ∈ 𝐶∞

0 (Ω).
В случае изотропного пространства Соболева 𝑊 𝑙

𝑝,0(R𝑛), т. е. при 𝑙1 = · · · = 𝑙𝑛 = 𝑙,
неравенство |𝛼 : 𝑙| < 1 в (3) принимает обычный вид: |𝛼| < 𝑙.

Для случая 𝑁 = 1 де Лю и Миркил [8] показали, что при 𝑛 ⩾ 3 оператор 𝑃 (𝐷) :=
𝑃1(𝐷) с постоянными коэффициентами эллиптичен в точности тогда, когда он слабо
коэрцитивен в𝑊 𝑙

∞,0(R𝑛).
В «анизотропном» случае в связи с критерием де Лю и Миркила ставится вопрос

о возможности охарактеризовать 𝑙-квазиэллиптические системы при помощи априорных
оценок вида (3) в 𝑊 𝑙

𝑝,0(Ω) при всех 𝑝 ∈ [1,∞]. В работе автора [9] рассматривался слу-
чай одного оператора 𝑃 (𝐷1, 𝐷2) с постоянными коэффициентами от двух переменных с
𝑙-квазиоднородной главной частью, 𝑙 = (𝑙1, 𝑙2), 𝑙1 > 𝑙2, для которого был доказан аналог
теоремы де Лю и Миркила в случае, когда 𝑙1 не делится на 𝑙2. Далее, в работах [10,11] ре-
зультаты де Лю иМиркила были распространены на случай системы операторов {𝑃𝑗(𝐷)}𝑁1
с постоянными коэффициентами в анизотропных пространствах Соболева𝑊 𝑙

∞,0(R𝑛) при
некоторых дополнительных ограничениях на компоненты вектора 𝑙 = (𝑙1, . . . , 𝑙𝑛) и опера-
торы 𝑃𝑗(𝐷).

Введем следующее определение.
Определение 4. Систему операторов {𝑃𝑗(𝑥,𝐷)}𝑁1 вида (1) будем называть 𝜀-слабо

коэрцитивной в анизотропном пространстве Соболева 𝑊 𝑙
𝑝,0(Ω), если для любого 𝜀 > 0

найдется константа 𝐶𝜀 > 0 такая, что справедлива априорная оценка

∑︁
|𝛼:𝑙|<1

‖𝐷𝛼𝑓‖𝐿𝑝(Ω) ⩽ 𝜀
𝑁∑︁
𝑗=1

‖𝑃𝑗(𝑥,𝐷)𝑓‖𝐿𝑝(Ω) + 𝐶𝜀‖𝑓‖𝐿𝑝(Ω), 𝑓 ∈ 𝐶∞
0 (Ω). (4)

М.М. Маламудом в [7] (см. также [1,3]) показано, что 𝑙-квазиэллиптическая система
{𝑃𝑗(𝑥,𝐷)}𝑁1 вида (1), для которой 𝑎𝑗𝛼(·) ∈ 𝐶(Ω) при |𝛼 : 𝑙| = 1 и 𝑎𝑗𝛼(·) ∈ 𝐿∞(Ω) при
|𝛼 : 𝑙| < 1, является 𝜀-слабо коэрцитивной в𝑊 𝑙

𝑝,0(Ω) для всех 𝑝 ∈ [1,∞].
В следующей теореме — основном результате данной работы — мы показываем,

что при каждом 𝑝 ∈ [1,∞] неравенство (4) характеризует 𝑙-квазиэллиптические системы
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в классе всех 𝜀-слабо коэрцитивных в𝑊 𝑙
𝑝,0(Ω) систем с постоянными коэффициентами в

их главных частях.
Теорема 1. Пусть 𝑙 = (𝑙1, . . . , 𝑙𝑛) ∈ N𝑛,Ω—область вR𝑛 и {𝑃𝑗(𝑥,𝐷)}𝑁1 —система

операторов вида (1), главные части которых имеют постоянные коэффициенты, т. е.
𝑃 𝑙
𝑗(𝑥,𝐷) = 𝑃 𝑙

𝑗(𝐷), и 𝑎𝑗𝛼(·) ∈ 𝐿∞(Ω) при |𝛼 : 𝑙| < 1, 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑁}.
Тогда система {𝑃𝑗(𝑥,𝐷)}𝑁1 𝑙-квазиэллиптична вточноститогда, когда она 𝜀-слабо

коэрцитивна в анизотропном пространстве Соболева𝑊 𝑙
𝑝,0(Ω) при 𝑝 ∈ [1,∞].

Отметим, что аналог теоремы 1 для «изотропного» случая (при 𝑙1 = · · · = 𝑙𝑛 = 𝑙)
был доказан в [3].

§ 2. Обозначения.ПустьN, Z, R иC—множества соответственно натуральных, це-
лых, вещественных и комплексных чисел;Z+ := N∪{0}, Z𝑛

+ := Z+×· · ·×Z+ (𝑛 сомножи-
телей). Далее, 𝐷𝑘 := −𝑖𝜕/𝜕𝑥𝑘, 𝐷 = (𝐷1, . . . , 𝐷𝑛); для мультииндекса 𝛼 = (𝛼1, . . . , 𝛼𝑛) ∈
Z𝑛

+ положим |𝛼| :=
∑︀𝑛

𝑘=1 𝛼𝑘, |𝛼 : 𝑙| := 𝛼1/𝑙1 + · · · + 𝛼𝑛/𝑙𝑛, 𝐷𝛼 := 𝐷𝛼1
1 . . . 𝐷𝛼𝑛

𝑛 и
𝜉𝛼 := 𝜉𝛼1

1 . . . 𝜉𝛼𝑛
𝑛 , где 𝜉 = (𝜉1, . . . , 𝜉𝑛) ∈ R𝑛 и 𝑙 = (𝑙1, . . . , 𝑙𝑛) ∈ N𝑛. Кроме того, пусть

⟨𝑥, 𝑦⟩ :=
∑︀𝑛

1 𝑥𝑘𝑦𝑘 для 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), 𝑦 = (𝑦1, . . . , 𝑦𝑛) ∈ R𝑛.
Далее, для чисел 𝑙𝑘 ∈ N, 𝑘 ∈ {1, . . . , 𝑛} обозначим через 𝑑 их наименьшее об-

щее кратное; 𝑚𝑘 := 𝑑/𝑙𝑘, 𝑘 ∈ {1, . . . , 𝑛}; 𝑚 := (𝑚1, . . . ,𝑚𝑛). Для мультииндекса
𝛼 = (𝛼1, . . . , 𝛼𝑛) положим 𝛼! := 𝛼1! . . . 𝛼𝑛!. Если для мультииндексов 𝛼 = (𝛼1, . . . , 𝛼𝑛) и
𝛽 = (𝛽1, . . . , 𝛽𝑛) выполнено 𝛼𝑘 ⩽ 𝛽𝑘 для всех 𝑘 ∈ {1, . . . , 𝑛}, то будем писать 𝛼 ⩽ 𝛽 и

полагать 𝛽 − 𝛼 := (𝛽1 − 𝛼1, . . . , 𝛽𝑛 − 𝛼𝑛), 𝐶𝛼
𝛽 :=

𝛽!

(𝛽 − 𝛼)!𝛼!
=

𝑛∏︁
𝑘=1

(︂
𝛽𝑘
𝛼𝑘

)︂
, где

(︂
𝛽𝑘
𝛼𝑘

)︂
:=

𝛽𝑘!

(𝛽𝑘 − 𝛼𝑘)!𝛼𝑘!
, 𝑘 ∈ {1, . . . , 𝑛}— классические биномиальные коэффициенты. Пусть так-

же 𝜉𝑡 := (𝑡𝑚1𝜉1, . . . , 𝑡
𝑚𝑛𝜉𝑛) для 𝜉 = (𝜉1, . . . , 𝜉𝑛) ∈ R𝑛 и 𝑡 > 0.

Для дифференциального оператора 𝑃 (𝑥,𝐷) =
∑︀

|𝛼:𝑙|⩽1 𝑎𝛼(𝑥)𝐷
𝛼 обозначим через

𝑃 (𝑥, 𝜉) =
∑︀

|𝛼:𝑙|⩽1 𝑎𝛼(𝑥)𝜉
𝛼 его символ, через 𝑃 𝑙(𝑥, 𝜉) =

∑︀
|𝛼:𝑙|=1 𝑎𝛼(𝑥)𝜉

𝛼 — его главный
𝑙-квазиоднородный символ, а через 𝑃 (𝛼)(𝑥,𝐷) — оператор с символом 𝐷𝛼

𝜉 𝑃 (𝑥, 𝜉).
Через 𝐿∞

loc(Ω) обозначим пространство функций, локально ограниченных п. в. в об-
ласти Ω. Замыкание множества 𝐶∞

0 (Ω) финитных в Ω бесконечно дифференцируемых
функций в норме ‖𝑓‖𝑊 𝑙

𝑝(Ω) :=
∑︀

|𝛼:𝑙|⩽1 ‖𝐷𝛼𝑓‖𝐿𝑝(Ω) пространства Соболева𝑊 𝑙
𝑝(Ω) обозна-

чается через𝑊 𝑙
𝑝,0(Ω).

§ 3. Формула Лейбница. Докажем, что для произвольного дифференциального по-
линома 𝑃 (𝐷) справедливо следующее обобщение формулы дифференцирования произ-
ведения двух функций:

𝑃 (𝐷)[𝑢𝑣] =
∑︁
𝛼

𝑃 (𝛼)(𝐷)𝑢 · 𝐷
𝛼𝑣

𝛼!
, 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐶∞(Ω). (5)

Формула (5), так же, как и ее аналог для случая функций одной переменной, называется
формулой Лейбница (см. [5]).

Так как оператор 𝑃 (𝐷) — линейная комбинация дифференциальных мономов, то
достаточно доказать формулу (5) для случая 𝑃 (𝐷) = 𝐷𝛽 . Замечая, что при 𝛼 ⩽ 𝛽

𝐷𝛼𝜉𝛽 =
𝛽!

(𝛽 − 𝛼)!
𝜉𝛽−𝛼 = 𝛼!𝐶𝛼

𝛽 𝜉
𝛽−𝛼,
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получим, что при 𝑃 (𝜉) = 𝜉𝛽 формула (5) примет вид:

𝐷𝛽[𝑢𝑣] =
∑︁
𝛼⩽𝛽

𝐶𝛼
𝛽 𝐷

𝛽−𝛼𝑢 ·𝐷𝛼𝑣 =
∑︁

𝛼+𝛼′=𝛽

𝐶𝛼
𝛽 𝐷

𝛼′
𝑢 ·𝐷𝛼𝑣. (6)

Докажем формулу (6) индукцией по порядку |𝛽|. При |𝛽| = 1 она принимает привыч-
ный вид𝐷𝑘[𝑢𝑣] = 𝑢𝐷𝑘𝑣+𝑣𝐷𝑘𝑢 при некотором 𝑘 ∈ {1, . . . , 𝑛}. Пусть она справедлива для
всех мультииндексов 𝛽 и 𝛾 порядков, меньших некоторого числа. Тогда для мультииндекса
𝛽 + 𝛾 требуется показать, что

𝐷𝛽+𝛾[𝑢𝑣] =
∑︁

κ+κ′=𝛽+𝛾

𝐶κ
𝛽+𝛾 𝐷

κ′
𝑢 ·𝐷κ𝑣. (7)

Согласно предположению индукции и формуле (6), имеем:

𝐷𝛽+𝛾[𝑢𝑣] =
∑︁

𝛼+𝛼′=𝛽

𝐶𝛼
𝛽𝐷

𝛾
[︁
𝐷𝛼′

𝑢 ·𝐷𝛼𝑣
]︁
=

∑︁
𝛼+𝛼′=𝛽

∑︁
𝛿+𝛿′=𝛾

𝐶𝛼
𝛽𝐶

𝛿
𝛾 𝐷

𝛼′+𝛿′𝑢 ·𝐷𝛼+𝛿𝑣. (8)

Сравнивая формулы (7) и (8), приходим к выводу, что они совпадут, если выполнено
тождество ∑︁

𝛼+𝛿=κ

𝐶𝛼
𝛽𝐶

𝛿
𝛾 = 𝐶κ

𝛽+𝛾. (9)

Но тождество (9) вытекает из соответствующего хорошо известного скалярного тождества
(для классических биномиальных коэффициентов), см. [12]. В самом деле,

∑︁
𝛼+𝛿=κ

𝐶𝛼
𝛽𝐶

𝛿
𝛾 =

∑︁
𝛼𝑘+𝛿𝑘=κ𝑘
𝑘∈{1,...,𝑛}

𝑛∏︁
𝑘=1

(︂
𝛽𝑘
𝛼𝑘

)︂(︂
𝛾𝑘
𝛿𝑘

)︂
=

𝑛∏︁
𝑘=1

∑︁
𝛼𝑘+𝛿𝑘=κ𝑘
𝑘∈{1,...,𝑛}

(︂
𝛽𝑘
𝛼𝑘

)︂(︂
𝛾𝑘
𝛿𝑘

)︂
=

𝑛∏︁
𝑘=1

(︂
𝛽𝑘 + 𝛾𝑘

κ𝑘

)︂
= 𝐶κ

𝛽+𝛾,

что завершает доказательство формулы (6) и, значит, формулы Лейбница (5).
§ 4. Доказательство основной теоремы 1.
Ввиду изложенного в § 1, требуется доказать только достаточность. Пусть выполнена

оценка (4). Так как

𝑃𝑗(𝑥,𝐷) = 𝑃 𝑙
𝑗(𝐷) +

∑︁
|𝛼:𝑙|<1

𝑎𝑗𝛼(𝑥)𝐷
𝛼, 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑁},

из неравенства треугольника получим, что

𝜀′
𝑁∑︁
𝑗=1

‖𝑃 𝑙
𝑗(𝐷)𝑓‖𝑝 + 𝐶𝜀′‖𝑓‖𝑝 ⩾ 𝜀′

𝑁∑︁
𝑗=1

‖𝑃𝑗(𝑥,𝐷)𝑓‖𝑝 − 𝜀′
𝑁∑︁
𝑗=1

∑︁
|𝛼:𝑙|<1

‖𝑎𝑗𝛼(𝑥)𝐷𝛼𝑓‖𝑝 + 𝐶𝜀′‖𝑓‖𝑝,

(10)
где 𝜀′ :=

𝜀

𝜀+ 1
∈ (0; 1). Кроме того, в силу неравенства (4),

𝑁∑︁
𝑗=1

∑︁
|𝛼:𝑙|<1

‖𝑎𝑗𝛼(𝑥)𝐷𝛼𝑓‖𝑝 ⩽ 𝜀′
𝑁∑︁
𝑗=1

‖𝑃𝑗(𝑥,𝐷)𝑓‖𝑝 + 𝐶𝜀′‖𝑓‖𝑝, 𝑓 ∈ 𝐶∞
0 (Ω). (11)
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Тогда из (10) и (11) с учетом (4) имеем:

𝜀′
𝑁∑︁
𝑗=1

‖𝑃 𝑙
𝑗(𝐷)𝑓‖𝑝 + 𝐶𝜀′‖𝑓‖𝑝 ⩾ 𝜀′

𝑁∑︁
𝑗=1

‖𝑃𝑗(𝑥,𝐷)𝑓‖𝑝 − 𝜀′

[︃
𝜀′

𝑁∑︁
𝑗=1

‖𝑃𝑗(𝑥,𝐷)𝑓‖𝑝 + 𝐶𝜀′‖𝑓‖𝑝

]︃

+𝐶𝜀′‖𝑓‖𝑝 = (1− 𝜀′)

[︃
𝜀′

𝑁∑︁
𝑗=1

‖𝑃𝑗(𝑥,𝐷)𝑓‖𝑝 + 𝐶𝜀′‖𝑓‖𝑝

]︃
⩾ (1− 𝜀′)

∑︁
|𝛼:𝑙|<1

‖𝐷𝛼𝑓‖𝑝. (12)

Разделив обе части неравенства (12) на 1− 𝜀′ > 0, приходим к оценке

∑︁
|𝛼:𝑙|<1

‖𝐷𝛼𝑓‖𝑝 ⩽ 𝜀

𝑁∑︁
𝑗=1

‖𝑃 𝑙
𝑗(𝐷)𝑓‖𝑝 + 𝐶𝜀‖𝑓‖𝑝 , 𝑓 ∈ 𝐶∞

0 (Ω), (13)

в которой
𝜀′

1− 𝜀′
= 𝜀 и 𝐶𝜀 :=

𝐶𝜀′

1− 𝜀′
.

Пусть 𝜙 ∈ 𝐶∞
0 (Ω) и 𝜙 ̸= 0 п. в. Положим в (13) 𝑓(𝑥) := 𝜙(𝑥)𝑒𝑖⟨𝜉

𝑡,𝑥⟩, 𝑥 ∈ Ω. Так как
для 𝑙-квазиоднородного оператора 𝑃 (𝐷) по формуле Лейбница (5):

𝑃 (𝐷)𝑓 =
∑︁
𝛼

𝑃 (𝛼)(𝐷) 𝑒𝑖⟨𝜉
𝑡,𝑥⟩ · 𝐷

𝛼𝜙

𝛼!
= 𝑒𝑖⟨𝜉

𝑡,𝑥⟩

⎡⎣𝑡𝑑𝑃 (𝜉)𝜙+
∑︁
|𝛼|>0

𝑡𝑑−⟨𝛼,𝑚⟩𝑃 (𝛼)(𝜉) · 𝐷
𝛼𝜙

𝛼!

⎤⎦,
то из оценки (13) вытекает неравенство

∑︁
⟨𝛼,𝑚⟩<𝑑

‖𝐷𝛼𝑓‖𝑝 ⩽ 𝜀 𝑡𝑑

⎡⎣‖𝜙‖𝑝 𝑁∑︁
𝑗=1

|𝑃 𝑙
𝑗(𝜉)|+

𝑁∑︁
𝑗=1

∑︁
|𝛼|>0

|(𝐷𝛼𝑃 𝑙
𝑗)(𝜉)|

𝑡⟨𝛼,𝑚⟩ · ‖𝐷
𝛼𝜙‖𝑝
𝛼!

⎤⎦+ 𝐶𝜀‖𝜙‖𝑝.

(14)
Предположим противное, т. е. что система {𝑃𝑗(𝑥,𝐷)}𝑁1 не 𝑙-квазиэллиптична. Тогда

𝑃 𝑙
𝑗(𝜉

0) = 0, 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑁}, при некотором 𝜉0 ∈ R𝑛 ∖ {0}. Выберем мультииндекс 𝛼 с
наименьшим значением 𝑠 := ⟨𝛼,𝑚⟩, 0 < 𝑠 < 𝑑 таким, что (𝐷𝛼𝑃 𝑙

𝑗0
)(𝜉0) ̸= 0 при некотором

𝑗0 ∈ {1, . . . , 𝑁}. Покажем, что это можно сделать. В самом деле, в противном случае,
записывая разложение каждого из 𝑙-главных символов 𝑃 𝑙

𝑗(𝜉) по формуле Тейлора в точке
𝜉 = 𝜉0, имеем

𝑃 𝑙
𝑗(𝜉) =

∑︁
𝛼

(𝐷𝛼𝑃 𝑙
𝑗)(𝜉

0)

𝛼!
(𝜉 − 𝜉0)𝛼 =

∑︁
⟨𝛼,𝑚⟩=𝑑

𝑎𝑗𝛼(𝜉 − 𝜉0)𝛼 ≡ 𝑃 𝑙
𝑗(𝜉 − 𝜉0), 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑁}.

(15)
Пусть, например, 𝜉01 ̸= 0. Тогда из тождеств (15) вытекает, что символы 𝑃 𝑙

𝑗(𝜉), 𝑗 ∈
{1, . . . , 𝑁} не зависят от переменной 𝜉1, что, очевидно, противоречит оценке (13).

Тогда, полагая 𝜉 = 𝜉0 ирассматривая в левой части (14) нормуфункции (𝐷𝛼𝑃 𝑙
𝑗0
)(𝐷)𝑓 ,

получим, что

𝑡𝑑−𝑠|(𝐷𝛼𝑃 𝑙
𝑗0
)(𝜉0)| · ‖𝜙‖𝑝 + 𝑜(𝑡𝑑−𝑠) ⩽ 𝜀𝐶𝑡𝑑−𝑠 + 𝑜(𝑡𝑑−𝑠), 𝑡→ +∞. (16)

Выбирая 𝜀 > 0 достаточно малым, деля обе части (16) на 𝑡𝑑−𝑠 и переходя к пределу при
𝑡→ ∞, придем к противоречию. Значит, система {𝑃𝑗(𝑥,𝐷)}𝑁1 𝑙-квазиэллиптична.

Теорема 1 полностью доказана.
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ЭКСТРЕМАЛЬНЫЙ ВАРИАНТ ПРОБЛЕМЫПОМПЕЙЮ ДЛЯ
РАВНОБЕДРЕННОГО ТРЕУГОЛЬНИКА

© 2023. П.А. Машаров, И. С. Власенко

В явном виде найдено значение наименьшего радиуса круга, в котором данное множество является
множеством Помпейю. В качестве множества рассмотрен равобедренный треугольник с углом 𝜋/6.

Ключевые слова: множество Помпейю, экстремальный вариант проблемы Помпейю, локальный
вариант проблемы Помпейю, равнобедренный треугольник.

Введение
В работе рассматриваются вещественное евклидово пространство R𝑛 размерности

𝑛 ⩾ 2 с евклидовой нормой | · |, группа M(𝑛) движений R𝑛. Для компактного множества
𝐾 ⊂ R𝑛 часть этой группы Mot(𝐾,𝐷) = {𝜆 ∈ M(𝑛) : 𝜆𝐾 ⊂ 𝐷}, шар в R𝑛 радиуса 𝑅
B𝑛

𝑅 = {𝑥 ∈ R𝑛 : |𝑥| < 𝑅}.
Компактное множество 𝐾 ⊂ R𝑛 называется множеством Помпейю, если всякая

локально суммируемая функция 𝑓 : R𝑛 → C, для которой∫︁
𝜆𝐾

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = 0 (1)

при всех 𝜆 ∈ M(𝑛), равна нулю почти всюду. Классическая проблема Помпейю состоит
в описании класса 𝒫(R𝑛) таких множеств 𝐾. Данная проблема была хорошо изучена в
первой половине прошлого века. Ряд достаточных условий принадлежности 𝐾 ∈ 𝒫(R𝑛)
получены в прошлом веке (см. обзор литературы в [1]).

Отметим следующую теорему С.А. Вильямса [2], описывающую довольно широкий
набор множеств Помпейю.

Пусть 𝐾 — открытое ограниченное подмножество R𝑛 с липшицевой границей, го-
меоморфной сфере, и связным дополнением. Тогда если его замыкание 𝐾 /∈ 𝒫(R𝑛), то
граница 𝐾 является вещественно–аналитическим подмногообразием в R𝑛.

Из этого результата следует, что многие множества 𝐾 с особенностями на грани-
це (например, многогранники) принадлежат 𝒫(R𝑛). Примерами множеств 𝐾 ∈ 𝒫(R𝑛) с
вещественно-аналитической границей для любого 𝑛 ⩾ 2 являются эллипсоид, отличный
от шара, замыкание внутренности тора и другие [3].

Есть также примеры множеств Помпейю, граница которых не обязательно липшице-
ва. Одним из таких множеств является «снежинка Кох» [4].

Интересное обобщение проблемы Помпейю возникают в связи с интегрированием
по семействам множеств, которые инвариантны только относительно вращений. Наибо-
лее полная теория в этом направлении соответствует тому, что известно под названием
локальной проблемы Помпейю. Одному из таких вариантов посвящена данная работа.

Исследование проводилось по теме государственного задания (регистрационный номер 1023031100003-
2-1.1.1)
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Постановка задачи
Пусть функция 𝑓 локально суммируема в шаре B𝑛

𝑅, и равенство (1) выполняется
при всех 𝜆 ∈ Mot(𝐾,B𝑛

𝑅). Если из этого следует, что 𝑓 = 0 почти всюду в B𝑛
𝑅, будем

говорить, что 𝐾 является множеством Помпейю на шаре B𝑛
𝑅 и обозначать 𝐾 ∈ 𝒫(B𝑛

𝑅).
Если𝐾 ∈ 𝒫(R𝑛), то для достаточно большого значения радиуса𝑅 (относительно размеров
множества 𝐾) выполняется 𝐾 ∈ 𝒫(B𝑛

𝑅) [5–7].
Рассмотрим величину

ℛ(𝐾) = inf
{︀
𝑅 > 0: 𝐾 ∈ 𝒫(B𝑛

𝑅)
}︀
,

которую естественно называть экстремальным радиусом Помпейю для множества 𝐾.
В [7] поставлена следующая
Проблема 1. Для данного компактного 𝐾 ⊂ R𝑛 найти значениеℛ(𝐾).
Ряд результатов, содержащих оценки сверху для величиныℛ(𝐾), полученыК.А. Бе-

ренстейном и Р. Гэем [5, 6], а также В. В. Волчковым [7, Глава 4, §1–2]. Наиболее полный
библиографический обзор по проблеме Помпейю и близким к ней вопросам, включающи-
ми локальные варианты этой проблемы, состоит из [7–15].

𝐴

𝐵

𝐶

𝑥

𝑦

𝛼0

1

Рис. 1. Треугольник 𝑇

В данной работе проблема 1 решена для равнобедрен-
ного треугольника 𝑇 = △𝐴𝐵𝐶 в R2 боковыми сторонами
𝐴𝐵 = 𝐴𝐶 = 1 и углом между ними ∠𝐵𝐴𝐶 = 𝜋/6. Всюду
далее 𝛼0 = 𝜋/12. Таким образом (см. рис. 1),

𝑇 =
{︀
(𝑥, 𝑦) ∈ R2 : 0 ⩽ 𝑥 ⩽ cos𝛼0,−𝑥 tg𝛼0 ⩽ 𝑦 ⩽ 𝑥 tg𝛼0

}︀
.

Основным результатом работы является
Теорема 1. Имеет место равенство

ℛ(𝑇 ) =

√
6

4
.

Вспомогательные обозначения и утверждения
Далее будем рассматривать пространство размерности 𝑛 = 2, круг в нем будем

обозначать B𝑅 = B2
𝑅. Для 𝑅 > 0, 𝑟 ∈ R рассмотрим B(𝑟, 𝑅) = {𝑥 ∈ R2 : 𝑟 < |𝑥| < 𝑅} —

кольцо при 𝑟 ⩾ 0, или круг B𝑅, если 𝑟 < 0.
Для 𝑘 ∈ N и открытого непустого множества 𝐷 ⊂ R2 под 𝐶𝑘(𝐷) будем понимать

класс функций, все частные производные порядка 𝑘 которых (включая смешанные) непре-
рывны в 𝐷, 𝐶(𝐷)— класс непрерывных на 𝐷 функций, 𝐶∞(𝐷) =

⋂︀∞
𝑘=1𝐶

𝑘(𝐷).
Под P(𝐾,𝐷) будем понимать класс локально суммируемых в 𝐷 функций, для ко-

торых равенство (1) верно для всех 𝜆 ∈ Mot(𝐾,𝐷). Добавляя гладкость, получим клас-
сы функций P𝑘(𝐾,𝐷) = P(𝐾,𝐷) ∩ 𝐶𝑘(𝐷), 𝑘 ∈ N, P∞(𝐾,𝐷) = P(𝐾,𝐷) ∩ 𝐶∞(𝐷);
P∞

0 (𝐾,B𝑛
𝑅) — класс радиальных функций из P∞(𝐾,B𝑛

𝑅), то есть таких, что для всех
𝑥, 𝑦 ∈ B𝑛

𝑅, для которых |𝑥| = |𝑦| выполняется 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑦).
Для обозначения частных производных функции 𝑢 : R2 → C по переменным 𝑥 и 𝑦

будем использовать выражения 𝜕𝑢
𝜕𝑥

и 𝜕𝑢
𝜕𝑦

соответственно. Символ ∆ обозначает оператор
Лапласа: ∆ = 𝜕2

𝜕𝑥2 +
𝜕2

𝜕𝑦2
.

Для множества 𝑇 найдем значение величины 𝑟*(𝐾) = inf{𝑟 > 0: Mot(𝐾,B𝑟) ̸= ∅}.
Заметим, что указанная величина играет важную роль в локальном варианте проблемы
Помпейю, поскольку для широкого класса множеств, включающего треугольники, имеет
место оценка ℛ(𝐾) ⩽ 2𝑟*(𝐾) [7].
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𝑂𝐴

𝐵

𝐶
𝐽

Рис. 2.Минимальный
круг, содержащий 𝑇

На рис. 2 изображен замкнутый круг минимального ра-
диуса, содержащий △𝐴𝐵𝐶. Радиус этого круга 𝑟*(𝑇 ) явля-
ется радиусом описанной около треугольника окружности.
Пусть 𝑂 — центр окружности. В равнобедренном △𝐴𝑂𝐶
проведем высоту 𝑂𝐽 , являющуюся медианой. Тогда из пря-
моугольного△𝐴𝑂𝐽 найдем 𝑟*(𝑇 ) = 𝐴𝑂 = 𝐴𝐽/ cos∠𝑂𝐴𝐽 =
= (1/2)/ cos𝛼0 = 1/(2 cos𝛼0).

Методами, которые далее будут использованы для до-
казательства основного результата, несложно установить, что
𝑇 ∈ 𝒫(B𝑅) для 𝑅 > 1. Поэтому далее имеет смысл рассмат-
ривать 𝑇 в круге B𝑅 радиуса 𝑅 < 1.

Заметим, что если радиус круга B𝑅 мал настолько, что
существует 𝑟 > 0, что для любого 𝜆 ∈ Mot(𝑇,B𝑅) имеет
место включение B𝑟 ⊂ 𝜆𝑇 , то несложно построить пример ненулевой функции из класса
B∞

0 (𝑇,B𝑅).

𝑂𝐴

𝐵

𝐶

𝐽

Рис. 3. Минимальный круг,
половина котрого содержит 𝑇

Наибольшим из таких радиусов будет тот мини-
мальный, при котором два треугольника 𝜆1𝑇, 𝜆2𝑇 ⊂ B𝑅

и не имеют общих внутренних точек (см. рис. 3). Если
𝑂—центр такого круга, 𝐽—середина𝐴𝐶, то его радиус
𝑅 = 𝐴𝑂 = 𝐴𝐽/ cos∠𝑂𝐴𝐽 = 1/(2 cos 2𝛼0) =

√
3/3.

Поэтому нижнюю границу диапазона рассматриваемых
значений𝑅 можно установить равной

√
3/3. Таким обра-

зом, в дальнейших геометрических конструкциях будем
рассматривать √

3

3
< 𝑅 < 1. (2)

Рассмотрим дифференциальные операторы
𝜈1 = 𝜕

𝜕𝑥
− tg𝛼0

𝜕
𝜕𝑦
, 𝜈2 = 𝜕

𝜕𝑦
, 𝜈3 = 𝜕

𝜕𝑥
+ tg𝛼0

𝜕
𝜕𝑦
,

𝜈4 = tg𝛼0
𝜕
𝜕𝑥
− 𝜕

𝜕𝑦
, 𝜈5 = tg𝛼0

𝜕
𝜕𝑥
+ 𝜕

𝜕𝑦
, 𝜈6 = 𝜕

𝜕𝑥
, 𝜈7 = 𝜈1𝜈2𝜈3,

𝜈8 = 𝜈1𝜈3𝜈6, 𝜈9 = 𝜈1𝜈2𝜈4. Заметим, что вершины тре-
угольника 𝑇 (см. рис. 1) имеют координаты 𝐴(0, 0), 𝐵(cos𝛼0,− sin𝛼0), 𝐶(cos𝛼0, sin𝛼0),
а для дифференциальных операторов выполняются равенства: 𝑑𝑓(𝑡,−𝑡 tg𝛼0) =
= (𝜕𝑓

𝜕𝑥
− tg𝛼0

𝜕𝑓
𝜕𝑦
) 𝑑𝑡 = 𝜈1𝑓 𝑑𝑡, 𝑑𝑓(cos𝛼0, 𝑡) = 𝜕𝑓

𝜕𝑦
𝑑𝑡 = 𝜈2𝑓 𝑑𝑡, 𝑑𝑓(𝑡, 𝑡 tg𝛼0) =

= (𝜕𝑓
𝜕𝑥

+ tg𝛼0
𝜕𝑓
𝜕𝑦
) 𝑑𝑡 = 𝜈3𝑓 𝑑𝑡.

Лемма 1. Пусть 𝑓 ∈ 𝐶3(𝑇 ). Тогда имеют место равенства∫︁
𝑇

𝜈8𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 =

∫︁ sin𝛼0

− sin𝛼0

∆𝑓(cos𝛼0, 𝑡) 𝑑𝑡+ 2 tg𝛼0𝜈6𝑓(𝐴)− 𝜈5𝑓(𝐶)− 𝜈4𝑓(𝐵); (3)

∫︁
𝑇

𝜈9𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 = 2 tg𝛼0𝜈6𝑓(𝐴)− 𝜈5𝑓(𝐶)− 𝜈4𝑓(𝐵)+

+ 2 tg𝛼0

∫︁ cos𝛼0

0

∆𝑓(𝑡, 𝑡 tg𝛼0) 𝑑𝑡.

(4)

∫︁
𝑇

𝜈𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 = 2 tg𝛼0(𝜈2𝑓)(𝐴)− (𝜈3𝑓)(𝐵) + (𝜈1𝑓)(𝐶). (5)
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Доказательство. Сведем двойной интеграл по 𝑇 к повторному и расставим
пределы интегрирования в обоих порядках:∫︁

𝑇

𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 =

∫︁ cos𝛼0

0

𝑑𝑥

∫︁ 𝑥 tg𝛼0

−𝑥 tg𝛼0

𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑦 =

=

∫︁ 0

− sin𝛼0

𝑑𝑦

∫︁ cos𝛼0

−𝑦 ctg𝛼0

𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥+

∫︁ sin𝛼0

0

𝑑𝑦

∫︁ cos𝛼0

𝑦 ctg𝛼0

𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥.

Применив оператор 𝜈1 к функции 𝑓 , получим∫︁
𝑇

𝜈1𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 =

∫︁ sin𝛼0

− sin𝛼0

(︀
𝑓(cos𝛼0, 𝑦)− 𝑓(|𝑦| ctg𝛼0, 𝑦)

)︀
𝑑𝑦−

− tg𝛼0

∫︁ cos𝛼0

0

(︀
𝑓(𝑥, 𝑥 tg𝛼0)− 𝑓(𝑥,− tg𝛼0)

)︀
𝑑𝑥.

Один из интегралов разобьем по свойству аддитивности и выполним в нем замены
𝑡 = ∓𝑦 ctg𝛼0. Таким образом придем к равенству −

∫︀ sin𝛼0

− sin𝛼0
𝑓(|𝑦| ctg𝛼0, 𝑦) 𝑑𝑦 =

= tg𝛼0

∫︀ 0

cos𝛼0
𝑓(𝑡,−𝑡 tg𝛼0) 𝑑𝑡− tg𝛼0

∫︀ cos𝛼0

0
𝑓(𝑡, 𝑡 tg𝛼0) 𝑑𝑡.

В остальных случаях переменную интегрирования заменим на 𝑡. Значит∫︁
𝑇

𝜈1𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 =

∫︁ sin𝛼0

− sin𝛼0

𝑓(cos𝛼0, 𝑡) 𝑑𝑡− 2 tg𝛼0

∫︁ cos𝛼0

0

𝑓(𝑡, 𝑡 tg𝛼0) 𝑑𝑡. (6)

Учитывая теперь формулу вычисления интеграла от полного дифференциала, полу-
чаем ∫︁

𝑇

𝜈1𝜈3𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 =

∫︁ sin𝛼0

− sin𝛼0

𝜈3𝑓(cos𝛼0, 𝑡) 𝑑𝑡− 2 tg𝛼0𝑓(𝐶) + 2 tg𝛼0𝑓(𝐴). (7)

Так как
∫︀ sin𝛼0

− sin𝛼0
𝜈2𝑓(cos𝛼0, 𝑡) 𝑑𝑡 = 𝑓(𝐶)− 𝑓(𝐵), то (7) можно переписать в виде∫︁

𝑇

𝜈1𝜈3𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 =

∫︁ sin𝛼0

− sin𝛼0

𝜈6𝑓(cos𝛼0, 𝑡) 𝑑𝑡− tg𝛼0𝑓(𝐶)− tg𝛼0𝑓(𝐵) + 2 tg𝛼0𝑓(𝐴).

Отсюда∫︁
𝑇

𝜈1𝜈3𝜈6𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 =

∫︁ sin𝛼0

− sin𝛼0

𝜈26𝑓(cos𝛼0, 𝑡) 𝑑𝑡−

− tg𝛼0

(︁
𝜈6𝑓(𝐶) + 𝜈6𝑓(𝐵)

)︁
+ 2 tg𝛼0𝜈6𝑓(𝐴).

Прибавляя к этому

0 =

∫︁ sin𝛼0

− sin𝛼0

𝜈22𝑓(cos𝛼0, 𝑡) 𝑑𝑡− 𝜈2𝑓(𝐶) + 𝜈2𝑓(𝐵),

получаем∫︁
𝑇

𝜈1𝜈3𝜈6𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 =

∫︁ sin𝛼0

− sin𝛼0

∆𝑓(cos𝛼0, 𝑡) 𝑑𝑡− tg𝛼0

(︀
𝜈6𝑓(𝐶) + 𝜈6𝑓(𝐵)

)︀
+

+ 2 tg𝛼0𝜈6𝑓(𝐴)− 𝜈2𝑓(𝐶) + 𝜈2𝑓(𝐵),
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что означает (3).
Подставим в (7) 𝜈2𝑓 вместо 𝑓 и поменяем местами дифференциальные операторы с

постоянными коэффициентами. Получим∫︁
𝑇

𝜈7𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 = 𝜈3𝑓(𝐶)− 𝜈3𝑓(𝐵)− 2 tg𝛼0𝜈2𝑓(𝐶) + 2 tg𝛼0𝜈2𝑓(𝐴),

что, с учетом 𝜈3 − 2 tg𝛼0𝜈2 = 𝜈1, дает (5).
Заменив теперь в (6) 𝑓 на 𝜈2𝑓 , получим∫︁

𝑇

𝜈1𝜈2𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 = 𝑓(𝐶)− 𝑓(𝐵)− 2 tg𝛼0

∫︁ cos𝛼0

0

𝜈2𝑓(𝑡, 𝑡 tg𝛼0) 𝑑𝑡. (8)

Из
∫︀ cos𝛼0

0
𝜈3𝑓(𝑡, 𝑡 tg𝛼0) 𝑑𝑡 = 𝑓(𝐶) − 𝑓(𝐴) с учетом определения 𝜈3 получаем

tg𝛼0

∫︀ cos𝛼0

0
𝜈2𝑓(𝑡, 𝑡 tg𝛼0) 𝑑𝑡 = 𝑓(𝐶) − 𝑓(𝐴) −

∫︀ cos𝛼0

0
𝜈6𝑓(𝑡, 𝑡 tg𝛼0) 𝑑𝑡. Значит (8) можно

записать в виде∫︁
𝑇

𝜈1𝜈2𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 = 2𝑓(𝐴)− 𝑓(𝐶)− 𝑓(𝐵) + 2

∫︁ cos𝛼0

0

𝜈6𝑓(𝑡, 𝑡 tg𝛼0) 𝑑𝑡. (9)

Заменим теперь в (8) 𝑓 на 𝜈2𝑓 , в (8) 𝑓 на 𝜈6𝑓 и домножим на tg𝛼0. После этого
вычтем из полученных второго первое равенство. Получим∫︁

𝑇

𝜈1𝜈2

(︁
tg𝛼0

𝜕

𝜕𝑥
− 𝜕

𝜕𝑦

)︁
𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 = 2 tg𝛼0

𝜕𝑓

𝜕𝑥
(𝐴)−

(︁
tg𝛼0

𝜕𝑓

𝜕𝑥
+
𝜕𝑓

𝜕𝑦

)︁
(𝐶)−

−
(︁
tg𝛼0

𝜕𝑓

𝜕𝑥
− 𝜕𝑓

𝜕𝑦

)︁
(𝐵) + 2 tg𝛼0

∫︁ cos𝛼0

0

∆𝑓(𝑡, 𝑡 tg𝛼0) 𝑑𝑡,

что означает (4) □
Доказательство следующей леммы можно найти в [1].
Лемма2. Пусть𝐾—компактвR2, d—одиниз дифференциальныхоператоров 𝜕

𝜕𝑥
,

𝜕
𝜕𝑦
, 𝑦 𝜕

𝜕𝑥
−𝑥 𝜕

𝜕𝑦
, и для некоторого открытого множества𝐷, для которогоMot(𝐾,𝐷) ̸= ∅,

выполнено 𝑓 ∈ P∞(𝐾,𝐷). Тогда d𝑓 ∈ P∞(𝐾,𝐷).
Учитывая, что все 𝜈𝑗 (𝑗 = 1, 9) являются линейными комбинациями операторов

дифференцирования по 𝑥 и 𝑦 или произведениями других из них, получаем
Следствие 1. Пусть𝐾 — компакт вR2, и для некоторого открытого множества

𝐷, для которого Mot(𝐾,𝐷) ̸= ∅, выполнено 𝑓 ∈ P∞(𝐾,𝐷). Тогда для любого 𝑗 = 1, 9
имеет место 𝜈𝑗𝑓 ∈ P∞(𝐾,𝐷).

Пусть 𝜌(𝑒) = 𝜌(𝑂, 𝜆𝑒) = inf{‖𝑂𝑋‖ : 𝑋 ∈ 𝑒} — расстояние от центра круга, точ-
ки 𝑂(0, 0), до элемента 𝜆𝑒 треугольника 𝜆𝑇 (вершины или стороны) при фиксированном
𝜆 ∈ Mot(𝑇,B𝑅). В зависимости от значения 𝑅, удовлетворяющего (2), рассмотрим инте-
ресующие нас максимальные и минимальные возможные расстояния до соответствующих
элементов по всем 𝜆 ∈ Mot(𝑇,B𝑅):

max(𝐴) = sup{𝜌(𝐴)}, max(𝐶) = sup{𝜌(𝐶)}, max(𝐴𝐵) = sup{𝜌(𝐴𝐵)},
max(𝐵𝐶) = sup{𝜌(𝐵𝐶)}, min(𝐴) = inf{𝜌(𝐴)}, min(𝐶) = inf{𝜌(𝐶)},
min(𝐴𝐵) = inf{𝜌(𝐴𝐵)}, min(𝐵𝐶) = inf{𝜌(𝐵𝐶)}.

Заметим, что исходя из соображений симметрии, вместо вершины𝐶 можно рассмат-
ривать 𝐵, а вместо боковой стороны 𝐴𝐵 — сторону 𝐴𝐶.
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𝑂𝐴 𝐵

𝐶

𝑂𝐴

𝐵

𝐶

𝐽

а) б)

Рис. 4. Расположения 𝜆𝑇 в B𝑅

𝑂𝐴

𝐵

𝐶

𝐻

𝑂𝐴

𝐵

𝐶

𝐻

а) б)

Рис. 5. Расположения 𝜆𝑇 в B𝑅

Рассмотрим крайние расположения 𝜆𝑇 в B𝑅 при условии (2): на рис. 4, 5, вершины
треугольника лежат на границе круга, на рис. а) центр круга 𝑂(0; 0) лежит на стороне
𝐴𝐵 или высоте треугольника 𝐴𝐻 соответственно. Из рис. 4 б) видно, что max(𝐴) =
= max(𝐶) = 𝑅. Из рис. 4 а) получаем min(𝐶) = 𝑂𝐵 = 1− 𝑂𝐴 = 1− 𝑅 и min(𝐴𝐵) = 0.
Из рис. 5 а) находим min(𝐵𝐶) = 𝑂𝐻 = 𝐴𝐻 − 𝐴𝑂 = cos𝛼0 − 𝑅, если 𝑅 < cos𝛼0. Если
𝑅 ⩾ cos𝛼0, то можно сдвинуть 𝑇 так, чтобы центр окружности оказался на стороне 𝐵𝐶.

Значит min(𝐵𝐶) =

{︃
cos𝛼0 −𝑅, если 𝑅 < cos𝛼0;

0, если 𝑅 ⩾ cos𝛼0.

Если 𝑂𝐽 — высота равнобедренного △𝐴𝑂𝐶 на рис. 4 б), то max(𝐴𝐵) = 𝑂𝐽 =
=

√
𝐴𝑂2 − 𝐴𝐽2 =

√︀
𝑅2 − (1/4).

Из рис. 5 б) находим max(𝐵𝐶) = 𝑂𝐻 =
√
𝑂𝐶2 − 𝐶𝐻2 =

√︀
𝑅2 − sin2 𝛼0 и

min(𝐴) = 𝑂𝐴 = 𝐴𝐻 −𝑂𝐻 = cos𝛼0 −
√︀
𝑅2 − sin2 𝛼0.

Собрав вместе результаты геометрических рассуждений, получаем
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Лемма 3. При выполнении (2) имеют место равенства

max(𝐴) = max(𝐶) = 𝑅, max(𝐴𝐵) =
√︀
𝑅2 − (1/4),

max(𝐵𝐶) =
√︀
𝑅2 − sin2 𝛼0, min(𝐴) = cos𝛼0 −

√︀
𝑅2 − sin2 𝛼0,

min(𝐶) = 1−𝑅, min(𝐴𝐵) = 0, min(𝐵𝐶) = max{cos𝛼0 −𝑅; 0}.

Лемма 4 (min(𝐶) < min(𝐴)). Если 𝑅 удовлетворяет (2), то

1−𝑅 < cos𝛼0 −
√︀
𝑅2 − sin2 𝛼0.

Доказательство.Выполним эквивалентные преобразования необходимого нера-
венства:

√︀
𝑅2 − sin2 𝛼0 < cos𝛼0 + 𝑅 − 1. Так как cos𝛼0 ≈ 0,966,

√
3/3 ≈ 0,577, то обе

части неотрицательны. Возведем их в квадрат и преобразуем:

𝑅2 − sin2 𝛼0 < cos2 𝛼0 +𝑅2 + 1 + 2𝑅 cos𝛼0 − 2 cos𝛼0 − 2𝑅;

2 + 2𝑅 cos𝛼0 − 2 cos𝛼0 − 2𝑅 > 0. Разложим на множители и получим верное неравенство
(1− cos𝛼0)(1−𝑅) > 0, что доказывает лемму. □

Лемма 5 (min(𝐶) < max(𝐵𝐶)). Если 𝑅 удовлетворяет (2), то

1−𝑅 <
√︀
𝑅2 − sin2 𝛼0.

Доказательство. Так как обе части неотрицательны, возведем их в квадрат и
преобразуем: 1− 2𝑅 +𝑅2 < 𝑅2 − sin2 𝛼0; 𝑅 > (1 + sin2 𝛼0)/2. Так как

1 + sin2 𝛼0

2
=

1 + 1−(
√
3/2)

2

2
=

6−
√
3

8
<

√
3

3
,

то из (2) следует необходимое неравенство. □

Лемма 6 (min(𝐵𝐶) < max(𝐴𝐵)). Если 𝑅 удовлетворяет (2), то решением нера-
венства

max{cos𝛼0 −𝑅; 0} <
√︀
𝑅2 − (1/4).

является
√
6/4 < 𝑅 < 1.

Доказательство. Если 𝑅 > cos𝛼0, то, учитывая
√︀
𝑅2 − (1/4) > 0, необходимое

неравенство тривиально.
Для 𝑅 ⩽ cos𝛼0 возведем обе части в квадрат. Они неотрицательны, поэтому это

преобразование является эквивалентным. Получим cos2 𝛼0 − 2𝑅 cos𝛼0 + 𝑅2 < 𝑅2 − 1
4
;

2𝑅 cos𝛼0 > (1/4) + cos2 𝛼0; 𝑅 >
(︀
(1/4) + cos2 𝛼0

)︀
/(2 cos𝛼0). Преобразуем правую часть

полученного решения. Так как 𝛼0 = 𝜋/12, то cos𝛼0 =
√︁(︀

1 + (
√
3/2)

)︀
/2 =

√︀
2 +

√
3
⧸︀
2.

Отсюда
(1/4) + cos2 𝛼0

2 cos𝛼0

=
1 + 4 cos2 𝛼0

8 cos𝛼0

=
1 + 2 +

√
3

4
√︀

2 +
√
3
=

√
3(1 +

√
3)

4
√︀
2 +

√
3

=

=

√︁
3(1 + 2

√
3 + 3)

4
√︀

2 +
√
3

=

√︁
6(2 +

√
3)

4
√︀

2 +
√
3

=

√
6

4
,

что с учетом (2) означает требуемое утверждение. □
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Перед формулировкой необходимого в дальнейшем утверждения, доказательство
которого можно найти в [7], введем используемые в нём обозначения. Для набора точек
{𝑣𝜈}𝑘𝜈=1 ⊂ R𝑛, где 𝑣𝑖 ̸= 𝑣𝑗 для 1 ⩽ 𝑖, 𝑗 ⩽ 𝑘, 𝑖 ̸= 𝑗, числа 𝜀 > 0 положим
Ω𝜈,𝜀 =

{︀
𝑥 ∈ R𝑛 : |𝑣𝜈 | − 𝜀 < |𝑥| < |𝑣𝜈 |+ 𝜀

}︀
, 𝜈 = 1, . . . , 𝑘. Для открытого непустого мно-

жества 𝒰 ⊂ R𝑛 под H0(𝒰) понимается класс радиальных локально суммируемых в 𝒰
распределений, 𝜕⃗ =

(︀
𝜕/𝜕𝑥1, . . . , 𝜕/𝜕𝑥𝑛

)︀
.

Утверждение 1. (Теорема 3.2 из [7]) Пусть 𝐹𝜈 ∈ H0

(︀
Ω𝜈,𝜀

)︀
для 𝜈 = 1, . . . , 𝑘 и

существуют многочлены 𝑃𝜈 : R𝑛 → C такие, что для любого 𝑥 ∈ B𝑛
𝜀 выполняется∑︀𝑘

𝜈=1

(︀
𝑃𝜈 (⃗𝜕)𝐹𝜈

)︀
(𝑥+ 𝑣𝜈) = 0, которое понимается в смысле распределений. Тогда суще-

ствует нетривиальный многочлен 𝑃 : R1 → C такой, что 𝑃 (∆)𝐹𝜈 = 0 в Ω𝜈,𝜀.
Лемма 7. Пусть (2), и 𝑓 ∈ P∞

0 (𝑇,B𝑅). Тогда существует ненулевой многочлен
𝑞 : R → C такой, что 𝑞(∆)𝑓 = 0 в B(1−𝑅,𝑅).

Доказательство.Применяяутверждение 1 кфункции 𝑓 ∈ P∞
0 (𝑇,B𝑅) ⊂ H0

(︀
Ω𝜈,𝜀

)︀
для вершин 𝐴,𝐵,𝐶 треугольника 𝑇 , учитывая (5) из леммы 1 (по следствию 1 его левая
часть в данном случае обращается в нуль), приходим к существованию нетривиального
многочлена 𝑞 : R → C, для которого 𝑞(∆)𝑓 = 0 в Ω𝜈,𝜀. Последнее множество пред-
ставляет из себя набор точек из B𝑅, в которых могут оказаться вершины 𝜆𝐶 и 𝜆𝐴 при
𝜆 ∈ Mot(𝑇,B𝑅). Применяя леммы 4 и 3, приходим к утверждению леммы. □

Лемма 8. Пусть 𝑅 >
√
6/4, и 𝑓 ∈ P∞

0 (𝑇,B𝑅). Тогда существует ненулевой мно-
гочлен 𝑞 : R → C такой, что 𝑞(∆)𝑓 = 0 в B𝑅.

Доказательство. Учитывая леммы 5 и 6, для указанных в условии леммы значе-
ний 𝑅 выполняются оба неравенства: min(𝐶) < max(𝐵𝐶), min(𝐵𝐶) < max(𝐴𝐵).

Рассмотрим многочлен 𝑞 из леммы 7 и функцию 𝐹 = 𝑞(∆)𝑓 . По следствию 1, учи-
тывая, что оператор Лапласа оставляет функцию радиальной, получаем 𝐹 ∈ P∞

0 (𝑇,B𝑅).
При этом 𝐹 = 0 в B(1−𝑅,𝑅). Доопределим 𝐹 нулём вне B𝑅.

Заменив в (3) 𝑓 на 𝐹 , а 𝑇 на 𝜆𝑇 для различных 𝜆 ∈ Mot(𝑇,B𝑅), учитывая ра-
венство нулю интегралов по треугольникам и равенство нулю функции 𝐹 вне замыкания
B1−𝑅, получаем, что интегралы от ∆𝐹 по сторонам 𝜆𝐵𝐶, а значит и по всем прямым, их
содержащим, равны нулю. То есть преобразование Радона по всем прямым, расстояние
до которых от начала координат больше min(𝐵𝐶), равно нулю. Отсюда (см., например,
лемму 1.8.3 из [7]) следует ∆𝐹 = 0 в B(min(𝐵𝐶), 𝑅). Аналогичными рассуждениями на
основе формулы (4) получаем∆2𝐹 = 0 в B(min(𝐴𝐵), 𝑅). По лемме 3,min(𝐴𝐵) = 0. Про-
изведение 𝑞 = ∆2𝑞(∆) также является многочленом от ∆. Таким образом, утверждение
леммы получено. □

Приведем также два утверждения, доказательства которых полностью аналогичны
леммам 7 и 8 из [16].

Лемма 9. Пусть P∞
0 (𝑇,B𝑅) = {0} для некоторого 𝑅 >

√
6/4. Тогда ℛ(𝑇 ) ⩽ 𝑅.

Лемма 10. Пусть 𝑅 >
√
6/4, для некоторой функции 𝑓 ∈ P∞

0 (𝑇,B𝑅) и для неко-
торого многочлена 𝑞 : R → C выполняется 𝑞(∆)𝑓 = 0 в B𝑅. Тогда 𝑓 = 0 в B𝑅.

Доказательство основного результата
Доказательство теоремы 1. Если 0 < 𝑅 ⩽ 𝑟*(𝑇 ), тоMot(𝑇,B𝑅) = ∅ и тогда

выполнение (1) для 𝐾 = 𝑇 при всех 𝜆 ∈ Mot(𝑇,B𝑅) не накладывает никаких условий на
функцию 𝑓 .
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𝑂

𝐴 𝐵

𝐶

𝐽

𝑟
𝐻

Рис. 6. Круг,
содержащийся во всех 𝜆𝑇

Если 1/(2 cos𝛼0) < 𝑅 ⩽
√
3/3, то для

𝑟 = 𝑅 sin
(︁𝜋
6
− arccos

1

2𝑅

)︁
выполняется условие B𝑟 ⊂ 𝜆𝑇 для всех 𝜆 ∈ Mot(𝑇,B𝑅) (на
рис. 6 𝑂 — центр круга радиуса 𝑅, 𝑂𝐽 ⊥ 𝐴𝐶, 𝑂𝐻 ⊥ 𝐴𝐵;
𝐴𝐽/𝑂𝐴 = 1/(2𝑅) = cos∠𝑂𝐴𝐽 ; 𝑟 = 𝑂𝐻 = 𝑂𝐴 sin∠𝑂𝐴𝐻).

В этом случае для 𝑗 ∈ {1; 2} рассмотрим функции

𝑔𝑗(𝜌) =

{︃
0, если 𝜌 = 0 или 𝜌 ⩾ 𝑟;

exp
(︀

𝑗
𝜌(𝜌−𝑟)

)︀
, если 0 < 𝜌 < 𝑟,

и величины 𝐶𝑗 =
∫︀
B𝑟
𝑔𝑗
(︀√︀

𝑥2 + 𝑦2
)︀
𝑑𝑥 𝑑𝑦. Так как функции

𝑔𝑗 ∈ 𝐶∞(0;+∞) и линейно независимы, то их линейная ком-
бинация 𝑓(𝜌) = 𝐶2𝑔1(𝜌) − 𝐶1𝑔2(𝜌) ∈ P∞

0 (𝑇,B𝑅), где 𝜌 =
√︀
𝑥2 + 𝑦2, и не равна нулю

тождественно.

𝑂

𝑟 1
=

m
ax
(𝐴
𝐵
)

𝑟2 = min(𝐵𝐶)

S

S

𝑂

𝐴

𝐵

𝐶

𝑙1

𝑙2

S

S

а) б)

Рис. 7. Расположения 𝜆𝑇 в B𝑅

Рассмотрим теперь
√
3/3 ⩾ 𝑅 <

√
6/4. Для таких значений 𝑅 выполняется нера-

венство 𝑟1 = max(𝐴𝐵) < 𝑟2 = min(𝐵𝐶) (см. рис. 7 а)). Для 𝑗 ∈ {1, 2} рассмотрим
функции

𝑔𝑗(𝑑) =

{︃
0, если 0 ⩽ 𝑑 ⩽ 𝑟1 или 𝑑 ⩾ 𝑟2;

exp
(︀

𝑗
(𝑑−𝑟1)(𝑑−𝑟2)

)︀
, если 𝑟1 < 𝑑 < 𝑟2.

Тогда существуют такие радиальные функции 𝑓𝑗 ∈ 𝐶∞(R2), что их преобразования
Радона по прямымR𝑓𝑗(𝜔, 𝑑) совпадают с 𝑔𝑗(𝑑) для всех |𝜔| = 1 и 𝑑 ⩾ 0 (см., например, [7,
Глава 1]). Эти функции линейно независимы, поэтому существует такой ненулевой набор
чисел {𝛼1, 𝛼2}, что линейная комбинация 𝑓 = 𝛼1𝑓1 + 𝛼2𝑓2 радиальная, не равна нулю
тождественно и обладает следующими свойствами. Она имеет нулевые интегралы по всем
прямым, расстояние до начала координат от которых лежит в пределах от 0 до 𝑟1, интеграл
равный нулю по любому сегменту S круга радиуса 𝑟2 с расстоянием до хорды равном 𝑟1
(см. рис. 7), равна нулю во внешности B𝑟2 . Круг B𝑟2 состоит из двух сегментов S и пучка
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отрезков указанных прямых, значит по свойству аддитивности функция 𝑓 имеет нулевой
интеграл по B𝑟2 . Кроме того, функция 𝑓 вне этого круга равна нулю.

Рассмотрим произвольный 𝜆𝑇 ⊂ B𝑅 (см. рис. 7 б)). Круг B𝑟2 можно представить
в виде объединения множеств, не имеющих общих внутренних точек: двух сегментов
S, кругового слоя, не содержащего 𝑂, из отрезков прямых типа 𝑙1 ‖ 𝐴𝐶 от 𝐴𝐶 до S,
аналогичного слоя из отрезков 𝑙2 ‖ 𝐴𝐵, части 𝜆𝑇 ∩ B𝑟2 . Исходя из свойств функции 𝑓
интеграл по пересечению равен нулю. А весь треугольник 𝜆𝑇 состоит из пересечения и
остатка 𝜆𝑇 ∖ B𝑟2 , находящегося в области нулей 𝑓 .

Построенная ненулевая функция с нулевыми интегралами по 𝜆𝑇 ⊂ B𝑅 доказывает
оценку ℛ(𝑇 ) ⩾

√
6/4.

Если 𝑅 >
√
6/4, то, используя леммы 8, 10, 9, получаем оценку ℛ(𝑇 ) ⩽

√
6/4,

откуда следует утверждение теоремы. □
Выводы
В работе в явном виде получено точное значение величиныℛ(𝑇 ) =

√
6/4. Известная

ранее оценка давала ℛ(𝑇 ) ⩽ 1/ cos(𝜋/12). Учитывая приближенные значения
√
6/4 ≈

0,612 и 1/ cos(𝜋/12) ≈ 1,035, видим, что в работе получено существенное уточнение этой
величины.

Решение локального варианта проблемы Помпейю применяется в комплексном ана-
лизе, теории аппроксимации, теории отображений, сохраняющих меру [7, 16], при на-
хождении экстремального радиуса Помпейю для совокупности множеств [1, 13], а также
при изучении вопроса равенства нулю функции с нулевыми интегралами по множествам
положительной коразмерности [15].
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УДК 517.988.28

НЕОТРИЦАТЕЛЬНОСТЬ МАТРИЦШЕНБЕРГА

© 2023. Л.Л. Оридорога, А. В. Агибалова

Для радиально положительно определённой функции класса Φ𝑛 (𝑛 > 2) доказана положительность
матрицыШенберга, порождённой вершинами любого правильного симплекса размерности 𝑛+1. Также для
произвольного𝑛 приведён примерфункции классаΦ𝑛 и конечного набора точек в пространстве размерности
𝑛+ 1, для которых матрица Шенберга не является неотрицательной.

Ключевые слова: матрицаШенберга, положительно определённая функция, радиально положитель-
но определённая функция, симплекс.

Введение. Положительно определённые функции имеют долгую историю. Их изуче-
нием занимались многие классики, такие как Каратеодори, Херглотц, Бернштейн. Важным
классом положительно определённых функций является класс радиально положительно
определённых функций, которые и рассматриваются в данной работе. Эти функции явля-
ются важной частью различных областей гармонического анализа, имеют важные прило-
жения в теории вероятностей, теории аппроксимации, где они встречаются как характе-
ристические функции преобразований Фурье сферически симметричных вероятностных
распределений.

Отметим некоторые недавние публикации (см. [1] и [2] и цитируемую в них литера-
туру), посвящённые радиально положительно определённым функциям и их применению
в спектральной теории операторов.

Определение 1. Функция 𝐹 : R𝑛 → R называется положительно определённой,
если она непрерывна в нуле и для каждого набора точек 𝑋 = {𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚} ⊂ R𝑛

матрица (𝐹 (𝑥𝑗 − 𝑥𝑘))
𝑚
𝑗,𝑘=1 неотрицательна.

Определение 2. Функция 𝑓 : [0,+∞) → R называется радиально положительно
определённой класса Φ𝑛, если она непрерывна в нуле и для каждого набора точек 𝑋 =
{𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚} ⊂ R𝑛 матрица (𝑓(||𝑥𝑗 − 𝑥𝑘||𝑛))𝑚𝑗,𝑘=1 (называемая матрицей Шенберга,
порождённой множеством 𝑋 и функцией 𝑓 ) неотрицательна. Здесь || · ||𝑛 обозначает
евклидову норму в R𝑛.

Другими словами, функция 𝑓 : [0,+∞) → R радиально положительно определённая
класса Φ𝑛, если 𝐹 (𝑥) = 𝑓(||𝑥||𝑛), где 𝑥 ∈ R𝑛, положительно определена.

Известно (см. [4], [5]) следующее описание функций класса Φ𝑛.
Теорема 1. Функция 𝑓 ∈ Φ𝑛 в том и только том случае, если она допускает

представление

𝑓(𝑡) =

∫︁ ∞

0

Ω𝑛(𝑠𝑡)𝑑𝜎(𝑠), (1)

Исследование проводилось по теме государственного задания (регистрационный номер 1023031100003-
2-1.1.1)
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где 𝜎(𝑡) – неубывающая ограниченная функция, заданная на множестве [0,+∞), а

Ω𝑛(𝑧) = Γ
(︁𝑛
2

)︁
·
(︂
2

𝑧

)︂𝑛−2
2

𝐽𝑛−2
2
(𝑧) =

= 1− 𝑧2

2𝑛
+

𝑧4

2 · 4 · 𝑛 · (𝑛+ 2)
− 𝑧6

2 · 4 · 6 · 𝑛 · (𝑛+ 2) · (𝑛+ 4)
± . . . , (2)

где 𝐽𝑞(𝑧)— функция Бесселя первого рода порядка 𝑞.
Основные результаты. В частных случаях формулы (2)

Ω1(𝑧) = cos 𝑧, Ω2(𝑧) = 𝐽0(𝑧), Ω3(𝑧) =
sin 𝑧

𝑧
.

Очевидно, чтоΦ𝑛+1 ⊂ Φ𝑛. В то же время известно, что обратное включение неверно.
В частности, Ω𝑛 /∈ Φ𝑛+1. Для случая 𝑛 = 1 это легко увидеть на следующем примере.

Пример 1. Пусть 𝑋 = {𝑥1, 𝑥2, 𝑥3} — вершины правильного треугольника со сто-
роной 𝜋. Тогда матрица Шенберга, порождённая множеством 𝑋 и функцией Ω1, имеет
вид ⎛⎝ 1 −1 −1

−1 1 −1
−1 −1 1

⎞⎠ .

Её собственные числа равны 2, 2 и −1. Соответственно эта матрица не является положи-
тельно определённой.

Для 𝑛 > 2 подобный пример не подходит. Чтобы доказать это, потребуется следую-
щая

Лемма 1. Пусть𝑚×𝑚-матрица 𝐴 имеет вид⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝛼 𝛽 . . . 𝛽 𝛽
𝛽 𝛼 . . . 𝛽 𝛽
...

... . . . ...
...

𝛽 𝛽 . . . 𝛼 𝛽
𝛽 𝛽 . . . 𝛽 𝛼

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (3)

(т. е. все элементы, стоящие на главной диагонали, равны 𝛼, а все остальные равны
𝛽). Тогда 𝑚 − 1 из её собственных чисел равны 𝛼 − 𝛽, а 𝑚-е собственное число равно
𝛼 + (𝑚− 1)𝛽.

Доказательство.Представим матрицу𝐴 в виде𝐴1+(𝛼−𝛽)𝐸, где все элементы
матрицы 𝐴1 равны 𝛽, а 𝐸 – единичная матрица. Матрица 𝐴1 имеет ранг 1, поэтому все её
собственные числа, кроме одного, равны нулю. Последнее собственное число равно следу
матрицы 𝐴1, т. е. 𝑚𝛽. А все собственные числа матрицы 𝐴 = 𝐴1 + (𝛼 − 𝛽)𝐸 на (𝛼 − 𝛽)
больше соответствующих собственных чисел матрицы 𝐴1. □

Следствие 1. Матрица 𝐴 вида (3) неотрицательна в том и только том случае,
если

− 𝛼

𝑚− 1
⩽ 𝛽 ⩽ 𝛼.

Покажем теперь, что при 𝑛 > 2 набор вершин правильного симплекса не подходит
для построения примера, аналогичного Примеру 1.
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Теорема2. Пусть𝑛 ⩾ 3, 𝑓 ∈ Φ𝑛 и 𝑓 ̸= const.Пустьтакже𝑋 = {𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛+2}—
множество вершин правильного симплекса со стороной 𝑙 в пространстве R𝑛+1. Тогда
матрица Шенберга

𝑆𝑋(𝑓) =
(︀
𝑓(||𝑥𝑗 − 𝑥𝑘||𝑛+1)

)︀𝑛+2

𝑗,𝑘=1

положительна.

Доказательство.Пусть𝜎(·)—функция, участвующая в представлении (1)функ-
ции 𝑓 . Тогда 𝑓(0) = 𝜎(∞)− 𝜎(0), а

𝑓(𝑙) =

∫︁ ∞

0

Ω𝑛(𝑠𝑙)𝑑𝜎(𝑠) ⩾ (𝜎(∞)− 𝜎(0)) ·min
𝑡>0

Ω𝑛(𝑡).

Матрица 𝑆𝑋(𝑓) имеет вид (3), где 𝛼 = 𝜎(∞) − 𝜎(0) > 0, а 𝛽 = 𝑓(𝑙) > 𝛼 · min
𝑡>0

Ω𝑛(𝑡).
Поскольку при 𝑛 ⩾ 3 справедливо неравенство min

𝑡>0
Ω𝑛(𝑡) > − 1

𝑛+1
, то выполнены условия

Cледствия 1 и, следовательно, матрица 𝑆𝑋(𝑓) положительна. □

Замечание 1. Заметим, что в работе [3, Теорема 3] для 𝑛 ⩾ 2 в пространстве R𝑛

получена строгая положительная определённость матрицыШенберга функции классаΦ𝑛 и
дано применение этого результата в спектральной теории оператора Лапласа с точечными
взаимодействиями.

Замечание 2. В работе [1, Теорема 5.1] показано, что функция 𝑓 ∈ Φ𝑛∖Φ𝑛+1,
𝑛 ⩾ 2, имеет бесконечное число отрицательных квадратов. Последнее означает, что
для произвольного натурального 𝑁 существует конечная матрица Шенберга 𝑆𝑋(𝑓) =(︀
𝑓(||𝑥𝑗 − 𝑥𝑘||𝑛+1)

)︀𝑚
𝑗,𝑘=1

, 𝑋 = {𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚} ⊂ R𝑛+1, имеющая не менее 𝑁 отрицатель-
ных собственных значений.

Для построения примера набора точек в R𝑛+1, для которого матрица Шенберга для
функции Ω𝑛 не является неотрицательной, потребуется следующая

Лемма 2. Пусть𝑚×𝑚-матрица 𝐵 имеет вид⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝛼 𝛽 . . . 𝛽 𝛽 𝛾
𝛽 𝛼 . . . 𝛽 𝛽 𝛾
...

... . . . ...
...

...
𝛽 𝛽 . . . 𝛼 𝛽 𝛾
𝛽 𝛽 . . . 𝛽 𝛼 𝛾
𝛾 𝛾 . . . 𝛾 𝛾 𝛼

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
(4)

(т.е. все элементы, стоящие на главной диагонали, равны 𝛼; все остальные, кроме
стоящих в последней строке и в последнем столбце, равны 𝛽; а элементы последнего
столбца и последней строки, кроме стоящего на их пересечении, равны 𝛾).

Тогда

det𝐵 = (𝛼− 𝛽)𝑚−2 · (𝛼2 + (𝑚− 2)𝛼𝛽 − (𝑚− 1)𝛾2).

Доказательство. Вычтя последнюю строку матрицы 𝐵, умноженную на 𝛾
𝛼
, из
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всех её остальных строк, получим матрицу⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝛼− 𝛾2

𝛼
𝛽 − 𝛾2

𝛼
. . . 𝛽 − 𝛾2

𝛼
𝛽 − 𝛾2

𝛼
0

𝛽 − 𝛾2

𝛼
𝛼− 𝛾2

𝛼
. . . 𝛽 − 𝛾2

𝛼
𝛽 − 𝛾2

𝛼
0

... ... . . . ... ... ...
𝛽 − 𝛾2

𝛼
𝛽 − 𝛾2

𝛼
. . . 𝛼− 𝛾2

𝛼
𝛽 − 𝛾2

𝛼
0

𝛽 − 𝛾2

𝛼
𝛽 − 𝛾2

𝛼
. . . 𝛽 − 𝛾2

𝛼
𝛼− 𝛾2

𝛼
0

𝛾 𝛾 . . . 𝛾 𝛾 𝛼

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

Т. к. определитель матрицы при этом не меняется, то

det𝐵 = det𝐵1 = 𝛼 · det𝐵2,

где

𝐵2 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝛼− 𝛾2

𝛼
𝛽 − 𝛾2

𝛼
. . . 𝛽 − 𝛾2

𝛼
𝛽 − 𝛾2

𝛼

𝛽 − 𝛾2

𝛼
𝛼− 𝛾2

𝛼
. . . 𝛽 − 𝛾2

𝛼
𝛽 − 𝛾2

𝛼... ... . . . ... ...
𝛽 − 𝛾2

𝛼
𝛽 − 𝛾2

𝛼
. . . 𝛼− 𝛾2

𝛼
𝛽 − 𝛾2

𝛼

𝛽 − 𝛾2

𝛼
𝛽 − 𝛾2

𝛼
. . . 𝛽 − 𝛾2

𝛼
𝛼− 𝛾2

𝛼

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ . (5)

Поскольку матрица𝐵2 имеет размер (𝑚−1)×(𝑚−1) и вид (3), то (𝑚−2) её собственных
числа равны

(︁
𝛼− 𝛾2

𝛼

)︁
−
(︁
𝛽 − 𝛾2

𝛼

)︁
= (𝛼 − 𝛽), а оставшееся собственное число равно(︁

𝛼− 𝛾2

𝛼

)︁
+ (𝑚− 2)

(︁
𝛽 − 𝛾2

𝛼

)︁
= 𝛼+ (𝑚− 2)𝛽 − (𝑚− 1)𝛾

2

𝛼
. И т. к. определитель матрицы

равен произведению её собственных чисел (с учётом кратности), то det𝐵 = 𝛼 ·(𝛼−𝛽)𝑚−2 ·(︁
𝛼 + (𝑚− 2)𝛽 − (𝑚− 1)𝛾

2

𝛼

)︁
= (𝛼− 𝛽)𝑚−2(𝛼2 + (𝑚− 2)𝛼𝛽 − (𝑚− 1)𝛾2). □

Теорема 3. Пусть функция 𝑓 вблизи нуля имеет вид

𝑓(𝑡) = 1 + 𝑐1𝑡
2 + 𝑐2𝑡

4 + 𝑜(𝑡4), (6)

где
𝑐2 <

𝑛+ 1

2𝑛+ 6
𝑐21. (7)

Пусть в множестве 𝑋 = {𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛+3} ⊂ R𝑛+1 точки 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛+2 – вершины
правильного симплекса со стороной 𝜀, а точка 𝑥𝑛+3 – центр этого симплекса. Тогда при
достаточно малом 𝜀, матрица Шенберга 𝑆𝑋(𝑓), порождённая функцией 𝑓 и множе-
ством 𝑋 , не является неотрицательной. И следовательно, такая функция не принад-
лежит классу Φ𝑛+1.

Доказательство. Найдём сначала 𝜉 = ||𝑥𝑛+3 − 𝑥𝑘||, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛 + 2. Для
этого заметим, что нормы всех векторов −→𝑎 𝑘 = 𝑥𝑛+3 − 𝑥𝑘 равны. Также равны все углы
между ними, а сумма всех этих векторов равна 0. Обозначим через 𝜙 угол между двумя
различными векторами −→𝑎 𝑘. Рассмотрим скалярное произведение(︃

−→𝑎 𝑗,

𝑛+2∑︁
𝑘=1

−→𝑎 𝑘

)︃
=

𝑛+2∑︁
𝑘=1

(−→𝑎 𝑗,
−→𝑎 𝑘) = (−→𝑎 𝑗,

−→𝑎 𝑘) +
𝑛+2∑︁

𝑘=1,𝑘 ̸=𝑗

(−→𝑎 𝑗,
−→𝑎 𝑘) = 𝜉2 + (𝑛+ 1)𝜉2 cos𝜙.
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И поскольку
∑︀𝑛+2

𝑘=1
−→𝑎 𝑘 = 0, то(︃

−→𝑎 𝑗,

𝑛+2∑︁
𝑘=1

−→𝑎 𝑘

)︃
= 𝜉2 + (𝑛+ 1)𝜉2 cos𝜙 = 𝜉2(1 + (𝑛+ 1) cos𝜙) = 0,

т. е.
cos𝜙 = − 1

𝑛+ 1
.

По теореме косинусов

𝜀2 = 2𝜉2 − 2𝜉2 cos𝜙 = 𝜉2
(︂
2 +

2

𝑛+ 1

)︂
= 𝜉2

(︂
2
𝑛+ 2

𝑛+ 1

)︂
,

т. е.
𝜉 =

𝜀√︁
2𝑛+2
𝑛+1

. (8)

Матрица Шенберга 𝑆𝑋(𝑓) имеет вид (4), где 𝛼 = 1, 𝛽 = 𝑓(𝜀), а 𝛾 = 𝑓(𝜉). Поэтому
по лемме 2

det𝑆𝑋(𝑓) = (1− 𝑓(𝜀))𝑚−2 · (1 + (𝑛+ 1)𝑓(𝜀)− (𝑛+ 2)𝑓(𝜉)2)

Вследствие оценки (6) и равенства (8) имеем

1 + (𝑛+ 1)𝑓(𝜀)− (𝑛+ 2)𝑓 2(𝜉) = 1 + (𝑛+ 1)
(︀
1 + 𝑐1𝜀

2 + 𝑐2𝜀
4 + 𝑜(𝜀4)

)︀
−

−(𝑛+ 2)
(︀
1 + 𝑐1𝜉

2 + 𝑐2𝜉
4 + 𝑜(𝜉4)

)︀2
= 1 + (𝑛+ 1)(1 + 𝑐1𝜀

2 + 𝑐2𝜀
4 + 𝑜(𝜀4))−

−(𝑛+ 2)

⎛⎝1 + 2𝑐1

⎛⎝ 𝜀√︁
2𝑛+2
𝑛+1

⎞⎠2

+ (𝑐21 + 2𝑐2)

⎛⎝ 𝜀√︁
2𝑛+2
𝑛+1

⎞⎠4

+ 𝑜(𝜀4)

⎞⎠ =

= (𝑛+ 1)𝑐2𝜀
4 − (𝑛+ 2)(𝑐21 + 2𝑐2)

𝜀4(︀
2𝑛+2
𝑛+1

)︀2 + 𝑜(𝜀4) =

=
𝑛+ 1

4𝑛+ 8

(︀
(2𝑛+ 6)𝑐2 − (𝑛+ 1)𝑐21

)︀
𝜀4 + 𝑜(𝜀4).

В силу условия (7) при достаточно малых 𝜀 последнее выражение отрицательно. И
т. к. определитель матрицы Шенберга отрицателен, то она не может быть положительно
определена.

Заметим теперь, что для функции 𝑓 = Ω𝑛 в силу её представления (2)

𝑐1 = − 1

2𝑛
и 𝑐2 =

1

2 · 4 · 𝑛 · (𝑛+ 2)

и для них выполняется условие (7). Таким образом, на данном множестве точек матрица
Шенберга 𝑆𝑋(Ω𝑛) не является неотрицательной. □

Объединяя Теорему 3 c Теоремой 5.1 из [1], получаем

Следствие 2. Функция вида (6) имеет бесконечное число отрицательных квадра-
тов (в смысле Замечания 2).
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NON-NEGATIVITY OF SCHOENBERGMATRICES

L. L. Oridoroga, A. V. Agibalova
For a radially positive definite function of class Φ𝑛 (𝑛 > 2), the positivity of the Schoenberg matrix

generated by the vertices of any regular simplex of dimension 𝑛+1 is proved. Also, for an arbitrary 𝑛, an example
of a function of the class Φ𝑛 and a finite set of points in a space of dimension 𝑛 + 1 for which the Schoenberg
matrix is not non-negative is given.

Keywords: Schoenberg matrix, positive definite function, radial positive definite function, simplex.
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